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CHAMPS DE VECTEURS ET FORMES DIFFERENTIELLES
SUR UNE VARIETE DES POINTS PROCHES

BASILE Guy RICHARD B0ssoTO ET EUGENE OKASSA

ABSTRACT. Let M be a smooth manifold, A a local algebra in sense of André
Weil, M4 the manifold of near points on M of kind A and ¥(M#) the module
of vector fields on M“. We give a new definition of vector fields on M4 and
we show that 3€(MA) is a Lie algebra over A. We study the cohomology of
A-differential forms.

RESUME. On considére M une variété différentielle, A une algébre locale au
sens d’André Weil, M4 la variété des points proches de M d’espéce A et
X(M*) le module des champs de vecteurs sur M“#. On donne une nouvelle
définition des champs de vecteurs sur M4 et on montre que ¥(M#) est une
algébre de Lie sur A. On étudie la cohomologie des A-formes différentielles.

1. INTRODUCTION

On considére une variété lisse M, A une algebre locale (au sens d’André Weil)
et M la variété des points proches de M d’espece A [6]. Lorsque la variété M est
de dimension n, alors M est une variété lisse de dimension n - dim(A).

On note C'*° (M) I’algebre des fonctions de classe C* sur M, X(M) le C*° (M )-mo-
dule des champs de vecteurs sur M.

Lorsque M et N sont deux variétés lisses et lorsque

h: M — N
est une application différentiable de classe C'*°, alors I'application
h: MA — N4, g hA(9),
telle que, pour tout ¢ € C*°(N),
[W4(&)] (p) = E(poh)

est différentiable de classe C*°. Lorsque h est un difféomorphisme, il en est de
méme de hA.

L’ensemble, C>°(M#, A), des fonctions de classe C> sur M4 & valeurs dans A,
est une A-algebre commutative unitaire.
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En identifiant R4 & A, pour f € C°°(M), I'application
UM = AL (),
est de classe C*°. De plus l'application
C%(M) — C=(M*, A), f — f4,
est un homomorphisme injectif d’algébres. Ainsi, on a :
(f+9)"=f"+g"
A-Hr=x-11
(f-9)"=f* g
avec A € R, f et g appartenant & C>°(M).
Lorsque (aa)a=1,2,....dim(4) €st une base de A et lorsque (a},)a=1,2,...,dim(a) €St
la base duale de la base (@q)a=1,2,....dim(4), 1'application
dim(A)
o: C®(M*AA) - Ax C®(MY), o Y aa®(a;op),
a=1

est un isomorphisme de A-algebres. Cet isomorphisme ne dépend évidemment pas
de la base choisie. L’application

v C®(M) = A C®(MA),  f o(f4),

est un morphisme d’algebres.
Dans toute la suite M est une variété lisse paracompacte de dimension n.
Lorsque (U, ) est une carte locale de M de systéme de coordonnées locales
(x1,29,...,2,), Papplication

U — A", & (&), E(x2), .., E(zn)),

est une bijection de U4 sur un ouvert de A™. On vérifie que M est une A-variété
de dimension n.
L’ensemble, X(M#), des champs de vecteurs sur M est & la fois un C°°(M4)-mo-
dule et un A- module. Ce qui signifie que X(M*4) est un C>°(M#, A)-module.
Dans ce travail, on étudie la structure de C>°(M#, A)-module de X(M#). De
cette nouvelle approche, on construit une structure de A-algébre de Lie sur X(M*4),
on définit les A-formes différentielles et on en étudie la cohomologie.

2. STRUCTURE DE A-ALGEBRE DE LIE SUR X(M%)

2.1. Vecteurs tangents sur M. Pour £ € M“, on note Te M* I'espace tangent
en ¢ € M4 et Derg [C>°(M), A] I'ensemble des ¢-dérivations de C°°(M) dans A
c’est-a-dire ’ensemble des applications R-linéaires
v:C®(M)— A
telles que, pour f et g appartenant & C'*° (M),
v(fg) =v(f) - &(g) +£(f) - v(g)
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ie.
v(fg) = v(f) - g™ (&) + () - vlg).
Proposition 1 ([3], [4]). L’application
TSMA = Der; [C‘X’(MA),]R] — Der¢ [C™(M), Al , v~ (idg ®v) o7y,
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Cet isomorphisme permet de transporter sur T¢ M A la structure de A-module
du A-module Der, [C* (M), A].
Ainsi :
Corollaire 2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) v est un vecteur tangent en & € M4 ;

2) v est une application R-linéaire de C*° (M) dans A telle que, pour f et g
appartenant ¢ C*° (M),

v(fg) =v(f)- g2 (&) + f(E) - vlg)-
Lorsque & € M4, application
§:C°(MAA) — A, o pl6),
est un homomorphisme d’algébres. On note Derg [C‘X’ (M4, A), A] le A-module

des ¢-dérivations de C>(M4,A) dans A c’est-a-dire 'ensemble des applications
R-linéaires

w: C®(MA,A) — A
telles que, pour ¢ et ¢ appartenant & C>° (M4, A),

w(p- ) = wlp) - £(¥) +&(@) - w(¥).

On déduit le théoréme suivant :

Théoréme 3. Si
v: C*®(M)— A
est un vecteur tangent en &€ € M4, alors il existe une g-dém'vation et une seule
T:C0®°(MAA) - A
telle que :
1) ¥ est A-linéaire ;
2) v[C®(M*)] CR;
3) o(fA) = v(f) pour tout f € C(M).
Démonstration. Soit
v: C®°(M) — A
un vecteur tangent en £ € M A et soit

T:C®(MA) =R
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I'unique dérivation telle que
(ida ®V) oy =w.
L’application
U= (ida ®0) oo: C°(M*,A) — A
répond a la question. O

2.2. Champs de vecteurs sur M“. On note Der, [C*° (M), A® C>(M*)] le
A®C>(M*)-module des y-dérivations de O (M) dans AQC> (M) i.e. 'ensemble
des applications R-linéaires

@0: C®°(M) — A® C®(M™)
telles que, pour f et g appartenant & C'*° (M),
e(fg) =(f) - v(g) +(f) - ¢(9)-
Une dérivation de C°°(M) dans C>°(M*, A) est une application R- linéaire
Y: C®(M) — C®(M*, A)
telle que, pour f et g appartenant & C*°(M),
Y(f9)=Y () 9"+ " Y(9).

Ainsi une dérivation de C*°(M) dans C*°(M*, A) est une dérivation par rapport
a I’lhomomorphisme

C®(M) — C®(MA,A), f— 4.

11 s’ensuit que I'ensemble, Der [C*°(M), C>(M#, A)], des dérivations de C>°(M)
dans C>(M*, A) est un C>®(M#, A)-module.

Proposition 4 ([3],[4]). L’application
Der [C*°(M*)] — Der,, [C®(M),A® C®(M*)], X+ (ida ®X) o7,
est un isomorphisme de C™(M#)-modules.
Il s’ensuit :
Corollaire 5. L’application
Der [C(M™*)] — Der [C*®(M),C*(M*,A)], X o 'to(ida®X)on,
est un isomorphisme de C™(M*)-modules.

Cet isomorphisme permet de transporter sur Der [C‘x’ (M A)] la structure de
C°°(M*, A)-module de Der [C*>°(M),C> (M4, A)].

Ainsi :
Corollaire 6. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Un champ de vecteurs sur M4 est une section différentiable du fibré tangent
(TMA, 7tpra, MA) ;

2) Un champ de vecteurs sur M* est une dérivation de C>=(M%);
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3) Un champ de vecteurs sur M4 est une dérivation de C>(M) dans
C>(M4, A).
On déduit le théoréeme suivant :

Théoréme 7. Si X est un champ de vecteurs sur M* considéré comme dérivation
de C®(M) dans C=(M*, A), alors il existe une dérivation et une seule

X: C®(M*, A) — C®(M*A, A)
telle que
1) X est A-linéaire ;
2) X [C=(MA)] C C®(M4);
3) X(f4) = X(f) pour tout f € C>(M).

Démonstration. Si X est un champ de vecteurs sur M4 considéré comme déri-
vation de C>°(M) dans O (M4, A) et si

X: (M) — Cc°(M*)
est 'unique dérivation telle que
o to(ida®X)oy=X,
alors 'application
X=0lo(idg®@X)oo:C®(MA A) — C®(M*, A)
répond a la question. ([l

Remarque 8. Si X est un champ de vecteurs sur M4 considéré comme dérivation
de O (M) dans C>(M#, A), alors X s’annule sur A.

Proposition 9. Siu: A — A est un endomorphisme, f € C°(M) et X: C°(M)
— C(M*, A) un champ de vecteurs sur M*, alors

X(po ) =poX(f).
Démonstration. De X (f4) = X(f), on a

dim(A) dim(A)
X[ @or a] = Y (@ioX(f)-aa.
a=1 a=1
Ce qui donne
dim(A) dim(A)
Z )?(azofA>'aa: Z(GZOX(JC)'@Q-
a=1 a=1

Ainsi X (a¥ o f4) = (a2, o X(f) pour tout (a})i=1,2,.. dim(a). Comme

dim(A)

poft= 3" (ahof*) pulad),

a=1
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on déduit que

dim(A)
X(po fh = Z X(ag o f4) - p(aa)
dlm(A)
= > (ah o X(f) plan) = po X(f).
a=1
D’ou lassertion. O

Théoréme 10. Si X etY sont deux champs de vecteurs sur M* considérés comme

dérivations de C>°(M) dans C>(M#, A), alors le crochet
[X,Y]=XoY —YoX:C®M)— C®(M*, A)
est un champ de vecteurs sur M4.

Démonstration. L’application est manifestement R-linéaire. Pour f et g appar-
tenant & C*°(M), on a

(X, Y)(f9) = X[V (f9)] - Y [X(f9)]
-gA+fA-Y(g)] Y[X(f g+ X ()]
(

= (XY (N =V[X()]) g + 4 (X [V (9)] - ¥ [X(9)])
(XY -V oX)(f)-g*+ 4 (Xo¥ -V oX)(g)
= [X,Y](f) 0" + f4 [X, Y] (g).

D’ou 'assertion. O

Proposition 11. Si X et Y sont deuz champs de vecteurs sur M4 considérés
comme dérivations de C>°(M) dans C®(M*A, A) et si o € C=°(MA, A), alors

[X,Y]=[X,Y]
et

— ~

- X=¢p-X.

Démonstration. Pour f € C*®°(M), on a

[(X.Y](fY) = X[Y(fY)] - Y[X(fY)] = X[Y ()] - Y [X(S)]
= (XoY -YoX)(f)=[X,Y](f).
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Comme [X,/\i;] est I'unique dérivation de C>(M4, A) telle que [X,/\'};](fA) =
[X,Y](f) pour tout f € C°°(M), on déduit que

De méme
(- X)) =0 (X)) =9 - X(f) = (¢ - X)(f).

Comme g;\)/( est 'unique dérivation de C>° (M4, A) telle que (ﬁ()(fA) =
(¢ - X)(f) pour tout f € C°(M), on déduit que

e ~

- X=0p-X.
D’ou les deux assertions. O

Proposition 12. Si ¢ € C®(M4, A), si X etY sont deux champs de vecteurs
sur M4 considérés comme dérivations de C>(M) dans C>=(M*, A), alors

La démonstration ne présente aucune difficulté.

Théoreme 13. L’application
(M) x X(MY) = (MY, (X,Y) = [X, Y],
est A-bilinéaire alternée et définit une structure de A-algébre de Lie sur X(M#).

Démonstration. Lorsque X est un champ de vecteurs sur M# considéré comme
dérivation de C°°(M) dans C®(M*, A) et lorsque a € A, on a

[X,a-Y]=X(a) Y +a- [X,Y].
Comme X s’annule sur A, il s’ensuit que 'application
(M) x X(MA) — 2(M?),(X,Y) — [X,Y]

est A-bilinéaire alternée.
Pour tous champs de vecteurs X, Y, Z sur M* considérés comme dérivations
de C>°(M) dans C>=(M#, A), on a :
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X,V 2] + [V, 12, X]] + [Z.[X, Y]] = X o[V, 2] - [V, Z] 0 X
Y Yol ZX]—[ZX]oY +Zo[X,Y] - [X,Y]oZ
=Xo(YoZ—ZoY)—[Y,Z]oX
+Yo(ZoX—-Xo0Z)—[Z,X]oY
+Zo0(XoY -YoX)—-[X,Y]oZ
=XoYoZ-Xo0ZoY-YoZoX+ZoYoX
+YoZoX-YoXoZ-ZoXoY+Xo0ZoY
+ZoXoY—~ZoYoX-XoYoZ+YoXoZ
=0.
D’ou 'assertion. O
Remarque 14. En considérant X(M#) uniquement comme module sur C>(M4),
X(M*#) ne peut étre une algebre de Lie sur A.

Corollaire 15. L’application
X(MA) — Der [C®(MA,4)], X~ X,

est a la fois un morphisme de C™(M*A, A)-modules et un morphisme de A-algébres

de Lie.
2.2.1. Prolongements a2 M* des champs de vecteurs sur M.
Proposition 16. 5i
0: C®°(M) — C>*(M)
est un champ de vecteurs sur M, alors l’application
04 C(M) — C=(M*,4), [ 0]
est un champ de vecteurs sur M4.

Démonstration. L’application 84 est manifestement R-linéaire. Pour f et g
appartenant a C*° (M), on a :

04(f9) = [0(f9))" = [01)- g+ f -0(9)]"
= [0 g+ [09)] " =01 () - 9" + £ 0(9).
Ainsi 4 est un champ de vecteurs sur M4, |

On dit que le champ de vecteurs 64 est le prolongement a M# du champ de
vecteurs 6 sur M.
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Proposition 17. Si 0, 6, et 0 sont des champs de vecteurs sur M et si f €
C>(M), alors
(61 + 62)" = 67" + 65

( ) fA . 9A.

(F-0)A = 74 6%,

(6,65 = [61,62)"
et Uapplication

X(M) — Der [C™(M*,A)] 0+ 04,

est un homomorphisme d’algébres de Lie réelles.

La démonstration ne présente aucune difficulté.

2.2.2. Champs de vecteurs sur M* provenant des dérivations de A.
Proposition 18. Sid est une dérivation de A, alors Uapplication

d*: C®°(M) — C®*(MA,A), f+s(=d)of?,
est un champ de vecteurs sur M4,

Démonstration. On vérifie que I'application d* est R-linéaire. Pour f et g appar-
tenant & C>°(M) et pour £ € M4, on a :

d*(f9)(€) = (=d) o (f9)*(&) = (=d) o (" - g™)(&) = (=d) [f(€) - " (©)]
(= )[ ()]9()+fA()( d) [9"(€)]
[(- (
(

F1E - g + A - [(—d) o f4] (6)
[(— ) A gt + A [(=d) o fA(E)
=[d*(f)- g™ + 14 d*(9)] (&)
Comme £ est quelconque, on déduit que
d*(fg) = d*(f)- g™ + f*-d*(g) .

Ainsi, d* est un champ de vecteurs sur M*. O

On dit que le champ de vecteurs d* est le champ de vecteurs sur M4 associé &
la dérivation d de A.
On a les résultats suivants :

Proposition 19. Si dy, da, d sont trois dérivations de A, a un élément de A et
0: C°(M) — C°°(M) un champ de vecteurs sur M, alors

[ T?d;} = [dlde]*;
(a-d)*=a-d¥
[d*,04] =0
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Démonstration. La démonstration des deux premieres assertions ne présente
aucune difficulté.
Pour la derniére assertion, lorsque f € C*°(M) on a

[d*,041(f) = (d* 0 64 — 04 0 d*)(f) = (d* 0 04)(f) — (64 0 d*)(f)
= (d)[6A ()] — (6" ()] = (@) (10(/)]*) — (64)[d* (/)]
= d*10(f)] + (04)[d o fA] = (=d) o [0(H)]* + (64)[d o 4]
Compte tenu de la Proposition 9, on a
(04)[d o £ = d o 0°(f).
Ainsi
[d*,04)(f) = (—d) o [0(F)]* + (04)[d o fA] = (=d) 0 62(f) + d 0 62(f) = 0.

Comme f est quelconque, on déduit que [d*,64] = 0.

3. A-FORMES DIFFERENTIELLES

Un A-covecteur en & € M4 est une forme linéaire sur le A-module TeM A L’en-
semble, Tf* MA, des A-covecteurs en £ € M4 est un A-module libre de dimension
n et

TMA = | 1Mt
ceMA
est une A-variété de dimension 2n. L’ensemble, A'(M4, A), des sections diffé-
rentiables de T*M* est un C°°(M#, A)-module et on dit que A'(M#, A) est le
C>(M*4, A)-module des A-formes différentielles de degré 1.

Pour p € N et pour £ € M4, on note Eglt(TgMA,A) le A-module des formes

multilinéaires alternées de degré p sur le A-module T¢ M 4. On a évidemment

£0,(TeMA, A) = A,
Comme dans le cas réel, pour deux entiers p et ¢, on définit le produit extérieur
A L2 (Te M2, A) x L4, (TeMA, A) — LPFU(T M4, A), (a, B) — aAB.

a alt alt
L’ensemble
AT MA, A) = | L0, (TeM™, A)
geMA
est une A-variété de dimension n + CP. L’ensemble, AP(M*4, A), des sections
différentiables de AP(T* M4, A) est un C>=(M*, A)-module. On dit que AP(M4, A)
est le C° (M4, A)-module des A-formes différentielles de degré p sur M4 et que

AMAA) = éAP(MA, A)
p=0

est I’algébre des A-formes différentielles sur M 4. L’algebre A(M4, A) des A-formes
différentielles sur M4 est canoniquement isomorphe & A ® A(M4). On a

AO(MA, A) = C= (M4, A).
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Théoréme 20 ([2],[5]). Sin est une forme différentielle de degré p sur M, alors
il existe une A-forme différentielle de degré p et une seule

s X(MA) x X(MA) x -+ x X(MA) — C=(M*4, A)

telle que, pour p champs de vecteurs 01,0s,...,0, sur M et pour p fonctions
f17f2,"'afp SUTM}

A
A 00 S5 05 0 = S5 S (01,02, 6,)]
Lorsque 7 est une forme différentielle sur M, la A-forme différentielle n? est le
prolongement & M# de la forme différentielle 7.
3.1. La d“- cohomologie. L’application

AM) = AMA,4), wi

est un morphisme de R-algebres graduées.
Si

d: A(M) — A(M)
est opérateur de différentiation extérieure, on note
d4: A(MA, A) — A(MA, A)
lopérateur de cohomologie associé a la représentation
X(M*) — Der [C®(M4,4)], X~ X.
Proposition 21. L’application
d4: A(MA,A) — A(MA, A)
est A-linéaire et
d(w?) = (dw)?

pour tout w € A(M).
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Démonstration. On vérifie que d* est A-linéaire. Siw € AP(M), pour 61,0, ... ,0,11
champs de vecteurs sur M, on a
p+1 o
[dA (W) (607,04, ...,02 ) = Z(—1)Z—19;‘[w‘(9f,9§‘,...,9;4,. SO0 )]
i=1
+D (DT W08 00, 0508002 )
1<i<j<p+1
p+1

—Z V)i~ 20A[(w(01,02,...,0r, ..., 0ps1))"]

~

N (00,6061, BB Bpn)”
1<i<j<p+1
p+1

*Z Z 19A 91;927"'752'7"'3017-&-1)]

+ Y U (065061, BBy Bpin))
1<i<j<p+1
p+1

—Z (w(01,02, -, By Opr1)])

i+j 0 0. A
+ Z (71) +](W([0i50j]5017"'70i"'79ja"'79}7+1))
1<i<j<ptl

A
= (dw)?(07,03',...,0.} 1) = [(dw)(01,02,...,0p41)] "
Compte tenu du théoréme 20, on déduit que d4(w?) = (dw)?.
L’application
Ax AM) = AMAA), (a,w) —a-w?

est R-bilinéaire et induit un morphisme du complexe différentiel (A®A(M ),ida ®d)
dans le complexe différentiel (A(M 4 A), dA).

On note Hyr(M) la cohomologie de de Rham de la variété différentielle M et
H(M4, A) la cohomologie du complexe différentiel (A(MA, A), dA).

On dit que H(M?A, A) est la d*-cohomologie sur la variété des points proches
MA. Les espaces A ® HY,(M*) et HP(M*, A) sont canoniquement isomorphes.

En particulier si la variété M4 est connexe, alors 'espace H(M#, A) s’identifie
canoniquement a A.
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