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El concepto deinfinito

José Ramon Ortiz

Hay un concepto que es el corruptor vy €l
desatinador de los otros. No hablo del Mal cuyo
limitado imperio esla ética: hablo del infinito.

Jorge Luis Borges
Introducciéon Historica

¢Cuantas amas caben en un centimetro cubico? ¢ Cuantos ange-
les pueden bailar en la punta de una aguja?

De acuerdo con Wittgenstein esta clase de preguntas no tenian
ninguna aplicacion porgue, mientras ellas conjuran una «imagen»
(picture), conestaimagennopodemoshacer nada. SegunWittgenstein,
lo mismo podia ser dicho del infinito: «la clase de todas las clases
equinumerable con laclasedeseriesinfinitas», asi como «la clasede
todos los angeles que caben en la punta de una aguja», es vacia en
tanto no se encuentre un uso paraella. Tal uso, todavia, no sdlo no ha
sido descubierto, sino que debe ser inventado. ( p. 59€¢)

Por su parte Poincare exclamaba: ¢Es posible razonar sobre
objetos que no pueden ser definidos en un nimer o finito de palabras?
¢ES posible alin hablar de ellos y saber que lo que hablamos tiene
algun sentido? ¢O por €l contrario, deben ser considerados inconce-
bibles? Para mi, no dudo en considerarlos mera nada. ( p.60)
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Y Hilbert Ilamabaal orden en su articulo «Sobre el Infinito»: al
clarificar laidea de infinito debemos tomar alin en consideracion un
aspecto mas general del problema. S miramos con atencion, encon-
tramosquel aliteraturamatemati caestall enadeabsur dosysinsentidos,
gue nor mal mente son achacados al infinito. Asi por ejemplo, algunos
enfatizan la estipulacién, como una condicién restrictiva, que, si
gueremos mantener el rigor matematico, slo un nimero finito de
inferencias es admisible en una prueba —como si hubiera habido
alguien capazdellevar a cabo un nimeroinfinito deinferencias. (Van
Heijenoort, p. 370)

Uno de loslogros mas grandes de la matematica como lenguaje
ha sido su propio corgje imaginativo para enfrentar el concepto mas
innaccesible y paraddjico que haya podido pretender la fragilidad
temporal del intelecto humano: el conceptodeinfinito. Casi podriamos
decir quelamateméticaesel lenguaje que pretende hablar del infinito,
o laciencia que pretende medir €l infinito.

Vulgarmente se utilizalapal abrainfinito paradenotar algo muy
grande, ilimitado, oimposiblede contar. Pero el infinitovamasallade
lo «muy grande» y de la posibilidad humana (temporal) de contar. La
nocién deinfinito como ideade algo ilimitado o inal canzable, hasido
unafuente de confusion através delahistoria. Perturb6 alos antiguos
griegos, quienes trataron indtilmente de comprenderlo sometiendo el
infinito a la intuicion del sentido comun, la cual, lamentablemente,
estaba inspirada en un mundo finito y, generalmente, los condujo a
conclusiones contradictorias y paradgjicas, como la famosa carrera
donde Aquiles nunca alcanza alatortuga.
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ParaPlatony Pitagorase infinito eraapeiron, el caos, €l infinito
carecia de medida: metron. La voz «apeirdn» tal como la emplea
Anaximandro, significa«sin fin» 0 «sin limite», suel etraducirse como
«lo infinito», «lo indefinido», «lo ilimitado».

Laideadel infinito también fue rechazada por Aristotelesy los
escol asticos, basados en |as mismas contradicciones que el concepto
de infinito generaba. Uno de los tipicos argumentos esgrimido en
contra del infinito era el conocido como la «aniquilacion de los
numeros», segun esteargumento losndmerosfinitosserian absorvidos
por losnumerosinfinitos, esdecir, paratodo nUmerofinito a, a+¥ =¥
y deestaformalosnumerosinfinitosani quilabanalosnimerosfinitos.

Aristotelestratd de enfrentar €l problemadel infinito atravésde
dos representaciones, dos concepciones complementarias y cuya
interacciondial écticahainfluido el propiodesarrollodelamatemética.
En el tercer libro de su obra Fisica, Aristételes distingue dos tipos de
infinito; € infinito como un proceso de crecimiento sin final o de
subdivisiéon sin final y e infinito como una totalidad completa. El
primero es el infinito potencial y €l segundo €l infinito actual.

Lanocion deinfinito potencial secentraen laoperacion reitera-
tiva e ilimitada, es decir, en la recursividad interminable, por muy
grande que sea un nimero natural siempre podemos concebir uno
mayor, y uno mayor gue este Ultimo y asi sucesivamente, donde esta
Ultima expresion y «asi sucesivamente» encierra la misma idea de
reiteracionilimitada, a infinito. Estetipodeinfinito potencial esel que
sirvedebasealanociondelimitedel cdlculoinfinitesimal. Por suparte,
lanocion de infinito como totalidad fue ampliamente desarrollada en
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lageometriaal dividir un segmento de recta en un nimero infinito de
puntos y € infinito actual de los infinitessmales sirvié de soporte
heuristico parala posterior formalizacion del calculo infinitesimal.

DurantelaEdad Media, lamayor parte delamatematicarel acio-
nada con lo infinitamente grande y lo infinitamente pequefio tomo la
formade un conjunto de especulaciones en torno alasideas de Platon
y Aristételes sobre larelacion entre punto y recta, lanaturalezade lo
inconmensurabl e, lasparadojasdeZendn, laexistenciadeloindivisible
y lapotencialidad y actualidad delo infinito. Aungue en estaépoca, €l
debate sobre la naturaleza del infinito tomo6 connotaciones teol 6gicas
mas bien que matematicas, al considerarse el infinito como propiedad
exclusiva de la mgjestad divina de Dios. Asi, San Agustin creia que
solo Diosy suspensamientoseraninfinitosy, Santo Tomasde Aquino,
por su parte, demostrabaen el Summa Theol ogiaeque, aunque Diosera
ilimitado é no podia crear cosas absolutamente ilimitadas.

Esta controversia sobre € infinito se prolongd durante el Rena-
cimientoy en 1600 llevd alahoguera, por obradelalnquisiciony un
traidor veneciano, a gran mago renacentista Giordano Bruno, quien
predico un universo constituido por infinitos mundos.

En ese mismo afio de 1600, Galileo Galilei, aunque con cierta
ambiguedad, rechazo la idea del infinito como paraddjica, ya que
atentaba contra la razén. Galileo Ileg6 a esta conclusion después de
observar guelospuntosdedossegmentosderectadediferentelongitud
podian hacerse corresponder biunivocamente, es decir, € infinito
permitiaquelapartefueradel mismotamafio queel todo. Otrogemplo
muy utilizado por Galileo, y popular por esaépoca, fue el del conjunto
de los nimeros perfectos: e conjunto de los nimeros perfectos es
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apenas una parte del conjunto de los nimeros naturales, sin embargo
cadanumero natural eslaraiz cuadradade un Unico nimero natural (n
® n2).

Galileo no escribi6 ningun libro sobre | os aspectos mateméti cos
desutrabajo, pero, apesar derechazar por sin sentidoo Inquisicion a
infinito actual, frecuentemente considerd un segmento de rectaforma-
do por un nimero infinito de puntos y acept6 el continuo de larecta
como un infinito actual.

La revolucion cientifica del siglo XVII, de la cua la ciencia
moderna es raiz y fruto, representd un cambio paradigmético de un
mundo cerrado aun universoinfinito, (Koyré). A partir deestesiglo se
comienza a usar la curvalemniscata (¥ ) como simbolo del infinitoy
aparece en las populares cartas del Tarot amanera de sombrero sobre
la cabeza del Mago o Juglar, en la carta del mismo nombre. El
matematico John Wallis, en su obra Arithmetica Infinitorum, fue e
primero en usar lalemniscata (¥) pararepresentar €l infinito.

Kant, enel siglo X1X, coincidiacon Aristételesal sefidar queel
limiteabsol uto esimposibleenlaexperiencia, esdecir, nuncapodemos
llegar al infinito (actual). Y e gran matemético Karl Friedrich Gauss,
en 1831, enfatizaba su protesta contra el uso del infinito como algo
consumado: «Protesto contra el uso deuna cantidad infinitacomo una
entidad actual ; ésta nunca sepuedepermitir en matematica. El infinito
essolounaformadehablar, cuando enrealidad deberiamoshablar de
limitesaloscual es ciertasrazones pueden aproxi mar setanto como se
desee, mientras otras son permitidas crecer ilimitadamente».

Gauss no fue el Unico matemético de su época en rechazar el
infinito actual. También Cauchy rechazo la idea de una coleccion
infinita, por razones parecidas alas de Galileo; es decir, laexistencia
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de unabiyeccion entre latotalidad infinitay una de sus partes, |0 cual
echaba por tierra el axioma euclidiano de que €l todo es mayor gque la
parte.

El tedlogoy matematico checo Bernhard Bolzano fue el primero
en tratar de fundamentar la nocion de infinito actual, en su obra
postuma Paradojas del infinito (1851), defendio la existencia de un
infinito actual y enfatizd que el concepto de equivalencia entre dos
conjuntos era aplicable tanto a conjuntos finitos como infinitos.
Bolzano aceptd como algo normal que los conjuntos infinitos fueran
equivalentes a una parte de ellos mismos. Esta definicion del infinito
fue utilizada posteriormente por Cantor y Dedekind.

A pesar dequelaobrade Bolzano Paradojasdel infinito eramés
bien de corte filosofico que matematico, ya que carecia de conceptos
cruciales como conjunto y nimero cardinal (potencia), podriamos
decir que Bolzano fue & primer matematico en dar las bases para la
construccion de unateoria de conjuntos.

L a muerte como eter nidad A

En una novela de Arthur Schnitzler (Flight into Darkness, p. 29-30.
Simon and Schuster, New Y ork, 1931), uno de los persongjes, €l Dr.
Leinbach recurre a infinito para demostrar que la muerte no existe:

«L einbach ha descubierto una prueba de que lamuerte no existe. Més
all&detodaduda, hadeclarado, que en todo tipo de muerte, no solo en
lamuerte por inmersion, sevuelve avivir en el Gltimo momento toda
lavidapasada, aunavelocidad inconcebible paralosdemés. Estavida
recordada debe tener también un Ultimo momento, y este dltimo
momento su propio ultimo momentoy asi sucesivamente. Por |0 tanto
morir era la eternidad. De acuerdo con la teoria de limites uno se
aproximaalamuerte, peronuncalaal canza— Unafiguracuestionable,
este doctor Leinbach.» (Bernardet, p. 72)

- J
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El Paraiso Transfinito de Cantor

A finales del siglo XIX, Cantor desarrolla una teoria formal
sobreel infinito actual. Todoslosargumentos dados, sefialaCantor, en
contradel infinito han sido insensatos, yaque han tratado laaritmética
de los numeros infinitos como una extension de la aritmética de los
numeros finitos.

Uno de los objetivos de su obra Grundlagen era demostrar que
no habia ninguna razon para aceptar las vigjas ideas en contra del
infinito actual. Si los conjuntos infinitos se comportan de manera
diferente alos conjuntos finitos no quiere decir que estos sean incon-
sistentes, sino que obedecen a una aritmética diferente.

Cantor demostro, contralafamosa aniquilacion delo finito por
lo infinito, que los nimeros infinitos eran susceptibles de ser modifi-
cados por los nimeros finitos. Asi, ladistincion dew y w +1 demos-
traba, dentro de lateoria de los nUmerostransfinitos, que los nimeros
finitos podian ser sumados alos nimerosinfinitossin ser aniquilados,
(Dauben, p. 121). También rechazé la distincion aristotélica entre
infinito actual e infinito potencial, ya que todo infinito potencial
presupone la existencia de un infinito actual.

Georg Cantor fueel creador delateoriade conjuntostransfinitos
y, siguiendo los pasos de Bolzano, consideré que la idea de una
biyeccion seriael principio basico paracomparar conjuntosinfinitos.
Si existe unabiyeccion entre dos conjuntos, podemosdecir que dichos
conjuntos son equipolentes o tienen lamisma potencia. El término de
potencia de un conjunto dio paso a término de nimero cardinal.
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Bolzanointrodujo las siguientes definicionesde conjuntoinfini-
to:

Un conjunto no vacio A esfinito si para algun entero positivo n,
A esequipolentea{l,2,....,n}; deotra forma A esinfinito.

Un conjunto A esinfinito si existe un subconjunto propio B de A
equipolente a A; en cualquier otro caso A esfinito. (Moore, p. 22)

Cantory Dedekindutilizaronestadefinicionreflexivadel infinto:

Cantor (1878): Un conjunto finito es uno cuya potencia es un
entero positivo. Paratal conjunto todo subconjunto propio tiene una
potencia menor, mientras que un conjunto infinito A tiene la misma
potencia queal giin subconjunto propiodeA. (Implicitamentedio estas
propiedades cuando demostré queR y RN tenian la misma potencia).

Dedekind (1882): Un conjunto A es Dedekind-infinito si algun
subconjunto propio B de A esequipolente a A; en cualquier otro caso
A es Dedekind-finito. (Carta de Dedekind a Cantor, 1882).

Cantor (1882): Por un conjunto finito entendemos un conjunto
M, el cual surgeapartir deun elemneto original atravésdelaadicion
sucesiva de nuevos elementos de tal forma que el elemento original
puede ser obtenido a partir de M eliminando sucesivamente los
elementosafadidosen el ordenreverso. (Estaeslaprimeradefinicion
explicita de un conjunto finito dada por Cantor).

Cantor (1883, Grundlagen): Mientras que un conjunto finito
siempre retiene el mismo numero ordinal, independientemente de la
forma en que estén ordenados sus elementos, un conjunto infinito
puede ser reordenado de tal forma que tenga mas de un ordinal.

Cantor definié que dos conjuntos tenian el mismo nimero de
elementos s existia una correspondencia biunivoca entre |os miem-
bros de ambos conjuntos; adiferenciade Bol zano, quien concluyo que
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la existencia de una correspondecia entre dos conjuntos infinitos A y
B no justificaba la inferencia de su igualdad, con respecto a la
multiplicidad de sus miembros,

Larazon por lacual la definicion de Cantor y susconsecuencias
han sido aceptadas no es por que estén, ciertamente, mas cerca del uso
comun sino mas bien porgue son mas Utiles para la matematica. Aln
hoy en dia tendemos a pensar que existen mas nimer os naturales que
numeros pares. (Wang, p. 70).

Cantor consideraba tres contextos donde surge el concepto de
infinitoactual: primero cuando esrealizado enlaformamascompl eta,
en un ser independiente de otro mundo, en Dios, al cual llamo €l
Infinito Absoluto o simplemente Absol uto; segundo cuando ocurreen
lo contingente, enel mundofisico; tercero cuandolamentelo aprehen-
de en abstracto como una magnitud matematica, nimero, o tipo de
orden. Quiero hacer un claro contraste entre el Absoluto y lo que yo
[lamo Transfinito,es decir, los infinitos actuales de las dos Ultimas
clases, los cual es estan claramente limitados, sujetos a nuevas exten-
siones, y por lo tanto relacionados con lo finito.(Gesammelte
Abhandlungen. p. 378).

El Infinito Absoluto es el Absoluto, por definicion loimposible
de alcanzar: lo inalcanzable. EI grado maximo de independencia,
autonomia y completitud. En la categoria de Infinito Absoluto o
Absoluto entran Dios, €l Ultimo ordinal Q y laclase V de todos los
conjuntos. Para Cantor desentrafiar € infinito absoluto era una labor
mistica: labusguedadeDios. M asrecientemente, Gaisi Takeuti definia
de la siguiente manera su trabajo sobre Teoria de Conjuntos. «Trata-
mos de obtener una descripcion exacta de los pensamientos de una
mente infinita»(Rucker, p.)
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Para Cantor, tanto € infinito actual de la matemética como el
infinito fisico actual constituian o Transfinito, donde, adiferenciadel
infinito absoluto, inal canzable, existian unainfinitud de infinitos: los
cualesestan claramentelimitados, sujetosa nuevas extensiones, y por
lo tanto relacionados con lo finito.

En 1872, Dedekind, demostro quelalinearectal esinfinitamen-
te més rica en puntos-individuales que el dominio R de los nimeros
racionales en numeros-individuales, (Dauben, p. 48). Lo cua traia
como consecuencia la existencia de al menos dos tamarios diferentes
de infinito, dos cardinalidades infintas. El infinito numerable de los
numeros naturales, el infinito discreto y e infinito continuo de (los
nimeros reales) lalinea recta cuya cardinalidad es ¢ o 2Ao.

Enunacartade Cantor aaDedekind, fechadael 29-11-1873, este
le plantea el problema: Consideremos la coleccion de todos los
numer os enter os positivosn y denétemosla por (n); entonces conside-
remosla coleccién detodoslosnimerosreal esy denotémosla por (X);
la pregunta essimplemente si (n) y (x) podran poner se en correspon-
denciadetal formaquecadaindividuo deunacoleccién correspondie-
raaunoy solounodelaotracoleccion. Aprimeravistasepodriadecir
gue no, que no es posible, ya que (n) consiste de partes discretas
mientras que (X) constituye un continuo; pero No ganamos nada con
esta objecion, y soy de la opinion de que no se puede hallar tal
correspondencia entre (n) y (x) pero no encuentro la razén de ello,
quizas porguele doy demasida importanciay larazon podria ser muy
sencilla. (Dauben, p. 49) .
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Si identificamoslos nimerosreal es con conjuntosarbitrarios de
numeros naturales, el problemade caracterizar el continuo estransfor-
mado en el problemade caracterizar conjuntos arbitrarios de nUmeros
naturales.

Cantor se habiadado cuentade quelosnimerosracionalesy los
numeros algebraicos eran numerables (la misma cardinalidad de los
numeros naturales). Sin embargo, Liouville habia establecido laexis-
tencia de nimeros no algebraicos, |os nimeros transcendental es, pero
a pesar de sus esfuerzos, Cantor no podia encontrar la razén para
afirmar o negar la numerabilidad de los nimeros reales.

Lapruebaoriginal dequelosnumerosreal eseran no numerables
fue desarrollada durante el mes de Diciembre de 1873y publicadaen
1874 (OnaProperty of the Collection of All Real Algebraic Numbers).
La prueba fue dada por Cantor demostraba una aplicacion de la
conclusién de que el conjunto A de todos |os nimeros algebraicos era
numerable. Esta aplicacion era una corroboracion de la prueba de
Liouville de que en todo intervalo (a,b) hay un nimero infinito de
numerostranscendental es. ComoA eranumerabley Rnoeranumerable,
Cantor afirmo e mismo resultado. (Dauben, p. 51).

Los numeros ordinales transfinitos surgen de la operacion de
contar y pueden ser construidosen formanaive delasiguiente manera:

i) 0 esun numero ordinal .

ii) Si aesun numero ordinal entoncesa+1 esun numero ordinal
(el numero ordinal sucesor)

iii) Si setiene una sucesion de ordinales (a) entonces existe un
ultimo ordinal lim(a) el cual es mayor que todo a en (a)

A parftir dei) y aplicando ii) obtenemos: 0,1,2,3,.......
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Para superar la sucesion infinitade ordinales finitos usamosiii)
para obtener [im(n) = w

Asi obtenemos0, 1, 2,....., W

Utilizando otra vez ii) obtenemos 0, 1, 2,...., w, w+1, w+2,

W+3,.....
Y aplicando iii) alim (w+n) obtenemos w+w o0 w.2
De esta forma podemos obtener:
0,12, ...w,w+l, w+2, ....,w.2, w2+ 1 w.2+2,.., W3 w3+1,
W.3+2,... e, w.w, ww+l, ... WWAW, L WWHW.2, L WWL2,
WW.3, e WWW, ey e, WW

La construccion formal de ordinales se basa en la idea de

identificar los nimeros ordinal es con conjuntos.
a<b iff alb y b={a:a<b}

Un conjunto a es un ordinal (nimero orninal) si estransitivoy
bien ordenado por 1 .

Un ordinal se determina dando un gemplo de un conjunto
ordenado A tal quesi sepudieracontar A en el orden correcto entonces
secontariahastaa, dondeaseconsiderael tipodeordendeA. Podemos
decir que el ordinal ase obtienedel conjunto ordenado A ignorando la
apariencia de los elementos de A y observando €l arreglo u orden de
estos elementos.

Ahorabien, todos|os ordinal es gue enumeramos anteriormente,
cabrian en el Hotel de Hilbert, un hotel con w habitaciones inventado
por Hilbert para ilustrar sus ideas sobre €l infinito. En este hotel
podemos alojar tantos huespedes como la cardinalidad w. Es decir,
todos estos ordinal estienen cardinalidad w, detal formaque podemos
hallar una correspondencia biunivoca entre w+w y w, entrewy w2 o
entreww y w.
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Unnumeroordinal a esunnumerocardinal sy slosi a notiene
la misma cardinalidad que ningin b menor que a. Asi, todos los
numeros naturales son cardinalesy w es el primer cardinal infinito.

Cantor llamé alos cardinalesinfinitos al efs, alef-cero: «A o», es
el primer cardinal infinito correspondiente al ordina w. «A ;» esél
primer ordinal con cardinalidad mayor quew, esdecir €l primer ordinal
gue no puede ponerse en correspondencia biunivoca con w.

Concebir el primer ordinal infinito esequivalenteaconsiderar la
multiplicidad de todos|os ordinal esfinitos como unaunidad: como €l
conjunto: {0,1,2,3,....}. El ordinal w existe como ordinal, en tanto el
conjunto de los nimeros natural es sea considerado como una unidad
existencial. Debemos recordar que Cantor definia conjunto como una
multiplicidad que puede ser pensada como una unidad. (Cantor, p.
204)

L osalefsestén ordenadosy en general alef-n, A, , esel enésimo
cardinal infinito :Ag A1 A, AL Aur AW A ARy e

Inclusive podriamos hallar un cardinal infinito g tal queq=A,,
El cardinal q es el primer cardina inaccesible mayor que A, . Un
cardinal sellamainaccesible porqueesmuy dificil deal canzarlo desde
abagjo, es decir, no se puede acanzar por medio de la suma de g
ordinales menores que q, (formalmente se dice que q es regular); y
tampoco se puede alcanzar por medio de la operacion limite sobre un
cardinal menor que q . De estaforma q es €l primer cardinal regular
limite después dew. Asi como w es el primer cardinal infinito, q es e
primer cardinal grande.
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Existe toda una teoria de cardinales grandes, entre los que
encontramos. cardinales indescriptibles, inefables, Ramsey, Mahlo,
fuertemente compactos, supercompactosy, finalmente, los cardinales
extensibles. Estos Ultimos son los cardinales méas grandes que se
consideran actualmente en la Teoria de Conjuntos.

Para Cantor la introduccion de los nimeros transfinitos en la
matemética era tan legitima como la introduccién de los nimeros
irracionales, porque ontol 6gicamente su estatus era el mismo, ambos
son definidos en funcion de conjuntosinfinitosy por procedimientos
similares. SuobraGrundlagen definiaconsi stentementeal osnimeros
transfinitos y construia una teoria conceptualmente consistente y
matematicamente valida.

El universo transfinito de Cantor no podia alcanzar €l infinito
absoluto, yaque seguin €l principio de reflexion esimposible alcanzar
el Absoluto, o dicho de otraforma: el Absoluto esinconcebible. Por
gemplo, € dltimo ordina W es inconcebible porque cualquier
descripcidon de W puede ser aplicadaaun ordinal a<W. Burali-Forti
en 1897, A Question on Transfinite Numbers, fue el primero en sefialar
laimposibilidad de definir un dltimo ordinal correspondiente al orden
de todos los nimeros ordinales ya que s tal ordinal W existiera,
entonces inmediatamente tendriamos WA 1.

Lo mismo sucede con V, la clase de todos los conjuntos. El
principio dereflexion se expresaen lateoriade conjuntoscomo: Toda
propiedad concebible paraVV estambién concebible para un conjunto
al V. Ladefinicion deV como un conjunto, a concebirlo como una
unidad, trgjo como consecuencia las paradojas de Burali-Forti y
Russall.
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El jardin de senderos que se bifurcan

En el relato de Jorge Luis Borges «El jardin de senderos que se
bifurcan» se plantealo siguiente:

El jardin de sender os que se bifurcan es unaimagen incompl eta, pero
no falsa, del universo tal como lo concebia Ts ui Pen. A diferenciade
Newton y de Schopenhauer, su antepasado no creia en un tiempo
uniforme, absoluto. Creia en infinitas series de tiempos, en una red
crecientey vertiginosadetiemposdivergentes, convergentesy parale-
los. Esatramadetiemposqueseaproximan, sebifurcan, secortanoque
secularmente seignoran, abarcatodas |as posibilidades. No existimos
enlamayoriadeesostiempos; ena gunosexisteustedy noyo; enotros,
y0, nousted; enotros, losdos. Enéste, queunfavorableazar medepara,
usted hallegado ami casa; en otro, usted, al atravesar €l jardin, me ha
encontrado muerto; enotro, yo digo estasmismaspal abras, pero soy un
error, un fantasma.

¢Esnecesario, como planteaBorges, quedl infinito seaexhaustivo?Es
decir, que un infinito nimero de mundos contenga todos |os mundos
posibles.

Este no es el caso, y para demostrarlo podemos utilizar la siguiente
analogia numérica: Sea P el conjunto de todos los nimeros pares. P
contiene un nimero infinito de elementos pero no contiene todas las
clasesdenumeros: Por jempl o, sinir muy lejos, no contieneel nimero
3, ni ningln ndmero impar.
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El infinito fisico

Desde tiempos de Aristételes se tenia la intuicion de que €
espacioy el tiempo podian ser extendidosilimitadamentey uninterva-
lo espacial o temporal podia ser dividido indefinidamete. Pero hoy en
dia se considera que somos incapaces de percibir el infinito. Ya
Giordano Bruno habia advertido por boca de Filoteo: No hay sentido
gue vea € infinito, no hay sentido de quien se pueda exigir esta
conclusién, porguee infinito no puede ser objeto delossentidos, y, en
consecuencia, quien pretende conocerlo por medio delos sentidos es
semejante a quien quisiera ver conlosojosla substanciay la esencia.
(p. 63).

En general,el espacio puede ser infinito de tres formas diferen-
tes.

1) Existeunnivel n parael cual el espacio n-dimensional esreal
einfinitamente extendido: dentro de esta posibilidad esta un universo
de tres dimensiones infinitamente grande.

2) Existe un n para € cual existe un unico espacio rea de
dimension n. Este espacio es finito e ilimitado, y e espacio de
dimensiéon n+ 1 no esreal. Es € caso de nuestro espacio de tres
dimensionesfinito eilimitado donde se niegalarealidad de un espacio
de cuatro dimensiones.

3) Existen espacios real es de todas las dimensiones, y cada uno
de estos espacios esfinito eilimitado. En este caso, podemostener un
infinito nimero de universos. e multiverso. Un duoverso, en este
sentido, es un universo de cuatro dimensiones que contiene universos
de tres dimensiones.
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Ademas, de acuerdo con el conocimiento actual, y suponiendo
ciertalateoriadelarelatividad de Einstein, podemosdecir queexisten
dos posibilidades de universo:

i) Hiperesférico: Cerrado e ilimitado, se expande y se contrae.
Posibilidad de espacio infinito tipo 2) o tipo 3)

ii) Espacio infinito: se expande por siempre. Posibilidad de
espacio infinito tipo 1).

Todo lo que podemos decir del espacio fisico es que no hay
puebas conclusivas de quetodo en el universo seafinito, y por lo tanto
el infinito continua siendo una posibilidad ontol 6gica.

Loinfinitamente pequefio despi ertalas mismasparadojasquelo
infinitametnegrande. Como un punto carecedeladimensionlongitud,
no importa el namero finito de puntos que tomemos, jaméas podran
constituir un segmento derecta, €l cual si poseelongitud. Por lo tanto
cabe suponer que todo segmento de recta, todaregion del plano o del
espacio debe estar constituida por un nimero infinito de puntos. Dela
misma manera podemos considerar que un intervalo de tiempo esta
constituido por un nimero infinito de instantes.

En el universo matematico esto parece correcto, perono asi en el
universofisico, dondelaconstruccién matematicano siempreposeeun
modelo material que la satisfaga. Asi, la pregunta sobre la existencia
delosinfinitesimal es setransformaen lapreguntasobrelaposibilidad
de que la materia seainfinitamente divisible.

Uno de los patrones comunes de la investigacion cientifica ha
sido el andlisis, ladescomposicion de algo en sus partes constitutivas.
Esto conllevalasuposi cion dequetodas|ascosasestan compuestaspor
cosas mas pegueias y aladescomposicion de lamateria en sus partes
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constituyentes. Hasta los momentos, la historia del problema de la
divisibilidad delamateriahaproducidolasiguientejerarquia: Materia,
moléculas, &omaos, particulas subatomicas, leptonsy quarks.....

Y esto parece, siguiendo a Aristételes, una divisibilidad poten-
cial delamateria, yaque paracadaparticulagque encontremos, siempre
podemosarguir quesi aplicamoslaenergiasuficienteadichaparticula
minima, ésta seriadividida

Quizaslapreguntasobre si lamateriaesinfinitametne divisible
no tengasentido unavez que nosadentramosen el mundo subatémico;
sinembargo, no existen pruebas contundentesde quetodo |0 queexiste
en el universo seafinito, y cualquier concepcion finitista del universo
es a priori, independiente de toda evidencia cientifica. Es decir, la
imposibilidad de que existaun nimero infinito implica, de antemano,
gue € nimero de estrellas esfinito.

El problema dela Hipétesis del Continuo

Hoy en diapodriamos decir que existen dos posicionesfrente a
problema del continuo, como sefiala acertadamente Donald A Martin
en su articulo «Hilbert’s first problem: The Cotinuum Hypothesis».
Una posicion cuestiona s € problemade la hipétesis del continuo ha
sido matemati camente resuelto y otra posicion, mas extrema, cuestio-
na s la hipétesis del continuo es, tal como ha sido planteada, un
problema matematico, (Browder, p. 81).

La primera posicion encara €l problema planteado por Hilbert
como el Problema de Cantor sobre la cardinalidad del continuo. La
segunda posicion, independientemente que consideremos el problema
desde € punto de vista matemético o filosofico, enfrenta, indirecta-



Boletin Vol. I, N°2, Afio 1994

mente, lapreguntasobre si lamatematicaesunadisciplinaobjetiva, es
decir, si las entidades mateméti cas existen independientemente de la
concepcion quelos mateméticostienen deellas, y éstaesunapregunta
abierta. Utilizamos la palabra «objetiva» en un sentido amplio, que-
riendo significar con ellaqueno requerimosquelasentidadesmatema-
ticas existan ontoldgicamente sino que sean independientes de las
afirmaciones que hacemos acercade €ellas. En este sentido considera-
mos la existencia matematica como posibilidad ontol 6gica.

Cuando decimosgueexiste un sucesor paracadanumero natural,
estamos afirmando que para cada clase de n mangos, donde n es
cualquier nimero natural, siempre es posible que exista una clase de
n+1 mangos. Aqui la existencia actual en sentido matematico es la
posibilidad de existencia en sentido ontol 6gico.

LaHipotesisdel Continuo de Cantor dicequeel niUmero cardinal
del continuo ¢, 270, (del conjunto de los nimeros reales) es A, e
menor cardinal no numerable. El cardinal ¢ o 220 no estaba definido
de ningunaformatal que seidentificaracon un alef y Cantor supuso
que correspondiaa primer ordinal de la segundaclase, A ;.

Lahipoétesisgeneralizadadel continuo dice que paratodo nime-
ro cardinal infinito A, ,2A: = A,.; El nimero cardina de la
col ecci6n detodos| os subconjuntosdeun conjunto decardinalidad A ,
esel menor nimero cardinal mayor queA , . El caso dela hipétesisdel
continuo es el caso particular: 220 = A, .

En 1940 Kurt Godel demostré que laHipétesis del Continuo es
consistente en lateoriaaxiomaticade conjuntos de Zermel o-Fraenkel.
Es decir, a partir de los axiomas de Zermelo-Fraenkel no podemos
probar que la cardinalidad del continuo ¢ A . Lademostracion de
G06del sebasaenlaconstrucciéndeun universo posibleen el cual todos
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los axiomas del sistema de Zermelo-Fraenkel eran satisfechosy en el
cual lacardinalidad del conjunto de partes dew, cardinalidad de P(w)
= A, .Esteuniverso L, esel universo delos conjuntos constructibles

En 1963, Paul Cohen probo que la negacion de laHipotesis del
Continuo es consistente con €l sistema de Zermelo-Fraenkel. Por
medio del método de forcing, Cohen construyd varios universos
posiblesenloscualestodos|osaxiomasdel sistemaZermel o-Fraenkel
fueran satisfechosy lacardinalidad deP(w) =A ,0A, o cualquier otro
alef.

De esta forma, la existencia de estos universos posibles traian
como consecuencialaindependenciade laHipétesis del Continuo de
los axiomas de Zermel o-Fraenkel.

Hilbert, al presentar el problemadelacardinalidad del continuo,
suponiaque lateoriade conjuntosformalizadapor Zermelo-Fraenkel,
era suficientemente fuerte paradecidir sobre este problema. Es dificil
saber si e mismo Hilbert hubiese considerado | osresultados de Godel
y Cohen como solucién a problema.

Por su parte Godel pensabaqueel significado delaHipétesisdel
Continuo eraindependiente de cual quier sistemaformal de axiomasy
gue la prueba de su independencia solo demostraba la debilidad de
estos axiomas, Para Godel estaba claro que laHipotesis del Continuo
eraverdaderao falsa, y e problema consistia en construir un sistema
formal paradecidir cudl erael caso.

Paul Cohen (p. 151), sugiere que la tendencia general con €l
tiempo sera la de aceptar la Hipotesis del Continuo como falsa. Para
ello, Cohen se basaen que A ;, esel conjunto de ordinales numerables,
y estaeslaformamassimpledegenerar un cardinal infinito, por medio
de un proceso discreto de afadir un conjunto a la vez (Axioma de



Boletin Vol. I, N°2, Afio 1994

remplazo). Sin embargo, € conjunto ¢, del continuo, se genera por
medio de una operacién mucho més compl eja de teoria de conjuntos:
el Axioma del Conjunto Potencia o de Partes. Dado un conjunto A
siempre podemos considerar €l conjunto de todos|os subconjuntos de
A: P (A). Asi, c esmucho mascomplejo queA, A,,, 0A A, Y parece
imposible que a partir de un proceso discreto de afiadir un conjunto a
la vez, de la forma que Cantor construye sus clases de numeros
ordinales, se pueda alcanzar c, un infinito infinitamente mas rico.

Segun Yu. |. Manin (Browder, p. 36), hoy en dia podemos
sefidar prospectivamente dos lineas de investigacion:

1) Encontrar nuevos axiomas para fundamentar la teoria de
conjuntos donde se pueda resolver el problema de la Hipotesis del
Continuo.

2) Desarrollar un nuevo lenguaje para hablar del infinito

Como hemosvisto, apesar dequeel concepto deinfinitoha sido
el principal protagonista de dos de las mayores revoluciones en la
historia de la matemética como lo fueron la creacion del calculo
infinitesimal y lateoria (transfinita) de conjuntos, y de haber estado
involucrado en toda conjetura sobre la estructura del universo (desde
L ucrecio hastaHawking). Todavia, el concepto deinfinito, representa
un lugar indefinido, de descripcion ambigua e identidad ilegitimay
despierta un sentimiento de desesperacion (horror al infinito).

Para finalizar podemos sefialar que la independencia de la
Hipotesis del Continuo y laposible brechainfinitaentrelo discretoy
lo continuo estén ali pararecordarnos quelanaturalezadel infinito, €l
primer problemadelalistade Hilbert, todavia es un problemaabierto
y solonosquedaesperar con Paul Cohen que«lasfuturasgeneraciones
puedan ver este problema conmasclaridady expresarlo deformamas
elocuente». (p.151).
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