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Enterosy Trascendentes: MasAlla de Fermat
Luis Gomez-Sanchez A.

I

El 7° problemade Hilbert, propuesto en el Congreso I nternacio-
na de Matemética de 1900, en Paris, tiene que ver con ndmeros
trascendentes. A laépocayase sabiaquetanto e(Hermite, 1873) como
7t (Lindemann, 1882) eran trascendentes, pero seignorabaaunsi erlo
eratambién. Hilbert pronosticd que su problemaseriaresuel to después
guelaHipdétesisde Riemanny laConjeturade Fermat, perolarealidad
comenzo a desmentir este vaticinio con €l aporte de Gelfond en 1929
guiendemostro que erestrascendente. El problemaculminé demanera
definitiva con los trabgjos independientes del mismo Gelfond y de
Schneider en 1934, habiendo sido esta solucién muy vastamente
generalizada por Baker en 1966. En |la actualidad sabemos que e 7°
problema estatotalmente y con creces resuelto; en particular tenemos
gue s o esalgebraiconoigual a0o 1y esirracional algebraico
entonces € numero of es trascendente ! lo cua constituye un
resultado portentoso de lateoriade nUmeros:. a preguntarse Hilbert s
2@ era racional, algebraico o trascendente, el intuia muy bien la
raigambre sumamente dificil del problema y de alli su prondstico
falido.

Es muy féacil darse cuenta que e conjunto de los nimeros
algebraicos, es decir, aquellos que son raices de polinomios de Z[X],
esnumerableyaquedicho conjunto eslareunion numerabledelosAn,
donde A, designa el conjunto, claramente finito, de las raices de los
polinomiosde Z[X] cuyo grado y cuyo maximo delosval ores absol u-

Notadel Editor: Estetrabajofuerecibidoaprincipiosde1994. Desde
entonces, Wiles junto con Taylor parecen haber completado las

lagunas que originalmente teniala prueba de Wiles.
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tos de sus coeficientes son menores o iguales que m. Asi pues, €l
complementocorrespondienteenC, esdecir, por definicion, el conjunto
de los nimeros trascendentes, tiene la potencia del continuo y casi
todos|os nimeros compl g os, en el sentido delamedidade L ebesgue,

son trascendentes. Sin embargo, fue solo en 1844 que Liouville

¥
encontro el primer nUmero trascendente conocido, a = é 10" en

n=1

cuya expresion decimal la aparicion del 1, Unica cifra no nula que
interviene, se va enrareciendo muy rgpidamente. Hubo que esperar a
Hermite paraconocer el primer nimero trascendente «no artificioso,
a saber e, y a més sustancia trabgjo de Lindemann, nueve afios
después, para conocer bastantes mas y en particular acabar, por la
negativa, con el problemalegendario de la cuadraturadel circulo.

Contemporaneamente, la teoria de los nimeros trascendentes
anda hermanada con lateoriade |a aproximacion diofanticadentro de
un marco amplio y sofisticado en e que se establece no solo la
trascendenciade un nimero sino también lamaneracomo losraciona-
les no pueden acercarse a nimero en cuestion; asi por gemplo, no
bastacon decir que p estrascendente sino que hay queagregar quepara
todo raciona p/q, se cumple

1
I - g |> pr3
lo cual, por cierto, no tiene absolutamente nada de evidente ni
sospechable2 . Casi todo o relacionado con nimerostrascendentes es
de indole dificultosa y e solo punto de partida, € establecer la
naturaleza trascendental de ciertos nimeros, puede ser un problema

gue desafie todo esfuerzo. Como ejemplos famosos tenemos la muy
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atil constante de Euler

g=lim(1+1Y/2+13+..+1/n-logn)
delaqueno sesabe sngs |¥aci onal, algebraicao trascendente; asimismo
con las sumas de | as potencias impares de los inversos de | os enteros
naturales, esdecir, con lasiméagenes delosimpares mayores que 1 por
lafuncion zeta de Riemann,

s 1
t(s)=a =
n=1 N
funcion ésta de importanciafundamental en la Aritmética (Apery, en
un trabajo muy cel ebrado por lacomunidad mateméticainternacional,
demostré por procedimientos elementales en 1978 que z(3) es
irracional). Afortunadamente, apartir de Lindemann se sabe que para
a algebraicononulo, cosa, senay tga son trascendentes, y también
loga, s a esademésdistintode 1. Estounido al teoremaenunciado que

resuelve el 7° problema de Hilbert, nos proporciona una sencilla
panoplia parala determinacién de muchos nimeros transcendentes.

I

Este articulo desea ser un gjercicio prospectivo en e que, a
proposito de la errada profecia de Hilbert en relacion con su 7°
problema, seimaginaraquelaconjeturade Fermat hasido demostrada
y se plantearan algunos interrogantes en torno a nimeros enteros
asociados de manera natural a nimeros trascendentes como facil
consecuencia del (entonces) teorema de Fermat y de la solucién que
hemos resefiado del mencionado 7° problema del gran matemético
aleman. Nuestra «hipétesis» sobre Fermat, que antes de junio del 93
hubierasido vistacomo un simpledivertimento, pareceriaser ahora, a
partir de octubre del 94, definitivamente cierta. En € interin, mucho
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escepticismo surgio en e mundo de los especialistas después de la
festiva algarabia mundial con que se celebrara el trabajo de Andrew
Wiles en 1993 sobre la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil. Son
varias las formulaciones, equivalentes por supuesto, de esta cardinal
conjetura («The heart of modern number theory», segun |. Stewart)
gue son usadas por Wiles en sendas partes de su renombrado trabajo y
damos aqui la més fécil de entender: toda curva €eliptica cuya
ecuacion es a coeficientes racionales, es susceptible de ser
parametrizada por formas modulares.3

En esta formulacion, a despecho de su aparente simplicidad,
subyace una muy profunda sutileza: se sabe, por teoria elemental de
curvaselipticas, queestasseparametrizanconfuncionesdeWei erstrass
doblemente periddicas pero e hecho de que se puedan también
parametrizar mediante formas modulares obedece esencialmente ala
presencia de los racionales como coeficientes en la ecuacion de la
curva (en cambio para la primera parametrizacion los coeficientes
pueden pertenecer a cualquier subcampo de C). Asi la Geometria,
propia de las curvas dlipticas definidas sobre C, y € Andlisis, que
corresponde a las formas modulares, concurren bajo un comporta-
miento que es de naturaleza aritmética, o cual ciertamente supone un
acontecimiento inusual .

Este trabajo de Wiles, sumamente notable por razones genas a
Fermat ya que demuestra la conjetura de Shimura-Taniyama-Well
paraunavastaclasedecurvaselipticas(lasllamadas semiestablesalas
cuales corresponde un nivel N que es un producto de factores primos
distintos, esdecir, libredefactorescuadrados), ibaaimplicar a Fermat
de manera particular pero, como es sabido, Wiles cometié un error en
este punto (un error algo fantasmagorico e imperceptible, digno deun
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matemético de su atura). Ahora, como resultado de un esfuerzo
intelectual intenso, sostenido por mas de un afo, el error esta segin
parece subsanado. Para ello Wiles debié renunciar a un camino
préacticamenteinfranqueabl e, justificador de escepticismos, cual erael
de calcular un eventual defecto entre las representaciones asociadas a
una curva eliptica del grupo de Galois G (sobre Q) de la clausura
algebraica (en C) de Qy las representaciones de G asociadas a una
formamodular, estas de mas dificil construccion que aquellas (dichas
representaci ones deben coincidir segun unaversion «galoisiana» dela
conjetura de Shimura-Taniyama-Weil). En cambio, Wiles estableci
un teorema de estructura sobre las representaciones modulares que
implicalaigualdad requerida.

Todo esto sedescribe sin mayor dificultad en susgrandes|lineas
pero ahondar en sus detalles exigiria de una muy fuerte solvencia,
propia de especialistas de ata calificacion. Jamas en la historiade la
Matemética se habia visto tan numerosa pléyade de matematicos
insignes concurriendo con sus aportes imprescindibles ala obtencion
de un solo fin: Hilbert, Weil, Shafarevich, Grothendieck, Faltings,
Serre, Mazur, Tate, Kolyvagin, Ribet, Langlands, Flachy un masbien
largo etcétera en € que se impone resaltar a la invalorable escuela
japonesay a Taylor quien marco € sine gqua non, €l camino final del
trabajo de Wiles.

Asi puesasumiremos aqui que el teoremade Fermat escierto, lo
cual seramés quetodo unaviacémoda de generalidad; se sabe que de
existir un contragiemplo negador, este comprenderia enteros muy
grandes(mayoresque 3 alapotenciaun millén, un nUmero muchisimo
mas enorme que &l mitico 264 del gjedrez) por lo cua toda considera-
cion concretao deorden practi co con enterosnatural es, enrelacion con
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lo que vamos a exponer, seria tedricamente verdadera ya que dichos
enteros no darian contragjemplos.

Vistaasi lacosa, tal como sucedeenrealidad contriosdeenteros
gue podamos escoger, nuestro tema se prestaa sugerir un por qué de
lagran dificultad del teoremade Fermat: su estrechavinculacion con
numeros trascendentes, cOmo vamos a constatar.

[

Antes de entrar propiamente a nuestro tema central,
rememoraremos una propiedad que observamos hace mucho tiempoy
gue habiéndonos parecido en el pasado solo una simpatica curiosidad,
nonospareceahoraapriori desprovistadeun eventual valor intrinseco.
En épocade «unificaci 6n», cuando se perciben linderoscomunesentre
ramas aparentementeinconexas delas matematicas, cuando apartir de
laalianza entre lateoria de nUmeros y la geometria algebraica es del
sentir de especialistas que la matemética contemporanea induce a
pensar que estamos en presencia de una realidad fragmentada que
espera cohesion y cuya integracion tedrica es promesa plausible de
futuro, no nos parece total mente improbabl e que los hechos sencill os,
en relacion con laconjeturade Fermat y €l nimero trascendentep que
vamosasefialar, pudieran explicarsea gundiacon argumentosprofun-
dosdelaAritmética, unavez develado e fino fondo de las cosas, ala
luz de un contexto general alin por advenir. Explicitemos |os hechos.

Laigualdad a» + bn=cn, queparan, un entero natural arbitrario,
esverificadaunainfinidad no numerable de veces por real es positivos
a, b, ¢, implicafacilmente que con los segmentos de longitud a, b, c se
puedeformar untridngulo. Paran=1, el &hgulogopuesto al lado mayor
c es constantementeigual ap (=p/1)y paran =2 el correspondiente
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angulo gesconstantementeigual ap/2. En ambos casos. de constancia
del angulo mayor de los triangulos, hay unainfinidad de estos cuyos
lados son simultaneamente enteros. Paraunnfijo, n3 3, severificasin
dificultad queenlostriadngul oscorrespondientesel angulo gdejade ser
constantey que debe satisfacer ladesigualdad p/3 < g <p/2 Ental caso
la conjetura de Fermat sostiene que ninguno de estos triangul os tiene
sustres lados enteros (y verificando laigualdad del comienzo para el
n previamente fijado).

¢Lano constancia del angulo y esta acaso en relacion con la
no existencia de lados simultaneamente enter 0s?

¢Son estos hechos «independientes» o derivan de un hecho
jerarquicamente superior quelos unificay explica?

Paran3 3y fijado, seainf g=Iny sup g= Sn;

¢Acaso setiene In = p/3 0 Sn= p/2?

De no ser asi:

sSonn — I, on — S, funciones monotonas? ¢Son
«explicitables» en funcién den estasfunciones? ¢l nterviene mt en
tal caso?

El nimeroreal Unicov tal queav + bv=cv

Paraval oresadecuadosdelosrealespositivosa, b, ¢, seestablece
facilmentequelafuncionf(x) = ax+ bx - cx seanulaen un punto positivo
Unico n; que es positivay no inyectivasobre]-¥, n[ y que es negativa
einyectivasobre v, +¥|

Cada imagen positiva tiene exactamente dos preimagenes a
excepcion del maximo unico; el cero, en tanto que caso limite, tiene
igualmente dos preimagenes que son ny -¥ . Unacondicion necesaria
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y suficiente para que se tenga n > n es que f(2), f(2), ..., f(n) sean
positivos (en realidad basta que f(n) sea podltivo).

Supondremos en adelante que a, b, ¢ son enteros naturales,
primos entre si dosadosy quef(1) y f(2) son positivos, es decir, n >
2. El teorema de Fermat asegura entonces que n no es entero natural.
L ateoriaelemental denimerosal gebrai cosaseguraademasquen debe
serirracional yaquesi nfueraracional,losnimerosar, bny chdeberian
ser linealmente independientes sobre Q (el casoenquen=p/qy a b
y € son potencias g-ésimas perfectas implicaria una negacion del
teoremade Fermat parap > 2 porquesi p=102, entoncesn? 2. El caso
en que uno o dos de los enteros a, b, ¢ 1o sean se descarta por
independencialineal sobreQ). Asi nesunnumeroirracional Unico que
debe ser en consecuencia o algebraico o trascendente.

n es algebraico: entonces por €l notable teorema que responde a 70.
problema de Hilbert, laigualdad ar + bn - ¢n = 0 equival e claramente
alaexistenciadetresnimerostrascendentes|ineal mente dependientes

sobre Q y asociados respectivamente a los enteros a, b, ¢ por la
mediacion de un irraciona Unico n.
n es trascendente: en tal caso los tres sumandosen ar + bn-cn =0

podrian ser enteros o racionales o algebrai cos o trascendentes.

Enlosdos posibles casosvemos que, tal como |o anunciamos en
I1, aparecen de manera natural nUmeros trascendentes. Empero, no es
claro que ambas situaciones puedan efectivamente producirse en la
realidad.

La intuicion geométrica nos hace comunmente ver como algo
raro el hecho de que unacurvaplanano acotada carezcatotalmente de
puntos racionalestal como sucede cony? = x3 - 5. Pero adecir verdad
esmas bien o contrario lo que deberia asombrarnos, es decir, que la
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curvatengauno o més de dichos puntos; y asombrarnos mucho méssi
la curva posee unainfinidad densa (en la curva) de puntos racionales
tal como acontece con y2 = x3 - 2. Volviendo a nuestro problema,
recuérdese que |os nimeros algebrai cos pueden formar una sucesion
numerable en C mientras que | os trascendentes no. Es decir, sabiendo
como sabemos que n es irracional, es mas «probable» que n sea
trascendente en lugar de ser algebraico. Agreguemos, informalmente
hablando, que &l caso en que n esalgebraico produce, como acabamos
de ver, tres nUmeros trascendentes sometidos a una muy «forzada»
concatenacion, que pareceria tanto mas improbable cuanto mas
«dedligados» son los enteros a, b y ¢, entiéndase coprimos en Z.
Dejando por uninstante delado estaultimacondicion de coprimalidad
asi como larestriccion n > 2, notemosquesi a= b entonces2ar= ¢ de
donde, por €l teoremacitado, n no puede ser algebraico. Asi tenemos
explicitado un caso en que n es trascendente.

¢Puede ser n algebraico o es siempre trascendente?

¢S n es trascendente, se producen las cuatro posibilidades
mencionadas con losnimerosar, b1y ¢ ? ¢son estos numeros enteros
o racionales solamente?

Sean |os conjuntos

A={(a b, c)T N3/a<b<cy coprimos; f(1)y f(2) positivos}

| = {irracionales reales mayores que 2}

No seolvide que estamos suponiendo quelaconjeturade Fermat
esciertapor lo cua lafuncion

FA ® I
(@bc)® n

estabien definidasobre A. Hemosvisto que F esno acotaday esclaro,
por otro lado, que F no puede ser sobreyectiva porque | es no
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numerable. Sabemos también que F(A) admite una particion B E C
donde B 0 esvacio o todos sus el ementos son irracional es al gebrai cos
y donde C 0 esvacio o todos susel ementos son nUmerostrascendentes.
¢Como caracterizar F(A)?
¢ESF1({v}) finito paratodov € F(A)?
¢ExisteunaconstanteM tal que F-1({v}) esfinito paratodov
en F(A) que sea mayor que M?

Podemos ver en este gercicio prospectivo que s la prueba de
Wiles, delaque se hicieratan sonoranoticiahace poco, fuese correcta,
aln el teorema de Fermat plantearia problemas consecuencial es que
tienen que ver con numeros trascendentes y de cuya mayor o menor
dificultad no podemos, en lo personal, sino decir gque nos parecen
bastante dificiles.

Dos cosas para terminar con nuestro breve escenario :

a) Lasinterrogantes dadas aqui obedecen a una doble vertiente:
por un lado estalainquietud matemética, el conocimiento per se, bajo
cuya égidaestarian aquell os totalmente justificados; por otro lado, no
se puede asegurar, Sin mas, que una respuesta satisfactoria a los
mismos no pudi eraeventual mente coadyuvar aestablecer laveracidad
del hecho portador defuturo que hemossupuesto ser verdadero sinque
sepamos por ahora que haya de serlo necesariamente.

b) En vista de que diversos escenarios elaborados por los
prospectivistas, se han equivocado en sus proyecciones (¢hay aguno
gueno? ¢por quéimpedirnosde predecir aqui queel conjunto F(A) esta
constituido sdlo por nimeros trascendentes y llamarlo entonces, en
provisoriaconsecuenciacultural, El conjunto TrascendentedeFer mat?
cuestion deestética, y aquien no leparezca, sentimoscontrariarlo pero
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lo gque es a nosotros nos pareceria... jBellismo!
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NOTAS
1 Nétese que este elegante y conciso resultado comprende la
transcendenciadeeP debidoalaigual dad e? =(-i) | queesconsecuencia
inmediatadelaconocidaigualdade? +1=0. Sehadichoenreiteradas
ocasiones que esta Ultima igualdad es la mas maravillosa de toda la
matemética: aqui se encuentran |os cinco nUmeros més esenciaes de
la matematica en una sencillay armoniosa relacion.

2 Asi como entre dos nimeros reales distintos hay siempre una
infinidad de nUmerosracional es, asi también entre dosnimerosreales
distintos siempre existen racionales con numeradores y/o denomina
dores inmensamente grandes

3 Seentiende por esto quelafuncion esholomorfay nulaene infinito,
depeso 2y deunciertonivel N biendeterminado paracadacurva. Estas
formas generan un espacio vectorial (complejo) de dimensionfinitay
son entonces vectores propios para ciertos operadores lineales
conmutativos, loscual esasu vez generan unaciertaAlgebrade Hecke,
estructura ésta de importancia decisiva en €l trabgjo rectificatorio de
Wilesy usadatambién en el primer trabajo de 1993.



