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SOLUCION DE PROBLEMASEXISTENCIALES
SergioFajardoV.

(Articulo basado en la conferencia dictada en las Octavas Jornadas de Matematica,
realizadas en el Jardin Botanico dela UCV en Abril de 1995)

|.INTRODUCCION

En este articul o presento lasideas que expusedurantelas V111
Jornadas de Mateméticas dela A sociacion MatematicaV enezolanaen
mi presentaci on «Solucion de Problemas Existenciales». He decidido
mantener el tono informal que utilicé durantelacharla, convencido de
gue en muchas ocasi ones excel entes i deas mateméti cas quedan sepul -
tadas bajo un aud de formalidad y rigor que impide descubrir su
belleza e importancia.

Estasideas son € resultado de un trabajo conjunto de investi-
gacionconel profesor H. JeromeK eisler y losresultadosoriginalescon
demostraciones detalladas van a aparecer en la serie de publicaciones
[FK 1,2,3,4]. Por lo tanto, todos | os lectores que después de | eer estas
lineas se interesen por las ideas que presento, estan invitados a
consultar estas referencias para profundizar en el tema.

Antes deiniciar la exposicion formal es conveniente explicar
el origen de este trabajo. Con la aparicion de los métodos del andlisis
no-estéandar en la préctica matemética, se logrd, por fin, poner a
disposicion de los matematicos las nociones de magnitudes
infinitesimaleseinfinitas. Endiferentesareasel uso deestosconceptos
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y técnicas ha resultado bastante dtil, en particular en la Teoria de
Probabilidad y, mas concretamente, en el analisis estocastico. Ver por
egiemplo [AFHL] y [F].

Utilizando el andlisis no-estandar se construyen unos espacios
de probabilidad Ilamados «Hiperfinitos». Estos son espacios
inmensamente «ricos» en e siguiente sentido: en ellos se pueden
resolver demanera«fuerte» ecuacionesdiferencial esestocasticaspara
las cuales en los espacios clasicos sdlo se conseguian soluciones
«débiles» (ver [AFHL] o [K] para una explicacion de los términos
utilizados y para la justificacion rigurosa de esta afirmacion). La
preguntanatural es: ¢quétienen estosespaciosdeespecial ?Larespues-
taes: jfueron construidos utilizando andlisis no-estandar!

El problema con esta respuesta es que jpocos matematicos
estan familiarizados con el andlisis no-estandar! Nos quedan entonces
dos alternativas: buscar que €l nimero de personas que saben acerca
del andlisisno-estandar aumente considerablemente, otratar deencon-
trar un camino estandar paraexplicar el andlisisno-estandar. Creemos
guelasdos son vdlidas. Laprimerasolo es posible en una perspectiva
delargoplazoy el tiempo nosdiras setieneéxito en eseproposito. La
segunda es la que desarrollamos en nuestro trabgjo. Para este efecto
hemosintroducido lateoriade Espacios Neométricosy esperamosque
deestaformase abran nuevas perspectivas parael andlisisno-estandar
y paralas mateméticas en general. Ustedes tienen la palabra.

II. PROBLEMASEXISTENCIALES
Una buena parte de la actividad matematica esta dedicada a
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probar que ciertos objetos existen, es decir, a resolver problemas
existenciales. Las razones para embarcarse en tal tarea son mdltiples,
por gemplo: un fisico puede necesitar un modelo para darle un
tratamiento riguroso aunateoriaque pretende capturar unaporcionde
larealidad; o surge una pregunta puramente matematica con respecto
alaexistencia de un ente mateméatico abstracto. De cualquier forma,
necesitamos mostrar que algunos objetos existen.

El temadelaexistenciade entes matemati cos hasido objeto de
multiples discusiones através de todala historia de lahumanidad. En
el fondo, eslaesenciadelaactividad matemética. Acadno meocupo de
la historia del tema; historia que dicho sea de paso nunca tendra fin,
pues estamos ya en e comienzo de nuevos capitul os de la discusion:
con laaparicion deloscomputadores, |asdemostraciones matemati cas
no serén las mismas. Incluso, hace pocos dias se han vuelto a poner
sobreel tapetelasrel acionesy diferenciasentrelosmétodos, creencias
y actitudes de trabajo que existen entre laFisicay las Mateméticas, y
las posibles formas como una nueva interaccion entre estas dos
cienciaspuedecambiar laformadedesarrollarlasenlosafiosvenideros
(ver [JQ]). Pero por ahora no discutamos este topico; de cualquier
forma hay algo que si sabemos: los problemas de existencia no son
féciles de resolver.

V eamosde manerainformal como seargumentaenlamayoria
delos casos parademostrar en Matematicas, paraser mas precisos, en
el Andlisis Matematico, que un objeto matemético existe. Queremos
demostrar que en un conjunto C hay un elemento x que satisface una
determinada propiedad matemética ¢(x), en nuestra notacion

@x1 C) ¢(x).
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Si no podemos demostrar directamente que €l x existe, lo cual
es bastante usual, procedemos a buscar «soluciones aproximadas del
problema», es decir, construimos objetos «cerca» de C, que pueden o
no estar en C, y que «casi» tienen la propiedad ¢.

Con més rigor 1o que hacemos es construir una sucesion
(Xn) e recuerdenqueN esel conjuntodenumerosnaturales{1,2,....},
donde el elemento x, de la sucesion esla n-ésima aproximacion. La
ideaesqueamedidaqueavanzamosenlasucesion, |asaproximaciones
van mejorando, en el sentido que cadavez se «parecen» masal objeto
gue queremos construir. Si hacemos las cosas bien, esta sucesion
tendraun limite (es decir, converge) y ese limite sera precisamente el
objeto x buscado. De manera intuitiva podemos observar que si €l
conjunto original C es «grande» tenemos una mayor fuente de
aproximaciones y mas candidatos para ser limites de sucesiones de
aproximaciones.

Esto esfacil decirlo y bastante dificil hacerlo. La experiencia
mateméti canosensefiavariaslecciones: por |o general esmaselemen-
tal e intuitivo definir las aproximaciones, en muchos casos por que
éstas sereducen aconstruir de maneranatural el objeto que queremos,
en un contexto finito. El paso siguiente esel complicado, el paso delo
discretoalo continuo: el problemadelaconvergenciade sucesionesde
ningunamaneraestrivial, y lademostracion de pruebas de existencia
amenudo consta de complicados argumentos para verificar que una
sucesion de aproximaciones converge en algun sentido.

En los cursos de Célculo Elemental yatenemos algunas herra-
mientas que nos facilitan el trabajo en este terreno. Por gjemplo,
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aprendemos que si tenemos una sucesion de nUmeros en un intervalo
cerradoy acotado denumerosreal es(por gjemplo, [0,p]), estasucesion
tieneunasubsucesi Gngqueconverge. Tambiénsabemosquel asfunciones
continuas definidas sobre este tipo de intervalos siempre toman un
valor maximo y un valor minimo.

En topologia, los intervalos cerrados y acotados de nimeros
real es son g empl os de conjuntos compactos, algunas de | as propieda-
des elementales que los compactos tienen son: la imagen de un
compacto por medio de unafuncidn continuaes un compacto; otra, un
poco massofisticadapero crucial y queveremoscon masprecision mas
adelante, es aguella que nos dice que una familia de subconjuntos
cerrados de un conjunto compacto, que tiene la propiedad de la
interseccion finita, tiene interseccion no vacia.

En resumen: sabemos que si trabajamos con conjuntos com-
pactos, todo lo que tiene que ver con problemas de existencia se
simplifica pues son conjuntos que tienen propiedades, como | as antes
mencionadas, que hacen masfacil demostrar que sucesi ones construi-
dasen ellos, o «cerca» de ellos, tienen limites. Por desgracia, muchos
de los conjuntos en donde queremos demostrar la existencia de un
objeto no son compactos, y hasta ahi llegan las buenas intenciones.
Nuestro trabajo enfrenta este problemay presenta una teoria que nos
permite solucionar en parte estos problemas. Sigamos.

I1l. EL TEOREMA DE APROXIMACION
Un gemplo elemental, tomado de la teoria de ecuaciones
diferenciales nos sirve para ilustrar algunas de nuestras ideas. €l
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teorema de existencia de Cauchy-Peano. Solo voy apresentar un caso
particular y luego doy una idea de la forma como se demuestra. El
lector que no esté familiarizado con algunos de |os términos técnicos
puede sentirse un poco incémodo, pero he agregado comentarios que
espero le permitan obtener unaidea, por o menosintuitiva, delo que
se presenta.

Teorema de Existencia de Cauchy-Peano.- Seag:[0,1]"R ® R
unafuncién continuay acotada. Si Xo€R entonces existe una funcion

¢:[01]" R ®Rtal que¢(0) = xoy ¢'(t) = 9(t.o(1)).

| deadelademostracién: ParacadanEN, sedivideel intervalo[0,1]
enn partesigualesto= 0, t;= 1/n, ... ,tn = 1y sedefinelafuncion
fh: [0,1] ® R por medio de laformulainductiva

on(0) =% Y (¢n (ti+1) - on (6))/ (ti+1 - ti ) = f (ti,n(ti))

luegoseextiendelafunciongp atodoel intervalo[ 0,1] porinterpolacion
lineal.

Estas son las llamadas lineas poligonales de Euler. Observen
gue estas funciones ¢ son las aproximaciones naturales e intuitivas
para describir una solucién a la ecuacion que queremos resolver; €l
problema consiste entonces en demostrar que la sucesion asi definida
converge a una solucion del problema. Para lograr este objetivo se
recurreaun conocido teoremadel Andlisis, el Teoremade Arzela(ver
por iemplo [BM] o [P]) que garantiza después de verificar ciertas
condicionesdelasfunciones ¢, que éstaconverge aunasolucionfinal
del problema.
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Laanterior demostracion se puede decir que es «tipica» en la
teoriadeecuacionesdiferencial es, yaguelamayoriadeecuacionesque
se encuentran en lapracticano se pueden resolver explicitamentey se
hace necesario recurrir a métodos de aproximacion, muchas veces
inspirados en el que acabo de describir.

Si seescribeenformasimbdlicael enunciado delaafirmacion
guequeremos probar en el teorema, obtenemos unaexpresiondel tipo:
(3x€C) (f(x)€D). El procedimiento deaproximacién que seaplicanos
muestra gue la siguiente propiedad es cierta:

Paratodo nEN, (IxeC/n)(f(x)&D!/n)

La notacion anterior tiene e significado tradicional: dado un
conjunto A, el conjunto AN estacompuesto por todosaquel losel emen-
tosqueestan aunadistanciamenor oigual al/ndel conjunto A, esdecir,
An=Ix: p(x, A) < I/n}, en donde p es la distancia (la métrica) del
espacio donde esta definido C. En este caso particular € lector
interesado puede, como g ercicio, descubrir cudles son los espaciosen
los que estamostrabajandoy encontrar lafuncionf queseutiliza. Para
lo que pretendo decir aca es suficiente con visualizar el esquemay no
es necesario tener |os detalles precisos.

Ahora, juntando € enunciado y la demostracion del teorema
podemaos sintetizar todo lo hecho en los siguientes términos:

(VneN) @xeC/n)(f(x)eD'n) + Teoremade Arzela b (IxEC)
(f()ED).
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En palabras:

Argumento de Aproximacion +

Argumento de Convergencia (Compacidad) b
Teorema de Existencia.

Y apuedo dar unaprimera(imprecisa) respuestaal interrogante
guemeinspird aescoger estetema: ¢Quéhicimosnosotros? Probamos,
entre otras cosas, un teorema que llamamos de aproximacion, que
intuitivamente dice: «es suficiente aproximar» o «s usted sabe como
aproximar, se puede olvidar del argumento de convergencia». De
acuerdo a los esquemas anteriores se puede enunciar € teorema
informal (si es que existen tales teoremas).

Teorema Informal (Fajardo-Keisler)

(@) (VneEN) @xeC/n)(f(x)eD'n) b (AxeC)(f(x)ED) (*)

(b) En paabras: Argumento de Aproximacion P  Teorema de
Existencia.

Otro buen gercicio parad lector interesado esverificar quela
afirmacion sefidlada con (*) es cierta en el siguiente caso: C es un
subconjunto compacto de un espacio métrico completoy separable M,
D es un subconjunto cerrado de otro (no necesariamente distinto)
espacio métrico completo y separable Ny f es una funcién continua
entreMy N.

Deeste punto en adel ante meveo forzado aempl ear, sin pudor,
una terminologia matemética mas avanzada, a la vez que asumo un
conocimiento basico de los conceptos empleados. Para no dejar el
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drama empezado, en la siguiente seccidn doy las definiciones de los
nuevos conceptos que hemos introducido y enuncio formalmente el
teorema que captura laideas presentadas.

IV.NEOCOMPACIDAD

El principal concepto que introdujimos en [FK1] es el de
conjunto neocompacto. Una familia de conjuntos neocompactos es
unageneralizacion deunafamiliade conjuntoscompactos, queretiene
muchasde sus principal es propiedades. Ladefinicion formal estadada
acontinuacion. Lasletras M, N, O se utilizan para denotar espacios
meétricos compl etos.

Definicion 1. Sea M una coleccion de espacios métricos compl etos,
cerrada bajo productos cartesianos finitos. Para cadaM en M sea
B (M) unacol ecciéndesubconjuntosdeM, lacual [lamamosconjuntos
basi cos. Unafamilia neocompacta sobre (M, B) esunaterna(M,B,C)
donde paracadaM&M, C(M) esunacol eccion de subconjuntosde M
con las siguientes propiedades, donde M, N, O varian en M:

(& B(M) CC(M).

(b) C(M) es cerrada bajo uniones finitas, es decir, si A,
BEC(M) entonces AE BEC(M).

(c) C(M) es cerrada bajo unionesfinitasy contables.

(d) Si ceC(M) y D eC(N) entoncesC' DI C(M" N);

(e) Si CeC(M” N” O) entonces el conjunto

{ (x.2): (3yeD) (xy.2EC}

pertenecea C(M ~ O) Lacondicién andloga se cumple para cada
factor en un producto cartesiano finito.
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(f) S CeC(MxNxO0), y D esno vacio en B(M), entonces
{(x2): (VyeD) (xy,29E€C}
pertenece a C(MxQ). La condicién andloga se cumple
para cada factor en un producto cartesiano finito.

Losconjuntosen los C(M) son llamados conjuntos neocompactos.

El gemplo clasico de una familia neocompacta es la familia
usual de conjuntos compactos en un espacio métrico, tomando como
M laclasedetodos|osespacios métricos, paralacual esfécil verificar
gue se cumplen las condiciones (@) - (f). Asi, st B(M) eslafamiliade
los subconjuntos compactos de M, entonces tenemos que los
neocompactos gue se obtienen son los compactos usual es. Por razones
obvias, decimos que estaes lafamiliatrivial.

Una de las principales razones por las que los conjuntos
compactos son Utiles en la demostraci dn de teoremas de existenciaes
gue tienen la siguiente propiedad:

Si C es un conjunto de conjuntos compactos tal que todo
subconjunto finito de C tiene interseccion no vacia, entonces C tiene
interseccion no vacia.

De hecho, en muchos casos se necesita solo la siguiente
propiedad més débil.

Definicion 2. Unafamilianeocompacta (M,B,C) tienelapropiedad
de compacidad contable si paracada M&EM, toda cadena decreciente
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Co=2 C; 2 ... deconjuntos no vacios en C(M) tiene interseccion no
vacia.

Despuésdeleer estas definiciones el | ector se puede preguntar
de donde aparecen estos conceptos. Nosotros tenemos el secreto: del
andlisis no-estéandar. Pero no es nuestra intencion guardarlo para
siempre, de hecho ya esta revelado, basta con consultar |os articulos
[FK2,3].

Antes de continuar necesitamos escoger dentro delasfamilias
neocompactas unas quetienen el comportamiento adecuado, lasfami-
lias neomeétricas.

Definicion 3. Una familia neocompacta (M,B,C) se llama
NEOMETRICA s las funciones de distancia (las métricas) en cada
espacio MEM son neocontinuas. Esto significa que el espacio delos
reales R estacontenido en algiin miembroR deM, y paracada MEM
ladistanciar de M es neocontinua como funcion de MxM en R.

Nuestro trabajo demuestra que hay importantes casos de con-
juntosneocompactosguetienen lapropiedad de compacidad contable,
y €en esos Ccasos se pueden usar para probar teoremas de existenciaen
lamismaformaqueen lapracticausual se usanlosconjuntoscompac-
tos. L osconjuntos neocompactos son Utiles pues apesar delasmuchas
propiedades que tienen en comun con los compactos hay conjuntos
neocompactos que no son compactos. En [FKI] presentamos un buen
numero de ejemplos que ilustran esta afirmacion en e contexto de la
Probabilidad. El siguiente teorema es crucia y su prueba aparece en
[FK2].
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Teorema 3. Hay familias neométricas no triviales (M,B,C) con la
propiedad de compacidad contable.

Y aestamos listos paraintroducir la Gltima nocion que necesi-
tamos para enunciar €l teorema de aproximacion: las funciones
neocontinuas. Recordemos que el producto cartesiano MxN de dos
espaci 0s métricos es un espacio métrico con lamétrica del producto.
Ladefinicion estainspirada en una propiedad conocidade las funcio-
Nnes continuas en espacios métricos.

Definicion 4. Unafuncionf : M ® N esNeocontinuadeM aN s
paratodoneocompactoCi M, sugrafo{(x,f(x)):xI C} esneocompacto
en MxN.

Lasiguiente lista de propiedades nos daunaidea acercade las
propiedades de las funciones neocontinuas.

- Lacomposicion de funciones neocontinuas es neocontinua.

- Si f esneocontinuade M a N, entoncesf es continua.

- Laimagen de un conjunto neocompacto por medio de una
funcion neocontinua es neocompacto.

- Enlafamiliatrivia los conceptos con € prefijo neo, coinci-
denconlosconceptossinél. Esdecirunconjuntoesneocerrado
s y solamente si es cerrado, etc.

El siguiente teorema ahora tiene sentido. Suponemos que
trabaj amos sobre unafamilia noecompacta que satisface la propiedad
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de compacidad contable, cuya existencia est4 garantizada por el
teorema anterior.

Teorema de Aproximacion. Seanf : M ® N una funcion
neocontinua, B un conjunto neocompacto en M y D neocompacto en
N. Supongamos que para cada e>0,

($x1 BE) f(x)I DE.
Entonces

($x1 B) f(x)I D.

Este resultado junto con una buena provision de funciones
neocontinuas conduce a pruebas muy cortas de una gran gama de
teoremas de existencia. EIl método también es (til para ayudar a
descubrir nuevos resultados y para desarrollar pruebas que capturan
ideasdeaproximacion demaneranatural. El paso siguienteconsisteen
consultar las referencias que aparecen acontinuacion y ver en detalle
comolasafirmacionesy promesashechasatravésdeestas|ineastienen
una verdadera existencia matematica.
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