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Fisica y Matematica:
La Mirada del Matematico.

José R. Ledn R.

Escuela de Matematicas, Facultad de Ciencias, U.C.V. *

En este trabajo presentaré varios problemas que han constituido fuente de preo-
cupacion y estudio tanto de fisicos como de matematicos. Veremos que no siem-
pre las Opticas son las mismas. A pesar de tratar con el mismo problema, algunas
veces los intereses son complementarios y otras definitivamente opuestos. Por
razones de tiempo y de competencia, me limitaré a exponer problemas de la
Fisica Matematica ligados a las Probabilidades y maés especificamente con el
Movimiento Browniano.
Consideraré:

1.

(a)

Definicién del Movimiento Browniano (M.B.) y su uso como una he-
rramienta tedrica para el establecimiento de experiencias conducentes
a la determinacién del Nimero de Avogadro. Los nombres ligados a
esta iniciativa fueron A. Einstein [2] y J. Perrin [8] (entre otros).

Inspiracién matematica que surge de la consideracién del problema
anterior y la concepcion del M. B. como una medida de probabilidad
en el espacio de funciones continuas C|0, 1]. Existencia de funciones
no diferenciables y el establecimiento de un Calculo o Andlisis en un
espacio de dimensién infinita.

La visién de Feynman [5] de la mecénica cudntica. La instrumentacién
de la funcién de onda 1, solucién de la ecuacion de Schrédinger, como
una integral de “camino sobre trayectorias” de la exponencial com-
pleja de la accion cldsica. El limite clasico como una analogia del
método de la fase estacionaria. La imposibilidad de definir una me-
dida “compleja” que posea las buenas propiedades.

La interpretacién de M. Kac [9] al cambiar “la medida compleja
sobre las trayectorias” por la medida de probabilidad asociada al M.
B. sobre C[0,1] y cémo esta aproximacién lleva a la solucién de la
ecuacién del calor con enfriamiento

*Conferencia dictada en la III Escuela de Relatividad, Campos y Astrofisica.
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oy 1
o vV
$(0,2) = ()

3. El problema de la fase estacionaria asintética de integrales de Laplace.

(a) En el caso Feynman limite clésico, expansién en potencias de i .

(b) Grandes desviaciones y expansién semicldsica para la ecuacién del
calor con enfriamiento.

1 Introduccion

Comenzaremos con una cita del libro de J. Perrin “Les atomes”: “Las cur-
vas que no poseen tangente son la regla”. Para la época en la que fue formulada,
tal observacion debe calificarse de revolucionaria, rompe con el paradigma exis-
tente en ese momento, que pregonaba que las curvas continuas sin derivadas,
como las del famoso ejemplo de Weierstrass, eran mas bien la excepcion. Estas
ideas le surgieron a Perrin, segin Pierre-Gilles de Gennes, por las observaciones
experimentales que hacia del Movimiento Browniano.

El Movimiento Browniano toma su nombre del botdnico inglés Robert Brown
y aunque los matemaéticos y fisicos lo recordamos por este hecho, E. Nelson
[7] nos dice que su biografia en la Enciclopedia Britdnica no menciona este
descubrimiento, mas bien habla de sus trabajos en boténica. No fue Brown
quien describiera por primera vez este fenémeno, en sus trabajos se citan a
varios antecesores que ya lo habian observado.

Llamé la atencién a Brown, el movimiento erratico que efectuaban particulas
de polen suspendidas en agua y concluyé que “no sélo tejidos orgénicos, sino
también substancias inorgénicas, efectdan el mismo movimiento” (las llamé
particulas “animadas o irritables”).

La primera teoria dindmica del Movimiento Browniano postulaba que las
particulas estaban vivas. Esto obedecia principalmente a lo en boga que estaba
el vitalismo en esa época. Brown sin embargo, niega en sus trabajos que él
hubiera establecido que las particulas fueran animadas. Su teoria es que la
materia esta compuesta por pequenas particulas, que él llamé moléculas activas,
que exhiben un movimiento rapido e irregular cuyo origen se encuentra en las
particulas en si mismas y no en el medio que las rodea.

El primer trabajo riguroso sobre el M. Browniano fue realizado por A. Eins-
tein en 1905 [2] (el mismo afio de la teoria de la relatividad y del fotén).

En la argumentacién de Einstein existen dos partes bien diferenciadas. En
primer lugar estd la discusién matematica sobre la cual inicialmente sélo dare-
mos un esbozo para volver luego con mas detenimiento.
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Si llamamos p;(z) la probabilidad de que una particula browniana se encuen-
tre entre x y x + dz en el tiempo t entonces, bajo ciertas suposiciones fisicas,
Einstein derivé la ecuacion de difusiéon que debia satisfacer py

Ipi(x)
ot
siendo D una constante positiva (la constante de difusién). Si la particula se
encuentra en el origen de coordenadas en el tiempo cero, po(z) = §(z) (Delta
de Dirac), entonces la solucién serd

= DAp(x).

1 |z|2

pe(x) = Wefm

(Generalmente los probabilistas ponemos D = 1/2 para el movimiento Brow-
niano estdndar). |z| es la distancia euclidiana al origen. La segunda parte del
argumento es fisica y trata de establecer relaciones entre la constante D y otras
cantidades fisicas. Asi obtuvo la siguiente notable identidad:

po kT
mf3

donde T es la temperatura absoluta, k la constante de Boltzman, m la masa de
la particula y 3 es una constante con dimensiones de frecuencia. Se puede cal-
cular mf usando la aproximacion que consiste en considerar que las particulas
son esferas de radio a y usar luego la teoria de friccién de Stokes, lo que permite
obtener mB3 = 67na siendo 7 el coeficiente de viscocidad del fluido. En este
caso se verifica que D = 6rra’ Como 1 y T pueden ser determinados y en un
experimento controlado se pnueden usar particulas de radio conocido, entonces
k puede ser determinada y asi el nimero de Avogadro. Los experimentos que
condujeron a su determinaciéon fueron hechos por J. Perrin y un colaborador
(Chandesaigues) [8] obteniendo una aproximacién sorprendente.

Suposiciones matemadaticas de Einstein
a) xy — x5 es independiente de x.

b) la densidad de x; — x5 s6lo depende de ¢t — s

Ty —Ts+Ts =Ty
= Pt—s ¥ Ps = Pt = Ph * Ps = Dh+s

Phts(y) = /R pr(y — 2)ps(z)dr = /R ps(y + x)pn(r)de
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¢) ps(—x) = ps(x)
d) ps({z: || = €}) = o(s)

Bajo estas suposiciones obtenemos, usando el desarrollo de Taylor,

2ol 20 i) [ ommlarda+ 330k [ apala)de 4ot

Notemos que

/ z?pp, (z)dx = 2Dh.

Tomando limite cuando h — 0 obtenemos:

Opt - 1, Opy - 32Pt
or — aPt WD = |50 = Do

Hasta aqui el trabajo de Einstein. Ahora iremos hacia la reflexién de Wiener
[10], estrictamente matemadtica, y con preocupaciones de naturaleza diferente.
Para simplificar la notacién trabajaremos con una sola coordenada z;. En vista
de las suposiciones (a), (b), (c) y (d), supongamos que queremos averiguar cudl
es la probabilidad del siguiente paquete de trayectorias:

Plw:zg=x,a10 <, <bjyas <y, <bayo..yan <y, <bp} = P(Ch).

El conjunto de trayectorias queda ejemplificado en la gréafica siguiente. Si 0 <
ty <ty <...<t, <1, la poligonal quebrada de la figura representa una de
estas posibles funciones.

t‘ 1 bn
b} --4 + e
» -7
A RN Vi
/ ~ ’ \\ Vi
a / ~ 4 ~ - - an
1-’-_—. \-/( T ~
X
T »
G t; L th 1

Figura 1
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by bn
P(C,) :/ / Dty (Y1 =2)Dto—t, (Y2—Y1) = Ptr—t -, Yn—Yn—1)dy1 - - - dyn.
aj Qn,

Esta probabilidad define un sistema coherente de probabilidades sobre la
clase de los cilindros de C*[0, 1] (trayectorias comenzando en z y continuas).
Wiener en 1923 [10] pudo probar que esta probabilidad definida sobre estos
cilindros podia ser extendida a (C*[0,1],B), cobrando asi sentido preguntas
como:

(i) (Cuél es la probabilidad de las funciones continuas y diferenciables en el
intervalo [0, 1], C1[0,1]?. Se obtiene sin dificultad:

PT(C'[0,1]) =0

(ninguna trayectoria Browniana es diferenciable).

. . 2m—1 ; i\ 2

(ii) P {w limy oo Yor g (X(5R) — X(55)) = D} =1
(esto nos da una forma aproximada de calcular D). Lo que significa que
aunque las trayectorias tienen variacion infinita poseen variacién cuadrética

finita; en efecto D puede ser calculada exactamente con particiones cada
vez m4s finas.

Una determinacién importante es la del médulo de continuidad para X;, una
trayectoria tipica del Movimiento Browniano, que verifica:

. | X — X
m - <
i h—»sgp h1/2-6 ¢

para § > 0 tan pequefio como se quiera y ademés

|Xt+h — Xt|

ni/ze F00.

lim sup
h—0

El resultado preciso se debe a Paul Lévy [6]

lim sup Xevn = Xy =1
'+ 0P Bhloglog(1/h)[172

2 La amplitud en Mecanica Cuantica. Formula
de Feynman-Kac

(a) La visién de Feynman de la mecdnica cudntica.
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La forma més elegante de determinar el camino z(t) que sigue una trayectoria
clasica es el principio de minima accién. Si x(t),Z(t) designan la posicién y la
velocidad de una particula clésica, la accién se define como

tp
5:/ L(i,, t)dt
ta

donde L es el Lagrangiano del sistema. FEn el caso de una particula en un
. L m ., ,
potencial eléctrico V, L = 5 & - V(x,t), asi

S = /t " (Za2(t) - V(1)) di.

Una de las genialidades de R. P. Feynman [5], consistié en establecer una
“regla” de cuantizacién. Al contrario de lo que pasa en la mecédnica clasica,
ahora, en el caso cuantico, no es importante una sola sino que todas las trayec-
torias que unen (tq,z(tq)) v (tp,z(tp)) cuentan. ;Cdémo cuentan o cudl es la
contribucién de cada trayectoria?. La fase, puesto que ahora estamos en pre-
sencia de un nimero complejo, es para cada trayectoria igual a i/hS[z(-)].

La amplitud de probabilidades de ir de “a” a “b” es la suma de la exponencial
de estas fases

Kba) = Y @),  ¢t)] = /S0

V los caminos

y P(b,a), la probabilidad de ir de a — b, serd igual a

P(b,a) = |K (b, a)?

La forma como Feynman dio significado Fisico-Matematico a la expresion
de K(b,a) fue similar a la construccién de una integral de Riemann infinito
dimensional.

Sea No =ty —ty; e=tiy1 —ty; to=ts; tN —tp; To=2Ta; TN = Tp

b CL / /¢ dl‘ldl‘Q d$N_1

(observemos que no se integra en los extremos pues estén fijos).
Seleccionar la constante de normalizacién para substituir el signo de propor-
cionalidad por el de igualdad es un problema dificil. No obstante en el caso en

m

dzy dx dry_
_ - (i/h)S[ba) &1 L2 CLIN-1
K(b,a) = lim = / / A A A

omihe\ 12
que: S = %3’52 — V(z,t) basta poner A = ( i E) y asi
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cuando S[b,a] = [ %:&2@) — V(x(t), t)dt.

A ,

yadl

ta tb

Se llega asi a la famosa notacion

b
K(b,a) = / e(i/WSTbalpyy 4y

que no es sino el “path integral”. En el caso V' = 0, correspondiente a una
particula libre, se obtiene por el método bosquejado anteriormente que:

i omihe\ N2
K(b,a) =lime_g [-- [elftim@i—=i0®lge,  doy_, ( Uk 5)

eﬁ (tp —ta)

 [2mih(ty, — ta) —1/2 (ep—za)?
N m

funcién que satisface

_hoK(ba) B 9’K(ba)

i Oty " 2m o}

que es la ecuacién de Schrédinger para la particula libre.

La similitud entre ambas situaciones, Movimiento Browniano y Ecuacién de
Schrédinger, no puede ser mas estimulante.

Para abordar el problema de la particula en un campo debemos establecer
la regla de dos eventos en sucesién. Supongamos que t, < t. < t;. Entonces

S[b,a] = S[b, ] + S|c, a]
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(Esto pasa porque no anticipamos)

K(b, CL) _ /ei/hS[b,c]+i/hS[c,a]D:L,(t)'

Es posible dividir cada trayectoria en dos partes. La primera parte termina
en z. = z(t.) y la segunda tiene puntos extremos z. y xp. Es por consiguiente
posible integrar todos los caminos que van de a hasta ¢ y luego los que van de
c hasta b, asi el resultado puede ser escrito:

b
K(b,a):/ / e(i/ks[b’c])K(c,a)Dm(t)dxc:/ K(b,¢)K(c,a)dx..

Definamos ¥(z,t), la funcién de onda, como la amplitud de probabilidad
total de llegar a (,t) desde cualquier parte del pasado; |¥(xz,t)|? serd la pro-
babilidad de encontrar la particula en (z,t); K(x2,t2;21,t1) es el propagador
(1,t1) — (22,1t2)

‘I’(xz,tz)Z/ K (xg,to; w3, t3)V (3, t3)dxs.

Esta ecuacién integral nos permite obtener la ecuacién diferencial que satis-
face U(x,t)

00 1 i m(x— 2 i /1.E x
Uiz t+e) = [ {fﬁ%e H V(—gz’t)} U(y,t)dy

o 17 ime .
V(o tte) =[% 4 {”_%Le‘l/’”v(z = )} U (2 +1,t)dn

Si hacemos la expansion de Taylor hasta el primer orden en el tiempo y
segundo orden en el espacio obtenemos

tell 'Lnn /2h5 _ i‘g 8_\IJ 1 282‘11
)+ 8 / A { V(z, t)} {\Il(x t)+n 5 + = 2 o2 dy.
1 2 /2h 2 /2he, 2 ihe
Usando f_oo 3¢ etmn/2hEndn = 0y f etmn/2hen2dy — obtenemos,
m
\VJ he 02U
siempre al primer orden: ¥ + s—%t =T — EV\P — —21'; —gxz

h 0¥ h? 9?9
= f?aa—t = 7%88? + V(x,t)¥| E. de Schrodinger.

(b) Ahora el turno a los matemaéticos
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Existe una medida compleja sobre las trayectorias que dé cuenta de la
Integral de Feynman?

. Es posible dar sentido matematico a estas ideas siderales?

JExiste otro tipo de modelo donde todo pueda establecerse sin pena?

Me parece conveniente en este momento incluir una frase de L. Schulman:

“The practicioner of functional integration whose main interest lies in quan-
tun mechanics is of necessity a person with a guilty conscience. Nature has given
us complex amplitudes, but mathematicians only allow us to add paths with real
measure”.

La respuesta a la primera pregunta es negativa: en 1968 Gelfand y Yaglon
publicaron un excelente articulo [3] (con una importante influencia en la Fisica
y en la Matemaética), donde crefan haber definido una tal medida compleja; 5
o 6 meses mas tarde Cameron (alumno de Wiener) encontré un contraejemplo
[1] que daba al traste con los deseos de los dos grandes matematicos rusos.

Los intentos desde ese momento han sido intensos por tratar de sustituir la
nocién de medida por otras méas débiles y hasta ahora tenemos, desde el punto
de vista matemadtico, una botédnica (taxonomia) de integrales de Feynman.

La tercera de las preguntas dio origen a una de las ideas mas fructiferas en
la Teorfa de las Probabilidades; fue desarrollada por Marc Kac [9] y consiste
en sustituir en el procedimiento original de Feynman la medida generada por el
Movimiento Browniano (con los cambios correspondientes).

(c) Proceso de Kac.  V(z,t) = V(x)

h o¥ 0%
——— = —h?2m—— + V(2)¥
i ot /2maz TV
si cambiamos t = —ith la ecuacién que nos queda es:
ov  h? 0%V
— = ——— —V(x)U.
ot 2m 0x? (z)
Es lo que se llama ecuacién del calor con enfriamiento si V' > 0
ov —h? 9?2
o = W H=onaztV
_ 12 82
H es el operador suma del —— —— y de la multiplicaciéon por V. Una férmula
2m Ox?

de Trotter (una demostracién accesible se puede leer en el libro de B. Simon
[9]) nos dice que

tH ; ELLIUN tv/n)"
e "g= lim (e T A Me /”) g
n—o0

(La demostracién de esta férmula y otras similares, ha creado toda una rama
en el Andlisis Funcional).
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No olvidemos que la solucién de la Ecuacién del Calor con enfriamiento, se
escribe en el sentido de semigrupos.

U(x,t) =e Hg(x).
En vista de que sabemos que
e V(@) = eV g(x)

Yy que

e 2(h t/m
e 2m g y
h2t

es inmediato escribir una férmula integral para

(67(h2/2m)%A67tV/n)ng(x)

n—1
= |gn e /M=o V(”ﬂ'*/")pt/n(z = T1) D, @0t (T — Tp—1)g(¥n)dr1 - day

n n—1
= Jep € i VG dp (ay).

Ahora el hecho de ser u* una verdadera medida de probabilidad nos permite
usar el teorema de la convergencia acotada de Lebesgue. El teorema establece
que si f, <% f y ademds |f,| < M entonces

limy, oo [ frdp = [ fdp.

Sabemos que x; es continua para las trayectorias tipicas del Movimiento
Browniano y si V' es continuo salvo un conjunto de medida cero

n—1
t
como V' es positivo
0< et/ T2 V(XGe/m)) <1

entonces se desprende sin dificultad que:

n—oo

lim (e_(h/Qm)%Ae_tv/n>n9(x) = /C[o . e o V(X'S)dsg(Xt)dM%(x.)
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Esta es la Formula de Feynman-Kac. Resumiendo:

U(z,t) = e Hg(a) = / e Jo VX g (X, ) dpi ()
C[0,1]
En notacién probabilistica:

= g {em o Vdsg(x) b = B {em [ Vietadeg (g 4 p) )

donde b; es el Movimiento Browniano estandar.
;,Qué se puede hacer con esta férmula que sea también 1til a la Fisica?.

(a) Sipg(z’,x) es la matriz de densidad en mecénica estadistica, entonces esta
funcién verifica la ecuacién

@_ hZ% 9%p

03 2m 0z?

(Ecuacién del calor con enfriamiento con la sustitucién 8 < t).

(b) Se puede estudiar el operador H, definido generalmente en L?(R?), en
los diferentes LP(R?), lo que da indicaciones sobre el decaimiento de sus
autofunciones.

¢) Se simplifica mucho el estudio asintético de pg(x, ') cuando tanto 3, como
P
h se hacen pequenos.

Para exhibir su poder demostraremos lo que se llama cotas en el espacio de
fases (cf. [9], pag. 94).

—h2
Teorema: Sea V € L} (R?®) y positivo. Definamos H(h) = %A +V.

FEntonces

p2
Bl —+V (=)
iy < [ [ s 3]
- R3 JR3 (27Th)3

(Observacién: (p,z) € RY).
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Demostracion:
En primer lugar debemos establecer una férmula de Feynman-Kac para

T, (e PHM)Y = /pg(x,sc)dm

cuando pg(z,x’) es la matriz de densidad del problema

e BHMo(a) = [ pla,a')p(a’)da’
— [ BleP I Va2l — o~ glo(a)py(af — 2)da.

El proceso b; es el movimiento Browniano que parte de cero, obteniéndose sin
dificultad

pp(a,a’) = Ble P IoVETbddoy, — of — alpi(af —a)
pa(,x) = Ble™PJo VEthds|p = q]p, (0)

T, (e7?H) = / duB[e? 1o Vb b, — 0lp,(0) = (x)

Una desigualdad clasica aplicada al integrando (se usa que e %% es convexa)
nos dice

t
e—,@tfotv(:wrbs)% S/ e—tBV(erbs)%
0

t
d
(%) < /3 > [/ eft,BV(erbs)TS“)t - 0} p:(0)dz.
R

0

Usando Fubini para intercambiar integrales (recordar que F es una integral)

t
EV ﬁ/ df”ewv(m”btzo}pt(m: / /
o t Jrs rs JRr3

3 Limite clasico

pd

]-72
e
m

a) Ideas de Feynman: Fase estacionaria en dimension finita.
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En esta seccion seguiremos estrechamente la discusion de Feynman en el
articulo [5].
En la férmula:

K(ba)= Y Sle(t)], olz(t)] = /MO

V los caminos

todas las trayectorias contribuyen de la misma forma. Aunque las fases varien
no queda muy claro, en el limite cldsico, como es que alguna trayectoria en
particular cobrard m&s importancia que las otras. La aproximacién clésica
corresponde al caso en que las dimensiones, las masas, los tiempos, etc., son
grandes, en comparacién con la pequena cantidad h. Esto significa que el expo-
nente % resulta ser un angulo muy grande. Si cambiamos de trayectoria en una
cantidad dx, pequena en la escala clasica, el cambio que experimentara S sera
también pequeno en esta escala. Sin embargo, el cambio no serad de la misma
magnitud cuando se mide en la extremadamente pequena unidad h. Esto im-
plica que cambios pequenos en la trayectoria generaran enormes cambios en fase
y los senos y cosenos resultantes oscilaran rapidamente entre valores negativos
y positivos; de tal manera que la contribucién neta sera cero. Por otra parte, en
la proximidad de la trayectoria clasica Z, para la cual S toma un extremo, no
hay cambios, en el primer orden por lo menos, en S. Todas las contribuciones
para trayectorias en este paquete estan cerca en fase y el valor de esta fase es
aproximadamente S, =Accién Clésica, por consiguiente no existe cancelacion
en este caso.
De esta manera se llega a la aproximacion

K(a,b) = G(h)e"/ "5

donde G(h) es una funcién suave del pardmetro h. Esta aproximacién serd
valida para S >> h.

b) Implementacién de estas ideas por medio de un procedimiento matemético.

Desarrollaremos a continuacién un procedimiento, puesto en préactica en
Gzyl & Leén [4], para encontrar el “Limite Clasico” para la versién euclidiana
de la ecuacion de Schrodinger con campo magnético, esto es: cuando se hace la
sustitucion ¢ := —it. Consideraremos la ecuacién:

h% = 1/2(hV + A(2))*n (2, t) = V(2)yn(x,t) (+x)

con condicién inicial o)

Yp(x,0) = f(z)e”
Para darle sentido matemético al problema planteado en a), debemos considerar
a h como un pardmetro que haremos tender a cero. Demostraremos que

}lblirb —hp(z,t) = S(x,t)
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donde S(z,t) es la accién asociada al problema clasico:

S(z,1) = So(x(t)) + /0 1/2{i%(s) — A(z(s)) + V(2(s))}ds

sobre todas las trayectorias z : [0,#] — R? que verifican la condicién inicial
x(0) = z. La trayectoria que hace estacionaria a esta accién verifica la ecuacién
de Newton en [0,t]:

331 = :1338]141(:5) — 3336114] (ZZ?) + 81‘/(:1:)
con condiciones de fronteras:
z(0) =z, 2(t) = =VSo(x(t)) + A(z(?))

Notemos la aparicién del signo més para VV(x) en la ecuacién de Newton, lo
que es consecuencia del cambio de ¢ por —it. La solucién de la ecuacién (xx) se
escribe por medio de una férmula de Feynman-Kac como:

t
on ) = BUf o+ 020 exp{n ([ G+ 02.)ab,
0
t
+ / V(x4 h'/?b,)ds — So(x + h'/?b,))}
0

Existe una férmula de traslacién debida a Cameron & Martin que permite es-
cribir la expresién anterior trasladada en la trayectoria clasica. De esta forma
podemos escribir

Un(x,t) = Ef(x(t) + h1/2bt)Mh(t)e$ph1(/o i(s)h'/2dbs + 1/2/0 %(s)ds)]

donde

My (t) = e{1/h[‘[0t A(za+h'2by) - (dzg+h 2 dbe)+ [V (za+h' 2be)ds—So(ze+h'/?by)]}
Usando el desarrollo de Taylor para las funciones f, A, V' y Sy evaluadas en
z(+) + by alrededor de z(-) obtenemos:

559D BIf(a(t) + B2 Ni(0)]

Yp(z,t) = exp

con el segundo factor del término de la derecha acotado como funcién de h, lo
que permite obtener

}llirr%) —hlogyp(z,t) = S(x,t).
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