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Algunas maneras juveniles de evaluar ((2k)
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Durante mi licenciatura en matemaéticas senti fascinaciéon por los tipicos
objetos de culto de las matematicas. Entre estos, la funcién zeta de Rie-
mann, ocupé un lugar grande en el conjunto de mis predilecciones, y, luego
de haber aprendido series de Fourier (otra de mis fascinaciones), se me ocurrié

oo
una férmula para evaluar ((s) = Y. -, cuando s es un nimero entero par y

n=1

positivo.

Hoy, la férmula de mi juventud luce como un buen ejercicio para estudiantes
de pregrado que, sin embargo, no he visto en ninguna forma publicada en los
libros cldsicos de anélisis (ni en otros no tan cldsicos) y, mas atin, desconocida
por algunos expertos analistas que consulté, quienes (tal vez a manera de re-
tribucién) me revelaron otras férmulas para calcular la misma suma, producidas
también durante sus indagaciones juveniles. Exhibo entonces a continuacién mi
juvenil manera de evaluar ((2k), seguida de las juveniles férmulas de algunos
de los expertos analistas con quienes conversé.

Para todo par de enteros positivos s y n

s 5! _4f(i+1)(1:)
s _ s—i
/:1: cosnz dxr = E,O = Z_)!x 36T (1)
donde f(z) = —cosnz y f) es la i-ésima derivada de f. (La demostracién es

por induccién en s y utilizando integracién por partes.)

Sea s un ndimero par. Evaluando la integral (1) sobre el intervalo [0, ],
obtenemos
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5/2 o= (2i-1) (1)

T = cosnm —1)i!
/0 x® cosnx dx = Z( 1) (s = (20— 1)1 (2)

i=1

Sea g(x) = x® para s un entero par positivo y € [—m,7]. Entonces g es
una funcién par y, por lo tanto, la serie de Fourier para g de periodo 27 es una

serie de cosenos:
oo
ap
= ? —+ E Ay COS NI
n=1

donde

2 [T 2
aoz—/ ¥ dx = s

5/2 —(2i-1)
ap, = — cosmrz n21 Go@ (_ 1))) (por (2)).

En COHSGCUGHCI&,

s/2 7Ts_2i(8!)

= 12 ZCOSWT cosnx(Z( 1)i_lnzi(s — (2 - 1))!) @)

=1

Sea x = 7 en (3). Utilizando la propiedad de linealidad de las series y que

cos?nm = 1, obtenemos

s/2—-1

e 1 z —21
-1 5/2—1 - - = 4
(=1) L 2(5+1)(571 o Zl (s —( 2%1 )
La ecuacién (4) nos da los valores de la funcién ((s) = > -, cuando s es un
n=1
entero par positivo, en términos de los valores de ((k) para k = 2,4,6,... ,5—2.

(Adoptamos la convencién de que la suma de la derecha es 0 cuando su limite
superior es menor que su limite inferior.)
Por ejemplo, para s = 2,

>
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por lo tanto,

4

> 1 T
2o

Anélogamente, para s = 6,

= 1 6 1 a1l Tt 1 s
;ﬁ—”<2.7.5!‘T§E+T;ﬁ =5
etc.
% %k %k

Otras féormulas. Stefania Marcantognini exhibe en la puerta de su oficina,

o0
en el IVIC, un método simple para calcular 3 #, el cual se atribuye a Euler
n=1
(1707-1783), y sélo requiere conocimientos de trigonometria, un poco de algebra
y saber calcular limites. El método se puede generalizar a uno que permite
o0
calcular los valores de #, para cualquier £ > 1, y es esta formula la que

n=1
presento a continuacién.

El punto de partida es la férmula de De Moivre: (cos#+isen6)* = cos(af)+
isen (af)), cierta para todo ndmero real a y 6 € (—m,7]. Segin esta férmula,
para cualquier entero positivo m, sen[(2m + 1)6] es la parte imaginaria de
(cos® +isen)?™TL; por lo que, si desarrollamos este binomio y consideramos
sélo la parte imaginaria, obtenemos

sen [(2m + 1)0] = Z(_l)n(22:71—11> sen 2" 1(9) cos2(m) (9)

n=0

= (sen?™T1(9)) Z(il)n (22:111

n=0

) cot2m=m) ()

Para cualquier 6 = 5%, conn =1,... ,m, sen[(2m+1)0] = sen (n7) = 0,

mientras que sen ?™+1(9) # 0. Por lo tanto, la raices del polinomio

pla) = 3 (1) (Bt atm 5)

= 2n+1

son cot?(nm/(2m + 1)) paran = 1,... ,m.
Ahora considere la conocida desigualdad, tanxz > x > senz, véalida para
todo x € [0,7/2). De ésta se obtiene, para todo entero positivo k, que

1
(cot? z)F < —5 < (cot?>z +1)F
22k
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y, en particular, para xz,, = conn=1,...,m, se tiene

nm
2m—+1

(sz 1)% (cot?(xn))* < % < (sz 1>2k (cot?(z,) + 1)*

k
r

k
Desarrollamos el binomio (cot?(z,) + 1)* = > (¥)(cot?(z,))", y, tomando
0

r=
sumas respecto de n desde 1 hasta m en la desigualdad anterior, nos queda

2k m m

T 9 k 1

(1) Tleotent <3 o
n=1 n=1

2k k

<(557) L) Xeeer o

r=0

Hemos logrado acotar la m-ésima suma parcial de ((2k) por ciertas cons-
tantes que multiplican sumas de potencias enteras de las raices del polinomio
en (5), y nuestro préximo paso serd calcular estas tltimas sumas. Para ello
empleamos las férmulas, que se atribuyen a Newton, que expresan las sumas de
las potencias enteras de las raices de cualquier polinomio de coeficientes enteros
en términos de los coeficientes del polinomio: Dado un polinomio cualquiera de
coeficientes enteros de la forma

™+ A 4 A4+ A, =0,
supéngase que «ai, Qo, ..., O, son las raices de este polinomio, y definase

m
Sk = Y. oF para k > 1. Entonces
i=1

2

S = -4
Sy = —A181 — 24,
S3 = —A15 — A8 — 343
Smfl = _A18m72 - A2Sm73 — (m - 1)Am71

(La demostracién de estas férmulas se puede ver en la obra de G. Chrystal,
Algebra, an elementary textbook, Tma edicién, 1964. La primera edicién de esta
obra data de 1886.)

En particular, para nuestro polinomio en (5), cuyas raices son cot?(x,,) con
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xn, =nw/(2m+ 1) paran =1,2,... ,m, se tiene que

(27n+1) m(2m _ 1)

Z:cot2 a:n = (2m+1) = 3

m m m — 2 2m—+1
> (eor* (o) = e U, E””i“;
_ m?2(2m — 1)? ~ m(2m —1)(m —1)(2m — 3)
9 15
N ~m@m—1) (m?2m—1)2  m(2m—1)(m —1)(2m — 3)
;(COt ()" = =3 ( 9 N 10 >
2m—+1
o 3E2m:+1§
~ m?@2m—1)? (m(2m—1) 3(m—1)(2m —3)
B 9 ( 3 a 10 )
- m(2m —1)(m —1)(2m — 3)(m — 2)(2m — 5)
210

y asi sucesivamente. Basta ahora sustituir las sumas de potencias de cot?(z,,)
por sus valores en la desigualdad (6) para el k que se necesite y, de esta manera,
acotar la m-ésima suma parcial de ((2k) por funciones en m. Una simple
aplicacién del teorema del sandwich para limites nos dard el resultado deseado.
Por ejemplo, para k = 1 la desigualdad (6) nos queda

(Qmﬁj—l)2< (Qm_1> ini 2m—|2—1) <m+m(2n§_1)>

y, en consecuencia,

1 2
Am D =
n=1
Para k = 2 la desigualdad (6) nos queda

74 <m2(2m— 1> m(2m —1)(m — 1)(2m—3)) - i 1

n4

(2m + 1)* 9 15 nt

n=1

4 2m(2m —1) m2?(@2m —1)%2 m2m —1)(m —1)(2m — 3)
= @mt 1)t (m+ 3 ' 9 N 15 )
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en consecuencia7
4

1 T
li — = —
mgnm; nt 90
y de igual manera se calculan los otros valores de ((2k).

X ok %k

Alfredo Octavio me ensefié cémo expresar ((2) en términos de ciertas inte-
grales dobles, y su férmula es facilmente generalizable a cualquier potencia s.
Esta férmula la aprendié Alfredo de su profesor Allen Shields en la Universi-
dad de Michigan, cuando fue joven estudiante en esa universidad. El método
requiere conocer técnicas un poco mas avanzadas de las utilizadas en los dos
anteriores, pero nada que no se pueda aprender en el pregrado de matematicas.

Comenzamos por observar que

=1 1 1 1 & ad

y, por lo tanto,

oo

> - (759) S e g

n=1

Pero,

]. ! 2
n
o — x dﬂ?

y, por el Teorema de Fubini,

2n+ / / . :c% dzy - dxop.

Sumando a ambos lados e intercambiando suma con integrales (otra vez Fubini),
nos queda que

Z2n+1 / /17931 ) o dva, (8)

n:l

Juntando (7) y (8), obtenemos

7 / /
— = dxy -+ - daoy, (9)
nz::l”% (4k—1> 1—5'31 x2k)
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ahora solo hace falta calcular la integral multiple. Antes de indicar al lector
como hacerlo, déjeme advertirle primero cémo no hacerlo. Comenzando con
k = 1, el lector podria observar que al integrar respecto de una variable y
fijando la otra se obtiene

1 1 1 el
1 1 1 1
//ﬁdxdy://—( + )dmdy
o Jo 1—2%y o Jo 2\14+2y 1-—=zy

_ % /01 <log(1y+ y) log(ly— y)) & (10)

Las tltimas integrales no tienen primitiva elemental; asi que el siguiente paso
natural (i.e., en el que coincidieron varios mateméticos que consulté en el pasillo)
es sustituir log(14y) y log(1—y) por sus series de Taylor, hacer las cancelaciones
necesarias, permutar sumas con integrales, etc. Este camino esta condenado al
fracaso, ya que al final se llega a la serie que originalmente deseamos calcular,
esto es a ((2), sin tenerse alguna informacién sobre su valor numérico.

Dadas estas dificultades para calcular la integral miltiple en (9), nos limita-
remos a estudiar el caso k = 1. Aqui veremos que técnicas de variable compleja,
propias de un curso de licenciatura, son suficientes. La siguiente solucién se debe
a Enrique Cabana.

Partiendo de la ecuacién (10) se obtiene

21 4 (M1 flog(14y) log(l—1)
223/ 3 - dy
ne1 0 Y Y

4 [t 1+y
== [ —log|—2)dy.
3 oZyOg(l—y> Y
2du)

Ahora, el cambio de variables u = %Zj (de donde y = ﬁ y dy = CESYE

nos da
/1 11 14y d /Oologudu
_O —_— = .
o2y P\1—y)Y 7)) w1

Conviene observar que, con el cambio de variables w = 1/u,

o] 1
/ logudu _ / log w dw (11)
1 0

u? -1 w2—1"

log 2z
Para calcular estas tltimas integrales, evaluamos / %dz sobre un cami-
22 _
no circular, que evita el polo en 1 y la singularidad en 0, como el que se ilustra

en la figura.
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Figura 1

Los limites de las integrales sobre los trechos circulares préximos a cero y a
infinito son nulos, de modo que, si R es el residuo en —1, tenemos que

1 o]
1 1
27riR=/ 20gy dy+/ 20gy dy
o y°—1 1 oy -1

. 1=p logy + 2mi > logy + 2mi
S| [ [ S
p +p Y

™ log|l +peit] 2 (log |1 + peit| + 2mi) .,
 lim / MimndH/ (log 1 + pe’*| + m)l.pendt .
p—0 LJo pett(2+ pe't) . peit(2 + peit)

Las integrales que nos interesa calcular se cancelan, y lo que queda es que

=r q > 2mi
9miR = —2mi lim U =z +/ = } — s
p—0 0 Yy -1 1+py -1 2

y como el residuo vale —im/2, como resulta del desarrollo

log(—142) im—z—2%/2—...
(-1+2)2-1 —2z + 22

)

lo inico que se deduce es que el limite dentro del corchete vale cero.

Los célculos anteriores, aunque en apariencia inutiles, sugieren que un calcu-
log? y . - L
5 ] Como integrando conducird a que se eliminen

lo andlogo realizado con

las integrales que contienen el logaritmo al cuadrado, pero no las que contienen
al logaritmo. Hacemos esta operacién, reemplazando el nuevo residuo por su
valor (im)?/(—2):
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2 L log? y > log?y
2mi— = d d
™7 /oy21y+/1 -1
l—Pl 2 -\ 2 [e%} 1 9 -\ 2
_ lim [/ (logy + 2mi) dy+/ (logy + 2mi) dy}
P 1

y2—1 +p y? -1

T 1 2 1 it ) 27 1 1 it Qi 2 )
 lim / Mz’pe”dt—i—/ (log |1+ pe™’| + 2mi) ipettdt|
o pet(2+ pet) x pet (2 + pe't)

Al desarrollar los cuadrados en la segunda linea de la ecuacién anterior, los
cuadrados de los logaritmos producen integrales que se cancelan con las de la
primera linea. Los cuadrados de los segundos términos proporcionan integrales
cuya suma tiende a cero, por el resultado obtenido en el calculo precedente.
Sélo quedan los dobles productos:

< ] 422
7T3i:—47ri/ 25V dy — im

o bien

o0
1
—73 = 7871'1'/ 2ogy dy,
1oy -1

ya que, por (11), la integral en (0, 00) es el doble de la integral en (1,00).
Concluimos entonces que

i14/1/1 dz dy 74/00 logy , 4 =
2 "3y Sy Toam? " 3), 1738 T 6

* 3k 3k

Queda abierto resolver el problema de hallar un método para evaluar ¢(2k +
1) que sélo emplee herramientas matemdticas juveniles. Todos los métodos
exhibidos aqui para el caso par no parecen poder imitarse para resolver el caso
impar. Sin embargo, observe que para la obtencién de (9) el exponente 2k no
jugoé un papel relevante y, por lo tanto, un razonamiento similar con 2k + 1 en
lugar de 2k resulta en la siguiente ecuacion:

o0

1 ( 92k+1 > 1 1 1
E = dxq -+ -droy dx

2k+1 2h+1 _ / / RN R 1 2k A%2k41
= 2 L) Jo o (I—af-a5x5,)

=1
2k+1

El problema es que la integral multiple de longitud impar parece no poder
calcularse, ain con técnicas de variable compleja. Esto tiltimo no es un teorema
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sino un reflejo de mi incapacidad para resolver este problema. Como consuelo
tengo las siguientes palabras de Enrique Cabana: “En general las cosas que se
calculan por variable compleja, son inexplicables, una especie de casualidad de
la naturaleza. Yo creo que lo normal es que [la integral miiltiple] no se pueda
hacer, y lo maravilloso es que se pueda para dos”.
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