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Simetria y nuevas soluciones
de la ecuaciéon de Black Scholes

Nikolay Sukhomlin

Resumen

En el enfoque local estudiamos la ecuacién de Black Scholes, construi-
mos sus operadores de simetria, mostramos que su funcién de Green y
otras soluciones usadas en la préctica financiera son las funciones propias
de un operador de simetria (o de la combinacién lineal de ellas). Este he-
cho sugiere la importancia del estudio de la simetria del “master equation”
del modelo dindmico. Introducimos el concepto de leyes de conservacién
en el modelo de Black Scholes, las cuales en los casos sencillos se mani-
fiestan por la existencia de relaciones estables durante la evolucién del
proceso entre el valor de una opcién y la rapidez de su cambio. También
encontramos el grupo de equivalencia de la ecuacién de Black Scholes lo
que permite clasificar los operadores de simetria diferenciales hasta ter-
cer orden, realizar la separacion de variables y encontrar varias clases de
nuevas soluciones de esta ecuacién.

Introduccién

El modelo de Black Scholes es el mas usado en la teoria de los mercados fi-
nancieros. La ecuacién de Black Scholes constituye la parte principal del mode-
lo, véase por ejemplo [1]:

AV = {% + %02172% +rx% —T}V(t, ) =0 (1)

donde V (t,z) es el valor de la opcién de comprar o de vender un bien
financiero con el precio x en el momento ¢. En la teoria de finanzas la constante
real o (o # 0) se llama volatilidad; la constante r define el riesgo de la
inversién. En el modelo de Black Scholes la ecuacién (1) se deduce a partir de
un proceso estocastico de tipo de difusiéon. Se conoce que la transformacion
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reduce la ecuacién (1) a la ecuacién de difusién:

[S5)
a

N[ =

2U 0 (2 d)

+ 852

Q)|

T

En la teorfa de procesos estocdsticos la ecuaciéon de Black Scholes (1) co-
rresponde a la ecuacién retrograda de Kolmogorov adonde la difusion se realiza
“hacia el pasado”. Actualmente la ecuacion de Black Scholes se estudia acti-
vamente en diferentes aspectos, véase por ejemplo [2-7].

La estructura del articulo es la siguiente: en la seccién 1 establecemos los
operadores de simetria de primer orden, notamos que ellos crean un algebra de
Lie, constatamos la estructura especial del operador A y encontramos las
funciones propias de dos tipos de estos operadores. También introducimos el
concepto de ley de conservacion en el modelo de Black Scholes. En la seccién
2 construimos el grupo de equivalencia de dicha ecuacién como el producto
cartesiano de dos subgrupos: uno es continuo y otro discreto. En la seccién
3 clasificamos los operadores de simetria hasta el tercer orden relacionado al
grupo de equivalencia. FEn la seccion 4, al separar las variables, encontramos los
representantes mas sencillos de las soluciones correspondientes a todas las cinco
clases de los operadores de simetria de segundo orden y construimos algunas
otras nuevas soluciones que entran en estas clases.

1 Simetria de la ecuacién de Black Scholes y Leyes de
conservacion

La idea bésica de nuestro enfoque consiste en la busqueda y en el estudio de
ciertas relaciones entre el valor de una opcién V (¢, z) vy la rapidez de su
cambio relacionado con el precio. El hecho de la existencia de relaciones que se
conservan durante todo el proceso modelado, nos lleva a informacién practica
muy importante. Por ejemplo, este nos permite evaluar la volatilidad, o sugiere
la formulacion apropiada de los problemas de frontera.

En la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales el primer paso del pro-
grama de resolucién consiste en el estudio del dlgebra de simetria de la ecuacién.
Este estudio puede tener varios objetivos: con la finalidad de la separacién de
variables [8, 9] o para la aplicacién de la teoria de Lie [4, 7, 10-12]. Nosotros
seguimos la primera orientacion.

La simetria de la ecuacién de difusion es bien conocida. Dado que la ecuacién
de Black Scholes se puede reducir a la ecuacién de difusion, su simetria es similar.
Sin hacer los cédlculos, pasamos directamente a los resultados.

El conjunto de los operadores de simetria de la ecuacién (1) diferenciales
lineales de primer orden y que conmutan con el operador A constituye un
espacio vectorial con la base:
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B = 22 - B, (3 a)
By :02tx% — Inz — 0%t B (3 D)

y también un operador de simetria trivial del orden cero: Bs = 1. Obser-
vamos que:

By = 0%t By — Inz (3 ¢)
y que se verifican las condiciones de conmutacion:
[B2, B1] = B3, [B2,B3] = [B1,B3] =0 (34d)

La simetria mencionada es intrinseca de la ecuacién de Black Scholes (1).
Es fécil verificar que el operador (3a) define totalmente el operador A:

A=o0*{52+1B-1(8-1)7?} (3 e)

Vistoque [A, B;]=0 (i=1, 2, 3), es obvio que toda funcién de los oper-
adores B, By, B3 conmutard con A y en consecuencia, serd un operador
de simetria de la ecuacién (1). Este hecho nos permitird en las secciones 3 y
4 clasificar los operadores de simetria y construir las nuevas soluciones exactas
de la ecuacion de Black Scholes usando el metodo de separacion de variables en
el enfoque de V. Shapovalov [8].

En las teorias econdmicas, sociales y financieras no se suele usar la nocién de
operador de simetria. Sin embargo la importancia de este concepto reside en el
hecho de que cada operador de simetria estd ligado con una ley de conservacion,
pero el concepto de ley de conservaciéon tampoco estd desarrollado en dichas
teorias. Como en la mecénica clésica y la cuantica, aqui este concepto tiene
un papel importante en la descripcién del sistema dindmico. Vamos introducir
el concepto de ley de conservacién y lo ilustramos para el modelo de Black
Scholes.

Hallamos las soluciones de la ecuacién (1) que son las funciones propias del
operador de simetria (3 a), es decir resolvemos el sistema:

AV (t,z) = 0, (4 a)
BV (t,z) =AV(t, x). (4 b)

con B = Bj en este caso. Después de célculos sencillos encontramos una
familia de soluciones parametrizadas por A:

W(t,z) = Ca*th exp{“; (B —1)2 — N t} (C = const) (5)

Esta familia de soluciones corresponde a la ley de conservacién que se expresa
por la relacién (4 b): elasticidad-precio del valor de la opcién que se conserva
en este caso:
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E, = 22V = (A + ) = const. (6)

xT

Este hecho significa que al elegir la solucién (5), elegimos la relacién (6)
entre el valor V  y la rapidez de su variaciéon. La existencia de esta ley de
conservacion permite experimentalmente evaluar la potencia del precio en la
funcién (5): A+ .

En el caso general las relaciones entre la funcién incégnita y sus derivadas
pueden ser mucho menos evidentes: véase por ejemplo las formulas (7), (14) y
(15). La importancia préctica de una ley de conservacién se encuentra en el
hecho de que matematicamente es mucho mas facil encontrarla que resolver la
ecuacién (1). Ademds, la existencia de una ley de conservacién no depende del
sistema de coordenadas en las cuales esté escrita la ecuacién. Nuestro estudio
permite explicitar la simetria que verifica la solucién (5) y establecer el sentido
de las constantes que la definen. Esta funcién es céncava a la condicién: 0 <
A+ B <1

El segundo operador de simetria de primer orden By define otra ley de
conservacion: la relacién (4 b) informa que la misma elasticidad ahora no se
conserva, sino depende linealmente del logaritmo del precio y es inversamente
proporcional al tiempo. En consecuencia se conserva la expresién:

o2t [£9Y — B] — Inz = A = const. (7)

Esta igualdad se construye usando la formula (3 ¢). También es posible
interpretar esta ley como conservacién del valor inicial del precio zg: para
el tiempo ¢t — 0 eloperador Bs sereduce a la expresién: — (In zp) =
xo = exp {—A}. Ahora la relacién (7) se puede escribir:

B, =80 = Lm(z)+5
La resolucién del sistema de tipo (4) con el operador By (3 b) nos lleva
al resultado siguiente:

W) = o { 2 € —con.

Esta funciéon representa la funcion de Green de la ecuacién de Black Scholes
(1) bien conocida en la literatura. Mencionamos que si r = 02/2  entonces
la solucién (8) queda:

VA(t,I) = % (;1;)20211[1(;0) .

Podemos constatar que la funcién (8) es céncava con la condicidn:
In(z/z0) — rt2+1< (% - 1),

lo que se verifica a partir del momento del tiempo ¢ = 4/02.
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2 Grupo de equivalencia de la ecuacion de Black Scholes

Sea la ecuacién de Black Scholes (1). Estudiamos las transformaciones de vari-
ables:

T:T(t)a gzg(t, 1‘), V(t’ Ji) = a(t’ $)Q(T,€) (9)

tales que la ecuacién (1) no cambia su estructura, salvo que aparece un factor
multiplicativo a la izquierda:

f(t7 QZ‘) {% + %0362637;2 + TO&% - TOQ} = 07 (10)

donde @ eslanueva incégnita. Asi aparece una libertad complementaria: con-
siderar las constantes og, rp como distintas de las constantes o, r 0 como
iguales. El problema de encontrar todas las transformaciones con la propiedad
mencionada se resuelve por el Teorema 1 y para prepararlo enunciamos dos
proposiciones.

Proposicién 1. Sea la ecuacion de Black Scholes (1). La transformacion
stguiente:

r= 22— t), €= (), (11 a)
V(t,z) = Q(7 )exp{(ﬂ—aﬂo)lnz—F
(B — 1) *a(ﬁo*l)]f} (11 b)
convierte la ecuacion (1) en la ecuacion de tipo (10) con el factor exterior:

f(t, z) = 0‘252 exp{ (8 — afy) Inz +
G (B -1 —a* (B — 1)’ t}

para cualesquiera valores de las constantes:  «, to, xo (a # 0, zg #0).  Aqui
To

la constante [ estd definida por (2 ¢c)y [o = % - I3,

90

Las transformaciones (11) constituyen un grupo continuo con tres pardme-
tros: la constante « corresponde a un cambio en la escala del tiempo con
la variacién simultanea de la coordenada x ; la constante ty representa la
libertad de eleccion del origen del tiempo y la constante x5 estd ligada con
la libertad de eleccién del precio inicial (notamos la imposicién:  xy # 0).

Llamamos este grupo galileano G por analogia con el grupo correspon-
diente en la teoria de difusién. El grupo galileano G crea una relacién de
equivalencia sobre el conjunto de las soluciones de la ecuacién (1). Ademds de
este grupo, existe una transformacion especial que tampoco cambia la estruc-
tura de la ecuacién (1).

Proposicién 2. Sea la ecuacion de Black Scholes (1). La transformacidn
stquiente:
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T T SENCEYS
T n T 2
V(t, o) = LS exp{ gl 4
o*(B—1)° ro 1
+f8lnz + 5 t+ ey (12 b)

convierte la ecuacion (1) en la ecuacion de tipo (10) con el factor exterior:

In z + Bo)>
f(ta r) = 0(2)021,52\/{ exp{(ngaz’tﬁ(’) +

2 2
+fmz + TE_ g 4 1y

2
0'00'

Ambas proposiciones se comprueban facilmente por la sustitucién. En reali-
dad las constantes en la férmula (12 a) se pueden eliminar por una transfor-
macién del grupo galileano G: por ejemplo, usando la transformacién (11),
la ecuacién (1) se puede reducir a otra de la misma estructura con oo =1 y
la constante 79 puede ser igual a cero o a una constante cualquiera. En este
caso la transformacién (12 a) se presenta por:

I _ _Inz I _ _ 1
ol = exp {-z} ¢ = 1. (12 ¢)
La denotamos v. Estudiamos ahora las potencias de v:
I
v? corresponde a  z!! zexp{— I } =1 =% =y
V3 corresponde a  a!ff =exp {2z} = ¢ = L

4

vt corresponde a 'V =z, IV =t

transformacién idéntica 1.

Concluimos que el conjunto  {v, v?, v® v* =i}  constituye un grupo
discreto que denotamos N.

Teorema 1. Sea la ecuacidn de Black Scholes (1) con las constantes o (o #
0), r dadas. El grupo de equivalencia mds amplio que admite la ecuacion (1)
es '=G®N donde G es el grupo galileanoy N es el grupo discreto
definidos arriba por las férmulas (11) y (12).

El teorema se verifica sin dificultad por la sustituciéon de la transformacién
(9) en la ecuacién (1) y la imposicién de la estructura (10). Notamos que el
grupo galileano G (y en consecuencia el grupo I') es parametrizado por tres
pardmetros «, to, xo (@ # 0, xog # 0).  Asi se crea una particién sobre el
conjunto de todas las soluciones de la ecuacién (1). Observamos que al mismo
tiempo se crea una clasificacién de las leyes de conservacion.

Es fécil verificar que el operador (3 a) se transforma por el elemento v del
grupo N en el operador (3 b) y viceversa, lo que significa que las soluciones (5)
y (8) entran en la misma clase de equivalencia. Mads exactamente, la aplicacién
de la transformacién (9) en la forma (12) con el factor definido por la relacién
(12 b) resulta:

e 'Bia = By; a 'Bya = —Bj; (13)
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donde los operadores By B, tienen las formas (3 a) y (3 b) escritas en
las coordenadas 1, ¢ (12 a)ycon o9, fo. Recordamos que los operadores
B; y Bs no conmutan: véase la formula (3 d); entonces es normal que se
pongan en relacion de equivalencia sélo por los elementos del grupo discreto
Ny no se puedan poner en equivalencia por los elementos del grupo continuo

G.

3 Clasificacién de los operadores de simetria de la
ecuacién de Black Scholes hasta el tercer orden

En nuestro articulo [13] hicimos la clasificacién de los operadores de simetria
hasta tercer orden para la ecuacién de Schrodinger libre. La misma clasificacién
relacionada con el grupo de equivalencia I' del Teorema 1 se puede hacer para
la ecuacién de difusién (2 d) y en consecuencia para la ecuacién de Black Scholes
(1). Los resultados se presentan en el teorema siguiente.

Teorema 2. Sea la ecuacidon de Black Scholes (1) con el operador A por
ejemplo en la forma (3 ). Todos los operadores lineales diferenciales de hasta
tercer orden que conmutan con A  entran en una de las siguientes 6 clases
de equivalencia y en 8 agrupaciones de clases de equivalencia:

1) Todos los operadores de primer orden constituyen una sola clase de equiva-
lencia cuyo representante mds sencillo es By (6 Bs) definido por la férmula
(3 a).

2) Todos los operadores de sequndo orden constituyen cinco clases de equiva-
lencia cuyos representantes mds sencillos son:

a) B + Bi, (14 a)
b) B — B2, (14 b)
c¢) BB, + B, By, (14 ¢)
d) B + B,, (14 d)
e) B (14 ¢)

3) Todos los operadores de tercer orden constituyen ocho agrupaciones de
clases de equivalencia parametrizadas por tres o cuatro constantes arbitrarias
w, W, v, n y cuyos representantes mds sencillos son:

1. 32 + (ByB} + B}B,) + wB} +uB} + vB, +n1B;, (15a)

B — (ByB} + BiB,) + wB} +uB} + vB, +nB,, (15Db)
B3 + Bi”+uB% + vB, +nBy, (15 ¢)
5 — BY + uBf + vBy +1By, (15 d)
B} + uBY + vB, +nBy, (15 e)

U LN
)
N w
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6. (B3B, + B,B3) + B} + uB? + vB, +nBy, (15 f)
7. (B3B, + B;B2) — B} +uB? + vB, + 0By, (15 g)
8. (B3B, + B,B3) + uB? + vB, +nB,. (15 h)

La demostracién del teorema similar para la ecuacién de Schrodinger libre
estd hecha en nuestro articulo [13]. El Teorema 2 se comprueba de la misma
manera. La idea de la demostracion es la siguiente: se construye la forma
cubica de los operadores B, By, B3 de estructura mas general. Luego se
aplican las transformaciones del grupo I' para simplificar el operador inicial.
El hecho que cualquier operador de simetria diferencial lineal de tercer orden
de la ecuacién de Black Scholes (1) tiene la estructura de esta forma cibica es
también nuevo.

Notamos que el Teorema 2 también dice que existen 6 clases y 8 agrupaciones
de clases de las leyes de conservacién, cada una estd definida por la relacién (4
b) y las férmulas (14) y (15).

Como mencionamos arriba, cada operador de simetria estd ligado con una
ley de conservacion especifica. Ademss, a cada operador corresponde un
conjunto de funciones propias que son las soluciones de la ecuacién (1) y que
constituyen una base en un espacio funcional. También cada operador de
simetria corresponde a un sistema privilegiado de coordenadas que permite sepa-
rar las variables en la ecuacién (1) y resolverla exactamente. Realizamos este
programa en la seccién siguiente.

4 Nuevas soluciones exactas de la ecuaciéon de Black
Scholes

El Teorema 2 de la seccién anterior nos permite abordar el problema de la
resolucién sistemética de la ecuacién de Black Scholes (1). Algunas soluciones
son muy conocidas como aquellas que presentamos en la seccidon 1; pero la
mayoria de las soluciones que enumeramos abajo son nuevas. Recordamos que
las soluciones con la simetria dada las buscamos a partir del sistema de tipo
(4).

La solucién (5) representa la solucién més sencilla de la clase de soluciones
equivalentes que admiten un operador de simetria de primer orden. Cualquier
solucién de esta clase se puede construir al desarrollar la funcién (5) usando
todos los elementos del grupo I' del Teorema 1. Visto los resultados de la
férmula (13) podemos constatar que la funcién de Green (8) entra en la misma
clase de equivalencia.

En nuestro articulo [14] encontramos las soluciones de la ecuacién de Schré-
dinger libre correspondientes a las cinco clases de operadores de segundo orden
correspondientes a las férmulas (14) arriba. Usando las relaciones de similitud
entre esta ultima ecuacion, ecuacién de difusién (2 d) y la ecuacién de Black
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Scholes (1) podemos construir por el mismo procedimiento las soluciones de
cada una de las cinco clases de equivalencia de la ecuacién de Black Scholes.
Todos estos resultados son nuevos.

Conforme al Teorema 2 el conjunto de las soluciones de la ecuacién (1)
que verifican el sistema (4) con los operadores de simetria de segundo orden se
separa en 5 clases de equivalencia. Los operadores més sencillos de cada clase
de equivalencia son enumerados en las férmulas de (14 a) hasta (14 e). Pasemos
ahora a la resolucion del sistema (4) para cada una de estas cinco clases.

a) Sea la clase de equivalencia definida por el operador (14 a):

B = B} + B = (6*t? + 1)B? — 20%t (Inz) B, + I’z — o2t.

Es fcil verificar que la funcién siguiente cumple el sistema (4) y en conse-
cuencia es la soluciéon de la ecuacién de Black Scholes:

2
Vi(t, ) = % exp{ 51 5 i) In*z +
+ Blnz — 3 arctg(c?t) + %2(5 - 1)%t}, (16)
€ = (' + 1) /2 na.

La funcién @ () verifica la ecuacién diferencial ordinaria siguiente:
'+ 20 = \D,

cuyas soluciones son las funciones del cilindro parabdlico. Las soluciones
correspondientes a la familia de soluciones (16) describen en la mecénica cudntica
los estados llamados coherentes.

b) Sea la clase definida por el operador (14 b):

B = B} — B? = (¢*t* — 1)B} — 20%t(Inz) B, + In*z — o?t. .

En este caso la solucién de la ecuaciéon de Black Scholes se presenta en la
forma:

[6}] o?
i(t, z) = |a4tg£31\ exp { 5% =1 I’z +
2
+ Blnz + %arcth(aQt) + %5 (B - 1)2t}, (17)
£ = |0’4t2 — 1‘_1/2 In z

La funcién @ (&) verifica la ecuacién diferencial ordinaria de tipo de
oscilador arménico en la mecénica:

" — 20 = \D.

Las soluciones que se anulan al infinito se expresan por los polinomios de
Tchebyshev - Hermite H, (£); el espectro de los valores propios del operador
mencionado es discreto:
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P, (&) =Cp Ho(§) exp{—€2/2}, Ny =—(2n+1), n=0,1,2, ...
con las funciones H, (£) que verifican la ecuacién de Hermite:
H — 2¢H, + 2nH, = 0.

Como se conoce las funciones @, (£) representan una base ortonormal
en L2. Las soluciones (17) se definen sobre un intervalo finito del tiempo y
se pueden facilmente adaptar al modelo de Black Scholes.

¢) Sea la clase de equivalencia definida por el operador (14 c):

B = ByB, + By,B, = 20°tB? — 2(lnx)B; — 1.
La solucién de la ecuacién de Black Scholes se presenta como:

Va(t, z) = ®(&) exp{ 27 n*z +

+ Bma — 2L n(o?t) + L (B — 1)}, (18)
¢ = (o?t)" "2 Inz,

P~ (€2/4)® = (A/2)D.

Las funciones @ (&) de la dltima ecuacién como en el caso anterior se
expresan por los polinomios de Tchebyshev - Hermite H,,; el espectro de los
valores propios del operador mencionado es también discreto:

P, (&) = Cn Hy (§/V2) exp{—€>/4}, Ny =—2n—-1, n=0,1,2, ..
Finalmente la solucién (18) en este caso se presenta como:

Va(t, z) = Cp t% Hy(E/V2) exp{Blna + % (8 — 1)2t} (19)

Esta solucién tiene una propiedad interesante: ella verifica una de las condi-
ciones complementarias del modelo de Black Scholes (si 8 > 0):

r— 0" = V,~2(lna)" =
lim,_o+(V,) = limy_o+ (const 28) = 0.

Por otro lado constatamos que si = — oo =V, ~ 2 (In 2)". Esto
permite aproximar bastante bien la otra condicién de frontera si 3 es pequena
y construir una serie de tipo exponencial usando las soluciones (19).  Mads
exactamente para C),, = o":

Vot z) = 0 ) L V(t, 2) = a0 exp {0;(5 — 1) t} (20)
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Esta funcién es el caso particular de la solucién (5) para A = 1. Enla
aproximacién [ =~ 0, 8 # 0, la solucién de la ecuacién de Black Scholes
que verifica las condiciones complementarias serd la combinacién lineal de (20)
y de (19) para n = 0:

V(t,z)= xﬁexp{";(ﬁ — 1)2 (¢t —T)} [we‘é(t_T) - K

Precisamente la aproximacién es en la presencia del factor 2 ~ 1 si .
B =~0. Porejemplo, para. r=0.05; ¢ =0.317 = [ =0.002.

d) Sea la clase de equivalencia definida por el operador (14 d): B = B? +
B,. La solucién de la ecuacién de Black Scholes en este caso tiene la forma
siguiente:

Vi (t, l‘) =
o) exp{(B- %) ma - L+ 5[5 - 1)2-A]t} (1)

E=lnx + o*t? /4.

La funcién @ (&) wverifica la ecuacién de Airy: &/ — £d = A\ .

e) La tltima clase de equivalencia de los operadores de segundo orden tiene
como operador més sencillo (14 e): B = B?. Las soluciones de la ecuacién de
Black Scholes con B = B? para cualesquiera valores del pardmetro A son
parecidas a las funciones (5) pero aqui dependen de dos constantes arbitrarias
C, D (porque el operador de simetrfa en este caso es de segundo orden):

Vi (t , X ) =
(CeVAmz 4 De VA Inz) exp{ﬁ Inz + %2 (B — 1) =] t} (22)

En conclusion notamos que se pueden construir otras soluciones de cada
clase de equivalencia a partir de las soluciones mencionadas usando todos los
elementos del grupo de equivalencia I' del Teorema 1. Al aplicar, por
ejemplo la transformacién (12 ¢) del subgrupo discreto N a la tltima funcién
(21), llegamos a nueva solucién de la ecuacién de Black Scholes (que queda sin
embargo equivalente a la solucién (22)):

, 2 \2 2,2
V)( _ %exp{)\+2ﬁlnx+(ln2i2+tﬁa t)° +2ro°t }+
D’ A—Q\f)\lnm+(1nz+ﬂo2t)2+2r¢72t2
+ ﬁexp{ 3071 (23)

Aqui no utilizamos las primas arriba de las variables. Observamos que si
por ejemplo A < 0, las soluciones (22) y (23) contienen las funciones senos y
cosenos del In x, lo que permite usar el desarrollo en la serie de Fourier para
verificar las condiciones de frontera. Recordamos que nuestro enfoque es local
y entonces el problema de condiciones de frontera necesita un paso mas para su
estudio.
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También la nueva solucion de la ecuacién de Black Scholes que pertenece a
la clase de equivalencia definida por la solucién (19) es:

Vi(t, z) = Cl = H,(p) exp{% + B8lnzx + %2(5 - 1)%t},
P= T

La unidad imaginaria /—1 en la expresién p no influye en el resultado
porque los polinomios de numero par Hsi(p) contienen unicamente los
términos con potencias pares de p y por lo tanto son reales. En los polinomios
Hsj4+1(p) todos los términos son de potencia impar y la unidad imaginaria se
puede sacar como factor comin, el que queda incluido en la constante Cj,
que serd en este caso también imaginaria.

La solucién "clasica” de la ecuacién de Black Scholes es la funcién siguiente
(véase por ejemplo [2], p. 17):

Vit,z)=2®(0) — Ke"T=d(w) (24)

con la funcién de distribucién normal estandar:

(2) = oz [le "/ du,
0 = nz — (1-8)o%t+ To?(1-0) —In K
- oV T —t ’

lnm+Bo’2t — (TO'QB + In K)
oT —t ’

w =

En realidad cada término de la férmula (24) representa una solucién de
la ecuacién de Black Scholes. Dichos términos tienen la simetria superior: el
operador de simetria correspondiente es un operador integral. Observando que
las funciones z, y e~ "(T=*)  son las soluciones particulares de la ecuacién
de Black Scholes (1), constatamos que cada uno de los términos de la solucién
(24) represente un producto de dicha solucién particular por la funcién @ (z)
que en consecuencia verifica la ecuacién diferencial ordinaria: ®"” 4+ z®' = 0.

La nueva solucién de la ecuacién de Black Scholes que es equivalente a (24)
relacionada con el grupo discreto N es la funcién siguiente:

Vi(t,z) = Vi = Vs (25)
donde cada término es también una solucién de la ecuacion de Black Scholes:

vtz n2 _ 12 o2 32
Vi, = & ( %’t)) exp{éazt + (ﬁ + lgztb) Inx + (1;0217)5 + (r + 2ﬂ ) t},
_lnz+ (1-b) +[To®>(1—b) —In K]o?¢
V(t, l‘) - \/0'2t(Ts202t+1)
Ke T ex 26—1)/20%t 2
v o= PUE D20 g (u(t, 2)) expl 2 +

o2t

)
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_1)2 o2 32
=) e+ G+ (o) 1)

_ Inz—b —[To%b +In K]o?t
t,r) =
plt, @) Vo2t (T s202t+1) ’

Concluimos que la funcién (25) V' (t, ) = Vi3 — Vo  es una solucién
de la ecuacién de Black Scholes (1) para cualesquiera valores de las constantes
K, T,s,p (K>0,T>0,s>0, b=12— %) ylafuncién ®(z) esla
funcién de distribucién normal.

Encontrar las soluciones exactas a partir de los operadores de tercer orden
y de orden superior es mas dificil porque sus érdenes son superiores al orden
de la ecuacién (1).  Por ejemplo en nuestro articulo [15] encontramos tal
solucion de la ecuacién de Schrédinger libre correspondiente a una subclase de
la clase 5 de los operadores de tercer orden correspondiente a la férmula (15
e).  Esta solucién se presenta como una serie de potencias con coeficientes
dependientes del tiempo. Usando este resultado es facil construir la nueva
solucion de ecuacion de Black Scholes.

Finalizamos al mencionar que el modelo estudiado se puede extrapolar en
diferentes direcciones. Por ejemplo, es posible considerar la ecuacion de Black
Scholes como la ”"proyeccién” de una ecuacién de este tipo relacionada con
varias variables { x1, 22, ..., , }. También es posible considerar que las
fluctuaciones aleatorias no son véalidas para todas las variables x;: asi llegamos
a una ecuacion ultraparabdlica.

Otro modelo puede estudiar la influencia de la variacién de los valores de
unas opciones sobre otras, lo que nos lleva al sistema de ecuaciones ligadas que
generalizan el modelo de Black Scholes.

También es posible usar el paralelismo entre la mecdnica cuantica y la
mecanica clasica que pone en relacién la ecuacién de Schrodinger y la ecuacién
correspondiente de Hamilton Jacobi. En este sentido es posible también desar-
rollar el paralelismo entre la ecuacién de Black Scholes y una ecuacién diferencial
no lineal de primer orden de tipo de Hamilton Jacobi. Este permitird usar los
métodos poderosos de la mecdnica analitica en la teoria de Black Scholes.

El autor agradece a los arbitros anénimos por las sugerencias interesantes y
a Rodolfo Echarri y Alexander Shapovalov por las discusiones fructiferas sobre
el tema y al Departamento de Fisica de la Universidad Auténoma de Santo
Domingo por el apoyo.
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