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Un teorema de De Rham en el contexto de la
Geometria no Conmutativa *

Fernando Mejias

Resumen

Presentamos una perspectiva histérica sobre como se usan las for-
mas diferenciales no conmutativas (las cuales fueron primero introducidas
por A. Connes) para construir una versién no conmutativa del complejo
de Cenkl y Porter Q"*(X) para un conjunto simplicial de tipo finito
X, donde Q%" (X) es un dlgebra diferencial graduada con una filtracién
Q*9(X) C Q9IT(X), tal que Q*9(X) es un médulo sobre Q, (el menor
subanillo de los racionales que contiene a 1/p si p < q). Seguidamente se
usan versiones no conmutativas del Lema de Poincaré y del teorema de
Stokes para demostrar el teorema no conmutativo moderado de De Rham:
si X es un conjunto simplicial de tipo finito, entonces para cada ¢ > 1
y cualquier médulo M sobre Qg, la integracién de formas induce un iso-
morfismo natural de médulos sobre Q, I : HY(Q*9(X), M) — H(X; M)
para todo ¢ > 0.

Abstract

We present a historial view about how noncommutative differential
forms (which were first introduced by A. Connes) can be used to construct
a noncommutative version of the complex of Cenkl and Porter Q™" (X)
for a simplicial set of finite type X, such that Q**(X) is a differential
graded algebra with a filtration Q*¢(X) C Q"7 (X), and Q*?(X) is a
module over Qg (the smallest subring of the rationals which contains 1/p
whenever p < ¢). Next we use noncommutative versions of the Poincaré
Lemma and Stokes’ theorem to prove the noncommutative tame de Rham
theorem: if X is a simplicial set of finite type, then for each ¢ > 1 and any
Qg-module M, then integration of forms induces a natural isomorphism
of Qg-modules I : H*(Q*%(X), M) — H'(X; M) for all i > 0.
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1 Introducciéon

Los inicios de la topologia diferencial se encuentran asociados a la exploracién
de triangulacién de una variedad incentivados por los trabajos de Poincaré. En
especial, E. Cartan usé la teoria global de formas diferenciales con relacién a
este problema. En particular, Cartan demostré que sobre R™ cualquier p-forma
es la diferencial de una (p — 1)-forma; una generalizacién del caso clasico p =1
que Cartan denominé el “reciproco del lema de Poincaré”. Cartan mismo hizo
notar que dicho resultado no es cierto si en lugar del espacio R™ se considera
una variedad suave arbitraria X.

Para la exploracién de este tema Cartan sugirié considerar la funcién bilineal

(c,w) = (c,w) = /w,
c
donde ¢ es un p-ciclo de una triangulaciéon de X y w es una p-forma diferen-
cial cerrada sobre X y planteé utilizar el teorema de Stokes para resolver los
siguientes problemas:

(I) Si w es una p-forma cerrada con {(c,w) = 0 para todos los p-ciclos c,
entonces w es exacta.

(IT) Si ¢ es un p-ciclo cerrado con (¢,w) = 0 para todas las p-formas cerradas
w, entonces ¢ es una frontera.

El problema de Cartan fue publicado en 1928. Por esos dias De Rham
consideré el problema de Cartan como parte de su trabajo de tesis. En dicho
trabajo De Rham demostré que cualquier p-forma sobre X se puede escribir
como w + d(, donde w es una combinacion lineal de p-formas elementales y ( es
una (p — 1)-forma y a partir de esta idea dedujo las proposiciones (I) y (II).

Con el desarrollo de la teoria de homologia, més especificamente las técnicas
de cohomologia, resultoé claro que el trabajo de De Rham podia ser expresado en
términos del complejo (Q2*(X), d) de las formas diferenciales sobre X y del com-
plejo de cocadenas singulares esténdar (C*(X), ) derivado de la triangulacién
de X, asf, si H/(Q*(X),R) y H(C*(X),R) representan los i-ésimos espacios
vectoriales de cohomologia de los respectivos complejos tenemos
Teorema. Sea X una variedad suave de dimension n. FEntonces para cada
1 > 0 existe un isomorfismo natural de espacios vectoriales sobre R

H'(X;R) > H' (O ,(X);R).

En 1976, H. Cartan public6 en [5] otra versién del teorema de De Rham
considerando una filtracién A*9(X;Z) C A*9T1(X) para el complejo de las
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formas polinémicas A*(X;Q) sobre un espacio simplicial X, obteniendo un
isomorfismo

HY(A™(X;2)) = H'(X;2Z),

para i < q.

Aunque en este caso no se pudo construir un “modelo” para A*, en el sen-
tido de la estructura construida por Sullivan en [38] para estudiar el complejo
Q*(X; Q). Esta situacién fue parcialmente mejorada hacia 1983, cuando Cenkl
y Porter [10,11] construyeron un “modelo” especial después de demostrar el
teorema de De Rham para formas cibicas. Cenkl y Porter construyeron un
complejo de formas diferenciales polinémicas T*(X, Z) con filtracién T%%(X) C
T*9+1(X) dependiendo del grado de los polinomios y las formas elementales,
de tal manera que 7%%(X) es un médulo sobre Q, (el menor subanillo de los
racionales que contiene a 1/p si p < ¢). Asi ellos demostraron que la integracién

de formas induce un isomorfismo de médulos I : H(T*9(X;Q,)) 5 H{(X;Qy)
para todo i y para todo ¢, siendo X un espacio simplicial de tipo finito.

Posteriormente Boullay, Kefer, Majewski, Stelzer, Scheerer, Unsold y Vogt
[4] extendieron la teoria de Cenkl y Porter a un conjunto simplicial general.

En 1987 Karoubi intenté obtener en [21] un “modelo” més general con-
siderando el complejo de De Rham Q*(X) de las formas diferenciales no con-
mutativas sobre un espacio simplicial X (las cuales fueron introducidas original-
mente por Connes en [12]) y demostrando una versién del teorema de De Rham
en este contexto. Trabajando con esta idea, por ejemplo, Battikh en [3] intro-
dujo una generalizacion del cup product U en cohomologia.

Una versién ligeramente mas general del resultado de Karoubi fue demostrada
en 1998 por Cenkl (ver [7]). Tanto Karoubi como Cenkl probaron los menciona-~
dos teoremas usando técnicas similares a las que usé Cartan en su paper de
1976. Sin embargo, en [20] que si el anillo A de coeficientes se supone ser un
subanillo de los racionales, entonces una versiéon del teorema no conmutativo
de De Rham podria ser demostrada al estilo del teorema clésico. El objetivo
final del presente articulo es la presentacién de una solucién a dicho problema,
para lo cual se considera una versién no conmutativa del complejo de formas
diferenciales de Cenkl y Porter Q**(X) para un espacio simplicial de tipo finito,
obteniendo el siguiente teorema no conmutativo moderado de De Rham:

Teorema. Sea X un espacio simplicial de tipo finito. Entonces para cada q > 1
y cada modulo M sobre Qg existe un isomorfismo natural de médulos sobre Q,
tal que

HY(Q9(X); M) S H (X; M)

para todo © > 0. El isomorfismo es inducido por integracion.
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2 Conjuntos simpliciales

En esta seccidn presentamos una breve introduccion al concepto de objeto sim-
plicial y estudiamos algunos ejemplos. Para mds detalles ver [26], [27] y [29].

Un conjunto simplicial X es un conjunto graduado con indices enteros no
negativos junto con los operadores d; : Xy — Xx_1ys; : Xgp — Xg41,0 <1 <k,
los cuales satisfacen las siguientes identidades:

(l) didj+1 = djdl sii S j,
(i

) $iSj = Sj+18i sii<j,
(iil) d;s; = sj_1d; sii < j,
(iv) djs; = identidad = dj415s;,
(V) d; iS5 = dei—l sii>j+ 1.

Los elementos de X se denominan simplices de dimension k o simplemente
k-simplices.

Dados dos conjuntos simpliciales X e Y, y una funcién f : X — Y, decimos
que f es una transformacion simplicial (de grado cero) si f conmuta con los
operadores di vy s; para todo ¢ y para todo k. El producto cartesiano X X Y es
el conjunto simplicial (X X YY), = X x Yi con

di(z,y) = (d;z, diy), si(x,y) = (siz, siy), para todox € X,y € Y, y0<i<k.

Ejemplo 2.1 Sea V un conjunto parcialmente ordenado. Sea X el conjunto
de todas las sucesiones finitas (zo,...,zx), con g < ... < 2, Tg,..., Tk € V.
Definamos d; : Xy, — X-1y s; : X — Xg41, 0 < i < k por

di(zo, ... xr) = (Toy. -y Ti1, Liy Tit1, - -, T) (Omitir z;)

$i(xoy oy xg) = (Toy oy Tis1, Tiy Ty Tig1, - - -, T) (repetir x;).

Entonces X = {X}} es un conjunto simplicial.

Ejemplo 2.2 Denotemos por A la categoria cuyos objetos son todas las suce-
siones finitas de enteros A(n) = {0,1,...,n} y los morfismos son todas las
funciones crecientes f : A(n) — A(m) (para todo 0 < i < j < n tenemos
1) < £(3).

Definimos los operadores §; : A(n—1) — A(n) y 0; : A(n+1) — A(n) para
0 << npor

R J sig <i, s J sig <i,
6Z(‘7)_{j+1 sij>i Y ‘71(])—{j1 sig > 1.



TEOREMA DE DE RHAM EN LA GEOMETRIA NO CONMUTATIVA 139

Entonces cada f € Hom (A(n), A(m)) puede ser escrita como un producto finito
de algunas § y o.

Un objeto simplicial en una categoria C es un functor contravariante F' : A —
C. Un conjunto simplicial X puede ser identificado con un objeto simplicial en
la categoria de los conjuntos Set, F': A — Set, X = F(A,) = X (ver [26], p.
233 0 [29], p. 4).

Si A es un anillo, un A-mddulo simplicial es un objeto simplicial en la
categoria Mod de los médulos sobre el anillo A. Si M y N son A-médulos
simpliciales, entonces el producto tensorial M ® N es también un A-mddulo
simplicial con d; y s; sobre (M ® N) = My ® Ny, definidos asi:

di(z®y) = diz®d;y, s;(xQy) = s;x®s;y, para todo x € Xy, y € Y y 0 <i < k.

Un dlgebra graduada simplicial A* = ®,>0A" es una familia de agebras
graduadas A} = ®,>0A}, k=0,1,2,... sobre un anillo conmutativo A la cual
es un conjunto simplicial y los operadores d; y s; son morfismos de algebras
graduadas.

Ejemplo 2.3 Sea A,, = {(ag,...,a,) € R"™|0 < a; <1,Y a; = 1} el n-
simplex estdndar (Figure 1-1). Las funciones §; : A,_1 — Apy oyt A1 — A,

(Si(x()a ce axn—l) = (IOa s axi—hovgjiv s 7xn—1)

O-’i(m(h s 7xn+1) = (.’,C07 sy Li—1, L5 + Lit1y Li42y .-+ 7xn+1)~

Sea P, la coleccién de todos los polinomios f : A,, — R con coeficientes
en Zy sea P ={P,},>0. Entonces P es un conjunto simplicial. En este caso
tenemos 0; : P, — Pp_1y s; : P, — P41 definidos para dada f € P, por

0i(f) = fodi y si(f)=fooi

La multiplicacién de polinomios induce una estructura de agebra sobre P. En-
tonces P es un agebra simplicial.

Ejemplo 2.4 En lugar del simplex estandar A,, (como en el Ejemplo 2.3) con-
sideramos A,, como el subconjunto de la frontera de I" ™! (el (n + 1)-cubo en
R"™1) dado por

{(xo,...,l'n) €Rn+1 OS.’EZ SlyHZ(EZ:O},

es decir, A, es identificado con las caras posteriores de I"*! (Figure 1-2).
Definimos las funciones §; : A,—1 — A, y 05 0 Apt1 — Ay, por

0i (205 -y Tn—1) = (05 -+ Tim1, LT, Tig1, - oo, Tp1)
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Ui(l“o, e ,Jin+1) = (1307~-~737i—1,$i : $i+17$i+27~-~>$n+1)

(ver [10] y [9]).

Si T,, es la coleccién de los polinomios f : A, — R con coeficientes en Z
y si T = {T,}n>0, entonces T' es un 4gebra simplicial. En este caso tenemos
0;: P, — Po_1ys;: P, — P, estan definidos para cada f € P, por

0i(f) = fodi y si(f)=fooi

Ejemplo 2.5 SeaZ, el ideal generado por los polinomios II7_,z;. Entonces P,
se puede identificar con el cociente T, = Z[zo, . .., Ty]/Zpn. SIT = {T) }n>0, en-
tonces la multiplicacién sobre Z[xo, ..., x,] induce una estructura de Z-algebra

sobre T,,. Luego T is un algebra simplicial.

Sean X un conjunto simplicial y C),(X) el grupo libre sobre X,,. Denotemos
por C.(X) el complejo de cadenas (C,(X),0) con el operador frontera 0 =
S o(=1)"d;. Los elementos de C,(X) son denominados n-cadenas en X. Si
X es un conjunto simplicial y G es un grupo abeliano entonces la homologia de
X con coeficientes en G esta definida por

H.(X;G) = H(C,(X) ® G).

Si C*(X) denota el complejo (C™(X),d) de cocadenas en X con coeficientes en
G, es decir C"(X;G) = Hom (C,(X), G) vy el operator cofrontera ¢ es el dual de
0. La cohomologia de X con coeficientes en G esté definida por

H*(X;G) = H(C*(X),G).

3 El complejo de Cenkl y Porter

En esta seccién introducimos el complejo de Cenkl y Porter, es decir el com-
plejo de las formas diferenciales compatibles sobre las caras posteriores del cubo
estandar. Cenkl y Porter primero demostraron el teorema de De Rham para
el complejo de formas diferenciales cibicas usando integracién (ver [10]). Pos-
teriormente, Boullay, Kefer, Majewski, Stelzer, Scheerer, Unsold y Vogt [4]
introdujeron el complejo de Cenkl y Porter o el complejo de De Rham de for-
mas diferenciales moderadas y demostraron el teorema de De Rham para un
conjunto simplicial siguiendo las ideas de Cartan.

Denotemos por A, C R"*! el simplex convencional (Ejemplo 2.4). Una
forma bésica de peso ¢ sobre A,, en las coordenadas g, z1, ..., T, es una forma

diferencial de
ay aj by by
Tyl :z:kldxkl AR xkpdxkp
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donde {i1,...,%;} y {k1,...,kp} son subconjuntos disjuntos de {0,1,...,n}, a;
y bj son enteros no negativos y ¢ = max{ai,...,a;,b1 +1,...,b, +1}. Sea
Q, = Z[%, cel %] el menor subanillo de los racionales tales que 1/psi 0 < p < ¢
para ¢ > 1, y Qo = Q1 = Z. Denotemos por TP?(A,) el médulo de las
combinaciones lineales sobre de las p-formas bésicas de peso < ¢. El producto
exterior A induce una funcién

A T11171,q1 (Z) ® T52’q2 (Z) N T£1+p2,q1+qz(z)

y la diferencial usual d se extiende a un morfismo de Z-mdédulos d : T?9(Z) —
TP+14(Z). También tenemos la inclusién T9(Z) — TP4T1(Z). Entonces para
todo n > 0, T** = {T?"9(A,)}n>0 es un algebra diferencial graduada (ADG)
con filtracién.

Sea X = {X,} un conjunto simplicial y sea T'(X) = Mor (T**,X) (morfis-
mos de conjuntos simpliciales). El teorema de Stokes implica que para cualquier
q > 0, integracién de formas moderadas induce una transformacién de complejos
de cocadenas I : T*9(X) — C*(X; Q). Entonces tenemos el siguiente teorema
(para la demostracién ver [4] y [10]).

Teorema 3.1 (El Teorema Moderado de De Rham) Sea X un conjunto
simplical de tipo finito. Entonces para cada ¢ > 1 y para cualquier mddulo M
sobre Qg existe un isomorfismo natural de médulos sobre Q,

HY(T*9(X), M) S H (X; M)

para todo © > 0. El isomorfismo es inducido por integracion.

4  El calculo diferencial universal

Una versién generalizada del Caculo Diferencial sobre variedades fue introducida
por Connes ([12] and [13]) a partir del concepto de formas diferenciales no
conmutativas. Karoubi [21] usé las ideas de Connes para definir el complejo
de De Rham Q(X) no conmutativo sobre un espacio simplicial X y utilizé
una técnica similar a la de Cartan para demostrar el teorema de De Rham en
este contexto (ver [20].) A continuacién presentamos una breve descripcién del
trabajo de Karoubi.

Sea A un dlgebra sobre un anillo conmutativo A. Denotemos por p: AQA —
A la multiplicacién sobre A (todos los anillos considerados en este articulo son
conmutativos y con elemento neutro, similarmente suponemos que todas las
algebras contienen elemento neutro). Las formas diferenciales de grado n son
los elementos del producto tensorial de A-dlgebras

T'(A) = ARy ARy ---@pA.

n + 1 veces
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Tenemos pues que 7*(A) = P, 7"(A) es una A-dlgebra con multiplicacién
2 TA) @ T™(A) — T*t™(A) definida mediante la férmula

(a0®a1®  ®an) (bo@b1 @+ Qbp) = an@a1® @ (anbo) b1 @ @by
El diferencial operador D : T"(A) — T"T1(A) est4 definido por
Day®a1 ® - ®a,) = 1Qa®a® - Qay,

n
> (Va®a e -®a4ga1®lea- @a,
j=1

(D" ®a1 @ ®ap @ 1.
Teorema 4.1 Siw e T"(A) y 0 € T"(A), entonces
(1) D*(w) = 0.
(2) D(w-0) =D(w) -0+ (—1)"w - D(0) (la identidad de Leibniz).

Entonces 7*(A) es un ADG. La cohomologia del complejo (7*(A), D) es
trivial. Supongamos que A es una A-algebra aumentada, con extensién A : A —
A (morfismo de anillos) tal que A(1) = 1. Siy : 7"(A4) — T 1(A) es el
morfismo de moédulos definido por

n(a® - ®ay) = Aag)(a1 @+ ® ay),
entonces ¢ es una contraccion de homotopia, es decir
Dy +1,.D =1.

Definamos Q°(A4) = A y QY(A) = ker i, el médulo Q2'(A) sobre A es un
bimdédulo sobre A. Las formas diferenciales no conmutativas de grado n son los
elementos del producto tensorial de A-médulos

Q"(A) = QN (A) @4 QY (A) @4 - @4 QL(A).

n veces

El producto de formas diferenciales esta definido por yuxtaposicién de productos
tensoriales. Entonces la suma directa

@ (4) =P

n>0

es un dlgebra graduada. La diferencial d : Q°(A) — Q' (A) estd definida por la
ecuacion
dla)=1®a—a®1.
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Asf tenemos el isomorfismo de A-médulos A® A/A — Q(A) tal que a®b
adb. Entonces Q"(A) puede ser identificado con el producto tensorial de A-

moédulos
ARQA/ARA/AR®---® A/A.

n veces

Una forma diferencial de grado n puede escribirse como una combinacién lineal
de términos del tipo ag daidas . ..da, y el morfismo d se extiende a las formas
de grado n de Q"(A) por

d(ag day - . . dan) = dagday - . . day = 1 dagdas . . . day.
Teorema 4.2 Siw € Q"(A) y 6 € Q™(A), entonces
(1) d*(w) = 0.
(2) dw-0) =d(w) -0+ (—1)"w-d(0) (la identidad de Leibniz).

Nota 4.3 El dlgebra Q*(A) es un algebra diferencial graduada y constituye la
solucion a un problema universal: Para un ADG B* y un morfismo de dlgebras
f: A — BO existe un tnico morfismo de 4lgebras diferenciales graduadas f* :
2*(A) — B* el cual coincide con f en grado 0. El complejo (2*(A),d) se
denomina el cdlculo diferencial universal de A o el complejo no conmutativo de
De Rham of A.

Existe una inclusién que envia Q*(A) hacia 7*(A). Por otra parte, para
cualquier n > 0 existe un operador proyeccion J : T"(A) — Q"(A) dado por
Jap®@a1 ® - ®ay) =agday ...day,.

Una forma diferencial no conmutativa w es cerrada si dw = 0. Decimos que
w € Q"(A) es ezacta si existe n € Q" 1(A) tal que w = dn. El hecho de que
que el complejo (2*(A), d) tiene cohomologia trivial conocido como el Lema no
Conmutativo de Poincaré.

Lema 4.4 Sea A un dlgebra aumentada sobre el anillo A. Entonces toda forma
cerrada w € Q*(A) es exacta.

Demostracion. Sea A : A — A una forma A-lineal con A(1) = 1. Probaremos
que existe una contraccién homotépica 75 : Q%(A) — Q" 1(A). Para definir
Jx expresamos los elementos de Q"(A) como elementos de 7"!(A) usando la
inclusién, luego aplicamos 2, y posteriormente aplicamos la proyeccién J. Asi
para w = apda; . .. da, obtenemos 7y (w) = A(ag)ardasg - - - da, — A(agar) dag - - -
day,. Primero demostraremos que 7 esta bien definida. Obviamente es suficiente
probar que 7y : Q'(A4) — QO(A) estd bien definida. Supongamos que w =
apda; € QY(A),a € Ay a} =a; +a-1€ A. Entonces )(apda)) = A ag)a) —
Maoa)) -1 = Aao)ar — Maga) -1 = ya(apday). Ahora para w = ag day - - - da,, €
Q2"(A) tenemos
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dyx(w) + nd(w) Mao)dardas . . . day, — Aagayr) dldas . . . day,

+A(1)ap dardas . ..da, — M1 -ag)day ...da,

= Ww.

Pero dw = 0. Por lo tanto djy(w) = w. "
Si A = {A,},>0 es un dlgebra simplicial, entonces Q*(A4) = {Q*(A4,)}n>0
es un ADG simplicial. En efecto, si A = {A },,>0, para cada n consideramos el
algebra tensorial
T"(4) = P A%,

p=0

con los operadores 0; : ASP — ASP, y s; 1 ASP — AP definidos asf

3¢(ao®a1®~-®ap)zaia0®8ia1®~~®8iap

y
silap @ a1 @+ @ ay) = $ia0 ® $;a1 @+ @ 8;ap.

En forma similar podemos definir los operadores 0; y o; sobre Q*(A) y tenemos

Proposicién 4.5 Sea A = {A}},,>0 un dlgebra simplicial. Si D es la diferen-
cial sobre T*(A,,), entonces T*(A) y Q*(A) son dlgebras diferenciales graduadas
simpliciales.

Una versiéon no conmutativa del Teorema de De Rham fue probado por
Karoubi en [20]. Karoubi consideré el caso particular en que A, es el cociente
de la A-dlgebra Alxg, z1,...,2,]/(o+2T1+- - -+2,—1). Sean Q*(A,) el dlgebra
de formas no conmutativas sobre A, y A = {A,}n>0. Entonces Q*(A,) es el
algebra no conmutativa generada por los simbolos z; y dx;, 0 < i < n y las
relaciones siguientes

n

n
in =1, Zda:i =0 y zz; =275
i=0

i=0
Luego

Teorema 4.6 (El Teorema no Conmutativo de De Rham) Sean X un
conjunto simplicial, A un dlgebra simplicial sobre un anillo conmutativo A y
O*(X) = Mor (X, Q*(A)). Entonces existe un isomorfismo natural de mddulos
sobre A

H'(Q"(X)) = H'(X; A)
para todo i > 0.

Una versién ligeramente mas general del teorema anterior fue demostrada

por Cenkl en [7] vy [8].
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5 Formas diferenciales no conmutativas moderadas

En [20] Karoubi propuso como problema demostrar el teorema no conmuta-
tivo de De Rham usando integracién asumiendo que el anillo A contenga a los
racionales. En este articulo presentamos una solucién a un problema ligeramente
més general construyendo una version no conmutativa del complejo de Cenkl-
Porter, el cual es construido definiendo una filtracién sobre el algebra de formas
diferenciales no conmutativas Q*(T") sobre T' = ®,>0T;,, donde T}, son los poli-
nomios restringidos al n-simplex A,, (ver Ejemplo 2.4). Esta seccién constituye
un estudio de las propiedades principales de dicho complejo. Para empezar note-
mos que la Proposicién 4.5 implica que Q*(T') es un ADG simplicial. También
establecemos la siguiente notacién: Z, denota el conjunto de los enteros no

negativos; Zﬁ“ es el conjunto de indices multiples @ = (ag, a1,...,a,) con
o €2,y ol =3, o F;arax: (Xoy @1,y Tn) €E Ay y a= (ap,01,...,05),
_ n+1l
€ = (e0,€1,-..,6n) €LY sea
¥ = ajgéoxllll . xZn’
y

dz® = dai da] ... dxp = (dxg)®°(dxq )™t ... (day,)™".

Si A={ai,as,...,a,} C{0,1,...,n} escribimos

g = ngl m3;2 mS:”
(1=24)" = (I—=24,)% (I —2g,)"2...(1—m4,)%r
dz5 = dxi‘il dxzzz . d:z:i‘:f’.

Sea Q,(Z) el algebra de todas las combinaciones lineales de formas diferen-
ciales no conmutativas sobre Z

w =z dz® x2dz? ... 2 dx®T, ;€ € ZT‘l, 1=1,2,...,1,

con 0 < z; <1yl jgz; = 0. Estas son las formas diferenciales no con-
mutativas compatibles con las caras posteriores del cubo I"*! (Ejemplo 2.4).
Si ZZ le;] = p decimos que w es una p-forma (en particular, las O-forms son
polinomios).

Si |lwl|l; = >, (cu; + €i5), definimos el peso de w por [|w|| = max{|lw||; : j =
0,1,...,n}.

Sea QP4(Z) el conjunto de todas las p-formas de ,,(Z) con peso |w|| < ¢
y sea Q5% (Z) = {Q29(Z)}, >0. Observemos que para todos n, p y ¢q, Q2(Z)
es un médulo sobre Z finitamente generado. La siguiente proposicién se deduce
directamente de la definicién de QP:(Z).
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Proposicién 5.1 Para todo n > 0, Q5*(Z) = {QP9UZ)},.4>0 es un dlgebra
diferencial graduada con una filtracion.

Fijemos p > 0y ¢ > 1, consideremos a w € QP9(Z) como un elemento de
QOP(T,,) y los operadores 0; y s; sobre w € QP9(Z) como las restricciones de los
respectivos operadores sobre Q*(T). Ademds tenemos que estas restricciones
son morfismos de dlgebras diferenciales graduadas. Entonces

Proposicién 5.2 Q**(Z) = {Q5*(Z)}n>0 es un dlgebra diferencial graduada
simplicial.

Ahora consideremos 0 < z; < 1 para j = 0,1,...,n con Il;z; = 0. Defini-
mos
Qp’q(An) = QZ"](Z) ®z Qq’

dondqu:Z[% .,%] paraq > 1y Qy=Q; = Z. Sean A, 0 <k <nel

k-esqueleto de A, y
QPI(A,, AY) = {w € QPI(A,) : w[ar =0}

Sea QP4(AF) 1a coleccién de todas las combinaciones lineales sobre Q, de formas
diferenciales que son no nulas sobre una cara de dimensién k de A,

Proposicion 5.3 La sucesion
OPI(Ap, AFTY) 5 QPI(AT, AT — 0

es una sucesion exacta de mddulos sobre Qq para todosp >0 yq > 1 (r denota
la restriccion respectiva).

Demostracion. Consideremos w € QP4(A,,, A¥~1) con ¢ > 1. Entonces w es
una combinacién lineal w = ), w;, donde cada w; es no nula exactamente en
una cara F' de AF. Entonces

wlg=0 si G es cualquier k-cara de AF diferente a F.

Si F = F(A,B) (ver Ejemplo 2.4) donde A y B son dos conjuntos disjuntos
A={a,as...;ap41} y B={b1,ba,...,bp_r}con 0<a; <ag < <agy; <
n, 0<by <by<-+<bp<m AUB ={0,1,...,n}, 0 < z; <1, para todo
i€ A Iljcpaz; =0y az;=1forall j € B.
Tenemos w| ai-1 = 0. Por lo tanto w es una combinacion lineal de formas
de tipo
@) et - f () da,

donde f9(z) = 25 (1 — xA)‘”x%l (1—xp)? f;(x) (fj(z) es un polinomio de va-
riable z). Para F' podemos asumir |3 = 0. Asf f/(z) = 2% (1—xA)a2x%1 fi(z).
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Notemos que si |o;| = 0 para i = 1,2 (y para todo j), entonces €;; # 0 para
algun t.

Sobre F tenemos f7(z) = 25 (1 — z4)?2 fj(xa).

Sea G = G(A’, B') otra k-cara de Ak. Si A = A’ entonces existe un i € B
con z; =0, luego fi(z) =0y w|; =0.

Si A # A’ entonces existe un ¢ € A tal que z; = 1. Entonces resulta w|, = 0.

Sea ¢(z) = wp, entonces ¢ € Q%1(A,,). Definimos wj, = ¢ - w. Observemos
que existe un ¢ € A tal que ||wi|l; = 1 < ||wk|l; = g para todo j € B. Por lo
tanto wy € QP9(A,,). Ademds

wk|F(A,B) = ¢|F(A,B) : w|F(A,B) =l w=w.
Si F(A’, B') es otra k-cara de AF entonces tenemos
Wk|F(A’,B/) = ¢|F(A’,B’) . w|F(A’,B’) = ¢|F(A’,B') .0=0.

Si F(E, H) es una (k — 1)-cara de A¥ entonces existe al menos un i € A tal
que i ¢ E. Entonces z; es o bien 0 o bien 1 sobre F'(E, H). to w|pp ) =0y
entonces w|p(p gy = 0. Luego wy, € QPI(A,, AT y wi|ar = w. n

Proposicion 5.4 La sucesion
OPI(A,) 5 QP9(OA,) — 0

es una sucesion ezacta de mddulos sobre Qq, para todos p >0, ¢ > 1 (r denota
la restriccion respectiva,).

Demostracion. Para k = 0 la sucesion
QPUA,) — Qp,q(A(T)L) -0,

es exacta, asi cualquier elemento a € Qg puede ser considerado una forma
w(xg,...,x,) = a (un polinomio constante).
Asumimos por induccién que la sucesién

QPUA,) — QPUOAFT) -0

es exacta. Consideremos el diagrama conmutativo

0 0
! 1
WA, AR 2 QPUAR ALY — 0
ill liQ
ara(A,) 2 are(Ak)y S 0
pll lpz
N e R N
!

0.
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La columna de la izquierda es exacta por hipétesis de induccién. La columna
de la derecha es exacta por definicién. La exactitud de la primera se tiene por
la Proposicién 5.3, luego es suficiente demostrar la exactitud de la segunda fila.
Supongamos que w € QP4(AF).

Caso 1. Si w € kerpy entonces existe w’' € QP¢(AF AF=1) con ir(w') = w.
Existe un w” € QP9(A,,, AF=1) tal que w” = r1(w’). Luego w = is(r(w')) =
ro(i1(w')) y w € imrs.

Caso 2. Si pa(w) # 0, entonces existe w’ € QP1(A,,) tal que p1(w') = pa(w).
Luego

pa(w = 72(w)) = p1(w)pa(r2(w)) = p1(w’) = pa(ra(w)) = 0.

Asi W' — r9(w') € kerpy, entonces w’ — ro(w’) € imry (por Caso 1), luego
w € Imrsy.
Finalmente para k = n — 1 tenemos A1 = 9A,,. Asi, la sucesién

QPUA,) — QPI(IA,) — 0

es exacta. L]
Ahora demostramos que para todo g > 0 el complejo Q*(A,,) tiene coho-
mologfa trivial. Sea A : T'— Z una forma lineal cualquiera con A(1) = 1. Para
cadap > 0, sea 7 : QP(T) — QP~Y(T) la funcién definida en w = fOdf!...df? €
QP(T) por
@) = AP A dfP = MOF) df? .

Entonces 7 es una contracciéon homotépica (Lema 4.4). Consideremos Q79(A,,)
como un submédulo de QP(T,,) y 7 restringida a Q”9(A,,). Supongamos que

w=ax%dx® ... 2% dax*" = Zfodfln-dfp.

Observemos que ||x(w)||; < [|w]|; para todo j. Por lo tanto |7\ (w)]| < |lw]| < ¢
v a(w) € QP=L9(AL). Ast gy - QP9(A,) — QP7L9(A,) es una contraccion
homotédpica (por el Lema 4.4).

Siw € QP9A,) y dw = 0 decimos que w es cerrada. Decimos que w es

ezacta si existe n € QP~19(A,,) tal que w = dn. Entonces tenemos el siguiente
Lema 5.5 (El Lema no Conmutativo Moderado de Poincaré) Siw estd

en QP9(A,,) y es una forma cerrada, entonces w es exacta.

6 Integracion de formas no conmutativas moderadas

En esta seccién presentamos la integracion de formas diferenciales no conmuta-
tivas moderadas y usamos este concepto para definir un morfismo de médulos
sobre Q4 I : Q%1(A,,) — C*(A,; Qq). También establecemos y demostramos
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una version no conmutativa del teorema de Stokes la cual nos permite utilizar
a I para inducir un morfismo de complejos el cual juega un papel importante
en el teorema de De Rham.

Sea Q**(A,) el dlgebra de las formas diferenciales no conmutativas mode-
radas con variables xq, Z1,...,ZTy.

Sea T**(A,) el algebra de las formas diferenciales de Cenkl-Porter con
coeficientes en Q, sobre el cubo estdéndar I"*! C R"™*! . Definimos F :
QPa(A,) — TPI(A,) como sigue: si w € Q9(A,) o w = dz; € QV1(A,)
entonces F(w) = w; if w = fOdft...df € QP9(A,) para p > 1, luego
F(fOdft...dfP) = fOdf' A...AdfP. Entonces F : QP9(A,,) — TP9(A,,) define
un morfismo de médulos sobre Q . Observemos que para todo p > 0 tenemos

F(fOdft...dfP) = F(f°) F(df') A... A F(dfP).

En particular si w € QP29 (A,) y n € QP2%2(A,,) entonces F es un morfismo
de algebras, es decir
Flw-n) = F(w) AF(n).

Para demostrar esta identidad es suficiente considerear w = fOdf!,n = ¢%dg"* €
QNT,).

Férmulas explicitas para calcular F(w) se muestran en [30]. Similarmente,
las siguientes proposiciones son casi obvias.

Proposicion 6.1 El diagrama

ara(A,) S arrlaa,)

Fp l l FPJFl
Tp,q<An) LA Tp-&-l,q(An)

conmuta para todo p > 0.

Proposicién 6.2 Seap > 0,q > 1. Ifw € QPUZ). Si G es una p-cara de A,
entonces

/GF(w) € Q.

Ademés F es una funcién simplicial. Si w € QP9(A,) y 0: A, — A, es un
p-simplex definimos la integral de w sobre o por

Jo=[Fe - /A o F(w).

Sio =) ,0,®a; € Cp(An;Qq), entonces la integral de w sobre o esté

definida por
/w = Zai/ w.
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Proposicién 6.3 (El Teorema no Conmutativo de Stokes) Sea o una p-
cadena sobre A, y supongamos que w € QP9(A,,). Entonces

/dw:/ w.
o do

Demostracidn. Supongamos que w € QP9(A,) y sea o : Ay, — A, un p-simplex.
Por la Proposicién 6.1 y por el el teorema (cldsico) de Stokes tenemos

/wa:/gF(dw):/Ud(F(w)):/%F(w):/aaw. .

Denotemos por (C*(Ay; Qq), 6) el complejo estdndar de cocadenas sobre A,
con coeficientes en Q. Sea

I:Q%9(A,) — C*"(An;Qq)
el morfismo de médulos sobre Q, definido asi: dadas ¢ € Cp(Ap;Qq) vy w €
OPa(A,,)
I(w)(o) = / w.
El teorema de Stokes implica que I es una morfismo de complejos de cocadenas
y ademads tenemos que el siguiente diagrama conmuta

QPI(A,_) e aPaA,) S (A

l l !
CP(An 15Q,) <= CP(A;Q,) 5 CP(Ani1;Qy),

para 0 < i < n. Entonces I es una funcién simplicial.

Proposicion 6.4 FEl diagrama

0 —  QPIAL A 5 QPI(Ay) D QPIOA,)  — 0
! | ! !
0 — CP(AROAKQ,) — CP(AKQ,) — CP(0AKQ,) — O,

conmuta para todo p > 0, ¢ > 1. (Los operadores i y r son las inclusiones y
restricciones respectivas).

Demostracion. Sean o € Cp(Ag; Qq) y w € QP 9(Ay, 0Ay), entonces r(w) =
r(i(w)). Luego

@)@ = [ i = [ et / o / oy )

Por otra parte tenemos

1(r())(0) = I(0)(r(w)) = / rw) = / Wlpa, = / eI .
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7  El teorema no conmutativo moderado de De Rham

En esta seccion construimos el complejo moderado de De Rham o el complejo
no conmutativo de Cenkl y Porter sobre un conjunto simplicial de tipo finito.
Seguidamente usamos las versiones no conmutativas del Lema de Poincaré y del
Teorema de Stokes para demostrar una versién no conmutativa del Teorema de
De Rham.

Sean X un conjunto simplicial de tipo finito y X, la coleccion de n-simplices
no triviales en X. Una forma diferencial no conmutativa tipo (p,q) sobre X es
una funcién simplicial w : X,, — QP*9(A,,) (en otras palabras w es una funcién
tal que para cada G € X,, y cualquier cara F' de G, w(F) es la restriccién de
w(G) a F). La coleccién de todas estas formas se denota por QP9(X).

Para una p-cadena o =Y, 0,®a; € Cp(X;Qq), 0i : Ap — X yw € QP9(X)

definimos
/w—Zaz/ w|m

as{ podemos definir la funcién I : OP4(X) — C?(X;Qq) por

Entonces

Por otra parte

i (@)(0) = L)) = [ dal,.

p

Asi la integracion induce un morfismo de complejos de cocadenas. Entonces
tenemos el siguiente

Teorema 7.1 Sea X un conjunto simplicial de tipo finito. Entonces para todo
q > 1 la funcion

I:H(Q9(X)) S H(X;Q,),

inducida por integracion es un isomorfismo de médulos sobre Qg4 para todoi > 0.

Demostracion. Usamos induccién sobre los esqueletos de X. Para k = 0 el
enunciado es cierto porque

Do , sii=0, ; , sii=0,
H(Q’q(X)){%q sii>0 Y H<X;Qq){%q sii >0,

Supongamos que el enunciado es cierto para los esqueletos de dimension ¢, X
de X para / < k.
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Por la Proposicién 6.4 se sigue que el diagrama

0 — Q*’q(Xk,Xk_l) — Q*’q(Xk) — Q*’q(Xk_l) — 0
I\ I I
0 — C"(Xk, Xk-1;Q¢) — C"(XrQq) — C'(Xk-15Q4) — 0

es conmutativo. Entonces el siguiente diagrama conmuta

e HIEL(Q99(X 1)) 5 HUQ59 (X, X 1)) > HY(Q59(X)) — HI(Q5( X 1)) —
1] Kl 1] 1]
v HTYX 15Qq) 2 HI(Xk, Xk1,Qq) — HI(Xp;Qq) — Hi(Xk 1;Qq) —---

Las filas son exactas e ¢ es un isomorfismo por hipétesis. Probaremos que
£ es un isomorfismo. Sea {Ag ; : j € J} el conjunto de los k-simplices de Xj.
Entonces

Q*’q(Xk, Xk—l) = @ Q*’q(AkJ’, 8Ak7j)

J

C* (Xps Xi-15Qq) = @D C* (A 5, 041,55 Qq)
J
son isomorfismos de médulos sobre Q,. Entonces es suficiente probar que la
integracién induce un isomorfismo

I: Hi(Q*’q(A/C, 8A,€)) — H7(C*(Ak, 6Ak, Qq))
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo (Proposicién 6.4)

0 —  QPUALOAL)  —  QPUAY)  —  QPI0Ar)  — 0
Il Il I]
0 — CP(Ar0AkQq) — CP(AkQq) — CP(0AKQq) — O,

La primera fila es exacta por la Proposicién 5.4.

s HTYQY(0AR)) 5 HU Q79 (Ag, 0A)) > HI (Q9(AR)) — H (Q9(0A)) — - - -
1] Kl 1] 1]

o HTHOAKQq) S HI(Ak085Q) > H (A Qy) — H'(0A15Q,) -

Por lo tanto I es un isomorfismo por el “Lema Cinco”®. L]

Finalmente, aplicando el teorema de Kiinneth concluimos con nuestra versién

generalizada del teorema de De Rham. Sea M un médulo sobre Q, y sean

1¢“the five lemma” es un resultado clasico en 4lgebra homoldgica y topologia algebraica, y
algunas veces se encuentra en el estudio de médulos. El nombre esta sugerido porque se trata
de dos sucesiones con cinco médulos cada una y a partir de informacién sobre la exactitud de
las sucesiones y cuatro de los morfismos verticales se deduce que el morfismo vertical central
es un isomorfismo. Ver e.g., [24, p. 169], [27, p. 14 y 365] y [36, pp. 185-186]
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w=nRacWPUX)@M,yo=00b¢e C,(X;Q,) ® M. Entonces la integral
de w sobre o esta definida por

Lw:[(n)(G)-a@szn-a@b.

Asi la integracién define un morfismo de médulos sobre Qq, I : W9(X)Q M —
C?(X;M). Entonces tenemos

Teorema 7.2 Sea X un conjunto simplicial de tipo finito. Entonces para q > 1

y para cualquier modulo M sobre Q, existe un isomorfismo natural de modulos
sobre Qg

HI(Q9(X), M) 2 H(X; M)
para todo © > 0. El isomorfismo es inducido por integracion.

Sea f : M; — My un morfismo de médulos sobre Q,. Entonces para cada
p > 0, f induce dos morfismos de médulos sobre Q, f* : H (QP9(X), M;) —
H{(QP9(X), M) y f*: H(X; M) — H(X; Ms). La palabra “natural” en el
teorema anterior significa que el diagrama

Hi(QP(X), M) 5 Hi(X; M)
[l Lfr
Hi(QP(X), M) 5 Hi(X;M,)

conmuta para todo p > 0, ¢ > 0.
Como mencionamos anteriormente, se pueden utilizar la técnica de Cartan

para demostrar la existencia de un isomorfismo H*(*(X)) = HY(X;\), para
un anillo conmutativo A con elemento neutro. Dos demostraciones ligeramente
distintas de este hecho se encuentran en [7] y [8]. El teorema no conmutativo
de De Rham demostrado por Cenkl es una generalizacién del resultado que
Karoubi present6 en [20]. En ese mismo paper Karoubi presenté como problema
la versién del teorema de De Rham como lo hemos presentado aqui.

8 Ejemplo

Concluimos este articulo con el examen de un ejemplo concreto para ilustrar
el papel del teorema de De Rham y para apreciar mejor la diferencia entre las
técnicas en Geometria no Conmutativa y su contraparte clasica. Otros ejemplos
similares se encuentran en [30].

Ejemplo 8.1 Consideremos el complejo Q*3(S?) de formas no conmutativas
moderadas de peso < 3 sobre la circunferencia S'. En este caso el anillo sobre el
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cual se consideran las dlgebras es Qo = Z[%, %] Resulta fécil (aunque un poco
largo) verificar que H?(Q*3(S1)) = H(S', Q3) = Q3 y que H' (Q*3(S1)) =
H1(517 Q3) = Q3

Consideremos la triangulacién de S* con 0-simplices vg, v1 ¥ v2, v 1-simplices
€g, €1 y ez orientados en sentido antihorario. Podemos considerar cada 1-
simplice e; como la imagen bajo una funcién continua e inyectiva ; : A; — S1.
Sea ¢; =11 :e; — Ay, i=0,1,2 (recordemos que el 1-simplice A es consid-
erado como la unién de las dos caras posteriores del 2-cubo I? en R?, como en
el Ejemplo 2.4.

Ahora supongamos que w € Q23(S!), es una funcién simplicial tal que
w(e;) = w; € Q23(A1) = B2*(Z) ® Qs, con

wo(wo, 1) = agdzd + ay dx? + agwo dzd + azry da? + aly dwd o + afy dx? x4
wi(Yo,y1) = bodyg + b dyi + bayo dyg + bayr dyi + b dys yo + by dyi v
w3(20,21) = codzg +c1dz? + cazodzd + c3z1 d2? + chydzd 2o + ¢y d2d 2.
Entonces

wo(wo, 1) = agdzd + azda? + abydad + afy das

wi(Yo,y1) = badys +bsdyd + by dyg + by dy}

w3(z0,21) = cadzd +c3ded +chdzd + chda.

Por lo tanto si dw = 0 tenemos a; = —a}, b; = b} y ¢; = —c}, para i = 1, 2.

Luego dimker(d : Q%3(A;) — Q33(A;1)) = 12. Similarmente se puede verificar
que dimim (d : Q13(A;) — Q23(A;)) = 12, de donde H?(Q*3(S1)) = 0 =
H?(S', Q3).

Ahora supongamos que 7 € Q>3(S'), es una funcién simplicial tal que
ne;) =n; € B3(A)) = Q2*(Z) ® Qs, con

(o, 1) = agdzd + ay daf
m(yo,y1) = bodys + by dy3
m3(20,21) = codzg +c1d2f

Por lo tanto n = d¢, donde ¢ € 2%3(A;) es del tipo

Co(wo,z1) = %wo dxz3 + @ dwg o dro + %dm% o
+% dz? + “dxy 2y doy + %dw% 1
Glyo, ) = 2yodyd + % dyoyo dyo + 2dy? yo
+ 8y dy? + % dysyi dyy + S dyd
(3(20,21) = D20 dz=2 + D dzg 2o dzo + %‘szg 20

+% 21 dz3 + Fdz z1dz + %dz% 21.

Por lo tanto H3(Q*3(S1)) = 0= H3(S!,Q3) (note que 3 es invertible en Q3).
Finalmente, notemos que H*(Q*3(S1)) = 0 = HY(S',Qs3) es trivial para
todo i > 3, pues si § € Q*3(S1), entonces 6 = 0.
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Notas

Concluimos este articulo con algunos comentarios que pueden servir de guia al
lector interesado en mas detalles sobre el tema.

Primeramente, una descripcién interesante de la evolucién del teorema clésico
de De Rham y su importancia en el desarrollo de la Topologia, asi como del de-
sarrollo histérico mismo de esta disciplina matematica durante la primera mitad
del siglo XX, se encuentra en el excelente libro de Dieudonné [15]. Un estudio
detallado del teorema de De Rham en el contexto moderno se encuentra casi
en cualquier libro basico de Geometria Diferencial o de Topologia Diferencial,
asi que los cldsicos de Spivak [37] y Warner [39] son suficientes. Por supuesto,
un libro que resulta de gran valor es el original de De Rham [34] (dicho sea de
paso, existe una versién en inglés por Springer-Verlag, 1984).

Para un estudio de teoria de cohomologia los libros de Cartan y Eilenberg
[6], Mac Lane [27] y Spanier [36] son fuertemente recomendados. Para la
lectura de estos tres libros conviene tener al alcance algtun libro sobre teoria de
categorfas, como por ejemplo el de Mac Lane [26]. alli encontrara el lector algiin
material sobre objetos simpliciales, pero si se necesita algo més especializado el
libro de May [29] serd de gran ayuda.

El teorema de De Rham demostradé por H. Cartan fue publicado en la
Nota [5] (con mayores detalles se encuentra desarrollado en las notas de curso
de Cenkl [7]). La primera versién del teorema no conmutativo de De Rham
desarrollada por Karoubi aparecié en [21]. Para algunas de sus aplicaciones
puede consultarse los trabajos de dos de sus discipulos: la tesis de Battikh [3]
y la Nota de Mouet [32].

El desarrollo de la Geometria no conmutativa es, principalmente, obra de
Connes, quien presenta sus ideas originales en el cldsico [12] y que posterior-
mente amplié en [13]. Algunos intentos notables se han realizado para presentar
el tema (o algunas de sus partes) en forma més “simplificada,” en particular se
encuentran los trabajos de Gracia-Bonda, Varilly y Figueroa [17], Kassel [22] y
Madore [28]. Para algunas aplicaciones resultan muy interesantes los articulos
de Baez [1] y [2] v, por supuesto, el de Connes [14].

El estudio de formas originales ctbicas con aplicaciones del teorema mo-
derado de De Rham se encuentran en los trabajos de Cenkl y Porter [10,11].
El estudio de las propiedades del denominado complejo de Cenkl y Porter fue
publicado como notas de un seminario desarrollado por Scheerer, Schuch y Vogt
en [35]. En ese mismo trabajo se introduce el complejo de corrientes modera-
das de De Rham (duales algebraicos de las formas moderadas) y se demuestra
un teorema de De Rham para homologia. Siguiendo esa idea, Mejias en [30]
construye una version no conmutativa del complejo de corrientes moderadas de
De Rham y demuestra el correspondiente teorema para homologia después de
haber aplicado técnicas similares a las de Cenkl y Porter para la exploracién
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del complejo de De Rham de formas diferenciales no conmutativas moderadas,
tal como se presentan en este articulo.
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