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Sobre la homoloǵıa de algunos complejos

especiales

Rafael Sánchez Lamoneda & Imtiaz Manji

Resumen

En dos art́ıculos publicados en el journal of Algebra, [7] y [8], I. Manji
y R. Sánchez dieron un criterio de acilicidad para los complejos de Schur
y asociaron a este un algoritmo para el estudio de las homoloǵıas de
estos complejos y similares. Utilizando esos resultados, en este art́ıculo
estudiamos las homoloǵıas de dos complejos especiales, el complejo de
Cayley-Koszul y el complejo Skφ.

1 Introducción

Sea R0 un anillo noeheriano. Dada una forma bilineal

A =
∑
i,j

aijxiyj ∈ R0[x1, .... , xf , y1, .... , yg],

le podemos asociar un complejo llamado de Cayley-Koszul y al cual deno-
taremos por KA. El interés en estos complejos surge en los trabajos sobre
hiperdeterminantes que aparecen en [6] y en [11]. Cuando R0 es un cuerpo, el
estudio de su homoloǵıa ha sido tratada previamente por Boffi [3] y Bruns y
Vetter [5]. El principal resultado de Boffi es el cálculo de la homoloǵıa de KA
cuando f = g y (aij) es una matriz inversible sobre el cuerpo R0 de carac-
teŕıstica cero. Posteriormente Bruns y Vetter demostraron que la suposición
sobre la caracteŕıstica es superflua. En este trabajo presentamos un estudio
de las homoloǵıas de estos complejos cuando están definidos sobre un anillo
noetheriano en vez de un cuerpo. Además complementamos con un estudio
de las homoloǵıas de Skφ donde φ : G −→ F es un morfismo entre módulos
libres de rangos finitos con rang G ≤ rang F. En el caso de KA, calculamos su
homoloǵıa cuando f = g y la profundidad de los ideales de menores t× t de la
matriz (aij) es al menos 2(f − t) + 1 para cada t. Esto generaliza el resultado
de Boffi y además nos permite obtener otros resultados interesantes en el caso
genérico. En relación al complejo Skφ, calculamos una cota superior para los
grados de sus homoloǵıas no nulas. Ambos estudios son ejemplos interesantes
de aplicación de las técnicas explicadas y publicadas en [7] y [8].
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2 El Complejo de Cayley-Koszul

Sea entonces R0 un anillo noetheriano y consideremos dos R0-módulos libres F0

y G0 de rangos f y g, respectivamente. Fijemos bases {fi} y {gi} de F0 y G0

respectivamente, y R = S(F ∗0 ⊕ G∗0). Tenemos entonces la identificación de R
con el anillo de polinomios R0[x1, .... , xf , y1, .... , yg]. Las variables xi y yj las
identificamos con los duales de los elementos de las bases elegidas previamente
para F0 y G0, respectivamente.

Denotemos por A la forma bilineal A =
∑
i,j aijxiyj ∈ R, y sean F y G

los R-módulos F0 ⊗ R y G0 ⊗ R, respectivamente. Definamos ahora los R-
homomorfismos

ψ : R→ F ⊕G y φ : F ⊕G→ R

por las fórmulas:

ψ(1) =
∑
i

xi(fi ⊗ 1) +
∑
j

yj(gj ⊗ 1)

φ(fi ⊗ 1) =
∂A

∂xi
; φ(gj ⊗ 1) = − ∂A

∂yj
.

Claramente la composición φ◦ψ es igual a cero y entonces φ induce un morfismo
φ̄ : M −→ R, donde M es el coker de ψ.

Definición 1. KA es el complejo de Koszul

K(∧φ) : · · · → ∧iM → ∧i−1M → · · · → ∧2M →M
φ̄→ R→ 0.

El complejo KA es un cociente del complejo de Koszul

K(φ) : 0→ ∧f+g(F ⊕G)→ ∧f+g−1(F ⊕G)→ · · ·

· · · → ∧2(F ⊕G)→ ∧1(F ⊕G)
φ̄→ R→ 0.

Con mayor precisión, existe una sucesión exacta

K(φ)[−1] −→ K(φ) −→ KA −→ 0,

donde la primera aplicación es la multiplicación por ψ(1) ∈
∧1(F ⊕G). Consi-

deremos ahora la potencia simétrica Sj(φ0), donde el morfismo φ0 : F0⊕G0 −→
F ∗0 ⊕ G∗0 viene dado en términos de las bases que elegimos al comienzo por la
matriz (

0 (−aij)
(aij) 0

)
.

Expĺıcitamente Sj(φ0) es el sumando homogéneo,

· · · → ∧2(F0 ⊕Go)⊗ Sj−2(F ∗0 ⊕G∗0)→
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→ ∧1(F0 ⊕Go)⊗ Sj−1(F ∗0 ⊕G∗0)→ Sj(F ∗0 ⊕G∗0)→ 0

de K(φ).
Es fácil ver que la aplicación

K(φ)[−1] −→ K(φ)

se restringe a un morfismo

Sj−2(φ0)[−1] −→ Sj(φ0),

más aún, ella es una suma directa de estos morfismos. En consecuencia KA es
una suma directa de los complejos

KjA := coker(Sj−2(φ0)[−1] −→ Sj(φ0)).

En nuestro art́ıculo [8] Cor.2.3 demostramos una proposición que luego teńıa
una interesante interpretación por medio de un algoritmo o juego combinatorio.
Este algoŕıtmo nos permitió obtener información sobre las homoloǵıas de los
complejos de Schur. Como será de importancia principal en nuestro presente
trabajo, lo enunciamos a continuación como la

Proposición 2. Sea ϕ : G −→ F un homomorfismo de R-módulos libres, con
n = rang G ≤ rang F = m y λ = (λ1, λ2, · · · ) una partición. Entonces

(i) H∗ (Lλ (ϕ)) = 0 si ∗ > ∆1 + · · ·+ ∆n.

(ii) Supp (H∗ (Lλ (ϕ))) ⊆ V (In (ϕ)) si ∗ > 0.

(iii) Para cada j = 1, · · · , n − 1,Supp (H∗ (Lλϕ)) ⊆ V (In−j (ϕ)), cuando ∗ >
∆1 + · · ·+ ∆j . �

Ahora estamos listos para prestar nuestra atención a los grupos de homoloǵıa
H∗(KA). Para ello introduciremos un complejo doble de primer cuadrante Dj =
Dj
A, el cual tiene la forma

...
...

...
...

↓ ↓ ↓
3

∧3
H0 ⊗ Sj−3H

∗
0 ←

∧2
H0 ⊗ Sj−4H

∗
0 ←

∧1
H0 ⊗ Sj−5H

∗
0

↓ ↓ ↓
2

∧2
H0 ⊗ Sj−2H

∗
0 ←

∧1
H0 ⊗ Sj−3H

∗
0 ← Sj−4H

∗
0

↓ ↓
1

∧1
H0 ⊗ Sj−1H

∗
0 ← Sj−2H

∗
0 ← · · ·

↓
0 SjH

∗
0

0 1 2
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Donde H0 = F0 ⊕ G0. Las columnas están indicadas de izquierda a derecha,
comenzando a la izquierda con la columna cero. Las filas están indicadas de
abajo a arriba, comenzando con la fila cero. El complejo en la i-ésima columna
de Dj es Sj−2i(φ) trasladado i lugares hacia arriba, y los morfismos horizontales
son las multiplicaciones por ψ(1). Nuestro primer resultado nos da información
sobre las homoloǵıas del complejo total Tot Dj .

Lema 3. 1. Si j ≤ f + g, entonces

H∗(Tot Dj) ∼= H∗(KjA).

2. Si j > f + g, entonces

H∗(Tot Dj) ∼=
{
R0, si j ≡ f + g mod(2) y ∗ = j,

H∗(KjA) en caso contrario.

Demostración. Las filas de Dj están compuestas de las ramas homogéneas
y truncadas del complejo

0→ R
ψ→ ∧1(F ⊕G)→ · · · → ∧i(F ⊕G)→ · · · → · · ·

dual del complejo de Koszul (a veces se define este como el complejo de Koszul)
el cual es exacto, con la excepción del término

· · · → 0→ ∧f+g(F0 ⊕G0)→ 0→ · · · .

Este término aparece en Dj si y sólo si j ≥ f + g y j ≡ f + g mod(2). En este
caso el término ∧f+g(F0 ⊕ G0)(∼= R0) aparece en la columna 1

2 (j − f − g) y
tiene grado total j. El resultado sigue ahora al considerar los E2-términos de
la sucesión espectral estándar asociada al complejo doble Dj . �

Lema 4. Existe una sucesión exacta larga

· · · → Hn(Sj(φ0))→ Hn(TotDj)→ Hn−2(TotDj−2)→ Hn−1(Sj(φ0))→ · · ·

para cada j.

Demostración. Solo hay que aplicar la sucesión de homoloǵıa asociada a la
sucesión exacta corta

0→ Sj(φ0)→ TotDj → TotDj−2[−2]→ 0 �

Ahora usaremos estos lemas para estudiar la homoloǵıa de H∗(KA).
Fijemos una forma bilineal

A =
∑
i,j

aijxiyj ∈ R0[x1, .... , xf , y1, .... , yg],
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y un entero positivo j. Denotemos por It(A) al ideal generado por los menores
t× t de la matriz (aij), y sea Jt(A) el ideal∑

k+l=t

Ik(A)It(A).

A la forma A le asociamos una sucesión binaria rj(A) = (rj1(A), ... rjj (A)),
definida de la siguiente manera: Comenzamos con

rj1(A) =
{

1, si grado Jt(A) > 0,
0, en caso contrario,

luego continuamos inductivamente

rjt (A) =
{

1, si grado Jt(A) > rj1(A) + ... + rjt−1(A),
0, en caso contrario.

para t = 2, .... , j.
Es importante destacar que el ideal Jt(A) es simplemente el ideal generado

por los menores t× t de φ0. En particular si j > f + g, entonces rjt (A) = 1 para
t = f + g + 1, ... , j.

Lema 5. Sea N el número de ceros que hay en una sucesión binaria rj(A). Sea
t(i) el ı́ndice correspondiente al i-ésimo cero en rj(A). Entonces

1. H∗(Sj(φ0)) = 0 para ∗ > N.

2. Supp H∗(Sj(φ0)) ⊆ V(Jf+g−t(i)+1(A)) para ∗ ≥ i.

Demostración. Simplemente considere esto como un caso especial de la
Proposición 2, aplicada al complejo de Schur Lλ(φ0)(= Sj(φ0)), cuando λ =
(1j , 0, ... , 0), donde 1j signfica que el 1 se repite j veces. Ahora si, podemos
establecer los teoremas que nos indican el comportamiento de las homoloǵıas
de los complejos Cayley-Koszul.

Teorema 6. Sea N el número de ceros que hay en una sucesión binaria rj(A).

1. Si j > f + g o j no es congruente con f + g mod(2), entonces

H∗(KjA) = 0

para ∗ ≥ N.

2. Si j ≤ f + g y j ≡ f + g mod(2), entonces

H∗(KjA) ≡
{

0, si ∗ ≥ N y ∗ 6= j,
R0, si ∗ = j
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Demostración Es suficiente considerar N ≤ ∗ ≤ f + g . Sabemos, por el
lema 4, que H∗(KjA) ∼= H∗(TotDj). Más aún

Hn(TotDj) ∼= Hn+2(TotDj+2)

si n ≥ N (lemas 4 y 5). Iterando esto obtenemos, para cada t ≥ 0:

H∗(KjA) ∼= H∗+2t(TotDj+2t).

Tenemos entonces, por el lema 3.19, que si j > f + g, o j 6≡ f + g mod 2, o
∗ 6= j:

H∗+2t(TotDj+2t) ∼= H∗+2t(Kj+2t
A )

pero el término H∗+2t(Kj+2t
A ) es cero para t suficientemente grande. Esto de-

muestra (1) y parte de (2). Supongamos ahora ∗ = j, entonces por hipótesis
∗+2t = j+2t y j+2t ≡ f + g mod 2. Entonces para t suficientemente grande,

H∗+2t(TotDj+2t) ∼= R0 �

Teorema 7. Sean j un entero positivo y N el número de ceros que hay en una
sucesión binaria rj(A). Sea t(i) el ı́ndice correspondiente al i-ésimo cero de
rj(A). Entonces

Supp Hi−1(KjA) ⊆ V(Jf+g−t(i)+1(A)).

Demostración: Sea p un ideal primo de R0 que no contiene a Jf+g−t(i)+1(A).
Entonces la localización Hn(Sj(φ0))p = 0 para n ≥ i. Localizando la sucesión
exacta del lema 4, tenemos que

Hn(Tot Dj)p
∼= Hn+2(Tot Dj+2)p

para n ≥ i− 1. Por lo tanto, para cada t ≥ 0, vale

Hn(Tot Dj)p
∼= Hn+2t(Tot Dj+2t)p

si n ≥ i− 1. Ahora bien, si n ≤ f + g, entonces

Hn(Tot Dj)p ∼= Hn(KjA)p.

Tomando n = i− 1(≤ f + g), obtenemos

Hi−1(KjA)p
∼= Hi−1+2t(Tot Dj+2t)p

∼= Hi−1+2t(KjA + 2t)p

pero el último término es cero para t suficientemente grande �
Analicemos ahora el caso especial en el cual f = g.
¿Cómo es la homoloǵıa de KA cuando f = g?
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Dada una forma bilineal A como antes, sea j es un entero positivo, definimos

λ =


(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

j
2

, 0, . . . ) si j es par

(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
j−1
2

, 1, 0, . . . ) si j es impar

A continuación analizaremos los resultados anteriores desde un punto de
vista algoŕıtmico, o dicho de otra manera, con un enfoque combinatorio. El
algoritmo consiste en marcar sucesivamente las casillas de la representación
gráfica de la partición λ, en función de la información que nos da el grado de
los ideales de menores Ij(A) y se procede de la siguiente manera:

Algoritmo

1. Al inicio no hay casillas marcadas.

2. Para i = 1, ..., [ j+1
2 ] proceda aśı: Si la cantidad de casillas marcadas

desde la primera hasta la i-ésima fila es estrictamente menor que grado
If−i+1(A), marque una casilla (en la fila i). Repita el procedimiento tantas
veces sea posible.

3. Ultimo paso: Definimos λ̂icantidad de casillas no marcadas en la i-ésima
fila de la partición λ. Entonces, concluimos:

a) Si j ≥ 2f o j es impar, tenemos

H∗(KjA) = 0 si ∗ ≥ λ̂1 + λ̂2 + · · ·

b) Si j ≤ 2f y j es par, tenemos

H∗(KjA) =
{
R0 si ∗ = j

0 si ∗ ≥ λ̂1 + λ̂2 + · · · y ∗ 6 j

Si observamos que:

It(A)2 ⊆ J2t(A) ⊆ J2t−1(A) ⊆ It(A)

este algoritmo nos permite obtener una interpretación interesante de los teore-
mas anteriores.

Teorema 8. Sea R el anillo de polinomios R0[x1, .... , xf , y1, .... , yf ], sea A =∑
i,j aijxiyj ∈ R. Si y grado It(A) ≥ 2(f − t) + 1 para cada t, entonces

H∗(KA) =

 R0 si ∗ = 2, 4, . . . , 2f
R/JA si ∗ = 0
0 en otro caso

donde R/JA es el ideal generado por las derivadas parciales de A.
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Ilustraremos el teorema y el algoritmo con un par de ejemplos:

1. Sea S un anillo noetheriano, f ≥ 1, y consideremos f2 indeterminadas in-
dependientes, Zij , 1 ≤ i, j ≤ f. Denotemos por R0 el anillo de polinomios
S[Zij ]. Sea A =

∑
ij aijxiyj ∈ R0[x1, .... , xf , y1, .... , yf ], nuestra forma

bilineal en R0, donde aij = Zij . Observemos que de esta forma la matriz
(aij) es genérica sobre R0. En este caso tenemos

grad It(A) = (f − t+ 1)2 ≥ 2(f − t) + 1.

Entonces se satisfacen las hipótesis del teorema anterior y podemos con-
cluir que:

H∗(KA) =

 R0 si ∗ = 2, 4, . . . , 2f
R/JA si ∗ = 0
0 en otro caso

2. Sean S un anillo noetheriano, n ≥ 3 un entero impar y R0 = S[Zij ], con
1 ≤ i < j ≤ n, el anillo de polinomios en 1

2n(n − 1) indeterminadas.
Consideremos A =

∑
i,j aijxiyj la forma bilineal sobre R0, donde (aij) es

la matriz genérica alternante:

aji =

 Zij si i < j
−Zji si i > j
0 si i = j

Entonces If (A) = 0 y

grad It(A) = grad It−1(A) =
(
f − t+ 2

2

)
.

para cada entero par t, con 2 ≤ t ≤ f − 1.

A continuación con el uso del algoritmo, estudiaremos la homoloǵıaH∗(KjA),
donde j es un entero par y no negativo.

Si j = 0, entonces

K0
A : · · · → 0→ R0 → 0→ · · ·

Si j = 2, entonces el algoritmo resulta:

◦ ◦

Podemos concluir entonces que H2(K2
A) ∼= R0 y H∗(K2

A) = 0, a menos
que ∗ = 0, 1, 2.
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Si j = 4, entonces el algoritmo resulta:

◦ ◦
• •

En este caso concluimos que H4(K4
A) ∼= R0 y H∗(K4

A) = 0, a menos que
∗ = 0, 1, 4.

Si j ≥ 6, entonces los pasos sucesivos del algoritmo son:

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ • • • • • •
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ •
◦ ◦ → ◦ ◦ → ◦ ◦ → ◦ ◦ → • • · · · →
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

y el resultado final es
◦ ◦
• •
◦ •
• •
• •
...

...
• •

de donde concluimos que H∗(KjA) = 0, a menos que ∗ = 0, 1, 2, o cuando
∗ = j y j ≤ 2f , en cuyo caso H∗(KjA) ∼= R0. El hecho de que hay
una casilla no marcada en la tercera fila implica que Supp H2(KjA) ⊆
V(If−2(A)),el cual es el lugar geométrico del subesquema cerrado de codi-
mensión 3 definido por los Pfaffianos maximales de (aij).

3 El Complejo Sk(φ.)

Dedicamos esta sección al estudio de la homoloǵıa del complejo Sk(φ) en térmi-
nos de la aplicación φ, para φ : G −→ F con G y F R-módulos libres con
n = rang(G) ≤ rang(F ) = m. Los complejos Sk(φ) son objetos familiares en
álgebra conmutativa y teoŕıa de representaciones. Ellos juegan un papel central
en el desarrollo de una teoŕıa general de los complejos de Schur y el estudio de
resoluciones libres finitas para ideales generados por los menores de una matriz,
[1]. También hay un resultado muy conocido de Avramov, [2], en el cual se
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establece la aciclicidad de estos complejos en términos de los ideales generados
por menores. En el caso en el cual φ es una aplicación genérica, G. Boffi ha
estudiado la homoloǵıa de Sk(φ), y la de su dual, [3]. Recordemos que Sk(φ) es
el complejo,

0−→∧k G−→∧k−1 G⊗ S1F−→....−→∧j G⊗ Sk−jF
dj→ ...−→SkF−→0

donde el j-ésimo término es ∧jG⊗Sk−jF, y la diferencial del complejo denotada
por dj es definida mediante la fórmula,

dj(g1 ∧ ... ∧ gj ⊗ fα1
1 ... fαt

1 ) =
j∑
i=1

(−1i−1)g1 ∧ ... ∧ ĝi ∧ ...∧ gj ⊗φ(gi)fα1
1 ...fαt

1 .

Consideremos ahora para un entero positivo k

Rk1(φ) =
{

1, si grad In(φ) > 0,
0, en caso contrario,

luego continuamos inductivamente

Rkj (φ) =
{

1, si grad In−j+1(φ) > Rk1(φ) + ... +Rkj−1(φ),
0, en caso contrario.

para j = 2, .... , k. Obsérvese que si n > k, entonces Rkj (φ) = 1 para n < j ≤ k.

Definición 9. La sucesión (Rk1(φ), Rk2(φ), ..., Rkk(φ)) es la sucesión binaria aso-
ciada al par (φ, k).

Proposición 10. Consideremos la sucesión binaria (Rk1(φ), Rk2(φ), ..., Rkk(φ))
asociada al par (φ, k). Sea N = Nk(φ) el número de ceros en esta sucesión.
Denotemos por j(i) el ı́ndice que corresponde al i-ésimo cero de la sucesión.
Entonces,

1. Hi(Skφ) = 0 para i > N.

2. rad ann(Hi(Skφ)) ⊇ rad (In−j(i)+1(φ)) para 1 ≤ i ≤ N.

Es claro que esta proposición es un caso especial de la proposición 2, por
ello omitimos su demostración.

Ahora necesitamos una serie de definiciones y lemas técnicos. Sea como
antes, (Rk1(φ), Rk2(φ), ..., Rkk(φ)) la suceción binaria asociada al par (φ, k).

Definición 11. La sucesión canónica asociada al par (φ, k) es la sucesión de
enteros o negativos (Mk

0 φ,M
k
1 φ, ...,M

k
kφ), donde Mk

0 φ = 0, y Mk
j φ = Rk1(φ) +

... +Rkj (φ), para j = 1, ..., k.
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Esta sucesión canónica satisface una serie de propiedades elementales de fácil
demostración las cuales recopilamos en el siguiente

Lema 12. Sea (Mk
0 φ,M

k
1 φ, ...,M

k
kφ) la sucesón canónica asociada al par (φ, k),

entonces:

1. 0 ≤Mk
j−1φ ≤Mk

j φ.

2. grad In−j+1(φ) ≥Mk
j φ.

3. Si Mk
j φ = Mk

j−1φ, entonces grad In−j+1(φ) = Mk
j−1φ.

4. Si Mk
j φ > 0 para algún j y Mk

i φ = Mk
i−1φ, para algún i > j, entonces el

ideal In−j+1(φ) contiene un no divisor de cero α tal que αR 6= R.

5. 0 ≤Mk
j φ−Mk

j−1φ ≤ 1.

6. Mk
j φp ≥Mk

j φ, donde φp es la localización en el ideal primo p de R.

Sea α ∈ R y hagamos φ̄ = φ⊗ 1 : G⊗R/(α) −→ F ⊗R/(α). Entonces

7. Si R es un anillo local y α es un no divisor de cero tal que α tal que
αR 6= R, entonces Mk

j φ≥M
k
j φ̄.

8. Si α es un no divisor de cero perteneciente a Ijφ, entonces

grad Ij(φ) = grad Ij(φ̄) + 1.

Estas fórmulas las aplicaremos libremente en lo que falta de esta sección.
Definamos ahora la condición

(∗) Mk
i φ > 0 para algún i y Mk

j φ = Mk
j−1φ para algún j > j0, donde

j0 = min{i : Mk
i φ > 0}

Nótese que si la sucesión canónica (Mk
0 φ,M

k
1 φ, ...,M

k
kφ) satisface (∗), en-

tonces el ideal In−j0+1 contiene un no divisor de cero α tal que αR 6= R.

Lema 13. Supongamos que la sucesión canónica (Mk
0 φ,M

k
1 φ, ...,M

k
kφ) asocia-

da al par (φ, k) satisface (∗). Sea α un no divisor de cero en In−j0+1φ tal que
αR 6= R. Sea φ̄ = φ ⊗ 1 : G ⊗ R/(α) −→ F ⊗ R/(α). Si R es un anillo local,
entonces

0 ≤Mk
j φ−Mk

j−1φ̄ ≤ 1.

para cada j = 1, ..., k.

Demostración. Para simplificar la notación escribamos Mj = Mk
j φ y M j =

Mk
j φ̄, para cada j = 1, ..., k. La demostración se hará por inducción sobre j. Si
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j < j0, entonces Mj = 0. Por el lema 12 tenemos que M j = 0. Por lo tanto la
conclusión del lema vale si j < j0. Supongamos por inducción que

0 ≤Mj−1 −M j−1 ≤ 1,

para algún j ≥ j0. Necesitamos demostrar que

0 ≤Mj −M j ≤ 1.

Supongamos entonces que j ≥ j0. La hipótesis de inducción implica que o bien
tenemos que Mj−1 = M j−1, o bien Mj−1 = M j−1 + 1. Trataremos cada caso
por separado.

CASO 1: Mj−1 = M j−1

Existen exactamente dos posibilidades. O bien Mj = Mj−1 + 1 o Mj =
Mj−1. Analicemos ambos casos por separado:

Supongamos primero que Mj = Mj−1 + 1. Entonces

Mj −M j = Mj−1 + 1−M j = M j−1 + 1−M j = 1− (M j −M j−1).

Pero 0 ≤M j −M j−1 ≤ 1, por lo tanto se obtiene el resultado deseado.
Supongamos ahora que Mj = Mj−1. Como j ≥ j0, α es un no divisor de

cero en In−j+1φ. Aplicando el lema previo tenemos:

Mj − 1 = grad In−j+1φ− 1
= grad In−j+1φ
≥ M j

≥ M j−1

= Mj−1

= Mj

CASO 2: Mj−1 = M j−1 + 1
De nuevo eberemos considerar los dos subcasos anteriores, o Mj = Mj−1, o

bien Mj = Mj−1 + 1.
Si Mj = Mj−1, entonces

Mj −M j = Mj−1 −M j

= M j−1 + 1−M j

= 1− (M j −M j−1)
,

Pero 0 ≤M j −M j−1 ≤ 1, por lo tanto se obtiene el resultado deseado.
Para finalizar queda analizar qué sucede cuando Mj = Mj−1 + 1.
Demostremos primero que

M j −M j−1 = 1.
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En efecto, la otra posibilidad es

M j −M j−1 = 0.

En cuyo caso se obtiene que

grad In−j+1φ = M j−1.

Pero como α es un no divisor de cero en In−j+1φ. Aplicando el lema previo
tenemos:

grad In−j+1φ = grad In−j+1φ+ 1
= M j−1 + 1
= Mj−1

= Mj − 1
< Mj ,

lo cual produce una contradicción y tenemos que

M j −M j−1 = 1.

Pero también es cierto que

Mj −Mj−1 = 1.

y entonces restando la primera igualdad menos la segunda obtenemos

Mj −M j = Mj−1 −M j−1 = 0

y ahora la demostración está completa �
Con las mismas notaciones del lema anterior tenemos

Lema 14. Supongamos que la sucesión canónica (Mk
0 φ,M

k
1 φ, ...,M

k
kφ) asocia-

da al par (φ, k) satisface (∗). Sea α un no divisor de cero en In−j0+1φ tal que
αR 6= R. Sea φ̄ = φ ⊗ 1 : G ⊗ R/(α) −→ F ⊗ R/(α). Si R es un anillo local,
entonces

1. Mk
j (φ) = Mk

j−1(φ).

2. Mk
t (φ) = Mk

t (φ) + 1.

para todo t ≥ min(k, n).

Demostración. De nuevo simplificamos la notación como lo hicimos en el
lema anterior y demostremos para comenzar que

Mj−1 = M j−1 + 1.
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Por el lema anterior la otra posibilidad es que

Mj−1 = M j−1.

Pero entonces la condición Mj = Mj−1 implica

grad In−j+1φ = Mj−1 = M j−1 ≤M j .

Pero por otro lado como α es un no divisor de cero en In−j+1φ, tenemos

grad In−j+1φ = grad In−j+1φ+ 1 ≥M j + 1,

lo cual es una contradicción.
Para demostrar la parte 1 del lema basta observar que la única otra posibi-

lidad es
M j = M j−1 + 1.

En cuyo caso Mj−1 = M j−1 + 1 implica que

grad In−j+1φ+ 1 ≥M j = M j−1 + 1 = Mj−1.

Por otra parte como Mj = Mj−1,

grad In−j+1φ = Mj−1.

Por lo tanto,
grad In−j+1φ ≥Mj−1 = grad In−j+1φ.

como α es un no divisor de cero en In−j+1φ, tenemos una contradicción con el
lema 12(8).

Demostremos ahora (2). Sea t′ = max{i : Mi = Mi−1}. Claramente
t′ ≤ min(k, n). Por lo tanto es suficiente demostrar la proposición para t ≥ t′.
Procederemos por inducción comenzando con t = t′. Es claro que t′ ≥ j0. Apli-
cando la primera parte del lema y la igualdad Mj−1 = M j−1 + 1, pero con t′

en lugar de j, obtenemos que

Mt′ = Mt′−1 = M t′−1 + 1 = M t′ + 1.

Hemos demostrado entonces (2) para t = t′. Supongamos por inducción que

Mt = M t + 1,

entonces necesitamos demostrar que

Mt+1 = M t+1 + 1.

La maximalidad de t′, junto a la hipótesis de inducción nos dice que

Mt+1 = Mt + 1 = M t + 2.
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Tenemos entonces solo dos posibilidades que analizar: M t = M t+1, o M t =
M t+1 − 1. Si M t = M t+1, entonces la igualdad Mt+1 = Mt + 1 = M t + 2,
implica Mt+1 = M t+1 + 2, lo cual contradice al lema anterior. Por otra parte,
si M t = M t+1−1, entonces de nuevo por la igualdad Mt+1 = Mt+1 = M t+2,
obtenemos que

Mt+1 = M t+1 + 1

y la demostración está completa �
Solo nos resta demostrar otro lema técnico y podremos establecer nuestros

resultados sobre la homoloǵıa de Skφ.

Lema 15. Sea φ : G −→ F un homomorfismo de R-módulos finitamente gen-
erados. Supongamos que rang G ≤ rang F. Sea k un entero positivo. Sea
(Mk

0 φ,M
k
1 φ, ...,M

k
kφ) la sucesión canónica asociada al par (φ, k). Si Mk

t φ = 0,
para algún t ≥ 1, y

Mk
t φ < Mk

t+1φ < ... < Mk
kφ,

entonces
Ht(Skφ) 6= 0.

Demostración. Sea n = rang G y m = rang F. Por simplicidad hagamos de
nuevo Mj = Mk

j φ. Debemos proceder por casos.
CASO 1 : t = min(k, n). Supongamos que Ht(Skφ)0. Como t = min(k, n),

la sucesión
0→

t

Λ G⊗ Sk−tF
dt→
t−1

Λ G⊗ Sk−t+1F →

es exacta. Denotemos ahora I(dt) = Ir(dt), donde r = rang(dt).Como Mt = 0
tenemos

M0 = M1 = · · · = Mt = 0.

en consecuencia,

grad Inφ = grad In−1φ = · · · = grad In−t+1φ = 0.

Ahora tenemos exactamente dos posibilidades. t = k o t = n. Si t = k, en-
tonces poniendo t = k en la sucesión exacta anterior y dualizando, obtenemos
la sucesión exacta

k−1

Λ G∗ ⊗ F ∗ d∗k→
k

Λ G∗ →
k

Λ coker(φ∗)→ 0.

Como rang(∧kG∗) = (nk ) ,

rad(I(n
k)dk) = rad(I(n

k)d
∗
k) = rad ann(

k

Λ coker(φ∗)) =

= rad(In−k+1φ
∗) = rad(In−k+1φ).
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([2], Lema 2). Por lo tanto grad(I(n
k)dk) = 0. Como dk es inyectiva, rang dk (nk ) .

Por lo tanto grad I(dk) = 0, y de acuerdo al criterio de exactitud de Buchsbaum-
Eisenbud, la sucesión considerada al principio no es exacta, lo cual es una con-
tradicción.

Ahora supongamos que t = n. De la definición de dn, se deduce que I1(dn) =
I1(φ). Como grad I1(φ) = 0, tenemos que grad Ij(dn) = 0 para j ≥ 1. Por lo
tanto si rang dn > 0, entonces grad I(dn) = 0, y se contradice la exactitud

de la sucesión considerada. Si por otra parte rang dn = 0, entonces rang (
n

Λ
G⊗ Sk−nF ) = 0, lo cual implica que k < n, y se contradice la minimalidad de
n.

CASO 2 : 1 ≤ t < min(k, n). Como Mt = Mt−1 = 0, entonces

grad In−t+1(φ) = 0.

Esto quiere decir que cada elemento no nulo en In−t+1(φ), es un divisor de cero.
Un argumento clásico de evasión de ideales primos, nos da un ideal primo p tal
que p ⊃ In−t+1(φ), con

grad(p) = grad(In−t+1(φ)) = 0.

En este caso,
grad(In−t+1(φp)) = grad(pRp) = 0,

donde φp es la localización de φ en p. Como grad(In−t(φ)) ≥Mt+1 > 0, entonces
p no contiene a In−t(φ). En consecuencia φp se descompone dando lugar al
isomorfismo

φp ≈ φ′ + 1,

donde φ′ : G′ −→ F ′ es un isomorfismo de Rp-módulos libres finitamente gen-
erados con

t = rang G′ ≤ rang F ′ = m− n+ t.

Claramente,
Ij(φp) = Ij−n+t(φ′),

para todo j. Como grad(In−t+1(φp)) = 0, entonces grad(I1(φ′)) = 0. En conse-
cuencia

Mk
0 φ

′ = Mk
1 φ

′ = · · · = Mk
t φ

′,

y
Mk
kφ

′ > Mk
k−1φ

′ > · · · > Mk
t φ

′.

Como t < min(k, n), entonces min(k, t) = t. Aplicando el CASO 1 a φ′ obten-
emos, Ht(Skφ′) 6= 0. Por lo tanto,

Ht(Skφp) ∼= Ht(Skφ′) 6= 0.
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Como la formación de potencias simétricas conmuta con el cambio de anillos,
tenemos Ht(Skφ) 6= 0 lo cual es una contradicción y completa la demostración
del lema �

Teorema 16. Sea φ : G −→ F un homomorfismo de R-módulos libres fini-
tamente generados, con grad G ≤ grad F. Sea k un entero positivo y Skφ la
k-ésima potencia simétrica de φ. Sea N = Nk(φ) el número de ceros que ocur-
ren en la sucesión binaria (Rk1φ, · · · , Rkkφ). Si N > 0, entonces

HN (Skφ) 6= 0.

Nota . A la luz de la proposición 10, Hi(Skφ) = 0, para i > N.
Demostración. Sea n = rang G. Denotemos por Mj = Mk

j φ a los términos
de la sucesión canónica asociada a (φ, k). Supongamos primero que R es un
anillo local. Sea mφ = Mmin(k,n). Ahora procederemos por inducción sobre mφ,
comenzando con mφ = 0. Sea t = min(k, n), entonces Mt = 0 y

Mt < Mt+1 < · · · < Mk.

Por lo tanto, N = Nk(φ) = t y por el lema 15, tenemos que

HN (Skφ) 6= 0.

Supongamos que mφ > 0, y que la proposición es cierta para homomorfismos
ψ, con mψ < mφ. Sea

j0 = min{i : Mi > 0}.

Entonces existen exactamente dos posibilidades a considerar. Mj = Mj−1, para
algún j > j0 o Mj0 < Mj0+1 < · · · < Mk.

CASO 1. Supongamos que Mj0 < Mj0+1 < · · · < Mk. Si j0 = 1, entonces
claramente

Rk1φ = · · · = Rkkφ = 1,

y en consecuencia N = 0. Por lo tanto supongamos que j0 ≥ 2.Las condiciones

Mj0 < Mj0+1 < · · · < Mk

y
Mj0−1 = 0,

implican N = j0− 1. Aplicando entonces el lema anterior con t = j0− 1, nos da

HN (Skφ) 6= 0,

como queŕıamos.
CASO 2. Supongamos ahora que Mj = Mj−1, para algún j > j0. Hagamos

j′ = max{j : Mj = Mj−1} = max{j : Rkjφ = 0}, por lo tanto de acuerdo a
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la Proposición 10 tenemos que j′ = j(N). Entonces por las propiedades de la
sucesión canónica (M0,M1, · · ·Mk), existe un no divisor de cero α en In−j0+1φ
tal que αR 6= R.Como j′ > j0, entonces, de nuevo por la Proposición 10,

In−j0+1φ ⊆ rad(In−j′+1φ) ⊆ rad ann(HN (Skφ)).

Para algún p suficientemente grande, β = αp ∈ ann(HN (Skφ)). Como β es un
no divisor de cero en R, la multiplicación por β determina la sucesión exacta
corta

0 −→ R
β−→ R −→ R/(β) −→ 0.

Como la formación de potencias simétricas conmuta con el cambio de anillos,
al tensorizar la sucesión anterior con Skφ obtenemos la sucesión exacta de com-
plejos

0 −→ Skφ
β−→ Skφ −→ Sk(φ) −→ 0,

donde φ = φ ⊗ 1 : G ⊗ R/(β) −→ F ⊗ R/(β). Esta sucesión de complejos nos
da las sucesiones exacta en homoloǵıa

HN+1(Skφ) −→ HN+1(Skφ) δ−→ HN (Skφ) −→ HN (Skφ).

Por la Proposición 10, HN+1(Skφ) = 0, por lo tanto δ es inyectiva y tenemos el
isomorfismo

HN+1(Skφ) ∼= HN (Skφ). (1)

Sea N ′ = Nk(φ). Aplicando el Lema 14(2)con t = k, tenemos,

N ′ = k −Mk
kφ = k −Mk + 1 = N + 1 > 0 (2)

Aplicando ahora el Lema 14(2) con t = min(k, n) tenemos,

mφ = mφ − 1 < mφ.

Ahora la hipótesis de inducción aplicada a φ, da

HN ′(Skφ) 6= 0.

La conclusión, en el caso local, sigue ahora de (1) y (2). Consideremos ahora el
caso general, es decir R un anillo noetheriano, y sea j el ı́ndice correspondiente
al N -ésimo cero de la sucesión binaria (Rk1φ, · · · , Rkkφ). Entonces,

Mk
j = Mk

j−1
def
= d,

y
grad In−j+1φ = d.
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De nuevo un argumento de evasión de ideales primos, nos da un ideal primo p
que contiene a In−j+1φ, con

grade p = grad In−j+1φ = d.

En este caso
grade pRp = grad In−j+1(φp) = d.

Por lo tanto,
Mk
j φ = dgrad In−j+1(φp) ≥Mk

j (φp).

Por otra parte,
Mk
j (φp) ≥Mk

j φ.

Luego,
Mk
j φ = Mk

j (φp).

Como
Mk
kφ > · · · > Mk

j φ,

por el Lema 12(5)(6), tenemos

Mk
k (φp) > · · · > Mk

j (φp).

Por lo tanto,
Nk(φp) = Nk(φ) = N,

y en consecuencia
HN (Sk(φp)) 6= 0.

Como la formación de potencias simétricas conmuta con el cambio de anillos
tenemos que

HN (Skφ) 6= 0

y la demostración está completa �
Finalizamos nuestro análisis con el

Teorema 17. Sea φ : G −→ F un homomorfismo de R-módulos libres fini-
tamente generados, con grad G ≤ grad F. Sea k un entero positivo y Skφ la
k-ésima potencia simétrica de φ. Sea N = Nk(φ) el número de ceros que ocur-
ren en la sucesión binaria (Rk1φ, · · · , Rkkφ). Hagamos j(i) igual al ı́ndice cor-
respondiente al i-ésimo cero en la sucesión (Rk1φ, · · · , Rkkφ). Si i = 1 · · · , N y
Rkj(i)+1φ = . entonces

grad Hi(Skφ) = grad In−j(i)+1φ.
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Demostración. Sea n = rang G y j = j(i). Como Rkjφ = 0, tenemos

Mk
j φ = Mk

j−1φ
def
= d,

y
grad In−j+1φ = d.

Ahora usamos de nuevo el argumento clásico de evasión de ideales primos y
obenemos un ideal primo p que no contiene a In−j+1φ y tal que

grade p = grad In−j+1φ = d.

En este caso
grade pRp = grad In−j+1(φp) = d.

Por lo tanto,
Mk
j φ = dgrad In−j+1(φp) ≥Mk

j (φp).

Por otra parte,
Mk
j (φp) ≥Mk

j φ.

Luego,
Mk
j φ = Mk

j (φp).

Como Rkj+1φ = 1, tenemos

grad In−j(φ) ≥Mk
j+1φ > Mk

j φ = d = grade p.

En consecuencia p 6⊃ In−j(φ) y por lo tanto,

I1(φp) = I2(φp) = · · · = In−j(φp) = Rp,

y
Rkj+1(φp) = Rkj+2(φp) = · · · = Rkk(φp) = 1.

De aqúı sigue,

Nk(φp) = k −
∑k
t=1R

k
t (φp)

= k −
(∑j

t=1R
k
t (φp) +

∑k
t=j+1R

k
t (φp)

)
= k −

(
Mk
j (φp) + k − 1

)
= j −Mk

j (φp)
= j −Mk

j (φ)
= i.

Ahora de acuerdo al teorema anterior, tenemos,

Hi(Sk(φp)) 6= 0.
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Pero entonces, de acuerdo a la Proposición 10, obtenemos las inclusiones

pRp ⊇ rad ann Hi(Sk(φp)) ⊇ ann In−j+1(φp).

En particular se sigue que

grad ann Hi(Sk(φp)) = d

y de nuevo por un argumento de cambio de anillos tenemos,

d = grad ann Hi(Sk(φp))
= grad ann Hi(Sk(φ))p

≥ grad ann Hi(Sk(φ)).

Por otra parte la Proposición 10, implica

grad ann Hi(Sk(φ)) ≥ grad In−j+1(φ) = d.

En consecuencia

grad Hi(Sk(φ)) = grad ann Hi(Sk(φ)) = d = grad In−j+1(φ),

como queŕıamos y se completa aśı la demostración del teorema. �
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