Boletin de la Asociacién Matematica Venezolana, Vol. XV, No. 1 (2008) 131

Cuatro Problemas de Algebra en la Olimpiada
Internacional de Matematicas ¥

Rafael Sanchez Lamoneda

e Introduccién. El presente articulo es una versién revisada de la confe-
rencia dictada en las XXI Jornadas de Matematicas de la AMV, realizadas
en la UCOLA, Barquisimeto, del 10 al 13 de Marzo de 2008. Analizaremos
cuatro problemas de Algebra que han aparecido en las ultimas IMO, con
la idea de mostrarles unas técnicas 1tiles para la resolucién de una amplia
gama de problemas similares. Las técnicas necesarias para resolverlos son
bésicas en un entrenamiento olimpico.

Los conceptos bésicos para comprender las soluciones de esos problemas
son minimos:

— Nocién de polinomio y su grado

— Ecuacién de segundo grado

— Divisibilidad

e Problemas

— Problema 1. (IMO 1988)
Sean a y b enteros positivos tales que (ab + 1) divide a a? + b?.
Demostrar que
a? + b2
ab+1

es el cuadrado de un entero.

— Problema 2. (IMO 2007)

Sean a y b enteros positivos tales que 4ab — 1 divide a (4a® — 1)2.
Demostrar que a = b.

*IMO, por sus siglas en inglés
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— Problema 3. (IMO 2006)

Sea P(z) un polinomio de grado n > 1 con coeficientes enteros y sea
k un entero positivo. Considere el polinomio

donde P aparece k veces.
Demuestre que hay a lo sumo n enteros ¢, tales que Q(t) = t.

— Problema 4. (IMO 2007)
Sea n un entero positivo. Sea I, = {0,1,...,n}. Se considera

S={(z,y,2) : v,y,z€ L, x+y+2z>0}

como un conjunto de (n+1)3 —1 puntos en el espacio tridimensional.

Determinar el menor ntimero posible de planos cuya unién contiene
todos los puntos de S pero no incluye a (0,0, 0).

e Soluciones a los Problemas

— Solucién al Problema 1
Procedemos por reduccion al absurdo.

Si ab + 1 divide a a? + b%, entonces existe un entero positivo k tal
que:

a? 4+ b? _

k.
ab+1

Entonces: a? — kab + b = k.
Supongamos que k no es un cuadrado perfecto.
En la expresién

a’® — kab+b* =k,

ambos enteros, a y b son no nulos.

Si uno de ellos es cero, k es un cuadrado.
Ademés, ambos tienen el mismo signo.
Si los signos son contrarios, entonces

ab < 0.

En consecuencia
a® — kab+b* > k.

Supongamos ahora que a y b son enteros tales que:
x a® — kab + b =k,
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*xa>b>0y
* ¢ minimo con esa propiedad.
Esto no resta generalidad pues la ecuacion es simétrica en a, b.
Observemos primero que a > b, pues si a = b, entonces
(2 — k)a® = k y el lado izquierdo es no positivo.
Consideremos ahora la expresién

a’> —kab+ b =k

como una ecuacion cuadratica en a.

Ella tiene dos raices a y a1

y como a + a1 = kb, entonces a1 es un entero.

Tenemos entonces un nuevo par (ag,b), que satisface la ecuacion.
Por lo discutido antes,

como b > 0, entonces a; > 0.

Ademiés aa; = b% — k, por lo tanto:

< a.

En consecuencia:
El par (aq,b) satisface la ecuacién y

x* a1 >0,0>0,a1<ayb<a,
lo cual contradice la minimalidad de a.

NOTA: Esta demostracién gand premio como soluciéon original en
la IMO del ano 1988.

e Solucion al Problema 2

Procederemos de nuevo por reduccién al absurdo.

Sean a y b niimeros enteros positivos:
El par ordenado (a,b), es malo si y solo si

(i) 4ab—1|(4a® —1)%y
(ii) a #b.
Como
b(4a® — 1)% — (4ab — 1)a(4a® — 1) = (a — b)(4a® — 1),

podemos afirmar que:

4ab — 1|(4a* — 1)? = 4ab — 1|(a — b)(4a® — 1).
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Por otra parte, como med(b,4ab — 1) = 1, entonces

4ab — 1|(a — b)(4a® — 1) = 4ab — 1|b(4a® — 1)?
= 4ab — 1|(4a® — 1)°.

Tenemos entonces que:

4ab — 1|(4a® — 1) < dab — 1|(a — b)(4a® — 1).

Ademas:

4ab — 1|(a — b)? < 4ab — 1|(a — b)(4a® — 1).

En efecto:
Como 4ab — 1 divide a (a — b)?, entonces:
4ab — 1|4a(a — b)? + (4ab — 1)(a — b) = (a — b)(4a® — 1),

por lo tanto, 4ab — 1|(a — b)(4a® — 1).

Reciprocamente, como

4a(a —b)? + (4ab — 1)(a — b) = (a — b)(4a® — 1)

y
med(4a,4ab — 1) =1,

entonces 4ab — 1|(a — b)?.

En consecuencia, por todo lo demostrado, podemos concluir:

4ab — 1|(4a® — 1) < 4ab — 1|(a — b)>.

Tenemos entonces las siguientes equivalencias:

(a,b) malo < 4ab— 1|(a — b)?
& 4ba — 1|(b— a)?
& (b,a) malo.

Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que tenemos un par malo

(a,b) tal que @ > by a es minimo con esta propiedad.
(;Por qué no se pierde generalidad?)

Como 4ab — 1|(a — b)?, existe m € Z*, tal que (a — b)? = m(4ab — 1).
Desarrollando y despejando convenientemente nos queda:

a® — (4bm + 2b)a + (b* +m) = 0.
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Si analizamos esta expresién como una ecuacién cuadratica en a, ella tiene
una raiz entera (el entero a del par (a,b)) y por lo tanto su discriminante
es un cuadrado perfecto. Es decir la expresién (4bm + 2b)% — 4(b% +m) o
bien 4(4mb? + 4b>m? — m), es un cuadrado perfecto.

Pero entonces existe un entero positivo ¢ tal que:

Amb® 4+ 4b?m? —m = (2mb + t)? = 4m?b? + dmbt + >,

Es decir:
m(4b* — 4bt — 1) = 2.

Como m es un entero positivo, entonces 0 < ¢ < b y podemos decir que
existe un entero s, con b >s >0y s+t =b,0bient=0>b—s.

Sustituyendo tenemos:

m(4b* — 4b(b — 5) — 1) = (b — s)*
m(4bs — 1) = (b — 5)°.

Por lo tanto el par (b, s) es malo con b < a y esto es una contradiccién.

Solucion al Problema 3

Como primera observacion es claro que si toda raiz entera de
Q(z) — = es raiz de P(z) — x, como el grado de P(z) es n, no hay nada
que demostrar.

Supongamos que este no es el caso. Es decir, existe zog € Z tal que
Q(zo) = xg pero P(xg) # wo.
Ahora definamos inductivamente la sucesién

Ty = P(x;),

parat=0,1,2,....

Recordemos que por ser P(z) un polinomio con coficientes enteros, en-
tonces para todo par de numeros enteros diferentes u y v se cumple que
u — v divide a P(u) — P(v).

En consecuencia, en la sucesién de diferencias no nulas:

o — L1y, L1 — T2y ooy Tp—1 — Tk, xk:_xk:-‘rl-

cada término es un divisor del siguiente.

Ademés zy — x1 = T — Th41-
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Por lo tanto, todas las diferencias tienen el mismo valor absoluto.

Si denotamos x,, = min(x1,...,xx), entonces lo anterior implica:
Tm—1 — Tm = _(xm - xm+1)~

Luego, /-1 = Tmy1.

Pero entonces las diferencias consecutivas en la sucesién tienen signos
opuestos y por la definicién de los términos de la sucesién, es decir,
i1 = P(zi), y ©r = o, podemos ahora concluir que la sucesién ini-
cial xg,x1,...,xk, es una sucesion conformada por dos valores distintos
que se alternan, es decir, una sucesion de la forma:

Loy L1y L0y L1y-++yLOy L1,y LO-

En otras palabras: Cada entero que queda fijo por Q(z), también queda
fijo por P(P(x)).

Para finalizar debemos entonces demostrar que hay cuando méas n niimeros
enteros que satisfacen esta condicién.

Sea a un entero tal que Q(a) = a, pero P(a) = b # a. Entonces P(b) =
P(P(a)) = a.

Sea « cualquier otro nidmero entero que queda fijo por P(P(z)) v sea
P(a) = 8. Ademés, por lo que hemos discutido, P(8) = a.

Observacion: Los numeros a y 8 no tienen por qué ser distintos, pero lo
que si ocurre es que son diferentes de a y b.

Como o — a|P(a) — P(a) =8 —by 3—b|P(B) — P(b) = a — a, entonces:

a—a==x(8-0).
Analogamente:

a—b==x(8—a).

Supongamos que en ambas igualdades ocurre a la vez el signo +. Entonces:
a—b=p0F—ay a—a= [ —b. Al restar obtenemos una contradiccién,
a—b=>b—a, pues a#b.

Por lo tanto en las igualdades de antes, al menos una vale con signo —.

Cualquiera sea el caso esto significa que:

a+pB=a+b.
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Equivalentemente:

Pla)+a—a—-b=0

Denotemos ¢ = a + b, entonces hemos demostrado que cualquier entero
que quede fijo por Q(z) distinto de a y b es una raiz del polinomio R(x) =
P(x) 4z — c. Esto también es cierto para a y b, como se puede comprobar
con el calculo directo.

Como P(z) es un polinomio de grado n > 1, también R(x) tiene grado
n > 1y por lo tanto no puede tener méas de n raices.
Solucién al Problema 4

Seai=1,2,...,n. Consideremos los 3n planos de ecuacion
rT=1, y==1, 2 =1.
Es claro que (0,0,0) no pertenece a ninguno de ellos y ademés S estd

contenido en la unién de estos 3n planos.

(También S estd contenido en la unién de todos los planos de ecuacién
x4+y+z=kparak=12,...,n).

Demostremos que 3n es la menos cantidad posible de planos.

Para poder demostrar que 3n es el niimero minimo de planos que contienen
a S, utilizaremos el siguiente resultado:

Lema
Consideremos un polinomio no nulo P(z1,...,xx) en k variables. Supon-
gamos que P se anula en todos los puntos (z1,...,2) que satisfacen las

tres condiciones siguientes:

(i) 1,...,2, € {0,1...,n}
() z14+--+xx >0
(iii) P(0,...,0) #0.

Entonces grad(P) > kn.
Antes de dar una demostracién del lema, veamos como se aplica:

Supongamos que existen N planos cuya unién contiene al conjunto S pero
ninguno de ellos pasa por el origen.

Las ecuaciones de estos planos son de la forma:

a;x +biy+ciz+di=0
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coni=1,2,...,N y todo d; # 0.
Consideremos el polinomio de grado N
N

P(z,y,2) = [ [(aiz + biy + ciz + d;).

i=1

Claramente para todo (zo, Yo, 20) € S,

P(x05y072:0) =0 Y P(0,0,0) 7é 0
Por el lema concluimos que:
N = grad(P) > 3n,

y el problema esta resuelto.

Nos queda entonces demostrar el lema.

Demostracién del Lema
La demostracién es por induccién sobre k.

Como P # 0, el caso k = 1 es claro, pues si P se anula en todos los puntos
x; € {1,...,n}, entonces el grado de P es al menos n.

Consideremos el polinomio
Qly) =yly—1)...(y —n).
Entonces al dividir P(x1,...,25—1,y) entre Q(y) tenemos:

Pz, 2e-1,9) = Q) H + R(z1, ..., 28-1,Y).

Como Q(y) se anula en cada y =1,2,...,n,
entonces:

P(z,... x5-1,y) = R(21, .., 261, 9),
para todo x1,...,xx_1,y € {0,1,...,n}.

Por lo tanto, R también satisface las hipétesis del lema y ademéds
grad, R < n, pues grad(Q(y)) =n + 1.

Como gradR < grad P, entonces es suficiente demostrar que gradR > nk.

Escribamos R como un polinomio en .

R(zy,...,xp—1,y) = Rp(z1,...,zp_1)y"+...
+Ro((£1, NN ,l'k_l).
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Si Rp(21,...,x,—1) satisface la hip6tesis de induccién, entonces:

gradR, (1, ...,2k-1) > (k — 1)n,
y en consecuencia

gradP > gradR > gradR,, +n > kn.

Nos queda entonces demostrar que R, (x1,...,Tr—1) satisface la hipGtesis
de induccién. A saber:

(i) Rn(0,...,0)#0y
(11) Rn(xh"‘vmk—l) :0,

para todo x1,...,xx—1 € {0,1,...,n} tal que 1 + -+ - + 251 > 0.

Sea T(y) = R(0,...,0,y). El grado de T'(y) es menor o igual a n, pues
grad, R < n.

Maés atn:
T(0) = R(0,...,0,0) # 0 y ademds T(y) = 0 para y € {1,...,n}. Por lo
tanto su grado es n.

Pero entonces por la definicién de T'(y) tenemos que:

R,(0,...,0,0) # 0.

Tomemos k — 1 enteros aq,...,ax—1 € {0,1,...,n} tales que ay + -+ +
ap—1 > 0.

Sustituyendo z; = a; en R(x1,...,2Zx_1,Y), obtenemos un polinomio en y
de grado a lo sumo n, que se anula en todos los puntos y =0,1,,...,n.

Por lo tanto este polinomio es nulo y sus coeficientes son iguales a cero,
ie.,

Ri(ay,...,ax-1) =0

para todo¢=0,1,...,n.
En particular:
Rn(ala cee 7ak—1) = 07

conai; +---+ag_1 > 0.

En el caso especial m = n, hay una forma mas fuerte de este teorema
conocida como el Combinatorial Nullstellensatz.
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e Teorema (N. Alon)

Sea F' un cuerpo arbitrario, y sea f = f(z1,...,2,) un polinomio en
Flxy,...,2,]. Sean Sy, ..., .S, subconjuntos finitos no vacios de F'y defina
gi(zi) = [les, (xi — 8). Si f(s1,...,5,) = 0, para todo s; € S;, entonces
existen polinomios hy, ..., hy, en Flxy,. .., z,], que satisfacen grad(h;) <

grad(f) — grad(g;) tales que:

f= Z higi.
=1

Més atn, si para algin subanillo R de F, f,g1,...,9n € Rlx1...,2,],
entonces existen polinomios h; € R[x; ..., z,], como antes.

Como una consecuencia de este teorema tenemos

Teorema (N. Alon)

Sea F un cuerpo arbitrario, y sea f = f(x1,...,2,) un polinomio en
n

Flzy,...,x,]. Supongamos que grad(f) = >, t;, donde cada t; es un

entero no negativo y ademas el coeficiente de H?Zl a:fl en f es no nulo.

Entonces si Sy, ...,S, subconjuntos de F con |S;| > t;, existen s; € Sy,
S9 €859, ..., Sy €Sy, para los cuales:

f(s1,.-.,8n) #0.
Corolario
PROBLEMA 4
Demostracién

jEjercicio!
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