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ARTICULOS
Teorema de extension para funciones
multi-monogénicas en algebras parametrizadas

Eusebio Ariza y Carmen Judith Vanegas

Resumen. En este articulo se prueba un teorema de extensiéon tipo
Hartogs para funciones multi-monogénicas con valores en el algebra
de Clifford A, (2, a;,7:5). Para lograr esto se muestra el desarrollo
en series de potencias del nicleo de Cauchy en A,(2, a;,7;;) y una
extension de las llamadas funciones monogénicas con pardmetro. La
unicidad proviene del teorema de continuacién analitica.

Abstract. In this article we prove a Hartogs type extension theo-
rem for multi-monogenic functions with values in a Clifford algebra
A (2, a4,7i5). To achieve this we show the power series expasion
of the Cauchy nucleus on A,,(2, ;,7;;) and an extension of the so
called monogenic functions with a parameter. The uniqueness comes
from the continuation theorem of analitic continuation.

1 Introduccién

El Teorema de Extensién de Hartogs es un resultado fundamental sobre fun-
ciones holomorfas en varias variables complejas. Considerando el polidisco
D™(P,r), para P = (p1,p2,...,pn) € C* y 7 >0, definido por

D"™(P,r) ={(z1,22,...,2n) : |2; —pj| <r para j=1,2,...,n}.
podemos dar el enunciado del Teorema de Hartogs [4] en su forma mds clésica:

Teorema 1. Sea 2 = D?%(0,2) \32(071) y suponga que [ es una funcién
holomorfa en Q. Entonces existe una funcién holomorfa F en D?(0,2) tal que

Flo=Ff.
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En 1961 Leon Ehrenpreis publicé una nueva demostracién del teorema de
Hartogs y una extensiéon del mismo, ver [3]. En su prueba él da algunas condi-
ciones sobre una sucesion de operadores diferenciales parciales lineales de tal
manera que el problema de extensién pueda ser resuelto. De esta manera ex-
tiende el teorema de Hartogs, por cuanto el operador considerado es mucho mas
general.

El teorema de Hartogs en su versiéon mas conocida establece:

Teorema 2. Sean G un dominio en C™, n > 2, y K un subconjunto compacto
de G tal que G\ K es conexo. Entonces toda funcién holomorfa f: G\ K — C
posee una unica extension holomorfa f* : G — C.

En [9] se demuestra el Teorema 2 usando la unicidad de la continuacion
analitica y soluciones para la ecuaciéon de Cauchy-Riemann no homogénea en
el plano complejo. En [8] se demuestra el resultado de Hartogs a partir de la
Férmula Integral de Cauchy y del concepto de indice de una curva con respecto
a un punto. Por otro lado, en [6] y [7] se estudia un problema de extensién al
estilo Hartogs para soluciones de sistemas de ecuaciones de la forma

Ly NN 40 O
L' (u) = ZZAU (x)axj =0,

i=1 j=1

donde I = 1,...,8,s > my u = (ug,us,...,uy,) es la funcién desconocida
definida en un dominio {2 C R™ con frontera suficientemente suave. Los AZ(-;)
son funciones real analiticas definidas en ). El resultado es aplicado a las
soluciones del sistema de Riesz en R3: div u = 0, rot u = 0.

En el contexto del andlisis de Clifford se tiene en [1] una demostracién del
teorema de Hartogs modificado para las funciones isotonicas, las cuales se de-
finen de la siguiente manera:

Sea C,, el algebra de Clifford compleja construida sobre R™ [2]

Definicién 1. Una funcion f: Q C R*™ — C,, continuamente diferenciable es
isoténica en un dominio Q de R®" si

Op f+1f0s, = €;0u, f+if > €O, ., =0.
j=1 j=1

Aqui el simbolo =~ significa la involucion principal en C,, definida en la base
por €4 = (—Dkes, |Al =k y A= {ji1,...,J6} C {1,2,...,m} es tal que
71 <...<Jg-

El teorema de extension en este caso establece que toda funcién isoténica

f(z) en una vecindad U de 0%, que satisface la condicién d,, f = 0, puede ser
extendida isoténicamente a todo Q.
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Sea ahora A,, el algebra de Clifford clésica en R™. Para m < n, R™*! estd
naturalmente incluido en A,,. Sean ©Q y T' dominios de R™*+1 y R**1 respecti-
vamente con m < ny k<nyQxT cCR™T+2,

Definicién 2. Sea f(x,t) una funcién definida en Q x T con valores en A,,, es
decir,

flz,t) = Zfa(x,t)ea, para € QyteT,

donde las componentes fq(x,t) son funciones reales definidas en QxT. Suponga
que f(z,t) es monogénica (a izquierda) con respecto a la variable x € Q para
cada t € T fijo. Entonces f(x,t) es (real) analitica con respecto a la variable
x € Q para cada t € T, (ver [2]). Cuando esto ocurre se dice que f es una
funcion monogénica con pardmetro.

En [5] Le Hung Son muestra la siguiente extensién para estas funciones:

Teorema 3. Sea ¥ una vecindad abierta de O(Q x T'). Suponga que f(x,t) es
una funcion dada que es (real) analitica en ¥ y monogénica (a izquierda) con
respecto a x para cada t fijo. Entonces existe una dnica funcion F(x,t) definida
en QxT con las mismas propiedades que f y ademds cumple que en la vecindad
Y, F(x,t) = f(x,t).

Usando este resultado el autor demuestra, en el mismo articulo, un teo-
rema de extension para las llamadas funciones multi-monogénicas, es decir,
para funciones monogénicas en cada una de las variables z/) = (méj ), e ,m% ),
donde z) € R™+1 R+l 5 ..o x RMAL = RM | <m; <, j=1,...,1,
M=mi+---+my+1,n>2 Elteorema dice:

Teorema 4. Para cada funcion multi-monogénica f en 3, existe una unica
funcion multi-monogénica F' en QU X tal que F = f en X.

En este articulo nosotros damos un teorema de extensién para funciones
multi-monogénicas en el contexto de las dlgebras de Clifford parametrizadas
A (2, a;,7;5). Para lograr dicha extensién, damos una representacién en series
de potencias del ntcleo de Cauchy del andlisis de Clifford parametrizado y de-
mostramos que las funciones monogénicas con parametro son también funciones
real analiticas en el contexto de estas dlgebras de Clifford més generales, lo que
permite hacer una extension de las mismas. De esta manera conseguimos una
generalizacién del Teorema 4 en el caso de las dlgebras de Clifford clasicas.

2 Algebras de Clifford dependiendo de parametros

Las algebras de Clifford dependiendo de pardmetros se pueden definir a través
de clases de equivalencias sobre el anillo de polinomios en n variables Xi, ..., X,
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con coeficientes reales B[ X1, ..., X,,], [9]. Decimos que dos polinomios P and Q
son equivalentes si su diferencia puede ser reescrita como un polinomio para el
cual cada sumando contiene al menos uno de los factores

X"

j +Oéj y Xin+Xin—2%»j, (1)

donde k; > 2 son ntimeros naturales, 4,j = 1,...,n e ¢ # j. Los pardmetros «;
Y 7Vij = 7vji tienen que ser reales y pueden depender también de otras variables
tal como la variable z € R"*1,

Si los polinomios P y @ son equivalentes escribimos P ~ @Q. Observemos
que en particular es valido

k; .,
XjJ+O[jNO vy XX + XX —2v;~0 (5 #1),
lo que significa en el lenguaje de las clases de equivalencia
k; Sy
X' =—a; v X;Xi+XiX; =2y (J # 1)

Si los pardmetros a; y 7;; no dependen de otras variables, el dlgebra de Clifford
generada por las relaciones de equivalencia definidas a través de los polinomios
de estructura (1) se denotard por

An(kj,05,75) st n>2 y  Ai(k,a) si n=1 (2)

Usando las relaciones de estructura correspondientes a estos polinomios, cada
término de un polinomio en X1, ..., X,, puede ser escrito en la forma ¢ X" - - - X1»
donde c es una constante real y los exponentes v; satisfacen 0 < v; < k; — 1.

Denotamos X por e;, X1 X3 por e y asi sucesivamente. Entonces el dlgebra
dada por (2) tiene la base ej’es?---elr, 0 < v; < k; —1,j =1,...,n, y asi
tenemos

dim A, (kj,a,75) =ki1---kn sin>2y dimAs(k,a) =k sin=1.

En el caso que los pardmetros o; sean todos iguales a 1 y los 7;; sean todos
ceros, se obtiene el dlgebra de Clifford clasica.

3 Nucleo de Cauchy en A, (2, aj,vij;)

El operador de Cauchy-Riemann en R™*! se define a través de D = Z?:o e;0;,
donde denotamos las variables de R™*! por zg,z1,...,Zn v 0; significa la
diferenciacién con respecto a zj. Su operador adjunto se define por D =
dg — E?Zl e;0;. De manera andloga al caso de un algebra de Clifford clasica,
una solucién de la ecuacion Du = 0 es llamada monogénica (a la izquierda) y
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si satisface uD = 0 es llamada monogénica a la derecha. Adicionalmente ten-
emos que para cada funcién monogénica (dos veces continuamente diferenciable)
obtenemos el siguiente resultado:

DDu = ﬁgu + Z ajajz-u -2 Z 'yij&aju =0. (3)

j=1 i<j

La matriz de coeficientes de la ecuacién (3) estd dada por

1 0 0 e 0
0 a1 —7v2 -+ —Vin

B=|0 —21 a2 o =72 (4)
0 —Tnl —Yn2 Qnp,

Supongamos que la ecuacién (3) es eliptica. Esto significa que la forma
cuadréatica con los coeficientes (4) es definida positiva. Por lo tanto el determi-
nante de B es diferente de cero, lo que implica que existe la inversa B~!. Como
B es una matriz simétrica, entonces B! también lo es. Como la matriz B tiene
la forma (4), entonces su inversa tiene la forma

1 0 o .- 0
0 Ay A - A,

B 1= |0 A Axp - Ay (5)
0 Anl An2 e Ann

donde A;; = Aj; (debido a que v;; = 7;;). Usando esos coeficientes, defin-
imos una distancia p (no euclidiana) para dos puntos £ = (£o,&1,.-,&n) ¥
r = (z0, 21, ..., ¥) del espacio R"*! por

PP = (w0 —&)°+ Y Asilzi — &)(a; — &) (6)

4,g=1

Usando la distancia (6), construimos la siguiente funcién E(z,£):

B9 = o o (o) = 3 eutn—) | (1)

donde w, 1 es la medida de superficie de la bola unitaria en R"*!. Esta
funcién recibe el nombre de nicleo de Cauchy del andlisis de Clifford gener-
alizado A, (2, @;,7v;). En [9] se prueba que esta funcién tiene una singularidad
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aislada en x = & (en el caso eliptico) y es monogénica a izquierda y a derecha
para z # £. Usando el kernel E(z, €) se puede probar de manera similar al caso
clasico el siguiente

Teorema 5. (Fdérmula Integral de Cauchy) [9] Sea @ un dominio acotado en
R™1 con frontera suficientemente suave y v una funcién continuamente difer-
enciable en 0 y monogénica a izquierda en Q con valores en An(2, a5, 7i5).
Entonces en puntos interiores de 2, v se puede representar por

(03, 7) o) = [ E(w.€)-do-v. (8)
a0

Aqui el valor c(ey,v:;) depende continuamente de los pardmetros a; y 7vij y

do = Z?:o e;N;du es el elemento de medida de OS2 con valores en Ay (2, o, vij),

donde N = (Ng, N1, ..., N,,) es la normal unitaria exterior y du es el elemento

de medida escalar de OS).

Lema 1.
PP = |(wo—&0) — D eidiwlwr — &) | - |(wo— &)+ Y eidin(zr — &)
ik=1 ik=1
Demostracién Para simplificar los cdlculos, elegimos ¢ = (0,0,---,0). En-

tonces el producto entre los corchetes es igual a

Zo 500*5 eiAikxy +E etAp, xo*g eiAikxy | - 9)
ik Lo ik

Esto es un polinomio cuadrético en las variables z;, j = 0,1,...,n. El coe-
ficiente de z2 es 1, mientras los términos lineales de zy se cancelan uno con
otro. Como los coeficientes de los cuadrados de los restantes z;, j = 1,...,n.
se calculan de manera similar, basta mostrar el cdlculo de uno de ellos. Por
ejemplo, el coeficiente de 2% estd dado por

- ZeleiAllAil = - ZG%A% - ZeleiAllAil - Z s
1, l

i<l P>l
=> A} =2 nidaAn =Y | wAn =) vida | An
1 i<l 1 1£i

La expresion entre paréntesis en la ultima linea es el producto escalar de la
(I + 1)-ésima fila de (4) con la segunda columna de (5), es decir, obtenemos
>, 011 A = Ajq para el coeficiente de z7.
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Andlogamente, para calcular los coeficientes de productos mixtos bastard
con mostrar el calculo del coeficiente de x5, el cual estd dado por

*Z ere;(AnAip+AnAn) = Z o (A11A12+A12A11)*Z Vi (A Aio+Ai2 Ain)
1 7 il

=3 An [l =Y widn | £ A [ @dn = wida
!

1#£i l I#£i

El primer y segundo paréntesis en la linea anterior no son mas que los productos
escalares de la (I + 1)-ésima fila de (4) con la tercera y segunda columna de (5)
respectivamente, y por eso se sigue que >, Aj18;2 + >, Ai261 = A1 + Ays para
el coeficiente de x1xs.

En resumen, la expresién dada por (9) (con £ # 0) es igual a

(0 — &)+ Y Aur(my — &) (ar — &) =p>. ™
v,k

A continuacién probaremos la representacién en serie de potencias del nucleo
de Cauchy en A, (2, a;,vij)-

Teorema 6. El nicleo de Cauchy generalizado E(x,§) posee una representacion
en serie de potencias alrededor del origen para |||, < ||z||, donde [|-[|, es la
distancia no Euclidiana p dada por (6).

Demostracion Sean

o' =€ = (zo—b0)+ D eidin(zi—&), # =& = (wo—bo)— Y eidin(wp—Er).
i,k=1 i, k=1

Por el lema anterior (' — ¢) - (z/ — &) = p?. Denotemos por [[]], la distancia
no euclidiana p. Asf

T

wnpr ot — &0t

E(xag) =

Si n es impar, entonces n + 1 = 2 es par. Luego
1 P

: 2 2
Wit ot =&l =€

E(z,§) =
donde en el denominador hay [ factores. Por lo tanto

B,6) = —— @ E)@T—8) (o' — &) (@) o — &)

Wn+1
1

= (@' =€) @ =)@ - )T (10)

Wn41
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Observe que podemos hablar del inverso debido a que 2’2’ = ||2/||%, de manera

_ o , .
que, para 2’ #0, /7! = H;’\Iz' Adema4s se tiene

(I/ _ 5/)—1 _ ((1 _ /x/—l)x/)*l _ .Z‘/_l(l _ /.’I:/_l)_l
_ .73/_1 (1 +€lx/—1 + ( /1,1—1)2 4. _|_( /x/—l)k +. ) (11)

la cual converge uniformemente en Hf'az’_al < 1, esdecir, en [|{']| , < [|2"] . Asi,

1

Wn41

~x'71(1f§'x'71)71 . '?*1

E(zvf) = (1,2/?71)71 (xlfl) (1*5113/71)71
= L _:L./—l (1_'_5/:[:/—1 +(£/(E/_1)2+~-~>
Wn+1

Lt (1 + €7 ET

)2—|—-~->:z:’*1 (14 &a 4 (a2 +)

(12)
serie que converge uniformemente en HE/?_IH = ||f/$'*1||p < 1, es decir, en
P
1€°1, < ll2ll,,
Si n = 2l es par, entonces n + 1 es impar. Luego
1 x =& 1
U w2 = (= g2 e - €)1

donde el producto en el denominador del segundo cociente tiene [ factores.

Como
1

2 2
" =&, - Nl = €'ll,

posee una representacién en serie de potencias que converge en [|€']|, < [lz'|,
por lo visto en el caso anterior y

1 _ _1n2
o, < Ul e

converge uniformemente en [|{'[|, < ||z’
uniformemente en [[{'[[, < [[z’[ ,. ™

,» entonces E(z,{) también converge

4 Funciones multi-monogénicas

Observemos que el Teorema 6 permite mostrar, usando la Férmula Integral de
Cauchy (8) y los argumentos de convergencia uniforme usuales, que toda funcién
monogénica en el dlgebra de Clifford A,,(2, o;,;;) posee una representacién en
serie de potencias. Asi tenemos el siguiente
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Teorema 7. Sea f(x,t) una funcidn a valores en el dlgebra Ay (2,,7ij),
monogénica a izquierda con respecto a x € ), para cada t € T fijo. Entonces
f(z,t) es una funcion real analitica con respecto a x € ), para cada t € T fijo.

Seanm < nyk <n, QyT dominios acotados en R™*+!(z) y R¥T1(t) respec-
tivamente, f(z,t) una funcién a valores en el algebra A, (2, oy, 7;;), monogénica
a izquierda con respecto a x € 2 para t € T fijo y real analitica con respecto
at e T para z € ( fijo, entonces del teorema de continuidad analitica para
funciones real analiticas se sigue el siguiente

Lema 2. Si f = 0 en un subconjunto abierto no vacio o C Q x T, entonces
f=0en todo QxT.

Lema 3. Sea ¥ una vecindad abierta de O(2 x T), f(x,t) una funcion real
analitica en todas las variables (xg, ..., Tm;to, ..., k), para (x,t) € . Entonces
la funcion F(z,t) definida por

closr) Fat) = [ Blea)-do- fi6.0) (13)
es una funcién real analitica en (z,t) € Q x T, donde do es el elemento de
medida de OQ con valores en A, (2, a;,7vij) y c(u,vi;) es la constante dada en

(8).

Demostracioén Es claro que F(x,t) estd definida en todo (z,t) € Q@ x T. Sea
(a,b) € Q@ x T. Debemos mostrar que F' puede ser escrita como una suma en
serie de potencias que converge normalmente en una vecindad de (a,b). Sea
&2 € 99. Como (£°,b) € X se tiene que f(&,t) estd definida y es real analitica
en una vecindad de (£°,b). Por lo tanto existen nimeros positivos p, y pp tales

que
o0

FED =Y cuulé =€)t -b)"
w,v=0
para £ € B, (£°,p0) y t € Bi(b, pp), donde B,,,(£°, po) v Bi(b, pp) son bolas en
Ry RFH respectivamente, (§—€°)* = (§o—&8)" (&1 —E7) -+ (En—Ep )P,
(t=b)" = (to—bo)"°(t1 —b1)"* - - - (tm —bm )™ ¥ €, sON constantes en el dlgebra
A (2, a;,7i5). La serie converge normalmente en Em(ﬁo,po)xék(b, py), donde

ém(fo,po) y ék(b, pp) denotan el interior de B,,(£°, p,) v B (b, pp) respectiva-
mente (son las bolas abiertas). Ademads B, (£°, po) X Bi(b, pp) C 2.

Sea ahora o¢o :ém(fo, Po) N (09) entonces el sistema 0 = {o¢o : £° € 0N}
es un cubrimiento abierto de 9. Como 0f) es compacta, existe un subcubrim-
iento finito de estos abiertos que denotaremos por {o1,032,...,0p}.

Consideremos los conjuntos I'y = 01, I'o = 02 \I'y,..., I =0, \ (1 U... U
Ty1). Luego 90 = UJ)_ Tj y IiNT; = 0 sii # j. De aqui que podamos
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escribir

c(ag,vij) - Flz,t) = ZFq(:mt), con Fy(z,t) = /F E(& x)dof(&,1).

q=1

Por lo tanto basta con dar una representacién en serie de potencias para estas
F,. Por definicién vemos que, si £ € T'y, entonces & € B,,(£9, pg), donde &7 €
0y pg > 0. Para estos £ tenemos que

F& )= > D€ — &)t —b)”
w,v=0

[e]
y esta serie converge normalmente en B,,(£9, pg) X Br(b, p). Por otro lado, si =
estd suficientemente cerca de a tenemos

E(& )= ds(z—a)’
B=0

donde 8= (B0, B1, .-, Bm), (x —a)’ = (xg — ag)® (z1 — a1)"' -+ (X — am)?m,
dg son constantes del dlgebra y la serie converge normalmente. De estas repre-
sentaciones se sigue que

Fy(z,t)= > Cf(@—a)’(t—b)"
B,v=0

convergiendo normalmente en una vecindad suficientemente pequena de (a, b).

Como c(a,vi;) - F' es suma de las Fy, la propia c(a;,;;) - F' puede ser
representada como una serie de potencias que converge normalmente en una
vecindad suficientemente pequena de (a,b). Como (a,b) € Q x T fue tomado de
forma arbitraria, el resultado se sigue en todo £ x T. ]

A continuacién probaremos con la ayuda de los dos lemas anteriores un
teorema de extension para funciones monogénicas con parametro y valores en
An(2, a4, 7vi5)-

Teorema 8. Considere m <n, k <n yQ, T dominios acotados en R™1(z) y
RF+L(t) respectivamente. Suponga que ¥ es una vecindad abierta de 9(Q x T).
Suponga también que f(x,t) es una funcion con valores en Ay (2,,7ij), real
analitica en ¥ y monogénica a izquierda en la variable x, para cada t fijo.
Entonces existe una tnica funcion G(z,t) definida en Q x T con las mismas
propiedades que [ y que ademds satisface G(x,t) = f(x,t) en X.

Demostracién Sea F(z,t) definida por la férmula (13), donde f(z,t) es la
funcién dada. Por el Lema 3, c(a,7;;) - F(x,t) estd definida y es real analitica
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en (z,t) € QxT. Ademds, por definicién F' es monogénica con respecto a x € €2,
para t € T fijo. Cuando t estd suficientemente cerca de 9T y x € Of) se tiene
que (z,t) € ¥y la parte derecha de la ecuacién (13) es la Férmula Integral de
Cauchy para f(z,t). Con lo cual ¢(ey,v;;) - F(z,t) = f(z,t) para tales t. Por el
teorema identidad para funciones real analiticas, se tiene que ¢(cy,vi;)-F(z,t) =
f(z,t) en . Luego, G(z,t) = c(ay,vij) - F(z,t) es la extension de f(z,1)
buscada. Por el Lema 2 se sigue que tal extensién es tnica. |

Sea el conjunto dado por R™*1 x ... x R+l =RM donde 1 <m; <n
con j = 1,....l y M = mqy + ---+ my + [. Al igual que antes, consider-
emos funciones f definidas en 2 y tomando valores en el &dlgebra de Clif-
ford A, (2, a;,7ij;), es decir, flx® o 20y = Y oa falz® .. 2W)e,, donde
z\¥) = (ac((f), ... ,x%?) eR™H paraj=1,...,1L

Definicién 3. Diremos que f: Q — A, (2, a;,7ij) es multi-monogénica en Q si
y solo si f € CL( Ay (2, i, 7ij)) y satisface el sistema Dy f =300 €0 f =
0.

Sea f una funcién multi-monogénica en Q y B(a,r) = Bi(aM,r1) x ... x
By(aV,r;), donde Bj(a'?),r;) es una bola en R™*! con centro en al) =

(a((f), . ,a%?j) y radio 7; > 0. Suponga que B(a,r) C Q. Sea (z™1),... | z(®) E}()}(a,r)
y consideremos a f como una funcién de la variable (1) solamente, manteniendo
fijas las variables restantes. Entonces f es una funcién monogénica a izquierda
y por lo tanto podemos usar la Férmula Integral de Cauchy (8), obteniendo asf

C(Oéjv’)/ij)f(z(l)a e 7x(l)) = /SB E(E(l)ax(l)) : dg(g(l)) ' f(g(l)’x@)’ e 717(1))'
1 (14)

Un razonamiento andlogo nos lleva a la expresion

C(ajalyij)f(g(l)a $(2), e 7x(l)) = / E(£(2)71~(2))d0—(£(2))f(f(l)vé‘@)’x@)’ e 71'(1))

aBQ
(15)
al considerar f(g(l),x@), e ,x(l)) como funcién de la variable z(?) solamente,
manteniendo las demés fijas. Sustituyendo ahora (15) en (14) obtenemos

(e(ay,7i)* faD 2@, 2 )
= / B(ED,2M)do(€ ) BED, 2)-do () f(€V, 6@, 2 ),
OB1x0B>
(16)

Repitiendo este procedimiento obtenemos la Formula Integral de Cauchy para
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funciones multi-monogénicas en el algebra A, (2, a;,7vij;):

(C(Ctj,’yij))lf(l‘(l),x@), A
:/ BED 20) . do(e®) ... BED, 20 . do(€D) . f(eD @ ... 0y
oo B
(17)

donde 9gB = OBy x --- x OBy y los do(£9)) estén definidos como antes.
En lo que sigue sean Q = Q1 x --- x ; € RM™ un policilindro, donde Q; son
dominios en R™+1(20)) para j =1,...,1, y ¥ una vecindad abierta de 9.

Teorema 9. Para toda funcion multi-monogénica f en X con valores en Ay (2, o, ¥ij),
existe una unica funcion multi-monogénica G en QUX tal que G = f en X.

Demostracién Consideremos a f como una funcién monogénica con respecto

a la variable z(!) € Q; y dependiendo de t = (x(2), e ,a:(l)) como parametro,
entonces del Teorema 8 se sigue que existe una funcién G(x(l),x(2), e ,x(l))
definida en QU Y, monogénica con respecto a (1), real analitica con respecto a

todas las variablesen Qy G = fen ¥. Paraj =2,...,Isea Gj(zM ... 20 ... 20) =
D, G. Entonces G es real analitica con respecto a () en 2, fijando las otras
variables. Six() estd suficientemente cerca de 0f); entonces v = (m(l), v, z@ ,x(l)) €
Y. De aqui que G = f, es decir, G; = D ;) f = 0 en X. Por el teorema iden-

tidad para funciones real analiticas se tiene que G; = D ;G = 0, vz () e Q;.

De manera que G es multi-monogénica en () y es la extensién requerida para f.

La unicidad de dicha extensién se sigue del Lema 2. [ |
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