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Operadores casi llenos y de radio numérico

alcanzable

Edixo Rosales

Resumen. Si T es un operador acotado en un espacio de Banach
complejo X y ‖T‖ = |λ|, donde λ es un valor propio de T , se dice
que T es de radio numérico alcanzable. Análogamente que T es un

operador casi lleno, si
M

TM
es de dimensión finita para cada M

subespacio invariante de T .

Se prueban los siguientes resultados:

1.-Si X es un espacio de Banach uniformemente convexo,
T ∈ B(X) un operador invertible y A ∈ Alglat T

⋂
{T}′, tal que

‖A‖ = 1, σ(A) ⊂ {λ ∈ C : |λ| = 1}, A un operador lleno, entonces
T es lleno, o A es de radio numérico alcanzable.

2-Si X es un espacio de Banach uniformemente convexo,
T ∈ B(X) es invertible, A ∈ AlglatT

⋂
{T}′ es tal que (a) A es

casinilpotente y (b) A es casi lleno, entonces T es lleno.

Abstract. If T is a bounded operator on X, where X is a complex
Banach space and ‖T‖ = |λ|, where λ is an eingenvalue of T , then
we say that T has reachable numerical radius. Similarly, we say

that T is nearly full if
M

TM
is finite-dimensional for every invariant

subspace M of T

We prove the following results:

1.-If X is an uniformly convex Banach space, T ∈ B(X)
an invertible operator and A ∈ Alglat T

⋂
{T}′ is such that

‖A‖ = 1, σ(A) ⊂ {λ ∈ C : |λ| = 1} and A is full operator, then T
is full or A has reachable numerical radius.
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2-If X is an uniformly convex Banach space , T ∈ B(X) an
invertible operator and A ∈ AlglatT

⋂
{T}′ is such that A is

quasinilpotent and is nearly full, then T is full.

1. Preliminares

Para nosotros X será un espacio de Banach complejo y X∗ su espacio
dual. También B(X) denotará el espacio de los operadores lineales acotados
en X), y K(X) ⊂ B(X) los operadores compactos en X . Si A ∈ B(X),
entonces A

′
será su traspuesto. Un subespacio (cerrado)M de X se llama

invariante para T ∈ B(X) si TM ⊂ M . Por latT entenderemos la familia
de todos los subespacios invariantes de T . Un operador T ∈ B(X) se lla-
mará lleno si TM = M, ∀ M ∈ latT , donde la barra denota la clausura
topológica en la norma. Análogamente T ∈ B(X) se dirá casi lleno si el espacio

cociente
M

TM
, es de dimensión finita. Note que todo operador lleno es casi lleno.

Si T ∈ B(X), por el conmutante de T , que denotaremos por {T}′ ,
entenderemos la familia de todos los operadores que conmutan con T . Por
AlglatT , representaremos la familia de todos los operadores S ∈ B(X), tales
que latT ⊂ latS. Un operador T se dirá acotado por potencias, si la sucesión
numérica {‖Tm‖}+∞m=1 es acotada, y casinilpotente cuando ĺım

m→+∞
‖Tm‖ 1

m = 0.

El rango numérico espacial del operador T , es el conjunto numérico
Wesp(T ) = {f(Tx) : f ∈ X∗, x ∈ X, f(x) = ‖f‖ = ‖x‖ = 1}.

Una isometŕıa importante para nosotros es la que define J : X → X∗∗

dada por J(x) = Jx, donde Jx(f) = f(x), ∀ f ∈ X∗. Es conocido que
‖J(x)‖ = ‖x‖, ∀ x ∈ X. Si J es sobre, entonces se dirá que el espacio
X es de Banach reflexivo. Un espacio de Banach X se dirá uniforme-
mente convexo, si dado ε > 0, 0 < ε ≤ 2, existe un 0 < δ tal que

∀ x, y ∈ X, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ε ≤ ‖x − y‖ ⇒ ‖x+ y

2
‖ ≤ 1− δ. Análo-

gamente que X es estrictamente convexo, si dados x, y ∈ X tales que
‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖, entonces los vectores x, y son linealmente dependientes.
Todo espacio de Banach X estrictamente convexo es uniformemente convexo y
todo X uniformemente convexo es reflexivo.

Un operador T ∈ B(X) se llamará de radio numérico alcanzable, si
‖T‖ = |λ|, con λ ∈ σp(T ), donde σp(T ) significará el conjunto de los valores
propios del operador T .
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Finalmente, indicamos que si X es un espacio de Banach y {xmn } una

sucesión doble en X, entonces

+∞∨
m=0

+∞∨
n=0

xmn expresará la clausura en la topoloǵıa

de la norma del subespacio generado por {xmn }.

El siguiente resultado aparece en la referencia [8]:

Teorema 1. (Sarason) Sea T ∈ B(X). Si ρ(T ) es la resolvente de T y ρ∞ es
la componente conexa no acotada de ρ(T ), entonces:

(1) Si λ y λ0 pertenecen a la misma componente conexa de ρ(T ), entonces
lat(T − λ)−1 = lat(T − λ0)−1

(2) Si λ ∈ ρ∞(T ) entonces lat(T − λ)−1 = latT .

2. Operadores casi llenos y de radio numérico alcanzable

Los siguientes tres resultados aparecen inicialmente en la referencia [3], y se
dan para hacer autocontenida la exposición del art́ıculo:

Lema 1. Si A ∈ B(X) es acotado por potencias y f ∈ X∗, x0 ∈ X tales que
ĺım

m→+∞
f(Amx0) = α 6= 0, entonces A′ tiene un punto fijo.

Demostración. Como A es acotado por potencias, para cada x ∈ X tenemos
que {f(Amx)}+∞m=1 ∈ l∞. Si L es un ĺımite de Banach en l∞, entonces
θ : X → C, dada por θ(x) = L({f(Amx)}) es un funcional lineal y acotado.
Como L({f(Amx0)}) = ĺım

m→+∞
f(Amx0) 6= 0, se deduce que θ 6= 0. Además

L({xn}+∞n=1) = L({xn}+∞n=2), ∀ {xn}+∞n=1 ∈ l∞ ⇒ θ(Ax) = θ(x), ∀ x ∈ X ⇒
A′(θ) = θ.

Corolario 1. Si A ∈ B(X) es acotado por potencias,X es un espacio de Banach
reflexivo, entonces Ax = x para algún x ∈ X, x 6= 0, si y sólo si, A′θ = θ para
algún θ ∈ X∗, θ ∈ X∗

Demostración. Para ver el directo, si Ax = x para algún x ∈ X, x 6= 0,
entonces Anx = x, ∀ 1 ≤ n, y por el teorema de Hahn-Banach, existe f ∈ X∗,
un funcional de norma 1 con f(x) 6= 0 ⇒ f(Anx) = f(x) → f(x) = α 6= 0. Se
aplica el lema anterior.
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Para ver el rećıproco, supongamos que existe θ ∈ X∗ tal que A′(θ) = θ.
Como ‖(A′)nϕ‖ = ‖ϕ ◦ An‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖An‖ ≤ ‖An‖ (‖ϕ‖ = 1) ⇒ A′ es acotado
por potencias ⇒ ∃ J ∈ (X∗)∗ = X∗∗ tal que A

′′
J = J = Jx (x ∈ X), donde

J(f) = Jx(f) = f(x), ∀f ∈ X∗. Se tiene que A′′Jx = Jx ⇒ Ax = x. De lo
contrario existe f ∈ X∗ tal que f(Ax) 6= f(x). Se deduce por lo tanto que
(A′′Jx)f = f(Ax) = f(x) lo cual es una contradicción.

Corolario 2. Si A ∈ B(X) es acotado por potencia y A′ no tiene valores
propios de valor absoluto 1, entonces A−λI es lleno, para cada λ ∈ C, |λ| = 1.

Demostración. Supongamos que A−λI no es lleno, para algún λ ∈ C, |λ| = 1.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que λ = 1.

Sea M ∈ latT tal que (A− I)M  M . Por el teorema de Hahn-Banach,
existe x0 ∈M, f ∈ X∗ tal que f(x0) 6= 0, f(((A− I)M) = 0.

Veamos que f(Amx0) = f(x0), ∀ m ≥ 0. Note que Amx0 ∈M . Se tiene que
f((A− I)Am(x0)) = 0, de lo que se deduce que f(Am+1(x0)) = f(Am(x0)). La
prueba se sigue por inducción. Usando el lema 1, tenemos que 1 ∈ σp(A′), lo
cual es una contradicción.

Teorema 2. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo, T ∈ B(X)
un operador invertible y A ∈ Alglat T

⋂
{T}′, tal que ‖A‖ = 1, σ(A) j {λ ∈ C :

|λ| = 1}, A un operador lleno, entonces T es lleno, o A es de radio numérico
alcanzable.

Demostración. Supongamos que T no es lleno, entonces existe M ∈ latT ,

tal que TM  M, dim
TnM

Tn+1M
= 1, vectores unitarios xn ∈ X y fn ∈ X∗

funcionales de norma 1, tales que

TnM = 〈xn〉
⊕
Tn+1M , fn(xn) = 1 y fn(Tn+1M) = 0.

Se tiene que

Txn = αnxn+1 + yn+2, yn+2 ∈ Tn+2M (∗)

Axn = βnxn + zn+1, zn+1 ∈ Tn+1M (∗∗).

Como xn = αnT
−1xn+1 + T−1yn+2, T

−1yn+2 ∈ Tn+1M ⇒ αn 6= 0.
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Usando (*) y (**), la forma como actúan los funcionales y que
A ∈ AlglatT

⋂
{T}′, se deduce que

αnβn+1 = αnβn ⇒ βn = βn+1, ∀ n ≥ 0. Si β0 = 0, entonces

Ax0 = z1 ∈ TM ⇒ x0 ∈ A−1z1 ∈ TM , por ser el operador A lleno, lo cual
conduce a un absurdo.

Vamos a demostrar que A− β0I no es un operador lleno.

Como (A − β0I)(x0) ∈ TM y TM es invariante para A, entonces
(A − β0I)n(x0) ∈ TM para todo n, luego f0(A − β0I)n(x0) = 0, con lo que
(A − β0I) no puede ser lleno. Se prueba usando el teorema de Sarason que

|β0| = 1 y por lo tanto A′ tiene un valor propio λ, |λ| = 1. Se deduce que (
1

λ
A)
′

tiene un punto fijo ⇒ 1

λ
A tiene un punto fijo ⇒ λ ∈ σp(A)⇒ ‖A‖ = |λ| = 1.

Teorema 3. Si T ∈ K(X), tal que ‖T‖ = 1 = sup
λ∈Wesp(T )

|λ|, X estrictamente

convexo, entonces T es de radio numérico alcanzable.

Demostración. Existen fn ∈ X∗, xn ∈ X tales que fn(xn) = 1 y |fn(Txn)| → 1.
Como X es uniformemente convexo,

existe xnk
→ x (∗) en la topoloǵıa débil σ(X,X∗) ⇒ Txnk

→ Tx (∗∗) en
norma, ya que T es compacto.

Por otro lado fnk
→ f (∗ ∗ ∗) en la topoloǵıa débil * σ(X∗,X), f ∈ BX∗ .

Se deduce de (**) y (***) que fnk
Txnk

→ fTx⇒

1 = |fTx| ≤ ‖x‖ ⇒ lim‖xnk
‖ ≤ ‖x‖ ⇒ xnk

→ x en norma

⇒ fnk
xnk

= 1→ fx = 1.

Esto demuestra que ‖T‖ = |fTx| ⇒ fTx ∈ σp(T ), por ser X estrictamente
convexo. Ver la referencia [4, pág.93].

Teorema 4. Si T ∈ B(X) es invertible, X uniformemente convexo y A ∈
AlglatT

⋂
{T}′ es tal que (a) A es casinilpotente y (b) A es casi lleno, entonces
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T es lleno.

Demostración. Supongamos que el operador T no es lleno. Existe un M ∈ latT

dim
TnM

Tn+1M
= 1, Tn = 〈xn〉

⊕
Tn+1M, ‖xn‖ = 1 ∀ 0 ≤ n. Sean fn

funcionales tales que

fn(xn) = ‖fn‖ = 1, fn(Tn+1M) = 0.

Existe k ≥ 0, tal que {Axn} ⊂ T kM, {Axn} " T k+1M .

En caso contrario si N =

+∞∨
n=0

+∞∨
m=0

Amxn y

n∑
i=r

αixi ∈ AN ⊂ T r+1M (αr 6= 0)⇒

fr(

n∑
i=r

αixi) = αr = 0, lo cual es absurdo. Es decir la familia {xn +AN} es

linealmente independiente. Esto contradice que A es casi lleno.

Se tiene que Txn = αnxn+1 + yn+2 (yn+2 ∈ Tn+2M (∗)) y

Axn = βnxn+k + zn+k+1 (zn+k+1 ∈ Tn+k+1M)(∗∗).

Como AT (xn) = αnβn+1xn+k+1 + ω1 (ω1 ∈ Tn+k+2M) y

TA(xn) = βnαn+kxn+k+1 + ω2 (ω2 ∈ Tn+k+2M)⇒

fn+k+1(AT (xn)) = fn+k+1(TA(xn))⇒ αnβn+1 = βnαn+k (∗ ∗ ∗).

Por la elección de k, se tiene que β0 6= 0 y por lo tanto βn 6= 0, ∀ n.

Usando (∗∗) deducimos que Arx0 = β0....β(r−1)kxrk + ω (ω ∈ T rk+1M)⇒

|frk(Arx0)| = |β0...βr−1| ⇒ |β0...βr−1|
1
r ≤ ‖Ar‖ 1

r → 0.

Si k = 0, entonces β0 = 0, lo que contradice la elección de k.

Por lo tanto 1 ≤ k. De (∗ ∗ ∗) deducimos que :

β0 =
α0...αk−1
αk....α2k−1

βk = .... =
α0...αk−1

α(r−1)k....αrk−1
β(r−1)k (∗ ∗ ∗∗).
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Como Txn = αnxn+1 + yn+2 ⇒ xn = αnT
−1xn+1 + T−1yn+2 ⇒ 1 =

αnfn(T−1xn)⇒

1 ≤ |αn| ‖T−1‖ ⇒
1

‖T−1‖
≤ |αn| ≤ ‖T‖.

Usando (∗ ∗ ∗∗) se obtiene:
|β0|r

‖T‖(r−1)k ‖T−1‖(r−1)k
≤ | β

r
0αk...αrk−1

(α0...αk−1)r−1
∣∣ =

|β0...βr−1| ⇒ ĺım
r→+∞

( |β0|r

‖T‖(r−1)k ‖T−1‖(r−1)k
) 1

r =
β0

‖T‖k ‖T−1‖k
= 0, lo que

es una contradicción.

Teorema 5. Si T ∈ B(X) es invertible y latTn = latT , entonces Tn (n > 1)
es un operador lleno.

Demostración. Demostremos que T es un operador lleno. De lo contrario existe

un M ∈ latT , tal que dim
M

TM
= 1 ⇒ M = 〈x〉

⊕
TM . Sea f ∈ X∗, tal que

f(x) = 1, f(TM) = 0.

Consideremos N =

+∞∨
m=0

(Tn)mx ∈ latTn = latT .

Veamos que Tx /∈ N . Si Tx ∈ N , entonces Tx = ĺımPα(Tnx) donde la con-
vergencia es en norma. Se deduce que f(Tx) = ĺımPαf(Tnx) = ĺımPα(0) = 0.
Es decir si Qα = Pα − Pα(0), entonces ĺımQα(Tnx) = Tx, donde Qα es un
polinomio sin términos independientes ⇒ x = ĺımQα(Tn−1x) ⇒ f(x) = 0, lo
cual es una contradicción.

Si N ∈ latT , entonces TnN = T (Tn−1N) = Tn−1N = .... = T (TN) =
TN = N .

Teorema 6. Sea T ∈ B(X) donde X es un espacio de Banach estrictamente
convexo. Si ‖T‖ = |λ|, λ ∈ σ(T )− σp(T ), entonces T − λ es un operador lleno.

Demostración. Si T − λ no es lleno, existe x ∈ X, f ∈ X∗, tales que

f(x) = ‖f‖ = ‖x‖ = 1 y f((T − λ)x) = 0, luego f(Tx) = λ. Como

‖T‖ = |λ|, entonces λ ∈Wesp(T )⇒ λ ∈ σp(T ), lo cual es absurdo.
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