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Operadores casi llenos y de radio numérico
alcanzable

Edixo Rosales

Resumen. Si T es un operador acotado en un espacio de Banach
complejo X y ||T'|| = |A|, donde A es un valor propio de T, se dice
que T es de radio numérico alcanzable. Andlogamente que T es un

operador casi lleno, si es de dimensién finita para cada M

subespacio invariante de T'.
Se prueban los siguientes resultados:

1.-Si X es un espacio de Banach uniformemente convexo,
T € B(X) un operador invertible y A € Alglat T({T}', tal que
Al =1, o(A) c {A € C: |A] =1}, A un operador lleno, entonces
T es lleno, o A es de radio numérico alcanzable.

2-Si X es un espacio de Banach uniformemente convexo,
T € B(X) es invertible, A € AlglatT ({T}’ es tal que (a) A es
casinilpotente y (b) A es casi lleno, entonces T es lleno.

Abstract. If T is a bounded operator on X, where X is a complex
Banach space and ||T'|| = |\|, where X is an eingenvalue of T', then
we say that T has reachable numerical radius. Similarly, we say

M
that T is nearly full if —= is finite-dimensional for every invariant
subspace M of T

We prove the following results:

1-If X is an uniformly convex Banach space, T € B(X)
an invertible operator and A € Alglat T({T} is such that
Al =1, o(A) c {A € C: |\ =1} and A is full operator, then T
is full or A has reachable numerical radius.
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2-If X is an uniformly convex Banach space , T € B(X) an
invertible operator and A € AlglatT (\{T} is such that A is
quasinilpotent and is nearly full, then T is full.

1. Preliminares

Para nosotros X serd un espacio de Banach complejo y X* su espacio
dual. También B(X) denotaréd el espacio de los operadores lineales acotados
en X), vy K(X) c B(X) los operadores compactos en X . Si A € B(X),
entonces A’ serd su traspuesto. Un subespacio (cerrado)M de X se llama
invariante para T € B(X) si TM C M. Por latT entenderemos la familia
de todos los subespacios invariantes de T. Un operador T € B(X) se lla-
mard lleno si TM = M, ¥ M € latT, donde la barra denota la clausura
topoldgica en la norma. Andlogamente T € B(X) se dird casi lleno si el espacio

M
cociente T es de dimensién finita. Note que todo operador lleno es casi lleno.

Si T e B(X), por el conmutante de T, que denotaremos por {T},
entenderemos la familia de todos los operadores que conmutan con 7. Por
AlglatT |, representaremos la familia de todos los operadores S € B(X), tales
que latT C latS. Un operador T se dird acotado por potencias, si la sucesién
numérica {||7™|};:%°, es acotada, y casinilpotente cuando mE}Eoo \|Tm||% = 0.

El rango numérico espacial del operador T, es el conjunto numérico
Wesp(T) ={f(Tz): f € X*, z € X, f(z) =|fll = |z =1}.

Una isometria importante para nosotros es la que define J : X — X**
dada por J(z) = J,, donde J,(f) = f(z), ¥V f € X*. Es conocido que
|J(x)]| = ||z|, ¥V « € X. Si J es sobre, entonces se dird que el espacio
X es de Banach reflexivo. Un espacio de Banach X se dird uniforme-
mente convexo, si dado ¢ > 0, 0 < € < 2, existe un 0 < § tal que

Tty [
Vo g e X ol = ol = Lo < eyl = 125 <14 Andlo-
gamente que X es estrictamente convexo, si dados z, y € X tales que
|z + y|l = l|z|| + |ly||, entonces los vectores x, y son linealmente dependientes.

Todo espacio de Banach X estrictamente convexo es uniformemente convexo y
todo X uniformemente convexo es reflexivo.

Un operador T' € B(X) se llamard de radio numérico alcanzable, si
IT| = |\, con A € 0,(T), donde 0,(T) significard el conjunto de los valores
propios del operador T'.
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Finalmente, indicamos que si X es un espacio de Banach y {2} una
+oo +oo

sucesion doble en X, entonces \/ \/ x expresard la clausura en la topologia

m=0n=0
de la norma del subespacio generado por {z}.

El siguiente resultado aparece en la referencia [8]:

Teorema 1. (Sarason) Sea T € B(X). Si p(T) es la resolvente de T y poo €5
la componente conexa no acotada de p(T'), entonces:

(1) Si X y Ao pertenecen a la misma componente conexa de p(T'), entonces
lat(T — \)71 = lat(T — Xo)~*

(2) Si X € poo(T) entonces lat(T — \)~1 = latT.

2. Operadores casi llenos y de radio numérico alcanzable

Los siguientes tres resultados aparecen inicialmente en la referencia [3], y se
dan para hacer autocontenida la exposicién del articulo:

Lema 1. Si A € B(X) es acotado por potencias y f € X*, xo € X tales que
lim f(A™xo) = o # 0, entonces A’ tiene un punto fijo.

m—r—+oo

Demostracion. Como A es acotado por potencias, para cada x € X tenemos

que {f(A™z)}t2° € lw. Si L es un limite de Banach en [, entonces

0 : X — C, dada por 0(x) = L({f(A™x)}) es un funcional lineal y acotado.

Como L({f(A™xo)}) = mErEOO f(A™zg) # 0, se deduce que 6§ # 0. Ademds

L{za}n2) = L{za}n23), ¥V {za}i2] € loo = 0(A2) = 0(2), V2 € X =
A0)=16

O

Corolario 1. 5i A € B(X) es acotado por potencias,X es un espacio de Banach
reflexivo, entonces Ax = x para algin x € X, x # 0, si y sélo si, A’0 = 0 para
algin 6 € X*, § € X*

Demostracion. Para ver el directo, si Az = x para algin « € X, = # 0,
entonces A"x = x, V1 < n, y por el teorema de Hahn-Banach, existe f € X*,
un funcional de norma 1 con f(z) # 0= f(A"z) = f(z) = f(x) = a #0. Se
aplica el lema anterior.
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Para ver el reciproco, supongamos que existe § € X* tal que A’(6) = 6.
Como [[(A')" ¢ = [l o A™[| < [l@]| [A™]| < [|A™]] ([l¢]l = 1) = A" es acotado
por potencias = I J € (X*)*=X*"*talque A J=J =J, (z € X), donde
J(f) = J(f) = f(z), Vf € X*. Se tiene que A”J, = J, = Az = z. De lo
contrario existe f € X* tal que f(Az) # f(x). Se deduce por lo tanto que
(A" J.)f = f(Az) = f(z) lo cual es una contradiccidn.

O

Corolario 2. Si A € B(X) es acotado por potencia y A’ no tiene valores
propios de valor absoluto 1, entonces A— NI es lleno, para cada X € C, |A\| = 1.

Demostracion. Supongamos que A — Al no es lleno, para algin A € C, |A\| = 1.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A\ = 1.

Sea M € latT tal que (A—I)M ¢ M. Por el teorema de Hahn-Banach,
existe g € M, f € X* tal que f(zo) #0, f((A—1)M)=0.

Veamos que f(A™zg) = f(xg), V m > 0. Note que A™xo € M. Se tiene que
F((A=T1)A™(z0)) = 0, de lo que se deduce que f(A™(zg)) = f(A™(x0)). La
prueba se sigue por induccién. Usando el lema 1, tenemos que 1 € 0,(A’), lo
cual es una contradiccion.

O

Teorema 2. Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo, T € B(X)
un operador invertible y A € Alglat T ({T}, tal que ||A|| =1, c(A) S {r e C:
Al = 1}, A un operador lleno, entonces T es lleno, o A es de radio numérico
alcanzable.

Demostracion. Supongamos que T no es lleno, entonces existe M € latT),
mn
tal que TM g .2\4-7 dlmm

funcionales de norma 1, tales que

=1, vectores unitarios z,, € Xy f, € X*

T'"M = (2,) T M, fo(x,) =1y fu(T"IM) = 0.
Se tiene que

Ty = pZny1 + Ynt2, Yntz € TPT2M (%)

Ay = BnZn + 2Zni1s Zni1 € TVPIM (5%).

Como ,, = anT w1 + T Ynio, T ypyo € TV M = «,, #0.
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Usando (*) y (**), la forma como actian los funcionales y que
A € AlglatT ({TY}, se deduce que

OnfBrnt1 = Onfrn = Bn = Pnt+1, ¥ n > 0. Si By = 0, entonces

Axg =2 € TM = 9 € A2, € TM, por ser el operador A lleno, lo cual
conduce a un absurdo.

Vamos a demostrar que A — 8ol no es un operador lleno.

Como (A — Bol)(xg) € TM y TM es invariante para A, entonces
(A = Bol)™(x9) € TM para todo n, luego fo(A — Bol)™(z9) = 0, con lo que

(A — BoI) no puede ser lleno. Se prueba usando el teorema de Sarason que
/

1
|Bo| = 1y por lo tanto A’ tiene un valor propio A, |A| = 1. Se deduce que (XA)
1
tiene un punto fijo = XA tiene un punto fijo = A € 0,(4) = ||4|| = |A\| = 1.
O

Teorema 3. 5i T € K(X), tal que |[T||=1= sup |)|, X estrictamente
AEW,op (T)

convezo, entonces T es de radio numérico alcanzable.

Demostracion. Existen f, € X*, x,, € X tales que fn(2,) =1y |fn(Tzy)| — 1.
Como X es uniformemente convexo,

existe x,, — x (*) en la topologia débil o(X,X*) = Tx,, — Tz (**) en
norma, ya que 7' es compacto.

Por otro lado f,, — f (x*x) en la topologia débil * ¢(X*,X), f € Bx-~.
Se deduce de (**) y (***) que f,, Tzn, — [Tz =

1= |fTz| < || = lim||z,, | < ||z|| = ©pn, — = en norma

= fapZn, =1 — fo=1.

Esto demuestra que ||T|| = |fTxz| = fTx € 0,(T), por ser X estrictamente
convexo. Ver la referencia [4, pag.93].

O

Teorema 4. Si T € B(X) es invertible, X uniformemente convexo y A €
AlglatT O{TY} es tal que (a) A es casinilpotente y (b) A es casi lleno, entonces
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T es lleno.
Demostracion. Supongamos que el operador 1" no es lleno. Existe un M € latT

. "M n "
dim s =1, T = () P T"'M, o]l = 1Y 0 < n. Sean f,

funcionales tales que

fn(xn) = ||fn|| =1, fn(TnJrlM) =0.

Existe k > 0, tal que {Az,} C T*M, {Az,} £ TF1M.

400 400
En caso contrario si N = \/ \/ Az, y

n=0m=0

> i € AN C TP M (a, #0) =

fr(z a;1;) = o, = 0, lo cual es absurdo. Es decir la familia {z,, + AN} es

linealnigrqte independiente. Esto contradice que A es casi lleno.
Se tiene que T, = pTpni1 + Ynt2 (Ynio € T"T2M (%)) y
Ay = Bnnyk + Znibs1 (Zngrrr € TPHHIM) (xx).
Como AT () = opfni1Znirsr +wi (w1 € T"HFH2M) y
TA(xn) = BnQntkTntkt1 + w2 (wo € T"+k+2M) =
Ikt 1 (AT (20)) = forkt1(TA(T0)) = anbni1 = Bnonyr (x % ).
Por la eleccién de k, se tiene que By # 0 y por lo tanto 8, # 0, V n.
Usando () deducimos que A"z = Bo....8(—1)xTrk +w (w € T*TIM) =

< ||AT||F = 0.

|frie(A"x0)| = |Bo.--Br—1| = |Bo---Br—1

Si k =0, entonces By = 0, lo que contradice la eleccién de k.

Por lo tanto 1 < k. De (x * %) deducimos que :

ag...0—1 ag...0—1
Bo=———Pr= .= ———— Bk (¥ **x).
Af.o...OQ) 1 a(r_l)k....a,«k,l
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Como Tz, = uTpi1 + Ynso = Tn = oI wpg + T e = 1 =
anfn(T_lxn) =

1< Jon| IT7H] =

1
|50|7" < | Bgak'“a’rkfl

Usando (* x #%) se obtiene: [Te=D [T-1[—DF =

(Oto...Olk_l)T71

|BO~-~ﬁr—1‘ = lim ( ( _1)k‘ﬂO|7’_1 : _1)k)% — kﬁO — = 0, lo que
” A e e ]
es una contradiccion.
O

Teorema 5. Si T € B(X) es invertible y latT™ = latT, entonces T™ (n > 1)
es un operador lleno.

Demostracion. Demostremos que T es un operador lleno. De lo contrario existe
.M N
un M € latT, tal que dunm =1= M= <m>@TM Sea f € X*, tal que
fz)=1, f(TM)=0.
+o0

Consideremos N = \/ (T")"x € latT" = latT.
m=0
Veamos que Tx ¢ N. Si Tz € N, entonces Ta = lim P, (T"x) donde la con-
vergencia es en norma. Se deduce que f(Tx) = lim P, f(T™z) = lim P,(0) = 0.
Es decir si Qo = P, — P,(0), entonces lim Q,(T"x) = Tz, donde @, es un
polinomio sin términos independientes = = = im Q,(T" 'z) = f(z) = 0, lo
cual es una contradiccién.

Si N € latT, entonces T"N = T(T""IN) = T""I!N = ... = T(TN) =
TN =N. O

Teorema 6. Sea T € B(X) donde X es un espacio de Banach estrictamente
convezo. Si [|[T]| = |A|, A € o(T) — op(T), entonces T — X es un operador lleno.

Demostracion. Si T — X no es lleno, existe x € X, f € X*, tales que
f@)=|lfll =zl =1y f((T = A)z) =0, luego f(Tz) = A. Como

|IT|| = |Al, entonces A € Weg,(T) = A € 0,,(T), lo cual es absurdo.
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