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Editorial
La conjetura de Goldbach

Oswaldo Araujo

Uno de los problemas abiertos, mas famoso y antiguo, de la teoria de nimeros
es la llamada conjetura de Goldbach. En realidad, se trata de dos conjeturas, la
débil que afirma que:

Que todo niimero impar mayor que 5 puede escribirse como suma de tres nimeros
Primos

y la fuerte:

Todo numero par mayor que 2 puede escribirse como suma de dos numeros
PTimos.

Ambas tienen su origen en la correspondencia entre Euler y Goldbach, en 1742.
Y, si se demuestra la fuerte, la primera quedaria probada automaticamente. En
efecto, si todo nimero par mayor que 4 es la suma de dos niimeros primos, se
puede anadir tres a los nimeros pares mayores que 4 para producir los nimeros
impares mayores que 7.

Christian Goldbach (1690-1764) llegé a esa conjetura experimentalmente.
Grandes avances hacia la prueba de la conjetura débil de Goldbach han sido los
siguientes:

En 1923, los mateméticos ingleses, G.H. Hardy (1877-1947) y J.E. Littlewood
(1885-1977) mostraron que, suponiendo una cierta generalizacién de la hipdtesis
de Riemann la conjetura es cierta para todos los niimeros impares mayores
que una cierta constante C. En 1937, el matematico ruso Ivan M. Vinogradov
(1891-1983) fue capaz de eliminar la dependencia de la hipétesis de Riemann y
demostro directamente que todos los nimeros impares suficientemente grandes
pueden escribirse como suma de tres primos. El primero en hallar un valor

explicito para C fue un alumno de Vinogradov, K. Borodzin, en 1939, a saber,
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C = 314:348,907 Valor que fue mejorado a C = 2,10'346, en 2002, por M. Ch. Liu y
T. Wang. Estos logros, y los realizados, entre otros, por J. R. Chen, Schnirelman,
Klimov, Oliveira e Silva, Herzog, Ramaré y Tao han contribuido, sin duda, en
la busqueda del camino adecuado para conseguir una prueba definitiva de la
conjetura débil de Goldbach. Este objetivo fue, finalmente, alcanzado este ano.
En efecto, el matemético peruano Harald Andrés Helfgott ha podido demostrar
la conjetura débil de Goldbach, problema que habia permanecido irresuelto

durante 271 anos.

Helfgott, nacido en Lima en 1977 y actualmente investigador del Centro
Nacional para la Investigacién Cientifica (CNRS), Paris, publicé un trabajo:
Major arcs for Goldbach’s problem
(http://actualidad.rt.com/ciencias/view/95102-cientifico-demostrar
-problema-matematico), reivindicando la mejora de las estimaciones de los arcos
mayores y menores lo suficiente para demostrar incondicionalmente la conjetura

débil de Goldbach.

Al inicio de su manuscrito Helfgott senala que su resultado es valido para
todo n > C = 10%° y que, el teorema méas importante de su trabajo, ha sido
chequeado deterministicamente, por computadoras, para todo n < 103° (en
realidad, para todo n < 8,875 - 103°). También hace una resefia histérica del
problema, debidamente referenciada, que puede ser consultada al final de su
articulo de 133 péaginas; en particular, las contribuciones de todos los matematicos

citados anteriormente.

La revista PUCP|Punto Edu ((http://puntoedu.pucp.edu.pe) de la Pon-
tificia Universidad Catdlica del Perti (PUCP), reseno el encuentro que sostuvo
Helfgott, el 3 de junio del 2013, con profesores del Departamento de Ciencias,
Seccién Matematicas, de la PUCP, donde respondié a diversas preguntas e
inquietudes relacionadas con la demostracién y relevancia de su trabajo. Con la

finalidad de ilustrar el tipo de interrogantes surgidas, durante tan importante



EDITORIAL 5

evento, me permito transcribir las dos preguntas formuladas por el profesor

Alfredo Poirier y las respectivas respuestas dadas por Helfgott:

Harald, ;para qué sirve todo esto?
Poniendo las cosas en perspectivas, la conjetura era una manera tradicional,
concreta y accesible de plantear el problema general que sigue: como es que
los primos, definidos mediante la multiplicacién, interactian con la suma. Al
final, lo que sera 1util no es el resultado en si, sino los métodos que

tuve que desarrollar y afinar para conseguirlo

(Por qué esto no prueba la conjetura fuerte? Tengo entendido que
buena parte de la prueba depende del afinamiento de ciertos esti-
mados ya trabajados antes. Entonces: json estos estimados 6ptimos
(en el sentido de que no podrdn ser mejorados para llenar eventua-
les vacios en pruebas o simplificarla en el futuro)? ;Por qué estos

estimados dicen poco para la conjetura fuerte?

Los estimados no son necesariamente 6ptimos, aunque se acercan bastante.
Por ejemplo, el estimado que doy para los arcos menores es esencialmente
1S(a/q)| < c(logq)/+/#(q), donde c es una constante un poco menor que 1 (en
verdad depende un tanto de g, pero esta acotada por menos que 1 en el rango
importante); mientras que , por lo menos en un pequeno rango, Ramaré ha
obtenidos |S(a/q)| < 13000,/q/#(q), lo cual es 6ptimo asintéticamente (ya
Vinogradov tenfa un resultado de esa calidad, sin una constante explicita).
Como pueden ver, no sirve en la préctica (puesto que 13000 es una constante
muy grande). En otras palabras, lo que se necesitaba eran estimaciones

utiles pero no necesariamente Sptimas.

El problema con la conjetura fuerte es que la contribucion de los arcos meno-
res (el “ruido”) es en verdad mayor que la contribucién de los arcos mayores.
Por lo tanto, la estrategia de acotar S(«) en los arcos menores y estimarlo en los

arcos mayores no puede funcionar. Necesitariamos estimaciones asintoticamente
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correctas para S(«) con « arbitrario, y esto es algo que no se sabe hacer, aun
bajo la hipdétesis generalizada de Riemann. Hay un articulo en el blog de

Tao que discute esto en detalle.

Oswaldo Araujo
CILA, Departamento de Matematicas,
Facultad de Ciencias, ULA
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ARTICULOS

Topologia de Zariski para el espectro del modulo

libre (K [X])”

Sandra Patricia Barragan Moreno

Resumen. En el documento que a continuacion se presenta se
estudia la topologia de Zariski para el espectro primo del moédulo
libre K [X]®; en particular, se calcula una base de abiertos y se
consideran propiedades como la compacidad, la conexidad y de
separacion intermedias entre Ty y 1.

Abstract. In this paper, the Topology of Zariski is studied for
the prime spectrum of the free module K [X]®, and in particular, a
base of open sets is calculated, and properties such as compacteness,
connectedness and separation Ty and T are considered.

Palabras clave: submédulo primo, topologia de Zariski.

2010 AMS Subject Classifications: Primaria: 13P10. Secundaria:
13E05.

1 Introduccién.

Tomando como base el estudio detallado de la teoria de las Bases de Grobner para
los submédulos de K [z1, ..., x,]° presentado en [1] y los algoritmos presentados
en [4] y [8], se inicia el estudio del espectro primo de K [X]®. Para llevar a cabo
este trabajo en la segunda seccién se establecen las definiciones y proposiciones
preliminares. En la tercera seccion se muestra la definiciéon para la topologia
de Zariski para SpecK [X]’, alli mismo se examina la compacidad, la conexidad
y la separacién para este espacio. Finalmente, en la tercera seccién se exhiben
ejemplos en los que se ha usado el programa CoCoA para facilitar los célculos.
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2 Preliminares.

En adelante, R representa un anillo conmutativo y K un cuerpo.

Definicion 2.1. Sean R un anillo y P un ideal propio. Se dice que P es un
ideal primo de R si para cualesquiera a,b € R con ab € P se cumple que a € P
obeP.

Definicién 2.2. Se denota con X := Spec(R) := {P : P es ideal primo deR}
al espectro primo del anillo R. La coleccion de ideales maximales de R se denota
por Maz(R).

Definicién 2.3. Para cada subconjunto E de R, V(E):={P € X®:E C P}.
Ademds, XI' .= XB -V ({a}) = XE~V ((a)). Finalmente, rad (R) representard
el nilradical de R y consta de los elementos nilpotentes de R.

Definicion 2.4. Un R-mddulo M se dice noetheriano si cada cadena ascendente
de submodulos se estabiliza. FEl anillo R es Noetheriano si considerado como
R-mddulo es Noetheriano.

Definicion 2.5. Sea M un R- mddulo. Para cualquier submddulo N de M se
denota el anulador del médulo M/N por (N : M) y coincide con el conjunto
{reR:rM C N}.

Definicién 2.6. Sean R un anillo y M un R - mddulo. Un submddulo K de
M es submddulo primo si K # M y siempre quer € R y m € M con rm € K,
entoncesr € (K: M) 6 me K.

Definicién 2.7. Se denota con SpecM := {K | es un submddulo primo deM}.
Ademds, el espectro de M relativo al ideal primo P se define por
SpecpM :={K € X : (K : M) = P}.

Definicion 2.8. Sea R un anillo y M un R- mddulo, se dice que M es carente
de primos si X = ¢.

Definicién 2.9. Para X # ¢, se tiene la funcion natural

v: X — XE
K — ¢(K)=(K: M) /AnmM = (K : M)
donde X® = Spec (R, AnnM)
Proposicién 2.10. SpecK [X]° # ¢.

Demostracion. Todo submédulo maximal es primo. En particular cada médulo
no nulo finitamente generado tiene al menos un submoédulo primo. O
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Proposicién 2.11. AnnK [X]* = (0)

Demostracion.
AnnK [X]* = (0: K [X]®) € K [X]

S0€(0: K[X]).

C Sear € (0: K [X]®) entonces rm = 0 para todo m €K [X]°, en particular
para (1,...,1) asi, r(1,...,1) = (0,...,0) de donde (r,...,r) = (0,...,0) y por
tanto r = 0. O

Proposicion 2.12. La funcion natural calculada para los submaodulos U de
SpecK [X]?, equivale a (U : K [X]%).

Demostracién. Como SpecK [X]® # ¢, se tiene que
¥ SpecK [X]° —  Spec(K [X],/AnnK [X]*) = SpecK [X]
U = Y U)=(U:K|[X]?) /AnmmK [X]*

_ 0 KX = (U: K[X))

Proposicién 2.13. Sea I un ideal primo de K [X], el submddulo
IF={m|m=(a,...,as), a; € I}
es primo.

Demostracion. Sea I € SpecK [X], I* es submédulo primo de K [X]°. Para
comprobar esto, primero se vera que I° es submddulo, luego que es propio y
finalmente primo. I°® es submddulo: Sean u,v € I®, entonces u = (ug,...,us) y
v = (v1,...,vs) tales que u;, v; € I para 1 <14 < s. Asi

ut v =(u1,...,us) + (v1,...,05) = (U1 +v1,...,us +vs) € I*

Ahora, sea r € K[X], ru = r(u1,...,us) = (rug,...,rus) € I°. I° es
submédulo propio: Supongamos que I° = K [X]® entonces (1,...,1) € I*
y asi 1 € I que no es cierto. I* es submédulo primo: Sear € K [X] y v € K [X]*
con

rvel®yr¢ (I°: K[X])

entonces rv = (rvy, ..., rvs) donde cada rv; € I. Como I es ideal primo de K [X]
se tiene que r € I o v; € I. Si r € I entonces ru €I° para cualquier u € K [X]°,
lo cual contradice que r ¢ (I° : K [X]*). De modo que v; € I para 1 <i < s.
Por tanto, v € I°. O
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Proposicién 2.14. Si I € SpecK [X] entonces
IK [X]* € SpecK [X]* y UK [X]’ : K [X]*) = I.

Demostracién. Inicialmente se vera que (IK [X]*: K [X]®) = I.

Sea r € (IK [X]®: K [X]®) esto implica que rm € IK [X]® para todo m €
K [X]®, en particular para los elementos de la base candnica e;, esto es re; €
IK [X]?, de modo que r € I. La otra contenencia es fcil de verificar.

Ahora se probard que IK [X]® € SpecK [X]°. Noétese que K [X]® es un
submédulo propio, en otro caso 1 € (IK [X]® : K [X]®) que no es posible, porque
es un ideal propio.

Ya se tiene que (/K [X]® : K [X]®) es un ideal primo. Faltaria probar que

T(K[X]" /1K [X]") = {0}

es decir, considerando a K [X]* /IK [X]® como K [X] /I - médulo, éste resulta
sin torsién. Sea

me T (K[X* /IK[X])

entonces existe 7 # 0 tal que 7m = 0, es decir que rm € IK [X]* de donde
r(my,...,ms) € IK[X]®*. Asi, rm; € I y como I es un ideal primo r € I o
m; € I pero r ¢ I porque 7 # 67 de tal manera que m; € I para 1 < i < s, por
tanto m € IK [X]® y por eso m = 0. O

Proposicion 2.15. La funcién natural v es sobreyectiva.

Demostracion. Las Proposiciones 2.13 y 2.14, permiten mostrar que la funcién
natural es sobreyectiva. O

3 Topologia de Zariski para el espectro primo de K [X]°.

Proposicién 3.1. Para K [X]® como K [X]-médulo y para cualquier N <
K [X]® , se considera la variedad
V(N):={U € SpecK [X]° | (N: K [X]*) C (U : K [X]")}
entonces:
(i) V(0) = SpecK [X]" y V(K [X]") = ¢
(i1) Para cada familia {N;},c; de submddulos de K [X]* se cumple que
Nier VINi) =V (Ee; (Ni 1 K [X]°) K [X]%)

(iii) Para N1, Ny < K [X]® se tiene V (N1) UV (N2) =V (N1 N Na).
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la topologia inducida T se denomina topologia de Zariski para SpecK [X]°
donde

S(K[X]):={V(N): N < K[X]"}

es la coleccion de cerrados.

Proposicién 3.2. Para K [X]* como K [X]- médulo ¢ es continua para la
topologia de Zariski.

Demostracion. Sea VEIXI(I) cerrado en SpecK [X],
VEXI(I)={P: P ¢ SpecK [X], I C P}.

Se mostrard que ! (VEXI (1)) = V(IK [X]*).

D Considérese U € V(IK [X]?), asi U € SpecK [X]* y (IK [X]” : K [X]") C
U K [X]).
Como U € SpecK [X]*, (U : K[X]*) € SpecK [X] ademéas I C (U : K [X]*)
puesto que I C (IK [X]* : K [X]?).

En efecto, parai € I,iK [X]|* C IK [X]® esdecir quei € (IK [X]® : K [X]®) C
(U : K[X]*). »(U) € VEXI(T) pues (U : K[X]*) € SpecK [X] y I C (U :
K [X]?) = (U). En conclusién U € o~ (VEIXI(])).

C Sea U € o Y (VEIXI(])), esto implica que U € SpecK [X]* y ¢(U) €
VEXI(I), ast que mediante la definicién de la funcién, (U : K [X]*) € VEXI(T)
estoes (U: K[X]*) € SpecK [X] y I C (U : K [X]®), de donde

(IK[X]" : K[X]") € (U: K[X]")
se puede concluir entonces que U € V(IK [X]"). O
Proposicién 3.3. V (N) =V ((N: K [X]*) K [X]?)
Demostracion. 2 Sea U € V((N : K [X]*)K [X]’) entonces
(N KX K [X)" - K [X]") € (U K [X]°).

Sir € (N : K[X]%) entonces rm € (N : K [X]) K [X]*, para todo m € K [X]°,
estoes TK [X]” C (N: K[X]")K[X]". Asir € (N : K [X]") K [X]” : K [X]%)
y por hipétesis r € (U : K [X]%).

CSealU € V (N), por definicién de esta variedad (N : K [X]*) C (U : K [X]%).
Sire (N:K[X]")K[X]®: K[X]"), rK [X]® C (N : K[X]?)K [X]*, de aqui
que 7K [X]® C (U: K [X]’) K [X]’, es decir, para todo m € K [X]®, rm €
(U: K[X]°)K[X]*, de donde rm = > | s;m; pero cada s;m; € U pues
5K [X]® C U de modo que la suma también pertenece a U.

Por tanto, rm € U y como U es submdédulo primo, r € (U : K [X]%) 6
m € K [X]®, para todo m € K [X]*. Pero como U C K [X]®, existe m’ ¢ U
luego r € (U : K [X]%). O

—— —~ T

Proposicion 3.4. La funcion natural ) es cerrrada y abierta.
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Demostracién. (i) 9 es cerrada: Se verd que, para todo N < K [X]” se tiene
que ¥ (V (N)) = VEXI((N : K [X]®)). Teniendo en cuenta que 1 es una

funcién continua tal que
o (VIR (1) = VUK X))

para todo ideal I de K [X]. Tomando I = (N : K [X]®), en la Proposicién
3.3 se tiene que

e (VER(V K X)) = VIV < K XP)K X)) = V(N).

De lo que se sigue que ! (VEXI (N : K [X]*))) = V(N), asf que
v (vt (VIR (VK X)) = v (V).

ya que v es sobreyectiva (ver Proposicién 2.15), se concluye que

VAR (N K [X]") = % (V(N)).

(ii) v es abierta:

¥ (SpecK [X I’ V(N))
W (SpecK [X]* =4~ (VK[X] (N:K[X]")))) =
W (¥~ (SpecK [X]) =yt (VA <<N K X]*))) =
¥ (vt (SpecK [X] — VEXI (N : K [X])))) = SpecK [X]-VEXI (N : K [X]"))
pues 1 es sobreyectiva como lo muestra la Proposicién 2.15.

O

Proposicién 3.5. X/ .= SpecK [X]—V ((r)); X, := SpecK [X]°*—V (rK [X]%)

Proposicién 3.6. Sea K [X]® considerado como K [X]- médulo, ¢ la funcién
natural y r € K [X] entonces

(i) vt (xF) = x,

(i) ¥ (X,) = XEX porque ¢ es sobre.

Demostracion. (1) @ ( [X]> Pt (XK[X] — VKX (<7~>)) =t (XK[X])_
Pt (VK (X] ((r))) = SpecK [X]* — ! (VK[X] ((r))) = SpecK [X]* —
V ((r) K [X]*) = SpecK [X]* =V (rK [X]*) = X,.



TOPOLOGIA DE ZARISKI PARA (K [X])° 13

(i) Como v (X/P) = x, v (w1 (X)) € XFP ast que s (X,) €
XTK[X]. Como 1 es sobreyectiva, 1 (1&*1 (qux})> = XTK[X].

Proposicién 3.7. Para K [X]* como K [X]- médulo, B = {Xo}exx) €s una
base para K [X]* donde X, := SpecK [X]|” —V (rK [X]%).

Demostracién. Como SpecK [X]® # ¢, considérese H un abierto no vacio
de SpecK [X]*. Como

S(K[X]) ={V(N) =V UK [X]): I < K[X]}

H = SpecK [X]° — V (IK [X]®) para algtin ideal I de K [X]. Por la
Proposicion 3.3 y por ser 7 topologia se tiene que

V(IM)=V <Z a; K [X]S> =V <<Z a;K[X]°: K [X]5> K[X]S> =

a; €l a; el

4 (Z (a: K [X]" : K[X]S)K[X]S> = ) V(@K [X]")

a; €1 a; €1
Asi,
H = SpecK [X]" — (| V (a:K [X])
a; €I
= |J (SpecK [X]" =V (a:K [X])) = | ] Xa,
a; €l a; €1
Por tanto, B forma una base para la topologia de Zariski. O

Nota 3.8. XTK[X] es un espacio compacto.

Proposicién 3.9. X,. es compacto para cadar € K [X], en particular SpecK [X]*
es compacto.

Demostracién. Tomando X, un abierto bdsico de SpecK [X]°, sea
{X,,, e K[X]: A€ A}

un cubrimiento abierto basico para X, es decir, X, C (Jycp Xry. Como 1 es

sobreyectiva (ver Proposicién 2.15) 1 (X,.) = XX X1,

K[X K[X ;o K[X K[X
XX =9 (X)) ¥ (Urea X)) = Unen X?”A[ Vrast x7 P C Uxea X”[ L
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Como XXX o5 compacto, asi que existe A’ C A, A’ finito tal que qux] C
Usear X X] . Por lo tanto,

o=t () ot (U ) = U ot (09) = U

AEAN! AEN AEAN!

Tomando r = 1, SpecK [X]® es compacto. O

Nota 3.10. Para cualquier anillo R se sabe que las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) X® no es conexo.

(i) R= Ry X Ra, siendo Ry, Ry anillos no nulos.
(iii) R contiene idempotentes no triviales.
Proposicién 3.11. SpecK [X] es conexo.

Demostracion. Teniendo en cuenta la observacién anterior, como K es un cuerpo,
K [X] no contiene otros idempotentes distintos del 0 y el 1, porque es un anillo
que no tiene divisores de cero. Se tiene entonces que SpecK [X] es conexo. [

Proposicién 3.12. SpecK [X]® es conexo.

Demostracién. Supongamos que SpecK [X]® no es conexo. Entonces SpecK [X]*
tiene al menos un subconjunto propio Y no vacio que es simultdneamente abierto
y cerrado. 1 (V) C SpecK [X], 1 (Y) es abierto y cerrado, pero esto no puede
ocurrir porque en la proposicién 3.11 se prob6 que SpecK [X] es conexo. O

Proposicion 3.13. La funcion natural 1 no es inyectiva.

Demostracién. Como K [X]® es finitamente generado, entonces tiene un submédulo
maximal U que es primo, sea [ := (U : K [X]®) su cociente. Ademds, por la
Proposicién 2.14, IK [X]® también es submédulo primo y su cociente coincide
con I, esto es, I = (IK [X]* : K [X]"). Esto implica que

¥ (U) =¢ (IK[X]")
falta ver que U # I K [X]°.
Supongamos que U = IK [X]*. IK [X]® C I*,donde I* = {(a1,...,as)| a; € I}.
En efecto, si I = (hq,...,hs), entonces, un elemento m € I K [X]* es de la forma

mzﬁl(alhl—i——l—anhn)(l,o,,0)++ﬁs(a1h1++anhn)(0,0,,1)

cada f3; > | a;h; € I 'y por esto m € I*.
Pero como U = IK [X]®, IK [X]* adquiere la calidad de maximal y por eso
U = I’ esto implica que I° es también maximal, sin embargo
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U=(I,....I,I) ¢ (I,...,I,K [X])

s-componentes s-componentes

hecho que contradice la maximalidad de I°. O

Definicién 3.14. Sea Y un subconjunto de SpecK [X]®. Se denota con 9 (Y)
la interseccion de todos los elementos de Y, y la clausura de Y en SpecK [X]°
para la topologia de Zariski por cl (V).

Proposicién 3.15. Si Y C SpecK [X]*, V(I (Y)) = cl (V). Ademds, Y es
cerrado si y sélo si V(9(Y)) =Y.

Demostracion. Se mostrard que Y C V(9 (Y)), vy que V(9 (Y)) es el mas
pequetio de los cerrados que contienen a Y. Sea K € Y entonces

9 (Y)=\pey L € K por tanto K € V (9 (Y)).

Ahora, sea V (N) cualquier subconjunto cerrado de SpecK [X]® que contiene
aY es decir Y C V (N) esto implica que para todo K € Y, K € V (N), asi que
para todo K € Y (N : SpecK [X]*?) C (K : SpecK [X]®), en consecuencia

(N : SpecK [X]%) € (Ngey K : SpecK [X]?).

En efecto, si 7 € (N : SpecK [X]"), entonces r € (K : SpecK [X]®) para todo
K €Y, de donde rSpecK [X]® C K para todo K € Y, por esto

rSpecK [X]® € Ngey K v asi 7 € (Ngey K : SpecK [X]*)

(N : SpecK [X]*) C (9 (Y) : SpecK [X]?) entonces V (9 (Y)) C V (N) puesto
que para todo @ € V (¢ (Y)) por definicién se tiene que

(9 (Y) : SpecK [X]*) C (Q : SpecK [X]?)

de donde (N : SpecK [X]*) C (9 (Y) : SpecK [X]*) C (Q : SpecK [X]?).
Por tanto Y C V(9 (Y)) C V (N), de donde el cerrado més pequeno que
contiene a Y es V (¢ (Y)). Por tanto, V (3 (Y)) = ¢l (V).
Finalmente, si Y es cerrado Y = ¢l (YV), entonces Y =l (V) =V (9 (Y)).
O

Proposicién 3.16. SpecK [X]® no es un espacio Tp.

Demostracion. Como la funcién natural ¢ no es inyectiva (ver Proposicién 3.13),
existen U y L que pertencen a SpecK [X]* tales que v (U) = v (L) esto es
(U : SpecK [X]?) = (L : SpecK [X]?). Ahora, supongamos que SpecK [X]’ es
Ty, entonces existe un abierto W tal que U € W pero L € SpecK [X]* — W.
Segun la Proposicién 3.15

SpecK [X]* =W = cl (SpecK [X]* = W) =V (I (SpecK [X]* — W)),
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por esto L € V (9 (SpecK [X]* — W)) de donde

(9 (SpecK [X]® — W) : SpecK [X]*) C (L : SpecK [X]?)
lo que implica que

(9 (SpecK [X]* — W) : SpecK [X]*) C (U : SpecK [X]?)

Asi, U € V (9 (SpecK [X]® — W)) = SpecK [X]® — W que es una contradiccion.
O

Proposicién 3.17. SpecK [X]® no es un espacio T;.
Demostracion. Si el espacio fuera T3 seria Ty lo cual no es cierto. O
Proposicién 3.18. MazK [X]® # SpecK [X]°.

Demostracion. Supongamos que son iguales. Como la funcién natural ¥ no
es inyectiva, existen U y L distintos, que pertencen a SpecK [X]® tales que
Y (U) = (L) esto es (U : SpecK [X]*) = (L : SpecK [X]*). Por otra parte,
UnN L es primo, ya que si 7 € K [X] y m € K [X]® tales que rm € UNL y
r¢ (UNL:KI[X]?) entonces rm € U y rm € L, esto es,

reU:K[X]®)6meU]y[re(L:K[X]’)6me L]
de manera que se tienen las siguientes posibilidades:

(i)Sire (U:K[X])yre (L:K[X]"),rK[X]” CUyrK[X]”CL
entonces 7K [X]|* C U N L por tanto r € (UN L : K [X]*), que contradice
una de las hipétesis.

(i) Sir e (L: K[X]®*) ym € U entonces r € (L : K[X]*) = (U : K [X]*) =
(UNL: K [X]"), que también es una contradiccién.

(iii) Sir € (U: K[X]’)ym € Lsetienequer € (U : K[X]*) = (L: K [X]") =
(UNL: M), siendo contrario a lo supuesto.

(iv) SSmeUymeL, entoncesme UNL.

De modo que U N L es un submédulo primo, ademas UNL C U y UN
L C L pero como MazK [X]* = SpecK [X]°, UNL = U = L que es una
contradiccién. O

Definiciéon 3.19. Por conjunto degenerado se entenderd que es un conjunto

vacio o unitario y por A+ B, se entenderd que existe un abierto G tal que
ACGyGNB=¢.

Definicién 3.20. Un espacio topoldgico (X, T) es:
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(i) Typ-espacio si y sélo siVa € X, {x} es union de cerrados disyuntos.
(ii) Tp-espacio si y sélo siVa € X, {x} es cerrado.

(iii) Tpp-espacio si y sélo si es Tp- espacio y Vr,y € X,  # y, {z}'N
{y}' =0

(iv) Tr-espacio si y sdlo siVx € X, y cualquier subconjunto finito F' de X, tal
que, © ¢ F, se tiene que x = F 6 F F x.

(v) Trr-espacio si y sélo si VFy, F» C X, finitos y F1 N Fy = ¢, se tiene que,
Fi-Fy 6 Fy - Fy.

(vi) Ty-espacio si y sélo si Y,y € X, x # y, se tiene que {x}N {y} es
degenerado.

(vit) Ty s-espacio si y sélo siVx,y € X, x # y, se tiene que mﬁ @ es ¢ 6

{z} o {y}-

En [2] se puede consultar el siguiente diagrama de implicaciones:

T — Tpp — Tp
1

4 Tys 4
1

TF F — Ty — TF — TU D — To

Proposicién 3.21. SpecK [X]® no satisface ninguno de los axiomas de sepa-
racion entre Ty y 1.

Demostracién. Si SpecK [X]° llegara a satisfacer alguno los axiomas de sepa-
racién entre Ty y 17, segun el diagrama de implicaciones que se exhibié an-
teriormente, también seria un espacio Ty, sin embargo, como se probd en la
Proposicion 3.16, esto no es cierto. O

4 Ejemplos

Se presentan a continuacién algunos ejemplos considerando (Q [z,y])2 como
Q [z, y]-m6dulo. Para hacer algunos de los cédlculos correspondientes se ha
empleado CoCoA.

Ejemplo 4.1. Considere los vectores f; = (O,a:3) = (y—xQ,O), f3 =
(333 + 1, x) ,

£, = (0,y—2?) € (Q [z,9])?. Se usard el orden TOP sobre (Qlxz,y])* con
e1 > ey y lex sobre Q[z,y] con x > y. Siendo N = (f1, f3), N no resulta un
submddulo primo.
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Ejemplo 4.2. Considere los vectores f; = (0,963) = (y—ac2,0) ,f3 =
(m3 +1, gc) ,

f, = (O,y — 332) 5 = (ﬂc2 —x+ 1,0) i = (0,:1c2 —x+ 1) que pertenecen al
mdédulo libre (Q [z, y])* . Se usard el orden POT sobre (Q|z,y])* con e; > ey
y lex sobre Q[x,y] con y > x. Siendo N = (fy, o, f3, £, f5, f5), N es un
submddulo primo.

Ejemplo 4.3. (y—z+ 1,22 —2+1)(Q [z,9])? es un submddulo primo de
@Q[e.y))*.

Teniendo en cuenta que <y —z+1,22 -2+ 1> es un ideal primo segin se
mostro en el Ejemplo 4.2 y ademds por la Proposicién 2.15,

(<y—x+1,x2 —z+1) (Qlz,y)* ((Q)[x,y])2) =(y—z+1,2° —2+1)
Notese que, <y —z+1,22 -2+ 1> Q [m,y])2 es igual al submddulo
((y—2+1,0),0,y—z+1), (2> —2+1,0), (0,2 =z + 1))
(2) Un elementom € (y —z + 1,22 — 2+ 1) (Q [z,4])° es de la forma,

u(fily—z+1)+ fo(a® =z +1))(1,0) +uz(fr(y —z+ 1) + fo(a® —2+1))(0,1)

donde uy, ug, f1, f2 € Qlz,y].

De manera que, (y — x + 1,0) se obtiene con u; = f1 = 1, uy = fo =0,
(0,y —x +1) se obtiene con uy = fi =1, uy = fo = 0, (22 —2+1,0)
se obtiene con w1 = fo = 1, ug = f; = 0, (O,x2 *I‘Fl) se obtiene con

ug = fo=1, uy = f1 =0.

(Qua(fily—w+1)+fa(e® —w+1))(1,0)+ua(fi(y—2+1)+fo(2* —2+1))(0,1) =
(u1 f1(y—24+1),0)+(ur fo(z? —2+1),0)4(0, ug f1 (y—2+1))4+(0, ug fo (x* —2+1))
pero el término de la derecha pertenece a

{((y—2+1,0),0,y—z+1), (2> —2+1,0),(0,2° —z+1))

Ejemplo 4.4. Los submddulos primos de los Ejemplos 4.2 y 4.3 tienen el mismo
cociente sin embargo son submddulos diferentes.

Con ayuda de CoCoA se calcularon las Bases de Grobner Reducidas para
los submédulos primos de los Ejemplos 4.2 y 4.3, como aparece a continuacién:
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considerando como antes, el orden POT sobre (Q [z, y})2 con e; > eg y lex sobre
Qlz,y] con y > . Para N definido por

<(O,w3),(y—x270),(x3+1,m),(O,y—xQ),(Jc2—x+1,0),(0,x2—x+1)>

la base reducida es

Gi={(z*—2+1,0),(0,1),(y —z+1,0)}.
Ahora, para (y — x + 1,22 — 2 + 1) (Q [z, 9])” la base reducida es

G2:{(O,yfx+1),(y—z+1,0),(O,x27x+1),(x2—z+1,0)}.

De nuevo con ayuda de CoCoA, se estudi6 si el vector (0,1) pertenece o no

a (G, concluyendo que esto no ocurre. De tal forma que los dos submddulos son
diferentes porque tienen sus bases reducidas diferentes.
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Invariant points under strict contractive
conditions.

Ravindra K. Bisht and Aditya Harbola.

Abstract. This paper is intended to consider a new approach for
obtaining common fixed points under strict contractive conditions
in metric spaces without assuming continuity or completeness ( or
closedness) of the range of any one of the involved maps. The results
proved by us can be extended to the nonexpansive or Lipschitz
type mapping pairs. Our results substantially improve the results
of Pant [ Discontinuity and fixed points, J. Math. Anal. Appl. 240,
(1999), 284-289], Imdad et al. [ Coincidence fixed points in symmetric
spaces under strict contractions, J. Math. Anal. Appl. 320, (2006),
352-360], Jin-xuan and Yang [ Common fixed point theorems under
strict contractive conditions in Menger spaces, Nonlinear Analysis
70, (2009), 184-193] and Pant and Pant | Common fixed points
under strict contractive conditions, J. Math. Anal. Appl. 248,(2000),
327-332].

Resumen. Este articulo tiene la intencién de considerar un nuevo
enfoque para la obtencién de puntos fijos comunes bajo estrictas
condiciones contractivas en espacios métricos sin asumir la continui-
dad o integridad (o cercania) de la gama de cualquiera de los mapas
implicados. Los resultados obtenidos por nosotros se puede extender
a los mapas de tipo no expansivos o Lipschitz. Nuestros resultados
mejoran sustancialmente los resultados de Pant [Discontinuity and
fixed points, J. Math. Anal. Appl. 240, (1999), 284-289], Iindad et al.
[ Coincidence fixed points in symmetric spaces under strict contrac-
tions, J. Math. Anal. Appl. 320, (2006), 352-360], Jin-xuan and Yang
[ Common fixed point theorems under strict contractive conditions
in Menger spaces, Nonlinear Analysis 70, (2009), 184-193] y Pant y
Pant [ Common fixed points under strict contractive conditions, J.
Math. Anal. Appl. 248,(2000), 327-332].
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1. Introduction:

In metric fixed point theory, strict contractive conditions constitute a very
important class of mappings and include contraction mappings as their subclass.
It may be observed that strict contractive conditions do not ensure the existence
of common fixed points unless some strong condition is assumed either on the
space or on the mappings. In such cases either the space is taken to be compact
or some sequence of iterates is assumed to be Cauchy sequence. The study of
common fixed points of strict contractive conditions using noncompatibility was
initated by Pant [9]. Motivated by Pant [9] researchers of this domain obtained
common fixed point results for strict contractive conditions under generalized
metric spaces [1,3,7,10, 11, 16]. The significance of this paper lies in the fact
that we can obtain fixed point theorems for conditionally reciprocally continuous
mappings under generalized strict contractive conditions without assuming any
strong conditions on the space or on the mappings.

The question of continuity of contractive maps in general and of continuity at
fixed points in particular, emerged with the publication of two research papers
by R. Kannan [5,6] in 1968 and 1969 respectively. These papers generated
unprecedented interest in the fixed point theory of contractive maps which, in
turn, resulted in vigorous research on the existence of fixed points of contractive
maps and the question of continuity of contractive maps at their fixed points
turned into an open question.

This problem was settled in the affirmative by Pant [8] in 1998 when he
introduced the notion of reciprocal continuity and as an application of this
concept obtained the first result that established a situation in which a collection
of mappings has a fixed point which is a point of discontinuity for all the
mappings.

Definition 1.1. [8]. Two selfmappings f and g of a metric space (X,d) are
called reciprocally continuous iff lim,, fgz, = ft and lim,, gfx, = gt, whenever
{zn} is a sequence such that lim,, fz,, = lim,, gx,, = t for some ¢ in X.

In the setting of common fixed point theorems for compatible maps satisfying
contractive conditions, continuity of one of the mappings f and g implies their
reciprocal continuity but not conversely [8].

More recently, Pant and Bisht [10] further generalized reciprocal continuity
by introducing the new concept of conditional reciprocal continuity, which turns
out to be the necessary condition for the existence of common fixed points. This
notion is applicable to compatible as well as noncompatible mappings.
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Definition 1.2. [10]. Two selfmappings f and g of a metric space (X, d)
are called conditionally reciprocally continuous (CRC) iff whenever the set of
sequences {z,} satisfying lim,, fz,, = lim, gz, is nonempty, there exists a se-
quence {y,} satisfying lim,, fy, = lim,, gy, = t(say) for some ¢ in X such that
lim,, fgy, = ft and lim,, g fy, = gt.

If f and g are reciprocally continuous then they are obviously conditionally
reciprocally continuous but, as shown in Example 2,1 below, the converse is not
true.

In 1986, Jungck [4] generalized the notion of weakly commuting maps [15]
by introducing the concept of compatible maps.

Definition 1.3. [4]. Two selfmaps f and g of a metric space (X,d) are ca-
lled compatible iff lim,, d(fgx,,gfz,) = 0, whenever {z,} is a sequence in X
such that lim,, fx,, = lim,, gz, = ¢ for some ¢ in X.

The definition of compatibility implies that the mappings f and g will be
noncompatible if there exists a sequence {z,} in X such that for some ¢ in X
but lim,, d(fgx,, gfx,) is either non zero or nonexistent.

In a recent work, Aamri and Moutawakil [1] introduced the idea of (E.A.)
property, which is more general than noncompatible mappings.

Definition 1.4. [1]. A pair (f, g) of selfmappings of a metric space (X,d) is
said to satisfy the property (E.A.) if there exists a sequence {x,} in X such that
lim fz, = lim gz, =t, for some t € X.

n—oo n—oo
In 1997, Pathak et al. [13] further generalized the notion of weakly com-

muting maps [15] by introducing two new independent concepts of R— weakly
commuting of type (Ay) and (A,).

Definition 1.5. [13] Two selfmappings f and g of a metric space (X,d)
are called R-weakly commuting of type (Ay) if there exists some positive real
number R such that d(fgz, ggz) < Rd(fz, gzx) for all z in X.

Definition 1.6. [13] Two selfmappings f and g of a metric space (X, d)
are called R-weakly commuting of type (A,) if there exists some positive real
number R such that d(ffz, gfz) < Rd(fx,gx) for all z in X.

On the other hand in the same year 1997, Pathak and Khan [12] further
introduced some interesting generalized noncommuting conditions analogous
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to the notion of compatibility by defining the notions of f—compatibility and
g—compatibility.

Definition 1.7. [12]. Two selfmaps f and g of a metric space (X,d) are
called f—compatible iff lim,, d(fgx,, ggx,) = 0, whenever {z,} is a sequence in
X such that lim,, fx,, = lim,, gx,, =t for some t in X.

Definition 1.8. [12]. Two selfmaps f and g of a metric space (X, d) are
called g—compatible iff lim,, d(f fz,, gfx,) = 0, whenever {z,,} is a sequence in
X such that lim,, fz, = lim,, gz,, = t for some t in X.

It may be observed that f—compatibility or g—compaibility implies R— weak
commutativity of type (Ay) or (Ay) respectively, but the converse is not true in
general. It may also be noted that both compatible and noncompatible mappings
can be R-weakly commuting of type (A,) or (Ay) [9].

The question whether there exists a contractive definition which is strong
enough to generate a fixed point but which does not force the map to be
continuous at the fixed point was reiterated by Rhoades in [14] as an existing
open problem. Pant [8,9], Pant and Pant [11], Pant and Bisht [10], Imdad et
al.[3] and Singh et al.[16] have provided some solutions to this problem. It is
of worth to note that in all the results proved by us, none of the mappings
under consideration has been assumed continuous. In fact, the mappings become
discontinuous at the fixed point. We, thus, also provide one more answer to the
open problem of Rhoades [14].

2. Main Results:

Theorem 2.1.

Let f and g be conditionally reciprocally continuous noncompatible selfmap-
pings of a metric space (X, d) satisfying

(). fX CgX
(11).

d(fz, fy) < maz {d(g9z, gy), [d(fz, gx) + d(fy, gy)]/2, [d(fz, gy) + d(fy, gx)]/2}

whenever the right hand side is positive. If f and g are either g—compatible or
f—compatible then f and g have a unique common fixed point.



INVARIANT POINTS UNDER STRICT CONTRACTIVE CONDITIONS 25

Proof:

Since f and g are noncompatible maps, there exists a sequence {x, } in X such
that fxz, — ¢ and gx,, — t for some ¢ in X but either l{m,, d(fgx,, gfx,) # 0 or
the limit does not exist. Since f and g are conditionally reciprocally continuous
and fxz, — t,gzr, — t there exists a sequence {y,} satisfying lim,, fy, =
lim,, gy, = u such that lim,, fgy,, = fu and lim,, gfy, = gu. Since fX C gX,
for each ¥, there exists z, in X such that fy, = gz,. Thus fy, — u, gy, — u
and gz, — u as n — oo. By virtue of this and using (ii) we obtain fz, — w.
Therefore, we have

fyn:gzn_)uagyn_)uafzn%u~ (1)

Now, suppose that f and g are g—compatible. Then lim,, d(f fyn,9fyn) = 0,
ie., ffyn — gu. We assert that fu = gu. If not, using (ii) we get d(f fyn, fu) <
max {d(gfyn, gu), [d(f [Yn, 9fyn) + d(fu, gu)]/2, [d(f fyn, gu) + d(fu, gfyn)/2]}
On letting n — oo this yields d(gu, fu) < %d(fu,gu), a contradiction unless
fu = gu. Since g—compatibility implies commutativity at coincidence points,
i.e., fgu = gfu and, hence ffu = fgu = gfu = ggu. If fu # ffu then by using
(i), we get d(f fu, fu) < maz {d(gfu, gu), [d(f fu. g fu) +d(fu, gu)]/2,

[d(f fu,gu) + d(fu,gfu)]/2} = d(f fu, fu), a contradiction. Hence fu = ffu =
gfu and fu is a common fixed point of f and g.

Finally, suppose that f and g are f—compatible. Then lim,, d(fgz,, g9z») = 0.
Using ggzn = gfyn — gu, this yields fgz, — gu. If fu # gu, the inequality
d(fgzn, fu) < maz {d(ggzn, gu), [d(f92zn, 992n) + d(fu, gu)]/2,

[d(fgzn. gu) + d(fu, ggz,)]/2}, on letting n — oo we get d(gu, fu) < 2d(fu, gu),
a contradiction. This implies fu = gu. Again, f—compatibility of f and g implies
that fgu = gfu and, hence, ffu = fgu = gfu = ggu. If fu # ffu then by
using (ii), we get d(f fu, fu) <maz{d(gfu, gu), [d(ffu,gfu) +d(fu, gu)]/2,
[d(f fu,gu) + d(fu,gfu)]/2} = d(f fu, fu)}, a contradiction. Hence fu = ffu =
gfu and fu is a common fixed point of f and g. This completes the proof of the
theorem.

Theorem 2.1 can be generalized further if we use the property (E.A.) instead
of the notion of noncompatiblity. We do so in our next theorem.

Theorem 2.2.

Let f and g be conditionally reciprocally continuous selfmappings of a metric
space (X, d) satisfying the property (E.A.) and

(1). fX CgX

().
d(fx, fy) < mazx {d(gz, gy), [d(fx,gz) + d(fy, 9y)]/2, [d(fx, gy) + d(fy, g7)]/2},
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whenever the right hand side is positive. If f and g are either g—compatible or
f—compatible then f and g have a unique common fixed point.

Proof:

Since f and g satisfy the property (E.A.), there exists a sequence {z,}
in X such that fz, — t and gz, — t for some ¢ in X. Since f and g are
conditionally reciprocally continuous and fxz, — t,gx, — t there exists a
sequence {y,} satisfying lim,, fy, = lim, gy, = u such that lim,, fgy, = fu
and lim,, gfy, = gu. Rest of the proof follows on the same lines as in the
corresponding part of the Theorem 2.1.

The next example illustrates the above theorem.

Example 2.1.

Let X = [2,20] and d be the usual metric on X. Define f,g: X — X as
follows

fr=2ifx=20rx>5, fr=6if2 <z <5,

92=2,gr=12,if2<x <5, gr =" ifx > 5.

Then f and g satisfy all the conditions of Theorem 2,2 and have a common
fixed point at x = 2. It can be verified in this example that f and g satisfy
the condition (ii). Furthermore, f and g are g— compatible. It can also be
noted that f and g are conditionally reciprocally continuous. To see this, let
{z,} be the constant sequence given by z, = 2. Then fz,, — 2, gz,, — 2. Also
fgxy, — 2= f2and gfx, — 2 = g2. Hence f and g are conditionally reciprocally
continuous. It is also obvious that f and g are not reciprocally continuous but
satisfy (E. A.) property. To see this, let {y,} be a sequence in X given by
Yn = 5+ €, where ¢, — 0 as n — oo. Then fy, — 2, gyn = (2+ %) — 2,
lim, fgyn, = f(2+ %) =6 # f2 and lim,, gfy, = g2 = 2. Thus lim,, gfy, = g2
but lim,, fgy, # f2. Hence f and g are not reciprocally continuous mappings
but satisfy (E. A.) property.

As a direct consequence of the above theorem we get the following corollary.

Corollary 2.1.

Let f and g be reciprocally continuous selfmappings of a metric space (X, d)
satisfying

(). fX CgX
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(11).
d(fz, fy) < maz {d(g9z, gy), [d(fz, gx) + d(fy, gy)]/2, [d(fz, gy) + d(fy, 9x)]/2},

whenever the right hand side is positive. Suppose f and g satisfy the property
(E.A.). If f and g are either g—compatible or f—compatible then f and g have
a unique common fixed point.

The corollary follows from the main theorem since reciprocally continuous
maps are conditionally reciprocally continuous.

The next theorem demonstrates the applicability of conditional reciprocal
continuity and noncompatibility in diverse settings by establishing the existence
of fixed point under the Lipschitz type analogue of a strict contractive condition.

Theorem 2.3.

Let f and g be conditionally reciprocally continuous noncompatible selfmap-
pings of a metric space (X, d) satisfying

(1. fX CgX

(11).
d(fz, fy) < max{d(gx, gy), k[d(fz, gz) + d(fy, gy)|/2, [d(fx, gy) + d(fy, g2)]/2},
1<k<2,

whenever the right hand side is positive. If f and g are either g—compatible or
f—compatible then f and g have a unique common fixed point.

Proof:

Since f and g are noncompatible maps, there exists a sequence {z,} in X
such that fz,, — t and gx,, — t for some ¢ in X but either lim,, d(fgz,, gfz,) #
0 or the limit does not exist. Since f and g are conditionally reciprocally
continuous and fx,, = gx,, — t there exists a sequence {y,, } satisfying lim,, fy, =
lim,, gy, = u such that lim,, fgy, = fu and lim,, gfy, = gu. Since fX C gX,
for each y, there exists 2z, in X such that fy, = gz,. Thus fy, — u, gy, — u
and gz, — u as n — oo. By virtue of this and using (ii) we obtain fz, — u.
Therefore, we have

fYn = g2n — U, GYn —> U, f2n — . (2)

Now, suppose that f and g are g—compatible. Then lim,, d(f fyn,g9fyn) = 0,
ie., ffyn — gu. We assert that fu = gu. If not, using (ii) we get d(f fyn, fu) <

maz {d(g fyn, gu), K[A(f fyn: 9fyn) + d(fu, gu)]/2, [d(f fym, gu) + d(fu. gfyn)/2]}.
On letting n — oo this yields d(gu, fu) < gd(fu,gu), a contradiction unless
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fu = gu. Since g—compatibility implies commutativity at coincidence points,
i.e., fgu = gfu and, hence ffu = fgu = gfu = ggu. If fu # ffu then by using
(i), we get d(f fu, fu) < maz {d(gfu, gu). kld(f fu, gfu) + d(fu, gu))/2,

[d(f fu,gu) + d(fu,gfu)]/2} = d(f fu, fu), a contradiction. Hence fu = ffu =
gfu and fu is a common fixed point of f and g.

Finally, suppose that f and g are f—compatible. Then lim,, d(fgz,, g9z,) = 0.
Using ggzn = gfyn — gu, this yields fgz, — gu. If fu # gu, the inequality
d(fgzn, fu) < maz {d(ggzn, gu), kld(fgzn, 992n) + d(fu, gu)]/2,

[d(fgzn, gu) + d(fu, ggz,)]/2}, on letting n — oo we get d(gu, fu) < Ed(fu, gu),
a contradiction. This implies fu = gu. Again, f—compatibility of f and ¢ implies
that fgu = gfu and, hence, ffu = fgu = gfu = ggu. If fu # ffu then by
using (ii), we get d(ffu, fu) < maz {d(gfu, gu), k[d(f fu, g fu) + d(fu, gu))/2.

[d(f fu,gu) + d(fu,gfu)]/2} = d(f fu, fu), a contradiction. Hence fu = ffu =
gfu and fu is a common fixed point of f and g. This completes the proof of the
theorem.

Theorem 2.3 can be generalized further if we use the property (E.A.) instead
of the notion of noncompatiblity as patterned in Theorem 2.2.

Remark 2.1.

If f and g fail to be reciprocally continuous then there exists a sequence {x,, }
in X such that fz,, — ¢ and gx,, — ¢ for some ¢ in X but either lim,, fgx, # ft
or lim,, gfx, # gt or one of fgx,,gfx, is not convergent. It is also pertinent to
mention here that if f and g are not reciprocally continuous then they necessarily
satisfy the (E. A.) property, however the mappings satisfying (E. A.) property
may be reciprocally continuous (see Example 11 [10]).

Theorem 2.4.

Let f and g be conditionally reciprocally continuous selfmappings of a metric
space (X, d) satisfying

(. [X CgX

(11).
d(fz, fy) < maz {d(gz, gy), [d(fz, gx) + d(fy, gy)]/2, [d(fz, gy) + d(fy, 9x)]/2},

whenever the right hand side is positive. Suppose f and g are not reciprocally
continuous. If f and g are either g—compatible or f—compatible then f and g
have a unique common fixed point.
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Proof:

Since f and g are not reciprocally continuous, there exists a sequence {x,}
in X such that fz,, — t and gx,, — ¢ for some ¢t in X but either lim,, fgx, # ft
or lim,, gfx, # gt or one of fgx,,gfx, is not convergent. Rest of the proof can
be completed on the similar lines as has been done in Theorem 2.1.

Example 2.1. also illustrates Theorem 2.4.

Theorem 2.5.

The conclusions of all the above Theorems 2.1, 2.2, 2,3 and 2.4 respectively
remain true if the noncommuting condition, i.e., f—compatible or g—compatible
is replaced by the strong noncommuting notion of R— weakly commuting of
type (Af) or (Ay) respectively.

Proof:

Theorem 2.5 follows from the fact that f—compatible or g—compatible are
R— weakly commuting of type (Af) or (Ag4) respectively.

Remark 2.2.

In all the above results we have not asummed any of the strong condition,
i.e., continuity or completeness (or closedness) of the range of any one of the
involved mappings. Our results substantially improve the results of Pant [9],
Imdad et. al. [3], Kubiaczyk and Sharma [7] and many others.

Remark 2.3.

In this paper we have proved all the results using strict contractive condi-
tions. It may be observed that strict contractive conditions do not ensure the
existence of common fixed points unless the space is assumed compact or the
strict contractive condition is replaced by some strong conditions, e.g., a Banach
type contractive condition or a ¢— contractive condition or a Meir-Keeler type
contractive condition.
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Remark 2.4.

In all the results established in this paper, we have not assumed any mapping
to be continuous. We now show that f and g are discontinuous at the common
fixed point u = fu = gu. If possible, suppose f is continuous. Then taking the
sequence {yn} of (1) (Theorem 2.1) we get ffy, — fu =u and fgy, — fu=u.
g-compatibility now implies that lim,, d(f fyn,9fyn) =0, i.e., ¢fyn = fu=1u
This, in turn, yields lim, d(fgyn,9fy,) = 0. This contradicts the fact that
lim,, d(fgyn, gfyn) is either nonzero or nonexistent. Hence f is discontinuous
at the fixed point. Next, suppose that g is continuous. Then, for the sequence
{yn}, we get gfy, — gu = u and ggy, — gu = u. In view of these limits, the
inequality d(fgyn, fu) < maz {d(99yn, gu), [d(f9Yn, 99yn) + d(fu, gu)]/2,
[d(fgyn, gu) + d(fu, ggyn)]/2}, yields a contradiction unless fgy, — fu = u.
But fgy, — v and gfy, — u contradicts the fact that lim,, d(fgyn,gfyn) is
either nonzero or nonexistent. Thus we provide more answers to the problem
posed by Rhoades [14] regarding existence a contractive definition which is
strong enough to generate a fixed point, but which does not force the map to be
continuous at the fixed point.
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Bounds on the effective energy density of a more
general class of the Willis dielectric composites

Gaetano Tepedino Aranguren, Javier Quintero C.,
Eribel Marquina

Abstract. The authors Willis (see [W] ) and Milkis (see [MM] )
considered a composite formed by a periodic mixed in prescribed
proportion of a two homogeneous dielectric materials whose respec-
tively energy density are W1(Z) = %-|z|?, Wa(Z) = %2|Z1> + J|Z]%,
being 0 < a3 < g,y > 0. Willis gave a lower bound on the effective
energy density, but his method failed to give an upper bound. The
difference between Milkis work and ours is that Milkis gives a self-
consistent asymptotic expansion for the effective dielectric constant
when the microstructure geometry is fixed and the non-linear phase
has very low volume fraction. By contrast, we will give bounds on
the effective energy density for the same material with arbitrary
geometry and volume fractions 61, 05, valid for any spatially periodic
microstructure.

This work gives not only lower and upper bound of that com-
posite but also of a more general class considering W1(Z2) = %|Z[?,
Wy (Z) = %|Z)* + 2|Z|P being 0 < oy < agz,y > 0 and p > 2.
Moreover, we will prove that our bounds converge, as v — 0T, to the
optimal bounds of the effective energy density Wy, of the considered
Linear Composites, that is when v = 0. In the article [L.C] it has
been proved that the optimal bounds of the linear-isotropic case
(this is when v = 0) are expressed in the form:

(Wi, — Wh)*(n) < A(n), (Wa = Wi)*(n) < Bn)

while in our composite, the bounds of the isotropic case will be
expressed in the form

(W = W1)*(n) < A(n) —vL(0) + o(¥?)[n]*~*,
(Wo + Wa — W)*(n) < B(n) — U(n) + o(+*)|n|**~*
where Wy (€) = 22— [¢|P.



34

G. TEPEDINO, J. QUINTERO, E. MARQUINA.

Moreover, we will give bounds to the anisotropic case. This
article is a generalization of the particular case p = 4, which is
called the Willis Composite (this particular case was first studied by
[W] and [MM] and later was completed by [T] ).

Resumen. Los autores Willis (ver [W]) y Milkis (ver [MM] )
consideraron un compuesto formado por una mezcla periédica y
de proporciéon prescrita de dos materiales dieléctricos homogéneos,
cuyas densidad de energia son, respectivamente, W1(2) = %2 12,
Wy (Z) = %|Z* + 2|Z[P, siendo 0 < ay < ag,y > 0. Willis dio un
limite inferior para la densidad de energia eficaz, pero su método no
dio una cota superior. La diferencia entre el trabajo de Milkis y el
nuestro es que Milkis da una expansion asintética auto—consistente de
la constante dieléctrica efectiva cuando la geometria micro estructura
es fija y la fase no lineal tiene fraccién de volumen muy bajo. Por el
contrario, vamos a dar limites a la densidad de energia eficaz para el
material propio con una geometria arbitraria y fracciones de volumen
01, 05 valido para cualquier micro estructura espacial periddica.

Este trabajo no sélo da cotas inferior y superior de ese compuesto
pero también de una clase mds general teniendo en cuenta W1 (Z) =
S Z]2P Wa(2) = 1Z)* + 21ZP es 0 <o <az,y>0yp>2 Por
otra parte, vamos a probar que nuestros limites convergen cuando
~ — 0T, a la cota éptima de la densidad efectiva de energia W, del
considerado Composites lineales, que es cuando v = 0. En el articulo
[LC] ha sido probado que los limites éptimos del caso isétropo
lineal (esto es cuando v = 0) se expresan en la forma:

(Wr, — Wi)*(n) < A(n), (Wo — Wr)*(n) < B(n),

y mientras en nuestro compuesto, los limites del caso isotrépico
seran expresados en forma

(W = Wa)*(n) < A(n) —vL(n) + o(y*)|n|**~*,

(Wo + W — W)* () < B(n) — 1U®n) + o(r?)|n>~*

donde Wy(€) = 12— |¢]?.

Ademsds, daremos limites en el caso anisotrépico. Este articulo
es una generalizacién del caso particular p = 4, que se llama Willis
compuesto (este caso fue estudiado por primera vez por [W] y
[MM] y més tarde se completé con [T ).
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1 Introduction

Given 2 C R™ open-bounded the region occupied by a dielectric, then its
electrostatic potential satisfies the constitutive equation field

—divg€(z,Vu)Vu = p if z€Q
U = o if x2€0Q ’

—divyVzW(x,Vu) = p if xze€f
U = o if €0

being p its free charge density, Eg = —Vipq its electric field at the boundary,
and & is its dielectric tensor. If there is a function W : R™ x R®™ — R such
that VzW(z,Z) = E(x, Z)Z, then we say that W is the Energy Density of this
material. We will consider this class of material.

A dielectric is called homogeneous when W does not depend on the space
variable, otherwise, it is called heterogeneous or inhomogeneous. If a material is
inhomogeneous with energy density W, we say that W : R” — R is its effective
energy density when u. — ug, in some sense, being u., ug solution of

{—diszZW(f7Vu)Vu = p if z€Q

U = o if x2€0Q ’
—dinVZW(Vu) = p if €N
U = o if x€N

We will consider a composite formed by a periodic mixed of two homogeneous
dielectric in prescribed proportions which energy densities are respectively
W1, Ws. The composite formed has energy density W (z,§) = x1(x)W1(§) +
X2 (x)Wa(€) in a cell Y, where xj is the characteristic function of Yy, being
YiNYa=0,Y =Y, UYy C Qacell and 6 = |Yy|/|Y|. We will suppose that the
composite has a Y —periodic structure. That is, microscopically given ¢ > 0, the
energy density of the composite in a cell €Y is W (x,&) = W(z/e,£). Therefore,
extending Y —periodically W (., ¢) to all R, we find that

W(z,8) = x1(x)Wi(§) + x2(x)Wa(§)
being W1 (€) = G[E7, Wa(€) = & + TIEP, (1.1)
where < a; < ag,y>0,p>2.

n

The set Y is the open rectangle H(O, a;), being {a1,...,a,} C (0,00). We will
i=1

prove that the Effective Energy Density is given by the variational principle

W(f) = vien‘ghW(x,v—F@ dz, (1.2)
e
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where V,, is the completion of C}_ (Y, R™) under the L,—norm. This and other

per
spaces will be defined in the next section. The formula (1.2) will be proved

together with the exact definition of the effective energy density.

2 Definitions and Notations

Definition 1 Givenn € N and {a, ... ,a,} C (0,00) we consider Y =[], (0, a;).
If0 # X, a function f : R — X is called Y —periodic when

Ve € R",V(01,...,0n) €EZ" : f(x1,...,2n) = f(z1 4+ 0101, .., Zn + Onay).
(2.1)
The usual norm and the usual inner product in R™ will be denoted by |.| and

(s 1)
1
Definition 2 The integral ][f means the average mﬁ, where |A| is the
A

L-measure of A.

Definition 3 The space Cper(Y) are the function f : R™ — R continues in Y
and Y —periodic. In the same way we define Cl, (Y), Cper(Y,R™), Cl,, (Y, R").

per per
If 1 < p < oo the spaces L, (Y), L2, (Y,RY) are defined in natural way
and usually we will write LY., for both spaces. If 1 < p < oo we will use the

per

1/
normalized norm ||f||, = (][|f\p) ", The usual inner product of L?,, will be
e

(fo9)s = F 19 and (7.6, = (7.,
Y

Y

Definition 4 We will consider the following: natural spaces:
CV = {constants vector fields RY — RV},
M=M(Y)={0€ Cper(Y,RN) : 0 = Vu for some ue CL, (Y)}.

per
N = N(Y) = {o € CL,,(V,RY) ;][a — 0 and div(c) =0 in Y},
Y

Definition 5 Given 1 < p < oo and p~ ' 4+ ¢~ =1 we will consider the spaces:

K, = Ky(Y) = WpR(Y) the completion of C}..(Y) under the norm
lull1p = 1l + 1Vl

Vp = Vp(Y') = the completion of M under the ||.||,—norm.

Sq = Sq(Y) = the completion of N under the ||.||q—norm.

Xy ={oe L (Y,RY):div(o) =0 in Y}. And given n € RN we have
the space

Xqm)={o€Xy:4o=n}
/

er
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Definition 6 Given N € N, Ay = {0 # Q C RY : Q is open and bounded}.

Definition 7 Given (£,7) a topological vector space which satisfies the first
aziom of countabilityy ACE, SCR,ae S, {Fs:A—=R|se€ S} anduec A,
we say A =T'(7) li_I}n Fs(u) if and only if

S a

()V{sn} C S,Y{u,} C A with s, — a and u, - u:
A < liminf Fy (uy,).
n— oo

(ii))V{s,} C S with s, — a there is {u,} C A with u, — u such that
limsup Fs, (u,) < A.

n—oo

In this work, given N € N, 1 < p < oo and Q € Ay we will take € = LP(),
A =WLYP(Q), 7 the topology induced by the LP—norm and 7* the weak* —topology
of WP (Q).

Definition 8 IfV is a real reflexive topological vector space and f : V — R, we
define f*: V* =R and f**: V —- R as
Ve V" f(l) = sup{i(z) — f(x)}, Ve e Vi f7(x) = sup{l(z) — f*(x)}
zeV ev
We will use the fact:
f:V > Risconvex < f = f** thatisVex € V: f(z) = sup{l(z) —

lev
f(@)}

3 Existence of W, I'—convergence and Homogenization

In this section we will prove the formula (1.2) and give general results for future
considerations.

Lemma 1 The function W : R® — RN — R defined by (1.1) satisfies:

(1)Vz € RN : W(., 2) is Y —periodic and measurable.

(2)Ve € RY : W(z,.) is CY(R™) and strictly conver.

(8) There are 3> 0 and X € L}, (RN) a Y —periodic positive function such
that

Ve, z €R™: 0 < A (2)|2|P < Wz, 2) < B(1+2|P)) . (3.1)

Lemma 2 Given N € N,Qc Ay, 1<p<oo,p t+ql=1pecLiQ), X a
closed linear subspace containing Wol’p(Q) and W : RN x RN — R a function
which satisfies the conditions (2) and (3) of lemma 1 (the periodicity is not
necessary here), then the function

T(Q,u) = ][ (W (2, V) — pu) da, (3.2)
Q
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has an unique minimizer over X which satisfies

—divV, W (.,Vu) =p in Q,. (3.3)
And reciprocally, the solution of (3.3) is the minimizer of (3.2).
Proof This is a consequence of a more general statement proved in [D.A] . O

Theorem 1 VN € N,Q € Ay, 2<p<oo,p l4+q¢gl=1and W a function,
which satisfies the conditions (1) to (3) of lemma 1. Then, the function W :
RN — R defined as

W) = uienlgp][W(a:,Vu—i—é) dx, (3.4)
Y

is well defined and has the following properties:
(1) W satisfies the conditions (1) to (3) of lemma 1.
(2) Given p € WHP(RN) p € Le, ., € > 0 and ug,u. solutions of

per>
—divyVzW(Z,Vu)Vu = p if x€Q
{ U = ¢ if x€d ’ 45
{ —div, VW (Vu) = p if z€Q (3:5)
U = ¢ if xze€dN

L (Q)

then u. L@Q ug and Vi, Vug.

Proof This is a consequence of a more general statement proved in [AB] . O

We conclude that VQ € Ay the operators T, (Q,u) = ][(W(aj/e, Vu) —pu) dx
Q
is I'(7)— convergent to the operators To (€2, u) :f {W(VU) - pu} dz, as e = 0.

Q
We have compute W as a primal variational principle (3.4). The next section

will prove a dual variational principal associate with W. We suggest to our
readers to review the definition of F* the dual of the function F' : X — R, being
X a real locally compact vector topological space, see for example [EK].

4 Dual and Hashin-Shtrikman Variational Principles

Lemma 3 Let1 <p<oo,p ! +¢ ! =1 and v the outer unit vector on 9Y .
(1) Vf € Cpon(Y) /f:O.
ay
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per

(2) Vu e C} (Y),VlgiSN:/Diuzo.
Y

(8) o eV, < o=Vusomeue€ K,.

(4) VE € RN Vo € V, ;f<v,g> —0.
Y

(5) V€ € R, Vo € S, :f<a,g> ~0.
Y

(6) Vo € Xy,Vv eV, :f(a,v) =0.
%
(1) V- =8,0CV, §; =V, aCV.

Theorem 2 If W is the function defined by (8.4), then

Vn € R™ :W*(r]): 1é1£ fW*(x,U—&—n)dm. (4.1)
y

Proof From lemma 2 given & € RV : W(f) = ][W(x,VUE + &) dx, where
y

ug € K, and
divV, W (., Vus+¢) =0 in Y. (4.2)

Since W(z,.) is convex, then W(x,.) = W**(x,.), therefore (see for example
[E.T] )

W(©) = W(a, Vue +6) do = s F Vo) =W @,0)) do (43)
J

since the integrand is concave, thus the supreme is achieved at some o¢ € L.,
which satisfies VW*(.,0¢) = Ve+£ in Y, then (see [ET] ) oe = V. W (., Vue+£)
inY and by (4.3) div(ce) =0 in Y, that is o € X4. On the other hand, since

Xq C L., then using the lemma 3, we have

W(f) > sup ][[<Vu5 +&,0)—W*(z,0)] de = sup f[(f,(ﬂ —W*(z,0)] dx.

ceX ogeX
y Y

(4.4)
Given o € Sy and n € RN we have o + 1 € X4(n), then from (4.4)
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Vé,m e RN :
W(e) > supf[<s,a+n> W*(z,0 +n)] dz
7€, (4.5)
= (&,n) —Ulgfqy[W x,0+n)d

because ][<U, &) = 0. Subtracting (£,n) in both sides of (4.5), multiplying by —1

Y
and taking supreme over & € RN, we obtain

v e RN - W*(n) < inf W (2,0 +n)dz. (4.6)
B¢
On the other hand, since the supreme in (4.8) is achieved at X, C L., then
VEERY WIS = s ((6.0) = W (a0 da, (47)
o€L}er
Y

subtracting (€, n) from both sides of (4.7) with n = faf we get (£,n) — ﬁ//(ﬁ)
Y

i}I(lf( )][[W*(J;,a) — (o +n,8)] du. Since W is conver, we have W(£) >
ceXi(n

Y
(&,m) —W*(n), therefore W*(n) > ael)?f(n) W*(z,0), because ][(U —n)dz =6.
e Y
Hence
W*(n) > Uiélgq W*(z,0 +n)dx,, (4.8)
Y
thus from (4.6), (4.7) and (4.8) we obtain (4.1). O

The arguments used in the proof of this theorem can be used to obtain, under
certain conditions on W, other variational principles. Under a more general
approach there is a method called (see [H.S] ) Hashin-Shtrikman variational
principles and improved in the article [TW] . We are going to present this result
restricted to our particular case.

Theorem 3 (Talbot-Willis) If W satisfies the hypothesis of lemma 1 and
fi, fa, f3, fa : RN — R are convex functions of class C' such that Vo € RV :

W(z,.) = f1, fa = W(x,.),W*(z,.) — f3, fa — W*(x,.) are convez, then
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VEERY WO = sup inf of [(Vut& o) = (W= f1)"(0) + fi(Vu+¢)] de
oELYer @ pY

(4.9)
VEERN :TW(E) = inf inf f [—(Vu+£,0) + (fs = W) (0) + fo(Vu+ &) da

oc€LY. uEK)
Y

(4.10)
Vn e RY . W*(n) = sup inf ][[<0+77,U> — (W* = f3)"(v) + fs(o +n)] do.

veLb., o€y

(4.11)
vp e RN :W*(p) = inf inf 4 [—(o+n,0) + (f2 — W)*(v) + falo +n)] dz.

vELD.,. 0E€ES,
Y

(4.12)

Proof WehaveW = Enlgf (,Vu+&) — fi(Vu+&) + fLr(Vu+¢&)] dz
Yy

and since
W(xz,.) — f1 is convex, then, following the same approach of the proof of the
theorems 1 and 2 we obtain

W)= inf sup f[<w+5,a>—(W—fl)*(a)+f1(w+£)] du

u€EKp ceLl,,

= inf sup T(u
uEKpo.equD ( 0)

per

. . q . ,
since Yu € Kp : T(u,.) is concave on Lf., and Vo € L., :T(.,0) is convex on

K, then the usual Theorem of the Saddle Point (see for example[E.T] ) gives

the existence of (,6) € Kp x L., such that mIf{' sup T(u,0) =T (4,6) =
ue pocLd

per

er

sup inf T(u,0). Therefore, we can interchange sup and inf to obtain (4.9).
€L, uc K,

The item (4.10) is easier because W (x,.) — fo is a concave C1 function, thus

W)= inf inf [—(Vu+&0)+ (fo—=W) (o) + fo(Vu+&)] dx
u€Ky O’ELger
Y

and interchanging the order of the inf we obtain (4.10).
The items (4.11) and (4.12) are obtained by similar arguments using (4.1)
of theorem 2. |
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5 Some important results

Lemma 4 Given H = (h; ;) € R(N,N) a symmetric real matriz with o(H) =
{A1,..., AN}, then

2 N 2
vr >0 :][|Hn\2 = TN > A= %tr(HQ). (5.1)

r

Proof There is P € R(N,N) such that P'P = I and H = P'DP where
D = diag{\,...,An}. Then|Hn|* = |DPn|?, |det( )| =1and|n*=|Pn|*>. A

change of variable gwesf|H7]|2 ][|Dz\2 Z/\zj[ Smcef|zl\2 f\zﬂ ,

then N][|zi|2 7[|z\2 =72 cmd][|zl|2 = %, thus we obtain (5.1). O

Theorem 4 If ¢ is a Y —periodic solution of Ap = x, — 0, in'Y, H its Hessian
matriz, § € R, n € RN, r >0 and u = §(Vy,n), then

ue Ky, Vu=0Hn, fHXk = ][H2, f(Vu, mXk = 5f|H77|2, (5.2)
Y Y Y Y

2
ff|H77|2 = %9192- (5.3)
5, v

Proof Ezists such a solution o € W2P because x,—0y € Lt . foralll <t < oo

per per

and ][(Xk —0r) =0, then w = 6(Vu,n) € K,. Let H = (h;;) the Hessian
Y
matriz of ¢, clearly H 1is real and symmetric, where h; ; = D; ;0. We have

U= 5anng0, then D;u = 5anD,~7jg0 and Vu = Hn.
j=1 =1
Since @ is Y —periodic, then Gk][hm' =0, and ][hi,ij = ][(Xk —O)hi; =
Y

fAcphl j= tht thi n, integrating by parts, we getf i Xk = Zf i the g,

then ][HXk —][H2
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On the other handf(Vu )Xk —6][ Hxin,n) = 6(( ][HXk )n.m) =

sz 71 f5f< >5yf<H77,Hn> — a1t

Y
Using the Theorem of Fubini and lemma 4 we get

57[3[ [Hyf? = ff [Hnf? = ftr<H2>

and using mtegmtwn by parts twice, we get

fur S = Y

=1 j= 1Y 1=1 j=1
= f|ASD|2 = f|Xk — 0> = 0165
Y Y
a
Lemma 5 Given p > 1, the function defined implicitly by
Vo >0:2GP  (2) + G(z) =1, (5.4)
is a well defined C? function on [0,), G(0) =1, G((0,00)) C (0,1) and
Gx)=1—z+o(z?) as x —07". (5.5)

Proof Given a >0, lets consider the function pq(z) = axP~! +x — 1 defined
on [0,00). If a = 0 this function has the unique real zero G(0) = 1. Ifa > 0
then ¢, > 0, ¢, € C[000), ©,(0) < 0 and pq(1) > 0, then ¢, has an unique
real zero G(a) € (0,1). Therefore, the function G : [0,00) — R defined G(a) to
be the unique real zero of @, it is a well defined real function which satisfies
Va € [0,00) : aGP~1(a)+ G(a) = 1, thus clearly G(0) = 1 and G((0,0)) C (0,1).

Moreover, using the Implicit Function Theorem to F : (0,00) x (0,00) = R
given as F(x,y) = xyP~! +y — 1, we obtain that G is differentiable and G' =
GPY/(1 + (p — 1)xGP~2), then G is C'. Using again the Implicit Function
Theorem we get that G is C?.

On the other hand we have G(0) = 1,G'(0) = —=1,G"(0) = 2(p—1) and using
the L’Hopital Theorem we get lim G(z)szf;(p*l)ﬁ =0 and lim €@+

3
=0+ r r—0t z

p— 1. O

Lemma 6 Givenp>2,a>0,v>0 and h: RY — R given as

Vz RV : h(z) = %|z\2—|—%|z|p, (5.6)
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then, h is a convex C' function which satisfies

Ve RN : h* (1) = [é(l —1)GM) + 1L - DHG0) | nl?,

(5.7)
where b= —X<|n|P=2,

ar—1

1 gl
N . 1% _ 2 P 2 2p—4 +
Vi € RY 2 1" (n) = o] paplnl +o(y)Im*", as y—=0".  (58)

Proof We have H(n) = f(|n]), where f : [0,00) — R is given as f(t) =
St2 + 2tP. Then h*(n) = f*(|nl), where Vs > 0: f*(s) = sup{st — f(t) : ¢ > 0}.
Clearly f*(0) = 0. If s > 0, then F*(s) = st— f(t), where s—at—tP~! =0, thus
%tp_l + %t = 1. Taking z = %t we get azP ' + 2 =1, where a = ysP~2 /P~ 1.
Therefore,

2 D p—2
i G?%(a) — ﬁGp(a), where a = L

Vs 2 0:f(s) =  2a paP apP—1’

G(a)

(5.9)

1%

2

Since aGP~1(a) + G(a) = 1, we get IS:TZGP(CL) = 25 (G(a) - G?(a)), replacing
this into (5.9) we get

sP~2

1.1 11, 0, q
(p 2)G (a)| s°, where a = ——

Vs>0: f*(s) = E(l - E)G(a) +

Q=

From (5.10) we obtain (5.7). On the other hand G(a) = 1—a+o(a?) and G?(a) =
1—2a+o(a?), replacing this into (5.10) we get f*(s) = 5=s? — —L-as? +o(a?)s?.

20 paP
, _ _ P _
Since a = ysP~2/aP~1, we get I%asz = 225 and 0(a?)s? = o(y?)s*~2, then

[H(8) = o8 — S1osP + o(y?)s* ™4, from this we obtain (5.8) . O

paP

6 A Lower Bound on ﬁv/

Theorem 5 Given W by (1.1), (1.2) and W by (3.4), then ¥r > 0:

f(w_wl)*(n)<1( L >T2_p(v7ﬂp+0(vz)r2p4.

200 \ap —a1 Nag oy — 041)1’0571
ST

(6.1)

Proof Since W(x, z) — Wi(z) = x2(z)(Wa — W1)(2) = x2(x)h(z), where h is
the convexr C* function given by (5.6) with a = ag — a1, then we can use (4.9)
to obtain

Ve e RY . NW(&) = sup inf f[(Vu+€,a> —x2h* (o) + Wi (Vu +§)] dz,
€L, uc K,
Y
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we choose o = o, where n € RN and get

0 € RN W) 2 0a(6,m) — Ooh”(n) + inf o [(Vu,m)xz + Wi (Vu+ )] da
Y

Since W1 (Vu+¢€) = %(|Vu|2 +2(Vu, &) + |€]%) and][(wa) =0, then
Y
VE,n € RN ;
W(O) 2 Wa(©) ~ ba(€m) — 021" () + it f [V + GVl

uc K,
Y
(6.2)

The inf in (6.2) is achieved by u € K, such that ocnAu = —div(nxz) in Y, that
1

is u = ——(V,n) where p € W2P(Y) satisfies Ap = x2 — 0 in Y. From (5.2)
aq

we get

Ve € RN - (W — Wh)(€) > 0a(E,m) — Oah*(n) — if Hylde,  (6.3)
Y

subtracting (€,n), multiplying by (—1) and taking sup over £ € RN after having
replaced n = n/0 on(6.3) we find

1
¥ € RY (W — Wh)*(n) < 02h"(n/62) + quﬂﬂzd% (6.4)
2
v

where h* is given by (5.7). Integrating over S, and using (5.3) we get

01 9
r )
2NO[192

Vr >0 :f(W S W) () < Oaf* (r/6a) + (6.5)

Sr

where f* is given by (5.10). Replacing (5.10) or (5.8) into (6.5) we obtain (6.1).
|

Corollary 1 Under the same conditions of theorem 1, if W is isotropic, then

v € RN - (W — Wh)* (1)
(az ar Na2)|’7|2 seragrar I” + oyl

|2p—4 .
(6.6)

Proof Direct consequence of theorem 1. ]
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Corollary 2 Under the same condition of theorem 1, if W is isotropic, then
the lower bound obtained by theorem 5 converges, as v — 0, to the optimal lower
bound of the linear composite.

Proof The energy density of the linear composite is Wi (x, z) = x1(z)|%|2]* +
x2(x)%|z|?, let Wy, its effective energy density, it has been proved, see for
example [L.C], that the optimal bound on Wi, is given in the form (W —
W1)*(n) < A(n), while we have found

(W = W1)" (1) < Aln) = vL(n) + o) |nP~*.
Moreover Wy, < W, then WL -W < WL — W1 and (W —Wi)*(n) < (WL -
W1)*(n) < An). D

7 An Upper Bound on w

Theorem 6 Under the same hypothesis of theorem 5, for all r > 0:

f(Wz—W)*(ﬂ) <L (1 02 > rz—ﬁﬂﬂ"o(’yz)ﬂp%.

201 \ag — o Nas 9 — al)P0f71
Sr

(7.1)

Proof Since W(x, z) — Wa(z) = x1(z)(W1 — Wa)(2), then Wa(z) — W(z,2) =
x1(@)(Wo — W1)(2) = x10)2)h(2), where h is the C' convex function given by
(5.6) with a = ag — . Therefore, we can use (4.10) to get

Ve RN W() = inf inf 4 [~(Vut& o) +xah’(0) + Wa(Vu+ )] de,
o€Llper U P
Y

given n € RN, we can chose o = nx1 and obtain

Ve, neRYN W < —01<€7n>+91h*(77)+uien[£ ][HVu,n)xQ + W (Vu +§)] dz,

Y

Since Wa(Vu+€) = %(\VU\2+2<VU,§>+|§|2)+%\Vu+£\p andf(Vu,f} —0,

Y
then

Vg € RN W(€) < el — 0a(€m) + 0uh* () + inf (To+S)(w), (72)
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where To(u) :7[ [—(Vu,n)x1 + % |Vul?] dz and S(u) = %][|Vu+§|p dz. Since
Y %
iEnIf, (To + S)(u) < Tp(a) + S(0), where 4 is the minimizer of Ty over K, we
uchyp

o . v
bt f (To+ S < inf T —||&1P, th
obtain ulenKp( 0o+ 5)(u) < llf(lp o(u) + p”§| , then

6 € RN 1 W (€) < Wa(€) — 01(6m) + Ouh"(n) + Wnf To(w),  (73)

where the inf is achieved at uw € K, such that a1Au = div(nx1) in Y, then
u = i(Vg&, 1) and o the solution of Ap = x1 — 01 in'Y. Therefore, using (5.2)
we get

Ve € RY T (€) < Wal€) — 01 (,m) + 01h* (n) — %f \Hnf? de |
Y

replacing n = 1/01, subtracting (¢,n) and taking sup over & € RN we obtain

(W — W) () < 601" (/61 — 2;9][ Hyl? dr, (7.4)

integration over S, and using (5.3) we have

T17\ * * 92 2
: — < — .
V>0 b= WY ) <O 0/0) - gt (1)
S,
where f* is the function given by (5.8). Replacing the inequality (5.8) into (7.5)
we obtain (7.1). O

Corollary 3 IfW is isotropic, then ¥n € RN :

—~ 1 1 0 ) 2 v 241, |2p—4
Wo=W)*(n) < 5~ - - Pto L
(Wa=W)" () < 25- (a2_a1 Ny ) (02— a0l [nlP+-o(y%)n]

(7.6)

Corollary 4 Under the same condition of theorem 1, if W is isotropic, then
the upper bound obtained by theorem 6 converges, as v — 0, to the optimal upper
bound of the linear composite.

Proof Following the same notation of corollary 2, it has been proved, see for
ezample [L.C] , that the optimal bound on Wy, satisfies (WS — Wp)*(n) < B(n),
being W3 (z) = %2|z|?, while we have found

(Wa = W)*(n) < B(n) =0 (n) + o(y*) In]**~*.
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Theorem 7 Under the same hypothesis of theorem 5 and 0 < 65 < 01, then
vr > 0:

. 1 1 62 ) 2 gl
W < L _ r2_ r{7.7
f( 0 ) () < 20, <O¢2 —a; Nasg p(az—al)l’ei’*l {7.7)

S
2p \P/2
L 2 o)
oy
being Wo(z) = %|z|* 4+ 2P~ 17| |”, and Z(p Cp ), where C(p) is the

Calderon-Zygmund-Stein constant given in [TG] .
Proof Following the procedure of the proof of the theorem 6 we had

vEm e RY W) < TP~ Ou(Em) + ik () + nf T(w)  (78)

where T, (u) :7/ [—(Vu,n)xl + 2|Vul? + 1|Vu +£|p] dz. Since |Vu+£P <

%
2071 VuP + 2P L|€]P, we get

W () < Wo(€) — 61(&,m) + 01h* () + inf S, (u),

u€EKp
where Sy ( ][ (Vu,n)x1 + %|Vul® + 27~ 17\Vu|p] dx. We will estimate
Y

1n}£ Sy (u) < Sy(u) where u is the minimizer of Sy. Therefore following the
ueKy

notation of theorem 6 we get u = a%(Vap, Ny and inlg Sy(u) < —i][|H77|2 +
ue K,

op—1 “’ ][|H77|p thus
¥

e € BY 5 (W-1W0)°(6) < 01 (6.1 +0u1 (1)~ 5 [ Hof+
2
Y

replacing n = n/601, adding (£,n) and taking sup over & € RN we get

1
vn e RN : (Wo — W)(n )gelh*(n/el)—ﬁ]ﬁ z p][|H P (7.9)
204201 0
Y
In [T] has been found Z(p) > 0 such that

][ ][ |Hn|P < NP/20,0, (6"~ + 651 Z(p)r? (7.10)
S, Y
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replacing this inequality into (7.9) after having integrated over S, and using
0 < 03 < 01, we finally get (7.7). O

Corollary 5 Under the same hypothesis of theorem 5 and 0 < 03 < 6. IfW 18
1sotropic, then

—~ . 1 1 05 2 ¥
vneRY : (Wo — W < —( - > - _pP(7.11
] (Wo )Y(m) < 20, \ay a1 New [n] p(a2_al)p9§,,1\n\ (7.11)

,)/2:!71\]:0/2 _
= 02Z()nl" + o(v*) ",
2

being Wo(z) = %|z> + 2p’1%|z\p, and Z(p) = Cp(p), where C(p) is the
Calderon-Zygmund-Stein constant given in [TG] .

Proof Same proof of corollary 4. O

Summary of Bounds

Let W be the effective energy density of the Willis-composite, WL is the effective
energy density of the linear composite, and Bj, B, are the optimal lower and
upper bounds respectively of the linear composite

It is known that

(W — W1)*(n) < Bi(|n])

and
(W — Wr)*(n) < Bu(ln|).
where
1 1 01 9 9
B(t)= — [ —— t? = ayt
l() 2492 (042—041 +NO(1> a“
and

1 1 0 \ )
B,(t)=— | ——— — t° = aqt”.
u() 291 <a2—a1 NO[Q) @2

Then the bounds for the Willis-composite can be written as:

(a) In the anisitropic Willis-composite. For all » > 0 :

f (W — Wa)*(n)ds < Bi(r) + M (r) + o(+?)
Sr
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and
FOVO ) ()ds < Bu(r) + 7Malr) + o),
S,
where
o -1
wo(z) = Pz + (P20 0100 i
(b) In the isotropic Willis-composite. For all n € RV :

(W = W1)*(n) < By(|n]) +~Mi(|n]) + o(+?) (7.12)

and

(W = W)*(n) < Bu(lnl) +vMa(In]) + o(7*) (7.13)
For both cases (a) and (b) : M (t) = —b1tP and My (t) = batP where

1 o p—
blzg(ag—al) p&g !

_ _ 1
by = (p— 1)ay "[C(p)]P(6162)" /%6, P NP — 591 P (g — ay) 7P

Summary and Conclusions

In the isotropic case the bounds (7.11) and (7.12) implies the bounds:

o[l v, 01) < W([nl, 7, 61) < du(nl, 7, 61)

for all » > 0 and 6; € [0,1].
We have that

ou(t, 7, 0h) = %tQ — 5t — a13° + ybi3°

0, i 6, =1
S =
(OZQ — 051)7%, if =0

where



BOUNDS ON THE EFFECTIVE ... WILLIS CLASS... 51

For all 6; € (0,1) : 5 satisfies

pblfygp*l —2a:5+t=0.
On the other hand

—1
Gult, v, 01) = %tQ - +p77(9192)1/2tp — 5t + a5 + ybos’

where

0, lf 91:0

|
Il

(ag —aq)~tt, if 6, =1
for all 6; € (0,1) : 5 satisfies

pbaysP T 4 2a95 — t = 0.

Notice that W(~,()7 61) = Wl(, 01) and that ¢;(+,0,), ¢u(-,0,-) are the optimal,
respectively, lower and upper bounds of the isotropic linear composite.
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Bounds on the effective energy density of a
special class p-dielectric

Gaetano Tepedino Aranguren, Javier Quintero C,
Eribel Marquina, José Soto

Abstract. This work gives lower and upper bounds on the effective
energy density W of a two phase composites material composed by
a periodical mixed of two nonlinear homogeneous isotropic dielectric
materials in prescribed proportion. These bounds are given as a
function of 6, which is the volume fraction of the material with
lowest dielectric constant in the mixture. The dielectric constant
conductivity of the k—material are given respectively by

n(z) = arlz]P7?, wa(2) = aglz[P2,

where 0 < a1 < ag and 1 < p < .
For anisotropic composites the bounds are given in the form

B(p,r,6) < fv*v < U(p.r,0),
Sy

where the functions ®, ¥ reduce smoothly to the optimal lower and
upper bound of the linear composite when p — 2.

The method to obtain this bounds, in the case p # 2, follows a
generalization of the Hashin—Shtrikman variational principles con-
structed from a comparison medium which is in general nonlinear
and reduces to linear when p = 2.

Resumen. Este trabajo da cotas inferiores y superiores para la
densidad de energia eficaz W de un material compuesto de dos fases,
constituido por una mezcla periédica de dos materiales dieléctricos
isotrépicos homogéneos no lineales en proporcién prescrita. Estas
cotas son dadas como una funcién de 8, que es la fraccién de volu-
men del material con constante dieléctrica méas bajo en la mezcla.
La constante dieléctrica de conductividad del k-material se dan,
respectivamente, por

vi(z) = oa|2P7% ) va(2) = aglz|P 73,
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donde 0 <y < gy 1 <p < o0.
Para compuestos anisotrépicos los limites se dan en la forma

B(p,r,0) < fvv < W(p,r0),
Sy

donde las funciones @, ¥ se reducen suavemente a la cota inferior y
superior del compuesto lineal cuando p — 2.

El método para obtener estas cotas, en el caso p # 2, sigue de una
generalizacién de los principios variacionales de Hashin—Shtrikman
construido a partir de un medio de comparaciéon que es en general
no lineal y se reduce al lineal cuando p = 2.

1 Introduction

In this work we will follow the Y —periodic microstructure of the mixture, been

Y the cell H(O,ai), {ai,a2,...,an} C (0,00), if O, for k € {1,2}, is the
i=1

proportion of material type k in the mixed, Y =Y, UY5, Y1 NYs = 0 and yy is

the characteristic function of the phase Y} which only contains material k, then

0, = ][Xk’ 0 <6, <1 and 6, + 02 = 1. Following the notation of [T.Q.M.S],
Y

the energy density of the composite is the Y —periodic extension of the function

W RN x RY — R given by

W(r,2) = X1 ()W (2) + xa(@)Walz) , where m
k():a"|z|p and 0 < g < g, 1 <p < o0. ’
In [T.Q.M.S]| has been proved that the effective energy density and its dual are
given respectively by the variational principles:

W() = inf AW(z, v+ &) dx, W*(n) = inf AW (z,0+n)de,  (12)
veV, o€,
Y Y

where V,, is the completion of C},, (Y,R") under the L,—norm and S, is the

per
completion of N = {0 € C},,.(Y,RY) : T/U =60 and div(c) =0 in Y} under
Y
the Lg—norm. Notice that v € V}, <= v = Vu for some u € K,,. Here K, is the
1/p
completion of C1, (Y) under the norm |jul|;, = ][|u|p dz +][|Vu|p dx

per
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Also we have V;- = S, @ CV, where CV are the constants vector fields. See
[T.Q.M.S] for a complete description of definitions and properties of these
spaces.

2 Existence of W, I'—convergence and Homogenization

Lemma 1 The function W : R® — RY — R defined by (1.1) satisfies:

(1)Vz € RN : W(., 2) is Y —periodic and measurable.

(2)Vz € RY : W(x,.) is CY(R™) and strictly conver.

(3)Vr,z e RV : 0 < SHzP < Wz, 2) < S2[2P.

(4)3L > 0 such that Ve, 21, 20 € RN 2 |[W (2, 21)YP =W (x, 22)V/P| < L|21 — 2|
Proof The items (1) to (3) are direct consequences of 1.1. In other hand let
B = (@7, then W (z, 5) VP = Byxa (@) |2k + Boxa (@) |24 and W (z, )77 —

W (z, 22)Y/? = Bix1()(|21] — |22]) + Baxa (@) (|21] — |22|), therefore |W (x, z1)'/P —
W (z, 22)/?| < L(|21] — |22]) < L|z1 — 22]. O

Lemma 2 If W is the function defned by 1.1, then W and W* are given by
1.2.

Proof These are consequences of lema 1 and the articles  M.M] , [G.DA] .0

Lemma 3 (Elementary Bounds)
If W is defined by 1.1, W is defined by 1.2 and p~' + ¢~ = 1, then

1 _ _ —p/q —~ 1
Ve e RN . > (91a1 P 4 fay q/”) [P < W (E) < = (Bra + a2 |E]P .

(2.1)

’B

These bounds are called The Elementary Lower and Upper Bounds on w.

Proof Since the null vector field belongs to V,,, then from 1.2 we obtain

][W x,&)dr =60 |€|p + 9 |§|p = 91Oél +01a2)[€P. (2.2)

In other hand since the null vector field belongs to Sy, then from 1.2 we get
W* (i fw 2,m) dw = 0, W7 (n) + 6W3 () = (01a P 4 G037 [

(2.3)
from this, using a typical result of convexr analysis, see for example [E,T] , we
get

— B _ -p/q
W(e) = & (01077 +0:205) " e,
from this last inequality and 2.2 we obtain 2.1. |
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Lemma 4 Under the same hypothesis of lemma 8 we have:

Va, & € RN - W(x,8) — Wi (€) = xa(2)h(€), Wa(€) — W(z,&) = x1(a)h (() :
2.4
Vo,n € RN : Wi (n) — W*(z,n) = xa(z)g(n), W*(x,n)—W5n) =xi(z )!é(n))
2.5
Ve € RN :h(§) = @7e|el, bt (n) = Finle, 26)

g(n) = 22l g*(¢ ) = = el
where fral =1, pP(as —a1)?=1, and k(B1 — P2)? = 1. (2.7)

Proof From 1.1 we get W—W1 = x1Wi+x2Wa—x1 W1 —x2 Wi = xo(Wa—W1),
then h(z) = (W — Wh)(z) = 22%L[2|F which is a convez function, and h*(z) =
§|z\q where (P (ag — a1)? = 1. Moreover Wo — W = x1Wa + xoWo — x1 W7 —
x2Wa = x1(Wa — Wn).

In other hand W* = xa W + x2W5 and W (z) = ’8—;|z|q where ﬁ,’gaz =1.
Therefore W* — W5 = xo(W5 — W{) and Wi — W* = xo(W7 — W), then
9(2) = (W} —W5)(2) = B=22]1]9 and g*(2) = 5|2 where x9(61 — Ba)? = 1

Lemma 5 Under the same hypothesis of lemma 1 we have:

VEERM W) = inf i o [(Vut&0)+xa(@)h" (o) + Wa(Vu+)] du
Y (2.8)

v €Y () = ot inf o (o .0+ xala)g” (€ + Wilo )] do.
(2.9)

Proof These variational principles are consequences of theorem 3 of the article
[T.Q.M.S] and the lemma 4. O

Lemma 6 Let ¢ is a Y —periodic solution of Ap = xx — 0 inY, H its Hessian
matriz, § €ER, r >0, n € RN and u = §(Vy,n), then

ue K, Vu=4J§Hn, ][ka:][H2 f(VunXk—é][|Hn|2 (2.10)
Y

][][IHn|2 *9192 (2.11)

Proof See for example the theorem 4 of [T.Q.M.S] . O
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Lemma 7 If2<p<oo, r>0 and H as in the lemma 6, then

2 1
Glr.r) :][ f [Hyl < <610; + (p = DN T 010, Z(p)(r> +17+1), (2.12)
SrY

where Z(p) = CpH(p—f— 1) and C is the Calderon-Zygmund-Stein constant given
in [T.Q.M] . O

Proof Using the corollary 3 of [T.Q.M] there is t € [2,p] such that
G(p.1) <G2.1) + (- INTrHICT (- 10001 +0).  (213)

1 1
Clearly Cc (t+1) < c (p+1) = Z(p), 0% <02 <0 then 0} + 05 <1 and
NED/2 < Ne+D/2  then using 2.11 and 2.13 we get 2.12. O

Lemma 8 Given NeN,2<p<oo,p ' +q¢'=1,0<e<1 ands>0, then
Vz,y € RN:

1 1 _ o1 Lo s
E\Hylp <5 [+ (p = 1)(p — 2)2°72] 2P+ (2, y) [P 2+6(p—1)21" 2Py
(2.14)

Proof If p > 2 the function F : RN — R given as F(x) = %|x|p is of class
C?(RY), then given z,y € RN there is t € [0,1] such that F(x +y) = F(z) +
(VF(z),y)+ 1 (A(2)y,y) where z = z+ty and A(z) is the Hessian matriz of F' at
z. We have VF (z) = z|z|P~2 and A(z) = I|2|P72+ (p—2)B(2)|2|P~%, where I is
the identity matriz and B(z) is the matriz ((z;, 2;)), clearly the greatest eigenvalue
of B(z) is |2|?, the greatest eigenvalue of A(z) is (p—1)|z|P=2, then 2 (A(z)y,y) <
Ly*1z|P72. Using a standard inequality gives |y|*|z|P~=2 = (e=*[y[*)(e*|2|P~2) <
%675p/2|y|p + Pp%?esp/pf?|z|p < %G*SP/QW‘P + 1)1.%26519/10*2219*1(@@ + yP) =

ijzeS”/p_22p4|x|p + %(G_SP/Q + (p — 2)eP/P=22P=2)|y|P | then

(p—1)
p
(p_ 1) —sp/2 sp/p—20p—2 P

e (6 +(p—2)e 2 )Iyl ,

1
(4@ Y) < (p— 2)eP/P=22p=2 4

then

1
“lz+yl” <
p
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Since 0 < € < 1,5 > 0 and p > 2, then eP/P~2 < 1,2P72 > 1,1 < ¢ %P/2
and €P/2 4 (p — 2)eP/P=22P=29P=2 < =5P/2 4 (p — 2)2P72 < 5P/22P72(p —
2)e=5P/22P=2 — (p — 1)eP/22P=2 From this we obtain 2.14. We notice that in
the special case p =2 we have |z +y|? = L + (z,y) + 1[y|> < 3|z> + (2,9) +

%e_s|y|2, therefore the inequality 2.14 is also true when p = 2. O

Lemma 9 Given v, € R,y > 0,1 € RY and Ty : Ky — R defined as
To(u) = ][ {71<Vu, Xk + %\Vuﬂ dz, then 1€nlg = Ty(u), where u =
ueK>
Y
—%(V(p, n) and ¢ is the Y —periodic solution of Ap = xp — 0 inY.

Proof Clearly Ty is a proper strictly convex function and G'— differentiable

on the reflexive Banach space Ko. By the used of the Poincaré inequality

we can prove that | 1‘1|m Th(u) = +oo, therefore there is an unique mini-
ul|—oo

mizer U € Ky which satisfies Vu € Ky : DTy(u,u) = 0. Since DTs(u,u) =

][ (V1 (Vu, m)xr + 72(Vu, V)| = ][ (Vu,vinxr + 12Vay, then f div (vinxk +

Y Y Y
Yo Vu)udx =0, hence v20u = —div (y1mxk) 'Y, from here we get the expected

result. O

Lemma 10 Given y; € R,y > 0,6 € RY and My : So — R defines as
M5 (o) 27[ [1(0,&)xk + Z|o|*] dz, then lélsf' Ms(o) = My(5), where o =
oE€Ss

Y
(HE — (xk — 0k)E) and H is the Hessian matriz of the Y —periodic solution of
&(pixkfek mY.

Proof Clearly M, is a proper strictly convex function which is G*-differentiable
and coercive (Poincare inequality) on the reflexive Banach space Sa, therefore
there is an unique minimizer ¢ which satisfies Vo € Sy : DMsy(c,0) = 0,
since DMy (5,0) = ][[71 (0,8)xk +2(0,0)] d = ][<U, Y1€xXk + 720) dz, then
Y Y
(71€xk + 7120) € SQL =V, & CV, then there is u € Ky and ¢ € RY such that
méxk + 720 = Vu+c. Since div(a) =0 in'Y we have Au = div(y1€xk), that is
u="1{V,&) where ¢ is the Y —periodic solution of Ap = xr — 0 in'Y. Since
Vu =y HE, then y1€xk + 720 = v1HE + ¢. From the fact ][3 = 0, we obtain

Y
Y180k = c and ¢ = 2L (HE — (xi — Ok)E)- =
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3 An Upper Bound on W when 2 <p< oo

Theorem 1 Given W and W as 1.1 and 1.2, thenif2<p < oo andp '+q ! =
1 we have

Vr > 0,t>0 :][(WO—W)*(U) < Filp,0,7,t) = ar?—br2t—cr*tP4-d(r* +rPT P,

S
(3.1)
where WO(¢) = S e, CO=aall+(p—1)(p—2)2""2  (3.2)
_ 8 e _ (p=1D)2P 20, _ (p=1)(p—2)2P 2010, NPTV /2 ()
and a = q9f_1’ b— Noz29f/p7 - Nqaf_locg_l’ d = 0{,_10(;—1 .
(3.3)

Proof We will use the variational principle 2.8 where h is given by 2.6. Given
n € RN and o(x) = x1(x)n we have

Ven € BRY s W(E) < 016 m+0uh” )+ jnf f [~(Vu o) + Wa(Vu +6)] da,

Y
(3.4)
Using lemma 8 with x = &,y = Vu and s =2 — 4/p we get

Wa(Vu+€) <22 [1+ (p— 1)(p - 2)2°72] +

p
+ s (€, VuleP2 + %(p — 1)2P 7227 )P

substituting this into 3.4 we obtain

v € RN i W(E) = W) < —01(6,m) +6uh"(n) + inf Tp(w),  (3.5)

whe']’-e Tp(u) = f[—(Vu777>X1 —+ %(p — 1)2p—262—P|Vu|1’] dx
q

Y
It is known that in}ﬁ To(u) = To(a) where 4 = a%(Vgo,n} being ¢ the
uc Kz

Y —periodic solution of Ay = x1 — 01, then Vt > 0:

inf T, (u) < T(t(6262)" /1) =

<][ |:_t(9162)1—2/p<va’n>xl + %(p _ 1)2p—262—ptp(9192)p—2‘Vmp dz .
Y



62 G. TEPEDINO, J. QUINTERO, E. MARQUINA, J. SOTO.

If H is the Hessian matriz of o, then using the lemma 6 and replacing 2.10 into
the last inequality we obtain that vt > 0:

-1 0,6
inf T ( ) f [_(9 02)1 2/P|H ‘2 L " o9p-— 2 2 ptp(l#)u{ |P‘|
uc K, (67 q a2

Y
(3.6)
choosing € = 010y and replacing 3.6 into 3.5 we get ¥&,n € RN, Vt > 0:

0102

(W = WO) (&) < — 01(&m) + 01h*(n) — f|H77|2dx+

tP
+ 2= 2p 2 f|H17|pdx
q ab™

replacing n = n/01, adding (£,n) to both sides of the last result and taking sup
over £ € RN we obtain ¥n € RN, ¥Vt > 0:

— 16, /" ~1 %
OV 0) < 0 1))~ 2 f i dos P2 e
a2 Q@3 91Y
(3.7)
Given r > 0, integrating both sides of 3.7 over S, and using 2.11 of lemma 6
and 2.12 of lemma 7 we obtain 3.1, 3.2 and 3.3. O

Theorem 2 Under the same hypothesis of theorem 1, given F, and C° by 3.1
and 3.2, then:

Vr>0: ][W <1 [CO( ) — (qA; (p))l_p} P, where (3.8)
Sr P
Ai(p) = inf inf r9F1(p,7,1). (3.9)

Proof Since V¢ € RN Vr > 0: WO(r€&) = rPWO(p) and W(r@ :J:}’W(f), then

(WO — ﬁ)(rf) =rP(W° — Wlf) and (W0 — w* (rn) = rY(W° — W)*(n), hence
(WO —W)*(n) = r~4(W° —W)*(n) and by 3.1 we obtain

f (WO — )" (n) ds(n) = f (WO — )" (r) ds(n)
S S1
_ r—qf (WO — )" <=9, (p, 7 1),
Sy



BoOuUNDS ON THE EFFECTIVE ... DIELECTRIC COMPOSITES... 63

therefore ][(W0 — W)* < Ay(p), where Ay is given by 3.9.
S
In other hand, V&, m € RN - (WO —W*(n) > (&,n) — WO(&) + W (€). Let n #

0,7 >0 cmd€ = /|, we get (WO —W)*(n) > rlnl=WO(rln/|nl)+W (rn/In]) =

r|n| — rp + rpW(n/|n|) integrating over S; we obtain Ay(p) > r — C—Orp +
fW from this 7[W < C — 7P 4 7P A (p), then T/W < C— 1n%{ I
>
S1

r pAl( )} = 7 4l + A1 (p)T P where 7 = qA;1(p the substitution gives the
estimation 3.9 with r = 1, then ][W(ﬁ) ds(& fW )ds(€

S,
W aste) < 5[0 a7 o

S1

Corollary 1 Under the same hypothesis of theorem 1, zf,V[V/ 1s isotropic, then
e 1 _
Ve RN 1 TW() < [0~ (aAu(p))' 7] el (3.10)

where C° and A, are given by 3.2 and 3.9.

Observation-(1): In the limit case p = 2 we have F1(2,r,t) = 251 r? —

a2t ol = 807 4 (5 —t)ag 0T %N 172, where 8 = (ag — 1),
_ —2 _ 1
then 41(2) = inf inf =572, 1) = 757

b2}, therefore

1 0 _ 1 = 1 - - :
3 |C7 = (241(2)) ] P lO‘Q o (az - 042N> ] 7

which is the optimal upper bound of the linear composite.

4 An Upper Bound On W when 1 < p <2

Theorem 8 Given W and W as 1.1 and 1.2, thenifl<p<2andp '4+¢ ' =1
we have

Vr>0,Vt>0: 7[(W2 — W)* < Fo(p,r,t) = ar? — btr® + ctPr? (4.1)

0, B (g192)p/2N7p/2
g1~ aaNO;’ pah et

(4.2)
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Proof Given u € K, and £ € RY, since f(Vu,f) = 0, using the Jensen

Y
inequality and the inequality (la] + [b])P/? < |a|P/? + |b|P/? when 1 < p < 2, we
have
p/2 p/2 p/2

f|w+5|pg f\vwa? - |5\2+f\w2 < leP+ f|w|2
Y Y Y Y

substituting this result into 3.4 we obtain V&, n € RN :

(W = W2)(€) < =0u(&,m) + 01" (n) + inf My(u),

P/2 (4.3)
where M,(u) = 72 ][|VU|2 —][ Vu,n)x1 -
y

It is known that 1enI£ Ms(u) = Ms(W) where u = O%(Vap,m being ¢ the
u 2

Y —periodic solution of Vo = x1 — 01 in Y. Therefore ¥t > 0 : inlg My(u) <
ue Ky

M, (tu) and by the same arguments used in the proof of theorem 1 we obtain

inf <

t
f IH?7|2 - —f \Hnf?
ueEKp pa2 OéQY

substituting this into 4.3 we get
VEne RN, VE>0:

p/

(7 = W)(€) < ~a(eon) + 0 () + —s | f1rraP | - —f Hal?.
Y

y4es

=

(4.4)
Replacing n = n/61 in 4.4, adding (£,n) to both sides of that result and taking
sup over £ € RN we obtain

VEERY,VE>0:
p/2
17 * * P 2 t 2
(Wa = W) () < 000" (1/60) + —p (10 | = e 1P
pad,” 03 b
s ¥
(4.5)
p/2
Given v > 0 the Jensen inequality gives][ ][|Hn|2 ][][\HUP

r

Hence integrating 4.5 over S, and using 2.11 we get 4.1 and 4. 2.
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Theorem 4 Under the same hypothesis of theorem 3, given Fa by 4.1and 4.2,
then:

~ 1 _
FW < foa— (@aalo))' ] 0. (1.6)
S,
— i inf r—d
where As(p) = ir;% %Egr Fa(p,r,t). (4.7
Proof Similar to the proof of theorem 2. O

Corollary 2 Under the same hypothesis of theorem 3, sz is isotropic, then
~ 1 _
VEERN () < lox — (ada(p)) 7], (4.8)

where As is given by 4.6.

Observation-(2): In the limit case p = 2 the formula 4.8 gives the optimal
upper bound of the linear composite.

5 A Lower Bound On W when 2 <p< o

Theorem 5 Given W and W as 1.1 and 1.2, thenif2 <p < oo andp l+q ! =
1 we have
Yr>0,Vt>0: T/(Wl —W)* < Fs(p,r,t) = ar? — btr® + dtir9 (5.1)
S,

K 2,-q/2B1 °
where a = 5(9;—”, b=(1-N"10,0;'8", d=(1—N"1)/299/2g 9/ 17
(5.2)
and K, B1 are given by 2.7

Proof We choose the variational principal 2.9, given € € RN we take ¢ = x2€,
then VE,m € RV:

W*(n) < —(1,€)02 + 029" () + inf f [—<075>X2+6ql|0’+77|q} de.  (5.3)
y
q/2
Since 1 < q¢ < 2 and f(a,n} = 0, then f|a—|—n\q < ][|0—|—77|2 =

Y Y
q/ q/2

Y
2
o+ 1o ) <pule+ | flof? | hence
Y Y

6 € RN cWW(n) < Wi (n) = (1.)02 + 627 (€) + inf My(o),  (5.4)
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where M( (T/U|2) 7[ (0,&)x2. We know that in£ My (o) = My (0),
TES?
where o = ——1 (HE — (x2 — 92)5), being H the Hessian matriz of the Y —periodic

solution of Ap = xo — 03, then

inf M,(o) < My (13) = o <f| ) f«r v (55)

We have (G, &) = —3-(HE, &) xa+3- (xa—02)[¢[* x2 and 7[ 7,€)x2 = f |HE[*+
Y
501021617, Also 617 = gz (|HEI* — 2(x2 — 02) (HE,€) + (x2 — 02)? If\ %) and

][|3‘2 = 5% (9192|52 —][H§|2) . Hence
Y Y

q/2
lq
t t
inf M. < 0,65 ¢|? ][H2 +—fH2——99 2,
Ulélsq 2(0)_ q < 2|§\ | f|) 51y| f\ B 12|§|

(5.6)

Substituting 5.5 5.6 into 5.4 we get

N 1 q q/2
W*(n) —Win) < —0,§)02+ 629" (&) + —— q (9102§|2 fIHEQ)

4 IHE — £ 010u0¢].
Y
(5.7)

Replacing € = £/05 in 5.7, adding (£,n) to both side of the last result and taking
sup over n € RN we get

. 1-p 1—q
(Wi — ) () < P2 jgp P11 (ologweffwa?)
Y

103 f HEP — £0,6,0¢]2

Y

q/2

(5.8)

integrating over S, we finally get 5.1 and 5.2. O
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Theorem 6 Under the same hypothesis of theorem 5 we have

1-p

][W* [~ A7) fw> =A™ 69)

where Az(p) = 11;% %I>lf r P Fp,r,t) being F3 given by 5.1.

Proof By the same homogeneity properties using in the proof of the theorem 4
we have

][(Wg* — ﬁ//*)* < r PF3(p,rt), then ][(W2* - W*)* < Asz(p). Since (W —
S S1
W) > (&m) = Wi(n) + W*(n), fiwing & # 0 and v > 0, let n = r¢/|€],
we obtain (Wi — W*)*(€) > rle| — rWy (&/I€]) + r9W™(/IE]). then As(p) >

f(Wl* - W*)* >r— rq% +7‘qu* and fW* <rT9Az(p) —r' T+ %; hence

S S
][W* < inf (r77A5(p) —7'77) + B that is
F < [ - a7 = Bato). (5.10)
S1

In other hand, since W*(n) > (&) — W, takingn # 0, r > 0 and £ = rn/|nl,
we get W*(n) > rn| —rPW(n/|nl), integrating over Sy and using 5.10 we obtain

B(p) >r— rp][fi and ][W > 7P — P B(p), then sup (rl_p —r7PB(p)) <
&, S r>0
T[W From here and 5.10 we obtain 5.9. a
S1
Corollary 3 Under the same hypothesis of theorem 5 we have
— 1 _ —~ 1 _ql-p
W0 fW <2 [ = (Aa(p) ] v, fW 2[5 - (paato) ]
ST ST
(5.11)

Corollary 4 Under the same hypothesis of theorem 5, zfﬁi is isotropic, then
Vé,m e RN :

W) < 2 61— (pAalo)' ™ Inlt, WO = - [B1~ (oa(p) 7] |(£E|)pl.2)
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6 Lower Bound on ﬁ;, when 1 < p <2

Theorem 7 Given W and W as 1.1 and 1.2, thenifl<p<2andp '+¢'=1
we have

Vr>0,t>0: f(WS‘ —W*)* < Falp,r,t) = ar® —brt + dr*td 4 ct?(r? +r9t1)

Sr

where W (n) = %6‘|n|q, Cy =5 (1+(g—1)(g—2)272) and (6.2)

1—p
05 "k

_ _ 2*2/119*2#1 _ ﬁ _ 11924291 l
a = P ’ b_( )61 2 , C= q (C] 1>2 92 <1+ )7 (6'3)

-1
N N

d = Pl (g~ 1)(q - 2)22720; 'NTD2Z(q) and Z(p) = Clg + 1)7+ s the
Stein-constants.

We choose the variational principle 4.3, then ¥Vn € RN :

W) < ~(.000+ 90+ nt  [~to.pa+ Do valt] ar. 6a)
Y

Since ¢ > 2 using 2.14 with x =1, y =0 and s =2 — 4/q we get

1 1 1
6|0+?7|q =3 [1+ (g = 1)(a—2)297?] [n] "+ (n, 0>|77|q72+6(q—1)2q72627q|0\q,

substituting this inequality into 6.4 we get

Ve e RN W (n) — Wo(n) < —(n,€)0s + g* ()02 + inf My(o),  (6.5)

oinSq

where My(0) :f [(a, Exa + é(q —1)(¢g— 2)2q262q|g|‘I] dx. Since
Y

1é1£ Ms(o) = Ms(0), where 0 = *ﬁ [HE — (x2 — 02)], being H the Hessian
oES>
matrixz of the Y —periodic solution of Ap = xo — 02, then ¥Vt > 0:

inéf My(0) < My (t(6162)'/5)
gES,
- —t(0102)1*2/q][<8,£>xg + %1 (q — 1)2@1*262*%‘1(0101)q*2][|a\q )

Y Y
(6.6)
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In other hand (3, &) = —4- [(HE, €) — (x2 — 02)[¢]] andf(&, E)xa = —ﬁ][u{gﬁ.
Y

Y
Therefore from here, 6.6, taking e = 0160, and using an standard inequality, we
get

inf M,(0) < —tﬂf1(0192)2_2/q|£|2+t(9162)1‘2/q5f1f|H§|2+
TESy
Y

—q —1
+t‘J%22q*3(9193 +07162)[€]7 + tq%(q - 1)22‘1’3][IH§|" :

Y

substituting this inequality into 6.4 we obtain that V&, n € RN :
W*(n) = W5 (n) < — (€, m)02 + g"(£)02 — 87 ' (6202)2/7|¢|?
e
+ t(9192)1_2/‘16f1f\H§|2 + %(q — 1)2%72 ¢+

tap7 4
L 1B

Y
_ 2q—3 q
g 1)2 Yfﬂa, (6.7)

replacing & = £/02, adding (€,7n) to both side of the result and taking sup over
n € RN, we finally get 6.1, 6.2 and 6.3. O

Theorem 8 Under the same hypothesis of theorem 7 we have

v > 0: 4T < 2[5 - )] v, 7> 2 (G- pa)' ],
3, 3
(6.8)

where Ay = 7}I>1£ tH>1£ Fa(p,r,t).

Corollary 5 Under the same hypothesis of theorem 7, when W is 1sotropic we
have Y¢,m € RV :

W) > ]1? [C = (pAs(p)' =) g7
W*(n) < é [Co — (pAa(p))' ] n]?.
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7 Summary and Conclusions

Givenl <p<oo,pl4+q¢ 1 =1,1<6,<1,0; +60; =1,0 =0, we obtain
C%(p) > 0 and Cy(p) > 0 such that

A

1 _ _q1= —~
=~ [en) - o1 Aoy ] e < AW
Sr

1 -~ _
< g[cwp)_eg@ Y (qB(p.0) 77| 1
[t (p-Dp-227 if p>2
Co(p)—{az if 1<p<2’
A(e,p) = inf ,’L‘_p]:(97p7l',y)
(z,y)€RY xR
o v | B if p>2
C (p){ 61[1+(q—1)(q—2)2q_1] if l<p<2’
B#,p)=  inf 279> (,p,7,y)

+ . Rt
(z,y)ER xRy

where the functions F,> are given in this work.

In the isotropic case we have

a0 aw0)' ] Tep < W

< = C%p) — 657 (¢B(p,6)) 7| [¢]P .

SRR

Here we have 8, =0 and 6 =1 — 0, where 1 < 0 < 1 is the volume fraction
of the first material.

In the limit case p = 2, the left and right hand sides of the last inequality
give the optimal lower and upper bound of the linear composite.
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DIVULGACION CIENTIiFICA

Una vision universitaria del teorema de
Pitagoras

J. G. Mendieta, J. M. Rodriguez, J. M. Sigarreta

Resumen. El objetivo del trabajo es extender las ideas basicas del
conocido teorema de Pitagoras al marco de las Matematicas de la
Universidad.

Abstract. The objective of this work is to extend the basic ideas
of the famous Pythagorean theorem to the framework of University
Mathematics.

Introduccién.

El teorema de Pitagoras, tal y como se conocié por los gedmetras del antiguo
mundo griego, establece que el cuadrado construido sobre la hipotenusa de un
tridngulo rectangulo es igual a la suma de las areas de los cuadrados construidos
sobre los catetos, sin embargo, desde que se aprende, en los cursos de geometria
elemental, hay quienes sospechan algo mas, quiza la misma palabra, “cuadrado”
los induce a creer que sobre los lados puede construirse otro tipo de figuras:
ipor qué no triangulos o circulos?

Para extender las ideas sobre el teorema de Pitagoras de la Matemaética Es-
colar a la Matematica Universitaria, comenzaremos por analizar varios con-
ceptos clasicos de la Matemética Superior; el primero de ellos es el de cur-
va. Una primera aproximacién nos proporciona la definicion de Curva como
una aplicacion o funcion f(t) de un intervalo [a,b] = I en R a un subconjun-
to C del espacio R3(o del plano), de tal manera que la funcién vectorial de
variable real f puede considerarse como la traza descrita por el radiovector
£ = (A1), fol0), F5(0)), T € [a,b),

Desde luego, debe hacerse la clara distincion entre la curva C' y la funcion f(t)
que la describe; la curva C es la imagen de la funcion f(¢) en R3, es decir:
C ={(fi(t), f2(t), f5(t) € R’|t € [a,] C R}.

De este modo, la intencién original de esta definicién es la de poder considerar
a una curva como la trayectoria en el espacio que describe el movimiento de una
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particula.

Una curva es suave si f(t) es de clase C'[a,b] y f’(t) # 0 para todo t € [a, D],
lo que equivale a decir que la curva tiene una tangente bien definida en cada
uno de los puntos que la constituyen. Si la curva puede considerarse como la
uniéon de curvas suaves, entonces se dice que es suave a trozos. Consideraremos
unicamente curvas suaves o suaves a trozos. Una curva se llama rectificable si
tiene una longitud bien determinada, es decir, finita. Mediante las poligonales
y el concepto de integral de Riemann se puede demostrar que la longitud de la

t
curva C' parametrizada mediante f(t), es: s(t) = / %it)
No es mucho pedir que una curva tenga longitud ﬁ(;lita, aunque es cierto que al
estudiar las figuras fractales se encuentran “curvas” que tienen longitud infinita
a pesar de tener un punto inicial y uno final bien definidos (la curva de Koch es
un ejemplo de ello).

Consideremos una curva C descrita mediante la funcion paramétrica f(t), ¢ €
I = [a,b]. Sila curva C tiene sus puntos f(¢) en un mismo plano para to-
do t € a,b], entonces decimos que es plana. Si f(t1) # f(t2) siempre que
t1 # to para todo ty, t2 € I = [a,b] entonces la curva se llama simple. Si
f(a) = f(b) entonces la curva C se llama cerrada. La curva f(t) es suave y
cerrada si f(a) = f(b) y f'(a) = kf'(b) para algtin k > 0. Se dice que una curva
es simple y cerrada si f(t1) # f(t2) cuando t1 # ty para todo t1, to € I = [a,b)
siempre que t1 y t2 no sean a y b, porque en ese caso f(a) = f(b). Una curva
f(t) plana, cerrada y simple se llama curva de Jordan, debido a los trabajos
que efectud, sobre curvas y su longitud, el eminente matematico francés Marie
Ennemond Camille Jordan (1838 — 1922).

Una curva de Jordan C divide el plano en dos conjuntos; uno es el interior
de C y el otro exterior, los cuales se denotan, respectivamente, por Int(C) y
Ezt(C). El conjunto Int(C) es acotado mientras que Ezt(C) no lo es; ademas,
Int(C) y Ext(C) son conjuntos disjuntos; la frontera de Int(C) y de Ext(C)
es C; la frontera de un conjunto R se denota por OR y si R es o bien Int(C)
o bien Ezt(C), se tiene que R = C. Al hecho de que una curva de Jordan y
su demostraciéon requiere el anélisis de los teoremas de existencia y unicidad de
las soluciones para ecuaciones diferenciales.

Diremos que una regién es un subconjunto cerrado del plano cuya frontera es
la unién de un ntmero finito de curvas de Jordan. El interior de una curva
de Jordén rectificable C' es una regiéon R bien definida. La regiéon R puede ser
convexa o no. Decimos que una regién R es convexa si la recta [ que une dos
puntos cualesquiera, x e y de R, también esta contenida en R. Es decir, R es
convexa si x,y € R — xy =1 C R, con [ definido como el segmento en el plano
euclideo: I = {a(MN)]|a(A) =z + Ay —x), 0 < A <1}

Una regién R se llama arcoconexa si dados dos puntos cualesquiera de R, existe
una curva ©(A) que los une y que también esta contenida en R; es decir, R es

, t€la,b].
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RECION CONEXA

REGION CONVEXA

{
o

e(3)=X+20(y-X} 0£A51 o(h)

5
.

B
R=AUVB

REGION NOCONVEXA

REGION NO CONEXA

Figura 1: Regiones convexas y conexas

arcoconexa si para todo x,y € R, existe p(\), definida y continua en [0, 1], tal
que 9(0) =z, p(A\) =y y p(A) € R, VA € [0, 1]. El interior Int(C) de una curva
de Jordan es arcoconexo, mientras que la unién de los interiores de dos curvas
de Jordan disjuntas no es arcoconexa si dichos interiores son disjuntos, las ideas
anteriores se pueden visualizar en la Figura 1.

Decimos que la regiéon R es simplemente conexa si es conexa y el interior de
cualquier curva de Jordan en la regién R pertenece también a R, es decir, si
para toda curva de Jordan G C R se tiene entonces Int(G) C R. Equivalen-
temente, la region R es simplemente conexa si es el interior de una curva de
Jordan. O, expresado de forma heuristica, R es simplemente conexa si no tiene
agujeros.

Ahora, consideramos una region R; delimitada por la curva de Jordan C y
una curva simple y cerrada C; en Int(C) (ver Figura 2). Como Ry = Int(C) —
Int(C1) no contiene al Int(C1), se dice que R; tiene un agujero y que no es sim-
plemente conexa. Si ahora R denota la region delimitada por la curva de Jordan
C y existen curvas de Jordan rectificables y disjuntas Cy, Cs, C3, ..., C, en
la region R, tales que sus interiores también son disjuntos, entonces a la regién:

Ry = R — Int(Cy) — Int(Cy) — Int(Cs) — ... — Int(Cy)
se le llama multiplemente conexa (ver Figura 2).

Asi, una regién que tiene un agujero es multiplemente conexa de orden uno, si
tiene dos se llama miultiplemente coneza de orden dos y en general si tiene n
agujeros se llama multiplemente conexa de orden n.

Ahora nos ocuparemos de otro concepto, la orientabilidad de una curva. Se dice
que una curva cerrada simple parametrizada C' tiene orientacién, o que es una
curva orientada, si al recorrer C' en el sentido creciente del parametro t se deja
s6lo de un lado el interior de la misma. Decimos que la orientacién es positiva
si el interior queda a la izquierda de la curva o, dicho de otra forma, si C se
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C
Y ) G C,
@ Ci Ci

REGION MULTIPLEMENTE CONEXA REGION MULTIPLEMENTE CONEXA
DE ORDEN UNO

Figura 2: Regiones multiplemente conexas.

recorre en sentido contrario a la agujas del reloj como se observa en la siguiente
figura:

Y filHcCR-R’

a<t<b

f

(0] X

Figura 3: Orientacién de una curva C' parametrizada.

Esta idea de orientabilidad es muy elemental pero ttil para nuestro objetivo.
Ahora, en el caso de las superficies, se dice que una superficie S es orientable
o que tiene dos caras si para cualquier curva g(t) cerrada sobre la superficie S
existe una eleccion de vector normal 77 a la superficie S desplazdndose de forma
continua a lo largo de la curva g(t) de tal manera que al retornar al punto inicial,
la orientacién de 77 no cambia (ver Figura 4).

Superficie orientable La cintade Moebius esuna
de dos caras. superficie no orientable o de una cara.

Figura 4: Superficies orientables y no arientables.

Aqui se debe entender, desde luego, que la normal 77 a S en el punto P es
perpendicular a cualquier tangente a S en P y en cualquier direccién; es decir,
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la normal 7 es perpendicular a todas y cada una de ellas, ya que todas las
tangentes a S en P constituyen un plano, el plano tangente a S en P. En la
Figura 4 se puede observar el comportamiento de una normal 77 que se desliza
sobre una superficie orientable y una no orientable.

Sin embargo, esta funcion elemental de orientabilidad s6lo nos lleva a una nocién
primeriza que no es operativa, ya que determinar si una superficie es orientable
en términos de curvas cerradas sobre S puede resultar un problema bastante
dificil. Aun asi, no necesitamos aqui mas que esa nocién de orientabilidad y
supondremos que las curvas y superficies son orientables. Quiz4 el ejemplo més
popular de superficie no orientable o de una sola cara lo constituye la cinta de
Moebius que aparece en la Figura 4.

Ahora, consideramos dos curvas parametrizadas en [a, b],

f(t) = (fl(t)va(t)va(t))’ g(t) = (gl(t)aQQ(t)mgiS(t));

se dice que f(t) y g(t) son curvas semejantes u homotéticas si existe una cons-
tante k € R tal que: g(t) = kf(t) = (kfi(t), kfa(t), kf3(t)). Quiza podamos en-
tender esto mejor si pensamos en términos de una transformacion en el espacio
T :R? = R3, tal que:

TIf)] = Tlf1(t), f2(2), fs(t)] = (kf1(2), kfa(t), kf3(t)) = g(t)-

Si k = 1 decimos que las curvas son congruentes o que la transformacion T'[f (¢)]
es una isometria. Si k > 1 decimos que es una dilatacion y si 0 < k£ < 1 decimos
que es una contraccion. Si k = 0 la curva imagen se reduce a un punto, y si k < 0
la curva es simétrica con respecto al origen, es decir, se refleja con respecto al
origen. Esto significa, geométricamente, que la curva f(¢) se amplifica o reduce
para poder coincidir con g(t).

La Geometria Diferencial determina un estudio mucho mas profundo de las cur-
vas. Las curvas en el espacio estan caracterizadas mediante la curvatura k y la
torsiéon 7, que pueden considerarse como funciones de la longitud s de la curva,
k(s) y 7(s). Mediante estas cantidades el Teorema Fundamental para las Curvas
establece que si dos curvas en el espacio tienen la misma curvatura y torsién
entonces son la misma, salvo quiza una rotacion y/o traslacion que las haga
coincidir; sin embargo, la reflexién sobre las relaciones pitagoricas asociadas a
curvas nos reduce a un tipo de curvas més restringido, es decir, a las curvas pla-
nas; en ellas 7(s) = 0y, por ello, consideraremos que las curvas asociadas a las
relaciones pitagoricas son planas, es decir, tienen la forma: f(t) = (f1(¢), f2(¢)).
Ademas, la relacion de las areas determinadas por las curvas, nos lleva a con-
siderar curvas semejantes, puesto que las figuras colocadas proporcionalmente
sobre los catetos presupone su semejanza, y por ello, sélo nos interesa el area
que determinan.

Existe una relaciéon fundamental entre el area delimitada por la curva C y
su longitud. El matemético Lucasiano, el irlandés Sir George Stokes (1819 —
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1903) siguiendo las ideas del fisico y matematico, el inglés William Thompson
(1824 — 1907), quien a su vez se basé en los trabajos del inglés George Green
(1793 — 1841), enunci6 una férmula que contiene esta relacion como caso parti-
cular. Esta formula se conoce como el teorema de Stokes.

Si R es una superficie de dos caras cuya frontera es una curva C cerrada, rec-
tificable y simple y F'(t) = f1(t)i+ f2(t)j + f5(t)k es una funcién vectorial con
derivadas continuas, entonces se sigue que:

%F-drz/R/(V><F)-d§://(V><F)-ﬁds,

en donde dr = dzi + dyj + dzk, con i,j,k vectores canénicos en R? y d5 =
nds, siendo 71 el vector normal unitario al elemento diferencial ds = dxdy, de
superficie.

Particularmente, considerando todo esto en el plano, R una regiéon y 1 =
si el campo vectorial F'(¢) estd determinado mediante la funcion: F(z,y) =
—yi + zj + Ok, entonces se tiene que:

jif-dr:/abxdy—ydm://R(V><f)~d§’://R

2 [ [ dzdy =2A(C)

1
Q.
8
=y

<
|

n

R
Y

en donde A(C) representa el area delimitada por la curva de Jordan C, y donde
C est4 orientada en sentido positivo.

Esto quiere decir que, si la curva de Jordan C en el plano XY estd parametrizada
por la relacion f(t) = f1(t)i+ f2(t)j, entonces se tiene la siguiente férmula:

A©) =5 [(wdy —ydo) = 5 [(5153 = fafi)i.

donde, como ya hemos dicho, A(C) = A(R) denota el area de la region R li-
mitada por la curva de Jordan rectificable C. Esta relacién es una versién del
teorema de Green en el plano y fue el panadero y matematico irlandés Geor-
ge Green quien la establecié por vez primera en su libro: AN ESSAY ON THE
APPLICATION OH MATHEMATICAL ANALYSIS TO THE THEORIES OF
ELECTRICITY AND MAGNETISM.

El teorema de Green presupone la continuidad de la funciéon f(t) y de sus deri-
vadas; sin embargo, puede generalizarse a curvas cerradas que estan formadas
por un ntimero finito de arcos simples de clases C!, denominadas curvas C' a
trozos o suaves a trozos; estas curvas pueden no tener derivada en un nimero
finito de puntos o valores de ¢ en [a, b].

Ademas, el teorema de Green en el plano también puede generalizarse a re-
giones R multiplemente conexas. Efectivamente, si podemos encontrar el area



UNA VISION UNIVERSITARIA DEL TEOREMA DE PITAGORAS 79

determinada por las curvas de Jordan C,C4,Cs,Cs, ..., C), tales que la C; es-
tan en el interior de C' para todo i € {1,2,3,...,n}, no se intersectan y es-
tan orientados en sentido positivo, entonces, para determinar A(R) solo es
necesario restarle a A(C) las areas: A(Cy), A(Cs), A(Cs), ..., A(Ch), es decir,

A(R) = A(C) — Zn:A(C’i) (ver Figura 5).

Figura 5: Teorema de Green en el plano para regiones multiplemente conexas.

Asi, mediante una aplicacion sucesiva del teorema de Green podemos encontrar
dicha area.

Consideremos una region multiplemente conexa R, cuya frontera sea la unioén de
una curva C de Jordan de clase C! a trozos definida y orientada positivamente
por la parametrizacion: C(t) = (f1(t), f2(t)),t € [a,b] y las curvas de Jordan
disjuntas C1, Cs, Cs, . .., C, también de clase C', todas orientadas positivamen-
te y definidas mediante las funciones paramétricas: C(t) = (¢i1(¢), ¢i2(t)), i =
1,2,3,..,ny t € |a;,b;] € R para cada C; y tales que Cy,Cs,Cs,...,C,, estan
en el Int(C) y tienen interiores disjuntos. El teorema de Green para regiones
multiplemente conexas nos dan una forma practica de hallar el area de R:

1/° 1o [
A(R) = 5/ (fufs = fofi)dt = 5 Z/ (circig — ciaciy)dt.
@ i=17 %

Ya que la busqueda de las relaciones pitagoéricas entre las curvas asociadas a
los lados de un tridngulo rectangulo conlleva el estudio de sus areas asociadas,
es necesario analizar la razén de cambio de las areas asociadas en términos de
los distintos tamanos de las curvas. Mediante el teorema de Green es posible
determinar la razon A(f(t))/A(g(t)) de las areas que delimitan las curvas de
Jordan f(t) y g(¢) relacionadas mediante la semejanza, g = kf(t) = (kf1,kf2) :
t € [a,b]. Entonces, el cociente de sus areas es:

AW _ 3 JGLs = fafDdt [T = o)t
AW) 4 [N 919h — gog)dt [ (kfikfs — kfakfi)dt

Es decir, k2 A(f(t)) = A(g(t)). Por tanto, el drea determinada por la curva g(t) =
kf(t) = (kfi(t),kf2(t)) es la misma que la determinada por f(¢), multiplicada
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por el factor k2. Evidentemente, si a la region le aplicamos una rotaciéon y/o una
traslacion, el area de la nueva regién coincide con el drea de la regiéon original.
Ahora podemos enunciar una relacién pitagorica asociada a una curva f(t).

Teorema 1. Si sobre los lados de un triangulo rectdngulo se dibujan curvas de
Jordan rectificables f,g y h, semejantes y de tamano proporcional a los lados,
entonces se tiene que: A(f) = A(g) + A(h).

Demostracion. En efecto, consideremos un tridngulo rectangulo ABC (ver Fi-
gura 6), y una curva de Jordan rectificable y orientada positivamente F(t) =
Fii + Fyj con t € [a,b] C R y construyamos las curvas de Jordan seme-
jantes f,¢ y h mediante las relaciones: f(t) = (AB)F(t), ¢g(t) = (BC)F(t) y
h(t) = (CA)F(t).

Estas curvas tienen la misma orientacion que F'(t) y en la Figura 6 han sido
asociadas a cada uno de los lados del tridngulo rectdngulo ABC' a una distancia
de 1/4 de AB, BC y C A, respectivamente, con las correspondientes traslaciones
y rotaciones. Sin embargo, podrian haber sido asociadas a cualquier distancia
y posicion; sélo es necesario conservar la proporcionalidad entre los dos y las
curvas f,g y h.

0]

Figura 6: Curvas semejantes asociadas a los lados de un tridngulo rectdngulo

ABC.

Utilizando el teorema de Green determinemos el area de cada una de las curvas
f,9 y h asociadas a los lados del tridngulo rectangulo:

Ay =422 [ 5y - Rarp,
2 ab
Aw) = B [ mr - mR)a,

Ay = O [y mEa

Asi, partiendo del hecho de que en un tridngulo rectangulo ABC se cumple la
relacion pitagorica: (AB)? = (BC)? + (CA)? y multiplicando cada término por

%/(FlFQ' — [y Fy)dt, se tiene que: A(f(t)) = A(g(t)) + A(h(t)). O
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Para establecer una primera generalizaciéon de este teorema, consideremos la
serie de elipses E;,i = 1,2,3,4,5 que son homotéticas a la elipse E(t) =
(acost,bsint) de semiejes a y b, a > by con t € [0,2n]. En la Figura 7
se muestra la familia de elipses que estan relacionadas mediante las formulas:
E; = %E, Ey = %E, E3 = %E, Ey = %E, E5 = %E

E,
E, E,
E, E,

A(E)-AE,)*A(E,)-A(E,)-AE) =A

B

Figura 7: Teorema de Pitagoras para una familia de elipses.

5
1 1 1 1 1
El area total de todas ellas es: E A(E;) = ( +-+-+—=+ > A(E(t)).
P 2 4 8 16 16

Esta cadena de elipses se coloca en cada uno de los lados del tridngulo rectan-
gulo ABC segun los factores de escala AB, BC'y C'A, con las correspondientes
traslaciones y rotaciones. Ahora bien, el area de la elipse E(t), segiun su repre-
sentaciéon paramétrica, es:

A(E(t)) = %b /027r (cos? t + sin® t)dt = mab.
Entonces, la familia de elipses, FAB, colocadas sobre el lado AB tiene por area:
A(Ban) = (ABPA(E() - (AB)S" A(E).
i=1
Y para los otros dos lados se tiene:
A(Epc) = (BC)? iA(Ei)a A(Eca) = (CA)? iA(Ei)-
i=1 i=1

Y puesto que: (AB)? = (BC)? + (C'A)? entonces se tiene que:
(AB)*abr = (BC)?abr + (CA)*abr.

De donde se deduce que:

5 5
(AB)*A(E;) = (BC)* Y A(E:) + (CA)®* > A(Ey).

i=1 =1
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Es decir: A(FAB) = A(EBC) + A(ECA).

O dicho de otra forma, el area de la familia de elipses construida proporcional-
mente sobre la hipotenusa del tridngulo rectangulo ABC es igual a la suma de
las areas de la familia de elipses construidas proporcionalmente sobre los cate-
tos.

Por tanto, usando este mismo argumento en un caso general, vemos que la con-
clusion del teorema también se verifica si reemplazamos la curva de Jordan por
una unioén finita de curvas de Jordan. Planteemos ahora otra generalizacion.
Si las figuras asociadas a cada uno de los lados del triangulo recténgulo ABC
determinan regiones multiplemente conexas entonces se deben hacer los ajustes
necesarios para determinar la veracidad de la relacién pitagoérica encontrada.
Pero ante todo, debe ser claro que las figuras asociadas a cada uno de los lados
del triangulo rectdngulo deben ser proporcionales a la longitud de éstos.
Efectivamente, considermos una regiéon R determinada por la curva C' de Jordan
de clase C' a trozos definida y orientada positivamente por la parametrizacion:
C(t) = (f1(t), f2(t)) con t € [a,b] y las curvas de Jordan Cy,Co,Cs, ..., Cy, de
clase C! a trozos, todas orientadas positivamente, y definidas paramétricamente
mediante las funciones: C;(t) = (¢;1(t), ci2(t)), i =1,2,3,...,n con t € [a;,b;]
para cada C;(t), de tal forma que cada C;(t) esté en el Int(C) y tales que las
C; son disjuntas y sus interiores Int(C;) también son disjuntos (ver Figura 8).

Figura 8: Teorema de Pitagoras para regiones miltiplemente conexas.

Entonces, para determinar el drea de R utilizamos el teorema de Green para
regiones multiplemente conexas, y se tiene:

1 1 [
A(R) = 5/ (fifh — fofi)dt — 52/ (ci1Chy — cincly )dL.
a i=1"7 @i
Si la region R aumenta o disminuye por el factor &, es decir:

EC(t) = (kf1(t),kf2(t)) vy kC;i(t) = (keir (t), ke (t)) y por ello, su area debe au-
mentar en el factor k2, ya que:
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2
A(kR) = " /(flfz faf1) t‘*Z/ (circip — cinciy)dt

2
A(kR) k |:/ (f1f2 f2f1 dt - Z/ 611012 CﬂCll)dt

Asi pues, si nuevamente consideramos la relacion (AB)? = (BC)? + (CA)? para
el tridngulo rectangulo ABC' entonces se tiene que:

L Y L L ]
(f1fs — fafi)dt — (cincip — cinCiy)dt
o | [ st st =3 [ encly e,
= O [t iyt =3 [ ey —cacyit] +
2 @ i=1 @i
©cap e & , ]
(fufe = faf1)dt — (ci1Ciy — cincly)dt|
9 /a 1J2 2J1 ;/@1 132 2601
El término:
AB)? | [* ok
( 2) /(f1f£—f2f{)dt—2/ (circip — cinciy)dt| = A(Rap)
a =1+

no es otra cosa que el drea de la regiéon R segun el factor de escala u homotecia
AB, es decir: A(kR) = A((AB)R). Y lo mismo podemos decir de los términos:
A(R(BC)) y A(R(CA)), es decir; A(R(AB)) = A(R(BC)) + A(R(CA)).

Asi, tenemos que el area de la region R(AB) multiplemente conexa y propor-
cional a la magnitud del lado AB es igual a la suma de las areas de las regiones
R(BC) y R(CA), multiplemente conexas, y proporcionales a los otros dos lados
del tridngulo rectangulo.

Hemos probado, por tanto, que el teorema también se verifica para regiones
multiplemente conexas.
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INFORMACION NACIONAL
La esquina olimpica

Rafael Sanchez Lamoneda

En esta edicion de la Esquina Olimpica resenamos la actividad de olimpiadas
matematicas durante el primer semestre del ano 2013. De Enero a Junio se llevé
a cabo la décima edicién de la Olimpiada Juvenil de Matemaéticas, con una
participacion en la primera fase, el Canguro Matematico, de 61754 alumnos,
provenientes de 20 estados, 504 institutos y distribuidos de la siguiente manera:
participaron 301 liceos publicos, con 40761 alumnos, y 203 colegios privados con
20811 estudiantes. Esta prueba se realizo el jueves 21 de marzo. Cabe senalar que
el Canguro Matematico se lleva a cabo en 60 paises, y todos ellos, salvo algunas
excepciones, aplican la prueba el tercer jueves de marzo. Aquellos paises que no
lo hacen en esa fecha, lo pueden organizar después, nunca antes, y las pruebas no
se suben a la red, antes del 30 de abril. E]1 Canguro Matematico es el concurso
de matematicas més grande del mundo y convocd este afio a mas de cinco
millones de jovenes. La siguiente fase de la olimpiada, conocida como la Prueba
Regional, fue el sdbado 11 de Mayo. Esta consiste de una prueba escrita de 4
problemas de desarrollo. La presenta el diez por ciento superior de cada grado y
de cada estado. Si bien el Canguro lo presentan los alumnos en sus colegios, la
Prueba Regional la toman todos juntos en un colegio o preferiblemente en una
universidad de cada estado participante. En esta etapa se otorgan medallas de
oro, plata y bronce a los mejores estudiantes. La tercera y ultima parte de la
competencia, llamada Final Nacional, se realiz6 en la Facultad de Ciencias de la
UCYV, en ella participaron los ganadores de medalla de oro en la fase anterior, en
total, 137 estudiantes, representando a 19 estados. Los exdmenes de cada una
de las etapas, asi como las listas de ganadores en la Prueba Regional y la Final
Nacional, se pueden ver en nuestro sitio de internet, www.acm.ciens.ucv.ve.

En la escena internacional tenemos dos eventos a resenar, la XV Olimpiada
Matematica de Centroameérica y el Caribe, OMCC, y la 54 Olimpiada Inter-
nacional de Matematicas, IMO. La primera celebrada en Managua, Nicaragua,
del 22 al 29 de Junio y la segunda en Santa Marta, Colombia, del 18 al 28 de
Julio. El equipo de la OMCC estuvo integrado por tres estudiantes, Juan Cra-
mer, del colegio San José, Maristas, de Maracay, José¢ Guevara, colegio Bella
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Vista, también de Maracay y Rafael Aznar, colegio Los Arcos, de Caracas. Los
profesores tutor y jefe de la delegacion, fueron, respectivamente, Dario Duran
y José Nieto, ambos de la Universidad del Zulia. El joven Rafael Aznar gano
una medalla de bronce y Juan Cramer una mencién honorifica. En esta OMCC
participaron 39 estudiantes, tres por cada uno de los siguientes paises: Colom-
bia, Costa Rica, Cuba, El Salvador, Guatemala, Honduras, Jamaica, México,
Nicaragua, Panama, Puerto Rico, Republica Dominicana y Venezuela. El equi-
po de la IMO estuvo integrado por la estudiante Rubmary Rojas, del colegio
San Vicente de Pail, de Barquisimeto, la tutora fue Sofia Taylor, estudiante de
la licenciatura en Fisica de la UCV y el jefe de la delegacion Rafael Séanchez,
también de la UCV. Rubmary gan6 una mencién honorifica. En esta IMO par-
ticiparon 97 paises y un total de 527 estudiantes. Pueden ver més informacion
en www.imo-official.org.

Antes de finalizar esta Esquina Olimpica, un agradecimiento a nuestros pa-
trocinadores y amigos, Fundacién Empresas Polar, Acumuladores Duncan, la
Fundacién Cultural del Colegio Emil Friedman, MRW, la Academia Ciencias
Fisicas, Mateméticas y Naturales, las universidades UCV, UNIMET, USB, Ca-
rabobo, LUZ, URU, ULA, UCLA, UNEXPO y UDO. Muchas gracias por seguir
con nosotros otro ano mas.

Para terminar les ofrecemos los exdmenes propuestos en la IMO de este ano.
La duracion de las pruebas fue de 4 horas y media y cada problema tiene un
valor de 7 puntos.

OLIMPIADA INTERNACIONAL DE
MATEMATICAS

SANTA MARTA, 23 de julio de 2013
Primer Dia

Problema 1. Demostrar que para cualquier par de enteros positivos k y n,
existen k enteros positivos mi,ma, ..., my (no necesariamente distintos) tales

que
2k 1 1 1 1
1+ _(1+) <1+)...<1+).
n mi mo mg

Problema 2. Una configuracion de 4027 puntos del plano, de los cuales 2013
son rojos y 2014 azules, y no hay tres de ellos que sean colineales, se llama
colombiana. Trazando algunas rectas, el plano queda dividido en varias regio-
nes. Una coleccion de rectas es buena para una configuraciéon colombiana si se
cumplen las dos siguientes condiciones:
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= ninguna recta pasa por ninguno de los puntos de la configuracion;

» ninguna regién contiene puntos de ambos colores.

Hallar el menor valor de k tal que para cualquier configuracién colombiana de
4027 puntos hay una coleccién buena de k rectas.

Problema 3. Supongamos que el excirculo del tridngulo ABC' opuesto al vérti-
ce A es tangente al lado BC en el punto A;. Andlogamente, se definen los puntos
By en CAy Cy en AB, utilizando los excirculos opuestos a B y C respectiva-
mente. Supongamos que el circuncentro del triangulo A; B1C; pertenece a la
circunferencia que pasa por los vértices A, B y C. Demostrar que el triangulo
ABC es rectangulo.

El excirculo del triangulo ABC' opuesto al vértice A es la circunferencia que
es tangente al segmento BC, a la prolongacion del lado AB mdas alld de B,
y a la prolongacion del lado AC mds alld de C. Andlogamente se definen los
excirculos opuestos a los vértices B y C

OLIMPIADA INTERNACIONAL DE
MATEMATICAS

SANTA MARTA, 24 de julio de 2013
Segundo Dia

Problema 4. Sea ABC' un triangulo acutangulo con ortocentro H, y sea W
un punto sobre el lado BC, estrictamente entre B y C. Los puntos M y N son
los pies de las alturas trazadas desde B y C respectivamente. Se denota por
w1 la circunferencia que pasa por los vértices del tridngulo BW N, y por X el
punto de w; tal que WX es un diametro de w;. Analogamente, se denota por
wy la circunferencia que pasa por los vértices del triangulo CW M, y por Y el
punto de ws tal que WY es un didmetro de ws. Demostrar que los puntos X,Y
y H son colineales.

Problema 5. Sea Q- el conjunto de los nimeros racionales mayores que cero.
Sea f: Q<o — R una funcién que satisface las tres siguientes condiciones:

(i) f(x)f(y) > f(xy) para todos los z,y € Qsq;

(i) f(x+y) > f(z)+ f(y) para todos los x,y € Qs ;

(iii) existe un nimero racional a > 1 tal que f(a) = a.
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Demostrar que f(z) = z para todo z € Q.

Problema 6. Sea n > 3 un numero entero. Se considera una circunferencia
en la que se han marcado n 4+ 1 puntos igualmente espaciados. Cada punto se
etiqueta con uno de los nameros 0,1, ...,n de manera que cada nimero se usa
exactamente una vez. Dos distribuciones de etiquetas se consideran la misma
si una se puede obtener de la otra por una rotaciéon de la circunferencia. Una
distribuciéon de etiquetas se llama bonita si, para cualesquiera cuatro etiquetas
a<b<c<dcona-+d=>b+clacuerda que une los puntos etiquetados a y d
no corta la cuerda que une los puntos etiquetados b y c.

Sea M el niimero de distribuciones bonitas y N el niimero de pares ordenados
(x,y) de enteros positivos tales que  + y < n y med(z,y) = 1. Demostrar que

M=N+1.

Rafael Sanchez Lamoneda
Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. UCV

e-mail: asomatemat8Qgmail.com
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Escuela Venezolana de Matemaéaticas

XXVI Escuela Venezolana de Matematicas
EMALCA Venezuela
Universidad de Los Andes, Mérida, 1 al 6 de septiembre, 2013

Cursos de la XXVI EVM — EMALCA Venezuela 2013

Curso I

Desarrollo de los Conceptos de Funciones Convexas.

Nelson Merentes, Universidad Central de Venezuela; Sergio Rivas, Universidad
Nacional Abierta, Caracas, Venezuela.

Curso II
Sistemas dindmicos y minimizacion convezra en espacios de Hilbert.
Juan Peypouquet, Universidad Técnica Federico Santa Maria. Valparaiso, Chile.

Curso III

Teoria Ergodica.

Eleonora Catsigeras. Universidad de La Republica. Montevideo, Uruguay.
Nota: El curso se suspendié por razones de fuerza mayor que impidieron el
viaje de la profesora.

Curso IV
Matemadticas de las elecciones.
Ramén Pino, Universidad de Los Andes. Mérida, Venezuela.
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