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ARTICULOS

Topologia de Zariski para el espectro del modulo

libre (K [X])”

Sandra Patricia Barragan Moreno

Resumen. En el documento que a continuacion se presenta se
estudia la topologia de Zariski para el espectro primo del moédulo
libre K [X]®; en particular, se calcula una base de abiertos y se
consideran propiedades como la compacidad, la conexidad y de
separacion intermedias entre Ty y 1.

Abstract. In this paper, the Topology of Zariski is studied for
the prime spectrum of the free module K [X]®, and in particular, a
base of open sets is calculated, and properties such as compacteness,
connectedness and separation Ty and T are considered.
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1 Introduccién.

Tomando como base el estudio detallado de la teoria de las Bases de Grobner para
los submédulos de K [z1, ..., x,]° presentado en [1] y los algoritmos presentados
en [4] y [8], se inicia el estudio del espectro primo de K [X]®. Para llevar a cabo
este trabajo en la segunda seccién se establecen las definiciones y proposiciones
preliminares. En la tercera seccion se muestra la definiciéon para la topologia
de Zariski para SpecK [X]’, alli mismo se examina la compacidad, la conexidad
y la separacién para este espacio. Finalmente, en la tercera seccién se exhiben
ejemplos en los que se ha usado el programa CoCoA para facilitar los célculos.
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2 Preliminares.

En adelante, R representa un anillo conmutativo y K un cuerpo.

Definicion 2.1. Sean R un anillo y P un ideal propio. Se dice que P es un
ideal primo de R si para cualesquiera a,b € R con ab € P se cumple que a € P
obeP.

Definicién 2.2. Se denota con X := Spec(R) := {P : P es ideal primo deR}
al espectro primo del anillo R. La coleccion de ideales maximales de R se denota
por Maz(R).

Definicién 2.3. Para cada subconjunto E de R, V(E):={P € X®:E C P}.
Ademds, XI' .= XB -V ({a}) = XE~V ((a)). Finalmente, rad (R) representard
el nilradical de R y consta de los elementos nilpotentes de R.

Definicion 2.4. Un R-mddulo M se dice noetheriano si cada cadena ascendente
de submodulos se estabiliza. FEl anillo R es Noetheriano si considerado como
R-mddulo es Noetheriano.

Definicion 2.5. Sea M un R- mddulo. Para cualquier submddulo N de M se
denota el anulador del médulo M/N por (N : M) y coincide con el conjunto
{reR:rM C N}.

Definicién 2.6. Sean R un anillo y M un R - mddulo. Un submddulo K de
M es submddulo primo si K # M y siempre quer € R y m € M con rm € K,
entoncesr € (K: M) 6 me K.

Definicién 2.7. Se denota con SpecM := {K | es un submddulo primo deM}.
Ademds, el espectro de M relativo al ideal primo P se define por
SpecpM :={K € X : (K : M) = P}.

Definicion 2.8. Sea R un anillo y M un R- mddulo, se dice que M es carente
de primos si X = ¢.

Definicién 2.9. Para X # ¢, se tiene la funcion natural

v: X — XE
K — ¢(K)=(K: M) /AnmM = (K : M)
donde X® = Spec (R, AnnM)
Proposicién 2.10. SpecK [X]° # ¢.

Demostracion. Todo submédulo maximal es primo. En particular cada médulo
no nulo finitamente generado tiene al menos un submoédulo primo. O
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Proposicién 2.11. AnnK [X]* = (0)

Demostracion.
AnnK [X]* = (0: K [X]®) € K [X]

S0€(0: K[X]).

C Sear € (0: K [X]®) entonces rm = 0 para todo m €K [X]°, en particular
para (1,...,1) asi, r(1,...,1) = (0,...,0) de donde (r,...,r) = (0,...,0) y por
tanto r = 0. O

Proposicion 2.12. La funcion natural calculada para los submaodulos U de
SpecK [X]?, equivale a (U : K [X]%).

Demostracién. Como SpecK [X]® # ¢, se tiene que
¥ SpecK [X]° —  Spec(K [X],/AnnK [X]*) = SpecK [X]
U = Y U)=(U:K|[X]?) /AnmmK [X]*

_ 0 KX = (U: K[X))

Proposicién 2.13. Sea I un ideal primo de K [X], el submddulo
IF={m|m=(a,...,as), a; € I}
es primo.

Demostracion. Sea I € SpecK [X], I* es submédulo primo de K [X]°. Para
comprobar esto, primero se vera que I° es submddulo, luego que es propio y
finalmente primo. I°® es submddulo: Sean u,v € I®, entonces u = (ug,...,us) y
v = (v1,...,vs) tales que u;, v; € I para 1 <14 < s. Asi

ut v =(u1,...,us) + (v1,...,05) = (U1 +v1,...,us +vs) € I*

Ahora, sea r € K[X], ru = r(u1,...,us) = (rug,...,rus) € I°. I° es
submédulo propio: Supongamos que I° = K [X]® entonces (1,...,1) € I*
y asi 1 € I que no es cierto. I* es submédulo primo: Sear € K [X] y v € K [X]*
con

rvel®yr¢ (I°: K[X])

entonces rv = (rvy, ..., rvs) donde cada rv; € I. Como I es ideal primo de K [X]
se tiene que r € I o v; € I. Si r € I entonces ru €I° para cualquier u € K [X]°,
lo cual contradice que r ¢ (I° : K [X]*). De modo que v; € I para 1 <i < s.
Por tanto, v € I°. O
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Proposicién 2.14. Si I € SpecK [X] entonces
IK [X]* € SpecK [X]* y UK [X]’ : K [X]*) = I.

Demostracién. Inicialmente se vera que (IK [X]*: K [X]®) = I.

Sea r € (IK [X]®: K [X]®) esto implica que rm € IK [X]® para todo m €
K [X]®, en particular para los elementos de la base candnica e;, esto es re; €
IK [X]?, de modo que r € I. La otra contenencia es fcil de verificar.

Ahora se probard que IK [X]® € SpecK [X]°. Noétese que K [X]® es un
submédulo propio, en otro caso 1 € (IK [X]® : K [X]®) que no es posible, porque
es un ideal propio.

Ya se tiene que (/K [X]® : K [X]®) es un ideal primo. Faltaria probar que

T(K[X]" /1K [X]") = {0}

es decir, considerando a K [X]* /IK [X]® como K [X] /I - médulo, éste resulta
sin torsién. Sea

me T (K[X* /IK[X])

entonces existe 7 # 0 tal que 7m = 0, es decir que rm € IK [X]* de donde
r(my,...,ms) € IK[X]®*. Asi, rm; € I y como I es un ideal primo r € I o
m; € I pero r ¢ I porque 7 # 67 de tal manera que m; € I para 1 < i < s, por
tanto m € IK [X]® y por eso m = 0. O

Proposicion 2.15. La funcién natural v es sobreyectiva.

Demostracion. Las Proposiciones 2.13 y 2.14, permiten mostrar que la funcién
natural es sobreyectiva. O

3 Topologia de Zariski para el espectro primo de K [X]°.

Proposicién 3.1. Para K [X]® como K [X]-médulo y para cualquier N <
K [X]® , se considera la variedad
V(N):={U € SpecK [X]° | (N: K [X]*) C (U : K [X]")}
entonces:
(i) V(0) = SpecK [X]" y V(K [X]") = ¢
(i1) Para cada familia {N;},c; de submddulos de K [X]* se cumple que
Nier VINi) =V (Ee; (Ni 1 K [X]°) K [X]%)

(iii) Para N1, Ny < K [X]® se tiene V (N1) UV (N2) =V (N1 N Na).



TOPOLOGIA DE ZARISKI PARA (K [X])° 11

la topologia inducida T se denomina topologia de Zariski para SpecK [X]°
donde

S(K[X]):={V(N): N < K[X]"}

es la coleccion de cerrados.

Proposicién 3.2. Para K [X]* como K [X]- médulo ¢ es continua para la
topologia de Zariski.

Demostracion. Sea VEIXI(I) cerrado en SpecK [X],
VEXI(I)={P: P ¢ SpecK [X], I C P}.

Se mostrard que ! (VEXI (1)) = V(IK [X]*).

D Considérese U € V(IK [X]?), asi U € SpecK [X]* y (IK [X]” : K [X]") C
U K [X]).
Como U € SpecK [X]*, (U : K[X]*) € SpecK [X] ademéas I C (U : K [X]*)
puesto que I C (IK [X]* : K [X]?).

En efecto, parai € I,iK [X]|* C IK [X]® esdecir quei € (IK [X]® : K [X]®) C
(U : K[X]*). »(U) € VEXI(T) pues (U : K[X]*) € SpecK [X] y I C (U :
K [X]?) = (U). En conclusién U € o~ (VEIXI(])).

C Sea U € o Y (VEIXI(])), esto implica que U € SpecK [X]* y ¢(U) €
VEXI(I), ast que mediante la definicién de la funcién, (U : K [X]*) € VEXI(T)
estoes (U: K[X]*) € SpecK [X] y I C (U : K [X]®), de donde

(IK[X]" : K[X]") € (U: K[X]")
se puede concluir entonces que U € V(IK [X]"). O
Proposicién 3.3. V (N) =V ((N: K [X]*) K [X]?)
Demostracion. 2 Sea U € V((N : K [X]*)K [X]’) entonces
(N KX K [X)" - K [X]") € (U K [X]°).

Sir € (N : K[X]%) entonces rm € (N : K [X]) K [X]*, para todo m € K [X]°,
estoes TK [X]” C (N: K[X]")K[X]". Asir € (N : K [X]") K [X]” : K [X]%)
y por hipétesis r € (U : K [X]%).

CSealU € V (N), por definicién de esta variedad (N : K [X]*) C (U : K [X]%).
Sire (N:K[X]")K[X]®: K[X]"), rK [X]® C (N : K[X]?)K [X]*, de aqui
que 7K [X]® C (U: K [X]’) K [X]’, es decir, para todo m € K [X]®, rm €
(U: K[X]°)K[X]*, de donde rm = > | s;m; pero cada s;m; € U pues
5K [X]® C U de modo que la suma también pertenece a U.

Por tanto, rm € U y como U es submdédulo primo, r € (U : K [X]%) 6
m € K [X]®, para todo m € K [X]*. Pero como U C K [X]®, existe m’ ¢ U
luego r € (U : K [X]%). O

—— —~ T

Proposicion 3.4. La funcion natural ) es cerrrada y abierta.



12 S. BARRAGAN

Demostracién. (i) 9 es cerrada: Se verd que, para todo N < K [X]” se tiene
que ¥ (V (N)) = VEXI((N : K [X]®)). Teniendo en cuenta que 1 es una

funcién continua tal que
o (VIR (1) = VUK X))

para todo ideal I de K [X]. Tomando I = (N : K [X]®), en la Proposicién
3.3 se tiene que

e (VER(V K X)) = VIV < K XP)K X)) = V(N).

De lo que se sigue que ! (VEXI (N : K [X]*))) = V(N), asf que
v (vt (VIR (VK X)) = v (V).

ya que v es sobreyectiva (ver Proposicién 2.15), se concluye que

VAR (N K [X]") = % (V(N)).

(ii) v es abierta:

¥ (SpecK [X I’ V(N))
W (SpecK [X]* =4~ (VK[X] (N:K[X]")))) =
W (¥~ (SpecK [X]) =yt (VA <<N K X]*))) =
¥ (vt (SpecK [X] — VEXI (N : K [X])))) = SpecK [X]-VEXI (N : K [X]"))
pues 1 es sobreyectiva como lo muestra la Proposicién 2.15.

O

Proposicién 3.5. X/ .= SpecK [X]—V ((r)); X, := SpecK [X]°*—V (rK [X]%)

Proposicién 3.6. Sea K [X]® considerado como K [X]- médulo, ¢ la funcién
natural y r € K [X] entonces

(i) vt (xF) = x,

(i) ¥ (X,) = XEX porque ¢ es sobre.

Demostracion. (1) @ ( [X]> Pt (XK[X] — VKX (<7~>)) =t (XK[X])_
Pt (VK (X] ((r))) = SpecK [X]* — ! (VK[X] ((r))) = SpecK [X]* —
V ((r) K [X]*) = SpecK [X]* =V (rK [X]*) = X,.
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(i) Como v (X/P) = x, v (w1 (X)) € XFP ast que s (X,) €
XTK[X]. Como 1 es sobreyectiva, 1 (1&*1 (qux})> = XTK[X].

Proposicién 3.7. Para K [X]* como K [X]- médulo, B = {Xo}exx) €s una
base para K [X]* donde X, := SpecK [X]|” —V (rK [X]%).

Demostracién. Como SpecK [X]® # ¢, considérese H un abierto no vacio
de SpecK [X]*. Como

S(K[X]) ={V(N) =V UK [X]): I < K[X]}

H = SpecK [X]° — V (IK [X]®) para algtin ideal I de K [X]. Por la
Proposicion 3.3 y por ser 7 topologia se tiene que

V(IM)=V <Z a; K [X]S> =V <<Z a;K[X]°: K [X]5> K[X]S> =

a; €l a; el

4 (Z (a: K [X]" : K[X]S)K[X]S> = ) V(@K [X]")

a; €1 a; €1
Asi,
H = SpecK [X]" — (| V (a:K [X])
a; €I
= |J (SpecK [X]" =V (a:K [X])) = | ] Xa,
a; €l a; €1
Por tanto, B forma una base para la topologia de Zariski. O

Nota 3.8. XTK[X] es un espacio compacto.

Proposicién 3.9. X,. es compacto para cadar € K [X], en particular SpecK [X]*
es compacto.

Demostracién. Tomando X, un abierto bdsico de SpecK [X]°, sea
{X,,, e K[X]: A€ A}

un cubrimiento abierto basico para X, es decir, X, C (Jycp Xry. Como 1 es

sobreyectiva (ver Proposicién 2.15) 1 (X,.) = XX X1,

K[X K[X ;o K[X K[X
XX =9 (X)) ¥ (Urea X)) = Unen X?”A[ Vrast x7 P C Uxea X”[ L
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Como XXX o5 compacto, asi que existe A’ C A, A’ finito tal que qux] C
Usear X X] . Por lo tanto,

o=t () ot (U ) = U ot (09) = U

AEAN! AEN AEAN!

Tomando r = 1, SpecK [X]® es compacto. O

Nota 3.10. Para cualquier anillo R se sabe que las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) X® no es conexo.

(i) R= Ry X Ra, siendo Ry, Ry anillos no nulos.
(iii) R contiene idempotentes no triviales.
Proposicién 3.11. SpecK [X] es conexo.

Demostracion. Teniendo en cuenta la observacién anterior, como K es un cuerpo,
K [X] no contiene otros idempotentes distintos del 0 y el 1, porque es un anillo
que no tiene divisores de cero. Se tiene entonces que SpecK [X] es conexo. [

Proposicién 3.12. SpecK [X]® es conexo.

Demostracién. Supongamos que SpecK [X]® no es conexo. Entonces SpecK [X]*
tiene al menos un subconjunto propio Y no vacio que es simultdneamente abierto
y cerrado. 1 (V) C SpecK [X], 1 (Y) es abierto y cerrado, pero esto no puede
ocurrir porque en la proposicién 3.11 se prob6 que SpecK [X] es conexo. O

Proposicion 3.13. La funcion natural 1 no es inyectiva.

Demostracién. Como K [X]® es finitamente generado, entonces tiene un submédulo
maximal U que es primo, sea [ := (U : K [X]®) su cociente. Ademds, por la
Proposicién 2.14, IK [X]® también es submédulo primo y su cociente coincide
con I, esto es, I = (IK [X]* : K [X]"). Esto implica que

¥ (U) =¢ (IK[X]")
falta ver que U # I K [X]°.
Supongamos que U = IK [X]*. IK [X]® C I*,donde I* = {(a1,...,as)| a; € I}.
En efecto, si I = (hq,...,hs), entonces, un elemento m € I K [X]* es de la forma

mzﬁl(alhl—i——l—anhn)(l,o,,0)++ﬁs(a1h1++anhn)(0,0,,1)

cada f3; > | a;h; € I 'y por esto m € I*.
Pero como U = IK [X]®, IK [X]* adquiere la calidad de maximal y por eso
U = I’ esto implica que I° es también maximal, sin embargo
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U=(I,....I,I) ¢ (I,...,I,K [X])

s-componentes s-componentes

hecho que contradice la maximalidad de I°. O

Definicién 3.14. Sea Y un subconjunto de SpecK [X]®. Se denota con 9 (Y)
la interseccion de todos los elementos de Y, y la clausura de Y en SpecK [X]°
para la topologia de Zariski por cl (V).

Proposicién 3.15. Si Y C SpecK [X]*, V(I (Y)) = cl (V). Ademds, Y es
cerrado si y sélo si V(9(Y)) =Y.

Demostracion. Se mostrard que Y C V(9 (Y)), vy que V(9 (Y)) es el mas
pequetio de los cerrados que contienen a Y. Sea K € Y entonces

9 (Y)=\pey L € K por tanto K € V (9 (Y)).

Ahora, sea V (N) cualquier subconjunto cerrado de SpecK [X]® que contiene
aY es decir Y C V (N) esto implica que para todo K € Y, K € V (N), asi que
para todo K € Y (N : SpecK [X]*?) C (K : SpecK [X]®), en consecuencia

(N : SpecK [X]%) € (Ngey K : SpecK [X]?).

En efecto, si 7 € (N : SpecK [X]"), entonces r € (K : SpecK [X]®) para todo
K €Y, de donde rSpecK [X]® C K para todo K € Y, por esto

rSpecK [X]® € Ngey K v asi 7 € (Ngey K : SpecK [X]*)

(N : SpecK [X]*) C (9 (Y) : SpecK [X]?) entonces V (9 (Y)) C V (N) puesto
que para todo @ € V (¢ (Y)) por definicién se tiene que

(9 (Y) : SpecK [X]*) C (Q : SpecK [X]?)

de donde (N : SpecK [X]*) C (9 (Y) : SpecK [X]*) C (Q : SpecK [X]?).
Por tanto Y C V(9 (Y)) C V (N), de donde el cerrado més pequeno que
contiene a Y es V (¢ (Y)). Por tanto, V (3 (Y)) = ¢l (V).
Finalmente, si Y es cerrado Y = ¢l (YV), entonces Y =l (V) =V (9 (Y)).
O

Proposicién 3.16. SpecK [X]® no es un espacio Tp.

Demostracion. Como la funcién natural ¢ no es inyectiva (ver Proposicién 3.13),
existen U y L que pertencen a SpecK [X]* tales que v (U) = v (L) esto es
(U : SpecK [X]?) = (L : SpecK [X]?). Ahora, supongamos que SpecK [X]’ es
Ty, entonces existe un abierto W tal que U € W pero L € SpecK [X]* — W.
Segun la Proposicién 3.15

SpecK [X]* =W = cl (SpecK [X]* = W) =V (I (SpecK [X]* — W)),
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por esto L € V (9 (SpecK [X]* — W)) de donde

(9 (SpecK [X]® — W) : SpecK [X]*) C (L : SpecK [X]?)
lo que implica que

(9 (SpecK [X]* — W) : SpecK [X]*) C (U : SpecK [X]?)

Asi, U € V (9 (SpecK [X]® — W)) = SpecK [X]® — W que es una contradiccion.
O

Proposicién 3.17. SpecK [X]® no es un espacio T;.
Demostracion. Si el espacio fuera T3 seria Ty lo cual no es cierto. O
Proposicién 3.18. MazK [X]® # SpecK [X]°.

Demostracion. Supongamos que son iguales. Como la funcién natural ¥ no
es inyectiva, existen U y L distintos, que pertencen a SpecK [X]® tales que
Y (U) = (L) esto es (U : SpecK [X]*) = (L : SpecK [X]*). Por otra parte,
UnN L es primo, ya que si 7 € K [X] y m € K [X]® tales que rm € UNL y
r¢ (UNL:KI[X]?) entonces rm € U y rm € L, esto es,

reU:K[X]®)6meU]y[re(L:K[X]’)6me L]
de manera que se tienen las siguientes posibilidades:

(i)Sire (U:K[X])yre (L:K[X]"),rK[X]” CUyrK[X]”CL
entonces 7K [X]|* C U N L por tanto r € (UN L : K [X]*), que contradice
una de las hipétesis.

(i) Sir e (L: K[X]®*) ym € U entonces r € (L : K[X]*) = (U : K [X]*) =
(UNL: K [X]"), que también es una contradiccién.

(iii) Sir € (U: K[X]’)ym € Lsetienequer € (U : K[X]*) = (L: K [X]") =
(UNL: M), siendo contrario a lo supuesto.

(iv) SSmeUymeL, entoncesme UNL.

De modo que U N L es un submédulo primo, ademas UNL C U y UN
L C L pero como MazK [X]* = SpecK [X]°, UNL = U = L que es una
contradiccién. O

Definiciéon 3.19. Por conjunto degenerado se entenderd que es un conjunto

vacio o unitario y por A+ B, se entenderd que existe un abierto G tal que
ACGyGNB=¢.

Definicién 3.20. Un espacio topoldgico (X, T) es:
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(i) Typ-espacio si y sélo siVa € X, {x} es union de cerrados disyuntos.
(ii) Tp-espacio si y sélo siVa € X, {x} es cerrado.

(iii) Tpp-espacio si y sélo si es Tp- espacio y Vr,y € X,  # y, {z}'N
{y}' =0

(iv) Tr-espacio si y sdlo siVx € X, y cualquier subconjunto finito F' de X, tal
que, © ¢ F, se tiene que x = F 6 F F x.

(v) Trr-espacio si y sélo si VFy, F» C X, finitos y F1 N Fy = ¢, se tiene que,
Fi-Fy 6 Fy - Fy.

(vi) Ty-espacio si y sélo si Y,y € X, x # y, se tiene que {x}N {y} es
degenerado.

(vit) Ty s-espacio si y sélo siVx,y € X, x # y, se tiene que mﬁ @ es ¢ 6

{z} o {y}-

En [2] se puede consultar el siguiente diagrama de implicaciones:

T — Tpp — Tp
1

4 Tys 4
1

TF F — Ty — TF — TU D — To

Proposicién 3.21. SpecK [X]® no satisface ninguno de los axiomas de sepa-
racion entre Ty y 1.

Demostracién. Si SpecK [X]° llegara a satisfacer alguno los axiomas de sepa-
racién entre Ty y 17, segun el diagrama de implicaciones que se exhibié an-
teriormente, también seria un espacio Ty, sin embargo, como se probd en la
Proposicion 3.16, esto no es cierto. O

4 Ejemplos

Se presentan a continuacién algunos ejemplos considerando (Q [z,y])2 como
Q [z, y]-m6dulo. Para hacer algunos de los cédlculos correspondientes se ha
empleado CoCoA.

Ejemplo 4.1. Considere los vectores f; = (O,a:3) = (y—xQ,O), f3 =
(333 + 1, x) ,

£, = (0,y—2?) € (Q [z,9])?. Se usard el orden TOP sobre (Qlxz,y])* con
e1 > ey y lex sobre Q[z,y] con x > y. Siendo N = (f1, f3), N no resulta un
submddulo primo.
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Ejemplo 4.2. Considere los vectores f; = (0,963) = (y—ac2,0) ,f3 =
(m3 +1, gc) ,

f, = (O,y — 332) 5 = (ﬂc2 —x+ 1,0) i = (0,:1c2 —x+ 1) que pertenecen al
mdédulo libre (Q [z, y])* . Se usard el orden POT sobre (Q|z,y])* con e; > ey
y lex sobre Q[x,y] con y > x. Siendo N = (fy, o, f3, £, f5, f5), N es un
submddulo primo.

Ejemplo 4.3. (y—z+ 1,22 —2+1)(Q [z,9])? es un submddulo primo de
@Q[e.y))*.

Teniendo en cuenta que <y —z+1,22 -2+ 1> es un ideal primo segin se
mostro en el Ejemplo 4.2 y ademds por la Proposicién 2.15,

(<y—x+1,x2 —z+1) (Qlz,y)* ((Q)[x,y])2) =(y—z+1,2° —2+1)
Notese que, <y —z+1,22 -2+ 1> Q [m,y])2 es igual al submddulo
((y—2+1,0),0,y—z+1), (2> —2+1,0), (0,2 =z + 1))
(2) Un elementom € (y —z + 1,22 — 2+ 1) (Q [z,4])° es de la forma,

u(fily—z+1)+ fo(a® =z +1))(1,0) +uz(fr(y —z+ 1) + fo(a® —2+1))(0,1)

donde uy, ug, f1, f2 € Qlz,y].

De manera que, (y — x + 1,0) se obtiene con u; = f1 = 1, uy = fo =0,
(0,y —x +1) se obtiene con uy = fi =1, uy = fo = 0, (22 —2+1,0)
se obtiene con w1 = fo = 1, ug = f; = 0, (O,x2 *I‘Fl) se obtiene con

ug = fo=1, uy = f1 =0.

(Qua(fily—w+1)+fa(e® —w+1))(1,0)+ua(fi(y—2+1)+fo(2* —2+1))(0,1) =
(u1 f1(y—24+1),0)+(ur fo(z? —2+1),0)4(0, ug f1 (y—2+1))4+(0, ug fo (x* —2+1))
pero el término de la derecha pertenece a

{((y—2+1,0),0,y—z+1), (2> —2+1,0),(0,2° —z+1))

Ejemplo 4.4. Los submddulos primos de los Ejemplos 4.2 y 4.3 tienen el mismo
cociente sin embargo son submddulos diferentes.

Con ayuda de CoCoA se calcularon las Bases de Grobner Reducidas para
los submédulos primos de los Ejemplos 4.2 y 4.3, como aparece a continuacién:
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considerando como antes, el orden POT sobre (Q [z, y})2 con e; > eg y lex sobre
Qlz,y] con y > . Para N definido por

<(O,w3),(y—x270),(x3+1,m),(O,y—xQ),(Jc2—x+1,0),(0,x2—x+1)>

la base reducida es

Gi={(z*—2+1,0),(0,1),(y —z+1,0)}.
Ahora, para (y — x + 1,22 — 2 + 1) (Q [z, 9])” la base reducida es

G2:{(O,yfx+1),(y—z+1,0),(O,x27x+1),(x2—z+1,0)}.

De nuevo con ayuda de CoCoA, se estudi6 si el vector (0,1) pertenece o no

a (G, concluyendo que esto no ocurre. De tal forma que los dos submddulos son
diferentes porque tienen sus bases reducidas diferentes.
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