Analyse p-adique et nombres de Bell a deux
variables

MAZOUZ Abdelhak

1 Introduction
Le n-ieme nombre de Bell, B,,, est le nombre de partitions d’un ensemble a n
éléments. On définit le n -ieme nombre de Bell & deux variables \ et w en posant :

n

B(n,\w) =Y R(n,k,\)w"

[C] R(n, k, )\) = % Z:O(_Uk—j (f) ()\ + ])n

La série génératrice exponentielle de ces nombres est :
xn
S Bl A ) = el
|
o350 n!

Remarquons que :
e Siw=1, B(n,\ 1) est le n-ietme nombre de Bell généralisé défini par Carlitz

[C].

e Si A =0, B(n,0,w) est le n-ieme nombre de Bell généralisé défini par Chint-

hayama et Gandhi [C,G].
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On montre que la fonction génératrice des nombres de Bell a deux variables est un
élément analytique p-adique sur un quasi-connexe de C,. Ce résultat est équivalent,
d’apres les théorémes généraux d’analyse p-adique (théoreme de Mittag Leffler p-
adique, inégalités de Cauchy) a des congruences entre nombres de Bell a deux
variables. Ainsi nous généralisons les résultats de Radoux [R],Carlitz [C],Layman
[L], Layman et Prather [L,P]

2 Notations

Soit p un nombre premier, Z,, Q,, C, ont leur signification habituelle [A]. La
valeur absolue p-adique sur Z,,, Q,, C, est normalisée par |p| = p~!. On désigne par r
un nombre réel strictement positif. Soit a € C,, on note B(a,r™) = {z € Cy; |[z—a| <
r} et B(a,r”) = {x € Cp; |z —a| < r}. On pose : (i) _zle— ). nfx ntl)
Soit (A, w) € C} tel que (A, w) € B(0,1%)* et [Q,(\,w) : Q] < 400
On note :

R : 'anneau des entiers de Q,(\, w),

e : I'indice de ramification de ’extension Q,(\,w) sur Q,, ,

[ @ le degré résiduel de 'extension Q, () sur Q, ,

fi : le degré résiduel de I'extension Q,(A)(w) sur Q, (),

P : I'idéal maximal de R,

FF, : le corps & q éléments, ¢ = p™/«_ corps résiduel de 'extension Q,(\, w) sur Q,,
F, : la cloture algébrique de [Fy.

Soit A C C,. On désigne par Hy(.A) 'espace des éléments analytiques sur A, qui
tendent vers zéro a l'infini si A est non borné, muni de la norme de la convergence
uniforme sur A, ||F||a4 = sup,c4 |F(z)|. Soit O, 'anneau des entiers de C, et soit
a € O, on note a 'image de a dans le corps résiduel de C,.

3 Reésultats

Soit by = N — A4+ wP et k, = ’1’: __11. Les résultats obtenus sont les suivants :

(1) Si|baw| =1et [brw — 1] < 1et sitrp,p,@ # 0, alors :
— pour p premier impair et h > 1

B(n+p"' -k, \,w) = B(n, \,w) mod P"
—pour p=2et h>2
B(n+32" A\ w) = B(n,\,w) modP" o (2)r =P°
—pour p=2eth=1
B(n+3,\w)=B(n,\,w) modP ou (2)p=P°

(2) Si|baw| =1et [brw—1] =1 et si trg,p,@ = 0, alors :
— pour p premier impair et h > 1

B(n+ [pfk.fw —1] -k T w) = B(n, \,w) mod "
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- p=2ecth>2
B(n+3(2M —1)2" X\, w) = B(n, \,w) modP" ot (2)r = P°
—pourp=2eth=1
B(n+ 32 —1),\,w) = B(n, \,w) modP ot (2)g = L

(3) Si|baw| =1 et si try, p,@ # 0, alors :
— pour p premier et h =1

B(n+ (p7% — 1), \,w) = B(n, \,w) mod P
— pour p premier et h > 2
B(n+ (pfk'fw —1) D, w) = B(n, \,w) mod "

(4) Si |byw| < 1, alors :
— pour p premier et h =1

Bn+ (p—1),\w) = B(n, \,w) modP
— pour p premier impair, h > 2 et n > p"(1 +p~! + h)
B(n+ (p—1)p*, \,w) = B(n, \,w) mod P"
—pour p=2;h>2etn>2"h+27")

B(n+ 2" X\, w) = B(n,\,w) modP" on P = (2)z.

4 Transformation de Laplace formelle

Définition 4.1 Soit F(z) =) anx—| € Kl[z]] ot K est un corps de caractéristique
n!
n>0
zéro. On pose : L(F(x)) =Y aya™. L’application linéaire L sur K[[x]] ainsi définie
n>0
est appelée la transformation de Laplace formelle, cf. [B].

Lemme 4.2 Si L(F(x)) = F(x), alors :

ﬁ(e/\l‘ F(z)) = 1 —1)\3: .F<1 —x)\x> Bl

Lemme 4.3 Soit G(z) = Y ,,50 B(n, A\,w)a™, alors par la transformation de Laplace
formelle, on a :

n n

w" T

G(z)=) B(n,\w)x" =
n%:o %:0(1—)\:1:)...(1—()\—1-71)37)
Preuve : Par définition : }-,5¢ B(n, A, w)% = Mt Dapres le lemme

précédent, on a 1’égalité énoncée dans le lemme [ |



380 A. Mazouz

5 Etude de la fonction g énératrice

Lemme 5.1 La série génératrice G(x) = 3,50 B(n, A\,w)x™ est congrue
modulo p"O,[[z]] a la fraction rationnelle Gy, (x) ot :

SP wad (1= (A +)7) ... (1= A+ p" = D)

) = ) = (A P = D) = (w2

Preuve : Posons n = kp'4+j5 ou 0<j<p'—1,
On a donc la congruence suivante mod p"O,[[z]] :

wa)k"
1 - (A+p — al*

2
=
I

(wz)! ‘
Ax) .. (1= (A +j)x) 2 (1= Ax)..

k>0

i i
G(:L‘) = z_:o (1_ (wx)j | Z

). (1= +j)z) S l(1—A2)..

Sl —= (A )x) . (1= (A4 ph = 1)) h
G(ZL') = (1 — )\x) — (1 — ()\ —i—ph — 1)1‘) _ (wl‘)ph modp Op[[l'”

wa)k"
L= (A+ph =1l

(
X
(
X

Si on note Gy, () le second membre de la congruence précédente. D’ot la congruence
¢énoncée dans le lemme ]

Lemme 5.2 Soit D, = (1—A\z)...(1 — (A +p" — 1)z) — (wz)?", alors :

Dhyp=[1— 2P —by,2?]”"" mod pRlz].

h

(1—=Xz)...(1—(\+p"—=1Da) — (wr)?

[(1— )\x) (1=A+p—1z]"" = (wz)”" mod pRx]
[

[

>
=
3
=
|

1— — (W =N 2" = (wP2?)?" " mod pRlx]
1— — (W —A+w”) 2" modpR[x]

Posons by, = AP — A +wP. D’ou
Dyp(z) =[1 — 2P — brwa?]”" mod pRlz].

Ce qui acheve la démonstration. [
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6 Congruence fondamentale mod ‘B surles nombres B(n, \,w)

_ - - 1
Théoréme 6.1 Soit E,(z) = 2P — v — (\’ — X+ @) € F,[z]. Posons k, = ppil
p_
et by, =N — A+ wP.

1. Soit by, tel que [byo| =1 et |bry — 1| <1 et trp @ # 0, alors :
B(n + kp, \,w) = B(n, \,w) mod ‘P
2. Soit by, tel que |bay| =1 et |byo — 1| =1 et trp,p,0 # 0, alors :
B(n+ (p™¥ —1) - k,, \,w) = B(n, \,w) mod P
8. Soit by, tel que |byy| =1 et try,p,w = 0, alors :
B(n+ (p™ —1),\,w) = B(n, \,w) mod P
4. Si |baw| <1, alors :
Bn+ (p—1),\,w) = B(n, \,w) mod P

Preuve :

L. Siby, tel que |byw| =1 et |brw — 1| <1 et tre m,@ # 0.

Montrons d’abord que le polynéme FE,(z) = 2P — x — by, a coefficients dans
[F, ne posseéde aucune racine dans F,. Supposons que z € F, soit racine de E,(z);
donc 27 — z — X'+ X — @ = 0 ce qui équivaut a (z — \)? — (z — A) =@ = 0. On
en déduit que  — \ est racine du polynéme 2P — x — @P. Posons t =  — )\ donc
t € F,, dou "™ = ¢ Or P = t + wP done PN =t + try,jr,0. Par conséquent
tr,r,w = Omod p ce qui est contraire a I’hypothese. Donc E,(r) ne possede aucune
racine dans [F,.

Si x est racine de E,(z) dans F, alors z + 1, +2,..., z + p — 1 sont racines de
E,(x), donc F,(z) est une extension galoisienne de F,.

Le groupe de Galois F,(x)/F, est engendré par le Frobenius :

o:Fy(z) — Fy(a)

VN tprfw
ot — t(pfxfw)i, I1<i<p-—-1
Notons Z;, 0 < j < p — 1, les racines de E,(z).
Posons F,(\,w) = Zaji“? ou les «a; sont choisis dans [, de telle sorte que
=0

Fo(\w) = B(n, \,w). Il vient : B(n + ky, A, w) = X0 ajal ™

Puisque trg g, # 0, on a

fa-fup _

_k _ (p ) 1 j T
= s - ’
p 0<i<p—1
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Par conséquent :
B(n + kp, \,w) = by,B(n, \,w) mod ‘P

Comme by, =1 mod’B, on a :

B(n + ky, \,w) = B(n, \,w) mod ‘P

2. Siby, tel que [byy| =1cet [bry, — 1| =1 et trg, g0 # 0.
D’apres 1, on a B(n + ky, \,w) = byoB(n,\,w) modP. Puisque b’/{f:fw =
1 mod P,on obtient la congruence suivante :

B(n+ (p™¥ —1) - ky, \,w) = B(n, \,w) mod P

3. Sibyw tel que [byu| =1 et try p,@ = 0.

, ) — oiafe
Notons 2; 0 < j < p— 1 les racines de E,(z) on a 28"~ = &; + trs, |5, W, comme
trg,r,0 = 0 donc a_sf*'f“’ = 7;. A l'aide de cette égalité, en appliquant un argument

analogue a celui exposé dans 1, on déduit que :
B(n+ (p7* —1),\,w) = B(n, \,w) mod P.

4. Silbyu|<1.
Soit x racine de F,(z) donc 2P~! = 1. De la méme maniere que dans (1) et (2)
on montre que

B(n+ (p—1),\w) = B(n,\,w) mod B.

7 Préliminaire aux congruences entre les nombres  B(n, \,w)

Nous allons étudier maintenant un peu plus finement Gy, ,(z) et sa convergence
p-adique vers G(x). Pour cela on localisera les poles de Gy ,. Quatre cas sont a
envisager :

ler cas : Si by, tel que |byo| =1 et |brw — 1] < 1 et trp,p,@ # 0.
—k
Soit ;1 (1 < i < p) les racines de Dy ,(z). D’apres le Théoreme 5.1 on a a; | =

by dott |by., afﬁ — 1] < p~'/¢. Comme |by,, — 1] < 1 on aura |afﬁ —1] < pVe,

Soit 6; le représentant de Teichmiiller de «a;; (c’est-a-dire que 6; est une racine
primitive de I'unité d’ordre premier a p contenue dans C,, telle que |0; — ;1| < p_%,
car I'extension Q,(\, w) (1) est non ramifiée sur Q,(\, w)).

Notons a;j (1 <i < p,1<j <ph~t) les racines de Dy (x) dans C,. Le lemme
de Hensel montre que ces racines se groupent en p classes contenant chacune p~!
racines. A chaque classe correspond une racine ;1 (1 < i < p) de Dy p(x). Deux
racines de la méme classe vérifient |a; j — ;7| < 1. En utilisant le lemme de Hensel
[A] et le lien qui existe entre le degré résiduel, I'indice de ramification et le degré de
I'extension finie de Q,(\,w) il vient :

N\ 1/e
0= asgl < (7).
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On déduit immédiatement de cette étude que Gjp(x) est une fraction rationnelle
nulle & 'infini sans pole sur le quasi-connexe W), , = C, — U/_; B (91‘, v §)+> ou

—m(h) —h

Vi=p avec m(h) =p

Proposition 7.1 Soit by, tel que |by | = 1 et |by,—1| < 1. Soitw tel que trg, 5, #

0. Alors G(z) est la restriction a B(0,17) C C, d’un élément analytique nul a linfini
p

sur le quasi-conneze C, — | | B(6;,17).
i=1

Preuve : D’apres le lemme 5.1
G(7) = Ghyp(r) mod p" @, [[7]].
D’ou
1Ghp — G150 < p7"
D’apres [A,F] on a :
||Gh,p - Gh—l,pH(Cp—Uf:1 B(6;,17) < p_h-
Il est immédiat que la suite h — G, () est une suite de Cauchy, pour la norme de

p
la convergence uniforme sur C, — | J B(6;,17).
i=1

Donc G(z) peut étre prolongé de maniére unique [Ro| en un élément analytique
p

nul & l'infini, sur le quasi-connexe C, — | J B(6;,17). [
i=1

D’apres [A,F] la proposition entraine les corollaires suivants.

Corollaire 7.2 Soit by, tel que |byw| =1 et |by, — 1| < 1. La suite B(n, A\, w),>0
est purement périodique. C’est-a-dire ¥ h >0, 3q(h) € N tel que Vn € N

B(n+p"™ -k, \,w) = B(n, \,w) mod P"

Corollaire 7.3 Soit by, tel que |byo| =1 et [by,—1| = 1 et soitw tel que try,|p,0 #
0 alors Ghp(x)est une fraction rationnelle nulle a linfini sans pole sur le quasi-
connexe

? 1/e [pfrfo 1]k
Wiw=C, = U B8, (D7) oi 4] 1
i=1
La suite B(n, \,w) est purement périodique, c’est a dire : ¥V h >0 3q(h) € N tel que

VneN
B(n+[p™7 —1] -k, - p"™ A\, w) = B(n, \,w) mod P".

Corollaire 7.4 Soit by, tel que |by,| = 1 et soit w tel que trg,r,0 = 0, alors
Ghp(z) est une fraction rationnelle nulle a l'infini sans péle sur le quasi-conneze

P ) N
Wiy =Cp— B(@‘, (Vh€)+> ol fok fo_1
i=1
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On a de plus la propriété suivante : la suite B(n, \,w) est purement périodique :
Vh>03q(h) €N tel que Vn € N
B(n+ (p™fe — 1)pt™ X w) = B(n, A\, w) mod P"

Corollaire 7.5 Si |byy| < 1, alors Gp,(x) est une fraction rationnelle nulle a
linfini sans pdle sur le quasi-conneze

ot Hf_l =1 et 6; # 1. La suite B(n, \,w) est presque périodique, c’est a dire :
Vh >0 3q(h) et a(h) tels que pour n > «(h) on a

Wi, = C, — QB(@, (v,f)+> "B (0, ((Vih)

o =

B(n+ (p—1)p"™,\,w) = B(n,\,w) mod P"

8 Congruencessurles B(n,\,w), pour |by .| =1,
|b)\,w — 1| <let t?"]pq“Fp(I) 7é 0

Lemme 8.1 Soit (\,w) € [B(0,1)]%. Si Ghp(z) = > B(n,A\,w, h)z"™, on a, pour
n>0
j>leth>1:

-~ B(n,\w,h) =Bn+p - ky, \,w,h) mod P si p>2

~ B(n,\w,h) =B(n+3-2,\w, h) mod P si p=2ou(2)gr="P°"

Preuve : On va procéder par récurrence sur h pour j fixé.

Le lemme est vrai pour h = 1 (il suffit d’appliquer le théoreme de Mittag-Leffler
p-adique [A] ou [RO]).

Supposons le lemme vrai pour 2,3,...,Ah — 1. On a

Ghp(®) = Ghp(®) = Gr1,p(x) + Gpo1,p(2)

Ghp—G < Dy, ,-D
JE— e . e
avec || h,p h—l,pHWh,p >p , car || h,p h_l’pHB(Hi,l—)—B(Gi,(Vh%_l)Jr) >p

1-h
et HGh,p - Gh—l,pHCp—Uf:l B(6;,17) <p-.

Posons F, = Ghp — Gho1p,  Fhyp € Ho(Why). D’apres le Théoreme de Mittag-
Leffler p-adique : Fhp = Y7, Fip ot Fup € Ho(C, — B(@i, (v,f_l)+> ot

[ Enpllwi, = supi<icpl| Finl - Posons Fip(z) = > aingk(l—267")7"
Cp,—B (m(ve )+> k>1
Pour |z| < Tona: (1-26; ") ™% = Y50 (”““—1)9;%”. Donc Fip(x) = Y50 finna"

k-1
—n(n+tk-—1
avec finn = 2og>1 @ihk0; ( o1 )

D’autre part on a :

(n —l—pj_;. kpl—l— k— 1) B (n ;L— k I 1)‘ < inf(1, pitHO)
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ou ((k) € Net p'®) < |k < ptb)+1
Deux cas sont & envisager : k — 1 <p’ et k—1>p
Sik—1<p’, alors :

<n+y4~@+k—1>_<n+k—v‘§pi@

. k-1 k-1

on S(k)=h—3—p ' +km(h—1)+j—0(k—1)

log(k — 1
S(k) > h—3—p_1+km(h—1)+j—M~
log p
1
Le minimum du dernier membre est atteint pour x — 1 = ] .
ogp

Comme /(k — 1) garde la méme valeur pour p™ < k — 1 < p™™! on en déduit
que le minimum de S(k) est atteint pour k —1 = p" 2 si p > 2 et h > 2 (resp. pour
k—1=2"1gip=2).

~Sip>2eth>2alors, S(k) > S(1+ph2?)>j—1

~ Sip=2et h>2alors, S(k) > S(1+2"1)>j—2.

Si k —1 > p’, on tire facilement des inégalités de Cauchy

n+p ok +k—1\  (n+k-1 o
k-1 k-1 )| =P

|az‘,h,k|

On a donc montré que :

—j+1 .
| fihmipi—thy — fihnl <p~e 81 p>2 et h>2

respectivement

—j+2 .
| finnt32i-1k, — finm| <27¢ si p=2 et h>2
Or B(n, \,w, h) € R, les inégalités précédentes entrainent alors :

- .
|fi,h,n+pj_1~kp — finnl <p si p>2

respectivement :

-
\finniso — finn] <2 si p=2 et h>2

Comme B(n, A\,w, h) Z finn+B(n,\,w, h—1), il vient en appliquant I’hypothese
de récurrence a B(n, A, w h — 1) et les inégalités précédentes :

|IB(n+k,-p" ', \,w,h) — B(n, \,w,h)| < p_Tj si p>2
respectivement

|B(n+3.27, \,w,h) — B(n,\,w,h)|<2% si p=2.

Le Lemme 8.1 est démontré. n
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Théoréme 8.2 Soit (\,w) € B[(0,17)]. Soit by, tel que |byn| =1 et |by,—1] < 1.
Soit w tel que trp g, # 0 0t by, = AP — A+ wP. On pose

”—1

[
P p—l

Les nombres B(n, \,w) vérifient les congruences suivantes :
e Si p premier impair et h > 1
B(n+p"™" -k, \,w) = B(n, \,w) mod B"
e Sip=2eth>2
B(n+3.2" \w) = B(n, \,w) modP" on (2)g =P*
e Sip=2eth>1
B(n+3,\,w) = B(n,\,w) modB ou (2)g =P*

Preuve : On a vu que :

h

G = Gupllpoi-) <p~
D’apres I'inégalité de Cauchy, on déduit que
B(n,\,w, h) = B(n, A\, w) mod "

En appliquant le Lemme 8.1 on obtient le Théoreme 8.2 ]

9 Congruences sur les nombres  B(n,\,w) si |by,| =1et
|b)\,w — 1| <let t?"]pq“pr 7é 0

Théoréme 9.1 Soit (\,w) € B(0,17)%. On pose by, = W — A\ +w? et k, = ——-

Soit by, tel que |byo| =1 et by, — 1| <1 et soit w tel que trg, g0 # 0.
Les nombres B(n, \,w) vérifient les congruences suivantes :
e Si p premier impair et h > 1

B(n+ [p™¥ —1] -k, -p"', A\, w) = B(n, \,w) mod) L"
e Sip=2eth>2
B(n+ 327 —1)2" X\ w) = B(n, \,w)mod P" ou P = (2)z.
e Sip=2eth=1
B(n+ 327 —1),\,w) = B(n, \,w) modP ot P = (2)z.

Preuve : En utilisant la méme démarche que dans le Lemme 8.1 et le Théoreme 8.2
(en remplagant k, par [p”>7¥» — 1] - k,) on en déduit les congruences énoncées dans
le Théoreme 9.1. n
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10 Congruences sur les nombres  B(n, A\,w), pour
|b)\,w| =1let tTFq|pr = 0.

En appliquant un argument analogue a celui exposé dans le Lemme 8.1 et le

Théoreme 8.2, on déduit le théoreme suivant :
—1
Théoréme 10.1 Soit (\,w) € [B(0,17)]%. On pose by, = \WP—A+w? et k, = ppil
p —_—

Soit w tel que trg, p,@ = 0.

Les nombres B(n, \,w) vérifient les congruences suivantes :

e Sip premier et h =1

B(n+ (p¥ —1),\,w) = B(n, \,w) mod B
e Sip premier et h > 2

B(n + (p7 = 1)p", A\,w) = B(n, \,w) mod B"

11 Congruencessurles B(n, A, w), pour |by.| < 1.

Lemme 11.1 Soit Gpp(x) = > B(n, A\, w,h)z"™. Soit (\,w) € [B(0,1%)]* tel que
n>0
|brw| < 1. Onapourj>1eth>2:

e Sip>2etn>pt(1+j+pt)
B(n+(p—1)p*™ \w h) = B(n,\w,h) mod P’
e Sip=2etn>2"(j+271).
B(n + 27t X w h) = B(n, \,w,h) mod P’ ou P = (2)z.
Preuve : G}, est un élément analytique sur Wp,,,. D’apres le théoreme de Mittag-
Leffler p-adique, on a :

p—1

Ghyp = ZGi,h ou G;n € Hy (Cp — B(@i, (Vh%)+>> pour 1 <i<p-—1let
1

— ﬁé(o, (1))

Pour 1<i<p-—1,ona:Gux)= ane(l—X0")" avec
k>1

o =

HGi,hHC oy = WP |aink|(ViF)e. D’autre part, on a
P \Vp
p2_p—1_p—h
(1) 1Ghpllw, <
. N €T (p=1)ph—1
En effet si Gp,(z) = #Ex;, on a : ||Dpylw,, =V, ° et [[Nppllw,, <
P
—"-1)

Vv, ¢
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D’apres le théoreme Mittag-LefHler et les inégalités de Cauchy on tire de (1) :

p~ p P kmn)

2
|aing| <p e

_ n . _ —n (n+k—1
Posons G;(x) = Zgi,h,n:c ,alors © ginn = Yk>1binib; ( o ) On a donc,
n>0
d’apres 'inégalité ultramétrique

|G bt (p—1)pith — Gihn| <

g=n—(—p n+@p—-1Dp*h + k-1 _g-n n+k—1
' k—1 C\ k-1

sup |az‘,h,k|
k

Comme 67" =1 et

i+h
(0 ) (1

on en déduit :

E(k)

|gi,h,n+(p—1)pj+h - gz‘,h,n| sp -

ot BE(k) = —-2+pt+p "+ km(h).
En appliquant un argument analogue a celui exposé dans le Lemme 8.1, on
obtient les estimations suivantes :

. inf(l,p_j_h“(k_l))

1-j

(2) |9 bt (p—1)pith — Gihn| <P© st p>2 pour 1<i<p-1

respectivement

—j+2

(3)  |Gihmaoith — Gipn| <27¢  si p=2 et h>2 pour 1<i<p-—1

Pour ¢ = 0,Go,n € Ho (B (0, ((VL}L)%> >>, donc Gop(z) = Y50 Jo,nna™ avec

n
e

1
||Go,h||B(o,((VLh)%)_) = sup |90 <Vh>
D’apres (1) on a :
o |90.n.n| < p—(n+1)p—h+2_p_1

D’autre part, pour établir des congruences entre les B(n, \,w, h), deux cas sont a
envi-sager, p > 2 et p = 2.
— Sip > 2, on deduit de (2) et (4) on déduit que pour p > 2 et n > ph(1+j—p1),
on a : .
|B(n+ (p— 1)p"™" X\,w,h) — B(n, \,w,h)| < p=
— Si p =2, on déduit de (3) et (4) que pour h >2;p=2et n>2"(j+271) on
a:

=i

|B(n + 27" X\ w h) — B(n, A\, w,h)| <27

Ainsi le Lemme 11.1 est démontré. ]
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Théoréme 11.2 Soit (\,w) € [B(0,17)]%. On pose by, = N — X+ w? et k, = 1;5_—11
Soit by, tel que |by,| < 1.
Les nombres B(n, \,w) vérifient les congruences suivantes :
e Sip premier et h =1

B(n+ (p—1),\,w) = B(n, \,w) mod P
e Si p premier impair, h > 2 et n > p"(1+h+p1)
B(n+ (p—1)p*" A\, w) = B(n, \,w) mod "
e Sip=2;h>2etn>2"h+271)
B(n+ 22" X\ w) = B(n, \,w) modP"  on P = (2)z.

Preuve : En utilisant la méme démarche que le Théoreme 8.2, on déduit des congruences
énoncées. -
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