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Abstract

In this paper, we consider a generalization of Catalan numbers in order to
give an elementary proof of the following theorem : the Hankel matrix, of any
order, built on Catalan numbers has determinant 1. We give also its inverse.

Résumé

Rappelons que le nieme nombre de Catalan C,, est donné par la formule

_ ()

" n41

Ce nombre a de tres nombreuses interprétations combinatoires. Par exemple,
depuis Euler, on sait qu’il n’est autre que le nombre de décompositions en
triangles d’un polygone convexe de (n + 2) cotés par des diagonales ne se
coupant pas dans ce polygone. C’est aussi le nombre de séquences formées
de n nombres 1 et de n nombres —1, & sommes partielles toutes positives ou
nulles.

Dans [1], j’en démontrais une nouvelle propriété, par une technique algé-
brico-analytique remontant a Sylvester : quel que soit n, le déterminant de
Hankel de dimension n formé sur les nombres de Catalan vaut 1. Cet article en
donne maintenant une preuve directe et élémentaire. Il calcule aussi 'inverse
de cette matrice.
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1 Théoreme

Soit H,, la matrice de Hankel construite sur la suite de Catalan :

1 1 2 5 14 - O,
1 2 5 14 42 - Cun
2 5 14 42 132 -+ Chyo
Hy=| 5 14 42 132 429 -+ Cois
14 42 132 429 1430 -+ Chia
| Gy Cupi Cugs Cois Cuga o oy |

Quel que soit n, dét(H,) = 1.

Démonstration

A. Le coefficient de ™! dans (1 — 2)2(1 + 2)**% vaut

21+ 25 21+ 25 21+ 25
A 1 el IR () . e
1+J+1 1+ 1+ —1
B. D’autre part, le coefficient de z% dans (1 — z)(1 + x)?" vaut
(22’) ( 21 > B (22) 2t —2a+1
a a—1) \a/) 2i—a+1
C. Ainsi, en identifiant le terme '™/ *! dans I'identité triviale
(1—2)’(1+2)"™ = [(1—2)(1+2)"] - [(1 o)1 +2)%]
puis en exploitant 'antisymétrie des coefficients de ces polynomes, on a
min(z,5)

C“‘Z( 2 >22’—2(z’+k+1)+1 27 \2j—2(j —k)+1
i+j = i+k+1) 2i—(Gi+k+1D)+1 \j—k) 2j—(—Fk)+1

k=0

(ol (Z) =0 lorsque b < 0 ou b > a).

o mi(:”( 2i >2k+1 2j \ 2k+1
T = it k4 ik \G—k) R+
o mi(:”( 2i > 2%k+1 [ 25\ 2k+1
s itk itk +1\j+k) R+

c’est-a-dire

min(z,j)

Citj = Z TiwTix
k=0
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moyennant
_ () @k +1)
’ 1+ k+1
Appelons T, la matrice triangulaire inférieure formée par ces coefficients 7; i, :
! 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 ]
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0
5 9 5 1 0 0 0 0 0 0 0
14 28 20 7 1 0 0 0 0 0 0
42 90 75 35 9 1 0 0 0 0 0
132 297 275 154 54 11 1 0 0 0 0
429 1001 1001 637 273 77 13 1 0 0 0
1430 3432 3640 2548 1260 440 104 15 1 0 0
4862 11934 13260 9996 5508 2244 663 135 17 1 0
Too Thr Thoe Ths Tha Tus The Tor Tus Tho Ton |

Notre dernier résultat peut s’écrire maintenant
TnUn = Hn )

U, désignant la transposée de T,.
Puisque tous les éléments diagonaux de 7;, valent 1, on obtient

dét(H,,) = dét(T},) - dét(Up) =1-1=1 |

comme annoncé.

2 Inversionde H,

Posons
Qpij = (Hn )”
D’une part,
> Trsin(2k + 1)a = 2*" sina cos™ a
k=0
D’autre part, par récurrence,
" k
sin(2n + 1)a = > _(—1)"*"* (n * i
n _—

) 228 sin o cos?F o
k=0

On voit donc que T, !, matrice triangulaire inférieure inverse de celle des T, est
formée des (—1)"+* (””Lk)
n—k

Il en résulte L L
i +i +J
g = (T2 (k—2> (k-j) |
)

k=max(1,j
ainsi que l'identité

J k4
Yo (=DF (k N Z) T = 0i

k=0
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