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Abstract
Let ® (x) be the number of the integers n such that ¢ (n) < z, where ¢ denotes the

Euler function. In this paper we give an explicit form of Bateman’s theorem for the
remainder term ® () — Az where A = ¢ (2) ¢ (3) /¢ (6).

1. Introduction

L’étude du comportement asymptotique de la fonction ® (z) permet de fournir une
loi de répartition des valeurs de la fonction ¢ (n). Il est bien connu que la fonction
©(n) est de taille comparable & n et que le rapport @ possede une loi de répartition
limite (1928 [8]). Cependant il est naturel de s’attendre que ce rapport se comporte
de maniére plus réguliere en moyenne, autrement dit que la fonction ®(x) soit
asymptotiquement tres proche d’une fonction linéaire de x. Ce probleme fut abordé
par Erdos et Turdn en 1945. Ils ont montré ([5]) que ® () ~ Az (z — +0o0) pour
une convenable constante positive A. Un argument abélien appliqué a la série de
Dirichlet

+o0 1
F(s) = ;W:C(S)G(S) R(s)=0>1)

ot G ( )=H(1+(p_11)3—];) (R(s) > 0)
et C(s) = H(l—%)_ (R(s) > 1)

(ici et dans la suite p désigne un nombre premier)

fournit alors la valeur A = G (1) = ¢ (2)((3)/¢(6) = 1.943596436--- . En 1972,
Bateman ([3]) a entrepris 1’étude du reste résiduel R(z) = ® (z) — Az. Il établit la
majoration

G(o+it)=0 (exp{50|t|170 Inln |t|}> pour 1/3 <o <1et |t|>8
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et en déduit, a ’aide de la formule de Perron, I’estimation

R(z)=0 (:L‘ exp {—c (Inx) (lnlnx)}) pour tout ¢ < \/2/2. (1)

En 1990, Balazard et Smati [1] ont montré que I'on pouvait obtenir I’estimation de
Bateman en employant une méthode élémentaire c’est a dire ne faisant pas intervenir
la variable complexe. Cette méthode repose sur la décomposition canonique n = ab
ou les facteurs de a sont tous < y alors que ceux de b sont > y. En 1992, Smati
[9] a exploré les possibilités offertes par cette méthode élémentaire et obtenait la
premiére estimation effective de R(x) : pour z > 3

|R(z)] < 1.4z (Inz) (Inlnx)
X exp {— (1 - W) V(1/2) (Inx) (lnlnw)} .

En 1998, Balazard et Tenenbaum ([2]) ont amélioré I’estimation (1) en démontrant
que

R(x)=0 (x exp {fc ((ln x)3/5> / (Inln 1)1/5}) pour une constante ¢ > 0.

La méthode de Balazard-Tenenbaum est analytique, elle repose fondamentalement
sur une amélioration de la majoration de Bateman de la fonction G(s) := O (H(s))
ou H(s) := %1)5 — pi Cette majoration fait usage d’un théoreme de Karastuba
([6]) sur l'estimation des sommes trigonométriques pour estimer la contribution des
nombres premiers translatés » ﬁ et la région sans zéros de la fonction zéta de
Riemann de Vinogradov-Korobov. Il est intéressant d’expliciter les deux constantes
du théoreme de Balazard-tenenbaum dans le cas ot on peut surmonter les difficultés

1T
lides a l'estimation des sommes d’exponentielles du type Y, .. - n (’;Zj) pour

certaines valeurs relatives k, j, N et 7.
Le but de notre article est d’étudier l'effectivité de la méthode analytique de
Bateman. Nous avons obtenu le résultat suivant.
Théoreme Pour x > 240, on a
|R(x)| < 58.61x exp (— (\/5/8) (Inx) (lnlnx)) .

Nous partons de la formule [2, p. 242] valable pour tout b > 1

T 1 . b+iT - ds
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En vertu du fait que
s)G (s 1
H(s) = ”st =0 <|t|<1—e>/2> (130

dans le domaine

In (In|¢|)

DTO’Q = {J (t) =1-0 ln|t\

<og<bet |t>T()} (T0286t0<9<1),

on déplace la ligne d’intégration de (2) au contour

In (Inmax (|¢|, To))
In max (||, 7o)

CTO’ez{l_e +z‘t},(T0286t0<6<1).

Le théoréme des résidus nous donne alors

T 2
/ @(u)du—A—w
1 2

- L TOH(JOJrz't)oht—L lim TH(J(t)+it)(a’(t)+i)dt

21 J_, 2 T—+o0 [,
1 T In (InTp)
— i H (o (t)—it) (o' (t) —4)dt =1-0———
+27TiTiToo To (o (t) = it) (0" () =) <UO InTy

ce qui implique

x 2
/ @(u)du—A—x
1 2

(3)

. \/1+(:—/(TO)) /+OO|H(a(t)+it)|dt.

Ensuite nous évaluons explicitement chacune des deux intégrales de (3) et nous
obtenons le résultat suivant.

1| [T
S_

o H (0’0 + it) dt

—To

Proposition Pour x > 100, [t| > Ty > 268 et 0 < 6 < 1, il existe une constante
w=p(To,0,b) > 0 effectivement calculable telle que

T A 2
/ @(u)du—Tx < pz?A(xz,0)
1

(4)
ot A(z,0) = exp {_9 2 (Inz) (ln(lnx))} .

Enfin nous utitlisons la croissance de ® (u) pour déduire de (4) I’estimation annoncée
en prenant Ty = 104, § = 1/4 et b = 10.



INTEGERS: 9 (2009) 738

2. Lemmes Préparatifs
Le Lemme 1 est fondamental pour établir le résultat annoncé. D’apres [3, page 343]

Inlnt
inf (lnx Ill r; —|—lnt> > /2(Inz) (Inlnz) pour z > exp (10%).
> n

On améliore ce résultat et on obtient des majorations fines de la fonction 2+ sur
les chemins d’intégration de (3).

Lemme 1 Pour ¢ > 20 et x > 100, on a

In (Int)
Int

Inz +1Int > /2 (Inz) (In (Inz)).

Démonstration. On pose f,(t) = ((In(Int)) /Int) Inz+1Int, la fonction f,(t) atteint
son minimum en ¢ = ¢(z) qui vérifie Inz = (In®¢) / (In(Int) — 1) et en lequel, on a

In(In t)

x t 1 + n(lnt)—
Jfo(t) Inln?)—1 > 1 pour t > 1700.
V2 (Inz) (In(Inz)) QV/IHMt ( Eﬁﬂbﬁ;ﬁ)
In(Int)—1 In(Int)
Pour 20 <t < 1700, on vérifie 'inégalité par calcul direct sur ordinateur. O

Lemme 2. Soit o(t) =1 — 91nl(rllntt) avec |t| > Ty > 20 et 0 < 6 < 1. Pour z > 100,

on a
O+ < 22 (A (2,0)) |t

Démonstration. On écrit

‘m1+a(t)+it = p2e~ @) (05H) _ 2, —0(na =G +initl) 1t)’

[t] Inft]

et on applique le Lemme 1. O

Lemme 3. Il existe des constantes positives C1, Co, C3, Cy et Cs dépendantes de
To, 6 et b telles que lon ait, pour |t| > Ty > 268

Clo () +it)] < Ci(me)*,

|G(o (t) +it)] < Chexp {( 210 In (In¢]) — 03) (In |t|)0} ,
To -1
Clo+iT)] < Cu
|G(O’ :tZTo)| S C5 (O’o S g S b),



INTEGERS: 9 (2009) 739

ot
1 1 V1+TE
Cy = 1+ v+ o
In (TO — 1) (TO — 1) TO 20’0 (TO — 1)

(y = 0.577215663 est la constante d’Euler)

1 1 22111 / T \? J1+172
G = o | S (14 o+ o ) + 2 () o
(r—1) poo o0 \To—1) T,(InTp)

p<To

)

2T, 1
Csy = > = —0.262—
SO P <T

pP=1o

)

21n% Ty

To

1 3 1
=Y T X

Ca 2o P TV X s e

1 )+2.2111< Ty >2 NZENF:

1
C5 = (14— + —
5 exp Z n ( + (p — 1)(70 + poo o0 Ty —1 T (thO)l—G

p<To

Pour t e R, on a

€+ i) < o) et 1GO+in)] < [o®) = [T (1+ (- 17" +p7).

P

Démonstration. Pour majorer la fonction ¢ (s), on utilise la formule habituelle

N

1 1 1 oo u — B(u) —1/2
L . ——— 17 5
Z::n (s—L)N+1 Ns S/N ults )

ot N > 1 et E(u) est la partie entiere de u, (ju — E(u) —1/2] < 1/2). Il en vient

Gl = No 3o L N N JTRE N
n ] ON 2 No(t)

n=1

Pour obtenir C7, on pose N = E(t) dans (6), on utilise la formule

Noq 1
S <IN —~_ ([10.p. 6
;n«l +v+ 55 (10,p-6],)

et les inégalités
N <[], NUSHE < B0 = (n|t)? et N> [t —1>Tp — 1.

Pour obtenir Cy4, on pose N = Ty dans (5).
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Pour majorer la fonction G(s), on écrit |G (o (t) + it)| < exp (S1 + Sa2(t) + S5 (¢))
oll

1 1
S = Zln<1+(p_l)go+w),

p<To
1 1
S2(t) = Z T s
oS PP
1 1
S3(t) = Z — - =
eyt (=17 p

La somme 57, on la calcule directement par ordinateur pour des valeurs effectives
de To.
Pour majorer la somme S3(t), on utilise I'inégalité

o (t)

1 1 2 1 2 1
S |5 SR - <P
-1 [~ (p-1)7® “\p-1) p® T p—1p70)

qui implique
2T, 1 2T, S 1
Sa(t) < Z = |t] -
— _ o(t) _
To-1 To<p<|t| p To-1 To<p<|t| b
2T, 0 1
= (In[¢]) —.
To—1 Ty <p<il

Alors, 'inégalité

1 1
> = <Inlnft[+0.262 + —— ([7] pages T0 et 64)
In” |¢|
p<|t|
nous permet d’obtenir

2T,
<
So(t) < T —1

(In [¢))? Inln |t| — C5 (In [¢])? .

Pour évaluer S5 (t), on utilise I'inégalité

2
1
5 <1+t <—p )

1 1
= _(p _ 1)0'(t)+1 p—1) po+1

p-1° p°

qui donne

2
Sz (t) < V1+¢2 (l> > #

-1
[t] P
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La formule sommatoire d’Abel ([4] page 11) implique

1 oo 1 (u)
Z pa(t)Jrl < (J(t) + 1)/|t w2+o(t) du

P>l |
“+o0
7 (u) \ _
< 2/}5| Wdu OUW(U)—ZL
p<u
Alors, l'inégalité

1.10555u
—.. b

>
7 (u) < na our u > 30 ([10] page 11)

nous donne

Z 1 - 2.2111 < 2.2111
p?OF T @) |t (I |e) ™ 00Ty (InTy)'?

p>t|
par suite
exp (Sl + S5 (t)) < (Os.

Pour majorer G (o £ iTp), on écrit G (o £iTy) < exp (S1 + S4) ol

Si= Y

p>To

1 1
(r—1)° p°

qu’on la majore de la méme fagon que Ss (¢) en remplacant /1 + t2 par /b2 + 2
car og <o <b. O

Lemme 4 Pour x > 100 et |t| > Ty > 268, on a

IN

‘/ H(og 4+ it)dt CoTE 2> A (x,0)

C1Cyexp{g(t,0)

|t\2_9 }xQA (z,0)

et |H(o(t)+it)]

IN

—1/2
0i Gy = mA + 20Ch=el b cyu) [T (2 +8) (B+0+17) Ta
et g(t,0) = 2T° (In |t|) Inln |t + (1 +6)Inln |¢| — Cs (In |t])°.

Démonstration. On a

_pln(InTy)
2 6 In Ty

i K(s) — DG )

oo
/ 2" K (s)dt St

—To

‘/ H(og +it)dt| =
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On a

_pln(InTy) In (InT;
g2 0T =z2exp | —0 Mlnx—i—ln% +0InTy | .
thO

D’apres le Lemme 1,

-9 (ml(ri%o) Inz + lnT()) < —0y/2(Inz) (In (Inx))

par suite

_ pIn(ln Ty)
2 < TE22A (2, 0) .

Sachant que le résidu de 2K (s) en s = 1 vaut 4, on écrit

TO . b X TD .
/ 2K (s)dt = 7/ ;clTOK(aH'TO)doH/ 2K (b+it)dt

7T() 0 7T0

b
Jr/ T K (0 —iTy) do + im A.

0

Il en vient

Ty b b
’/ 2K (s)dt| < 7TA+/ \K(a+iTg)|dJ+/ |K (o — iTp)| do
—To oo oo

To
+/ K (b+ it)| dt.
—To

Ensuite on applique le Lemme 3.
La majoration de |H (o (t) + it)| s’obtient par application directe des Lemmes 2
et 3. O

Démonstration de la proposition C’est une application directe de la formule (3) et
le Lemme 4. La constante p est donnée par

(In (In 7)) 1)“’ /*W exp g (t0)}

1
= — | CsT? + 20, C! 1+<9
. 2 6=0 ! 2\/ T01n2T0

T |t|2—9

3. Démonstration du Théoréme.

On pose § (z,0) = /A (z,0) et h = h(zx) = 0 (z,0). La fonction x — h (z) est
strictement croissante. Soit zp > 100 tel que xg — h(xzg) > 100. On a alors = >
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xo = x > 2 — h(x) > x9 — h(xg) > 100. D’autre part la croissance de la fonction

D (u

) implique

Alors 'inégalité (4) nous donne

|® () — Az| < A\x?6 (x,0) o A\ = é + (1 +(1 +5(x0,0))2) .

Pour Ty = 10%, @ = 1/4 et b = 10 (les constantes sont arrondies par éxces a la
douziéme décimale)

O = 1120467544453, Cy = 0213768612451 1, — 4 608616556123,
Cy = 13.813276339151, C5 = 0-213768832789  C1v — 6707060532416,
¢ (b) = ¢ (10) = 1.000994575128, v (b) = v(10) = 2.002966683712
Jih exp (g (t,1/4)) <|t|‘2+%> dt = 0.032366391608,

1 = 16.441607242965, xo = 240,

5 (z,1/4) = exp (—\/5/8\ /(Inz) (Inln x)) .\ = 58.607657155557.

Les calculs sont conduits par Maple et Fortran. O
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