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Quantification d’orbites coadjointes
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Abstract. P. Cotton et A.H. Dooley have shown by considering the
example of the semi-simple Lie group G=SL(2,R) and of its Cartan motion
group, the semi-direct product G'=R?*xS0(2), how to apply ideas coming
from the theory of contractions to the Weyl transform on coadjoint orbits
of Lie groups. Our aim is to obtain analogous results in the case of the
contraction of the group G=S50¢(n+1,1) to the generalized Poincaré group
G'=R"*1x50(n,1). Weyl transforms on the coadjoint orbits associated to
the principal series of G=S0q(n+1,1) are constructed as well as on the
integral coadjoint orbits of the group G'=R"*t'xS0(n,1) admitting SO(n)
as small group and it is shown how the notion of contraction allows to
relate these two constructions. Since the Weyl transforms are associated
to the orbits, an infinitesimal version of classical results of the theory of
contractions is obtained.

1. Introduction

Soient G un groupe de Lie connexe, g son algebre de Lie et g* le dual de g.
Soit O une orbite coadjointe de GG supposée associée par la méthode des orbites
a une représentation unitaire irréductible 7 de G. Si X appartient & g, on note
X la fonction définie sur O par

X()=(¢,X) (e0cCg).

La notion de correspondance de Weyl adaptée a été introduite dans [6].
Une correspondance de Weyl (ou calcul symbolique) sur O est une application
linéaire bijective f — W(f) entre une classe de fonctions sur l'orbite O appelées
symboles et une classe d’opérateurs de 'espace H de la représentation = [4], [13].
Une correspondance de Weyl est dite adaptée lorsque les fonctions X (X € g) sont
des symboles et qu’il existe un sous espace dense D de H formé de vecteurs C*
de la représentation 7 tel que, pour tout X dans g et tout ¢ dans D,

W(iX)p=dr(X)¢.
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Introduire la notion de correspondance de Weyl adaptée est une fagon de
tenter de généraliser directement les “regles de quantification” usuelles. Suivant
[9], on peut dire que “quantifier” 'orbite O, c’est lui associer le couple formé de
la représentation 7 et de la correspondance de Weyl adaptée W . Dire que W
est adaptée signifie, en particulier, que les “observables” X associés aux éléments
X de g correspondent 3 des opérateurs W (X)) tels que, selon la prescription de
Dirac, ~ ~ o

W(X),W(Y)] = —iW({X,Y})
pour X et Y dans g, {, } désignant le crochet de Poisson associé a la 2-forme
de Kirillov de l'orbite O.

Par exemple, supposons que le groupe G soit nilpotent réel et simple-
ment connexe. Soit O une orbite coadjointe de G'. Posons n = %dim@. Il
existe alors une carte globale 1 : R?® — (O dans laquelle, si on note (p,q) =
(P1s---sPnsq1s---,qn) les coordonnées canoniques sur R?" | la 2-forme de Kir-
illov de O s’écrit dp A dg = Y1<i<n dp; A dg; , et qui est telle que les fonctions
X ot (X € g) soient des polynomes en les variables p,q [3], [15]. Notons W
la correspondance de Weyl usuelle qui associe en particulier a tout polynéme
f en p,q un opérateur différentiel W (f) sur l'espace de Schwartz S (R™)[12].
Alors l'application X — W(zX' o 1) est une représentation de g qui coincide
sur S (R") avec la différentielle de la représentation unitaire irréductible de G
dans L?(R"), associée & O par la méthode des orbites [18].

Un autre exemple important est celui ou le groupe G est semi-simple
compact connexe et simplement connexe. Soient alors O une orbite coadjointe
entiere de G et p la représentation unitaire irréductible de G associée a O.
L’espace FE de la représentation p est un espace vectoriel complexe de dimension
finie et le calcul symbolique de Berezin associe a tout opérateur de E une fonction
sur 'orbite O a valeurs complexes appelée symbole de I'opérateur [1], [5]. Pour
X élément de g, la fonction X sur O est alors un symbole du calcul de Berezin,
et I'application qui associe a X l'opérateur de E dont le symbole est la fonction
i X, coincide avec la différentielle de la représentation p [6].

Outre ces deux exemples, des correspondances de Weyl adaptées ont été
construites dans le cas des orbites associées aux représentations des séries discrete
[2] et principale [7] d’un groupe de Lie connexe, semi-simple non compact et dans
le cas des orbites massives (entieres) d’un groupe de Poincaré généralisé [8].

Ces constructions ont par ailleurs diverses applications en analyse har-
monique et en théorie des déformations: définition de transformations de Fourier
généralisées [3], [19], constructions de star-produits covariants sur des orbites
coadjointes de groupes de Lie, théorie des star-exponentielles et des star-repré-
sentations [6], [13].

Le présent travail est motivé par un article récent de P. Cotton et A.H.
Dooley ou il est proposé d’utiliser la notion de correspondance de Weyl adaptée
dans le cadre de la théorie des contractions des groupes et algebres de Lie [10].

Les contractions de groupes et d’algebres de Lie, utilisées en physique
théorique, ont été pendant longtemps peu étudiées mathématiquement a cause
d’une définition peu commode basée sur les constantes de structure des algebres
de Lie (voir [11] et ses références). Dans les années 1980, A.H. Dooley et J.W. Rice
ont en donné une nouvelle présentation et ont étudié notamment les contractions
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d’un groupe de Lie semi-simple vers son groupe des déplacements [11]. La
situation type, qui recouvre une large classe d’exemples, est la suivante: soit
G un groupe de Lie d’algebre de Lie g et K un sous groupe réductif de G.
L’algebre de Lie ¢ de K admet alors un supplémentaire V' dans g, invariant
sous l'action adjointe de K et on forme le produit semi direct V' x K. Pour
A > 0, on considere 'application ¢y : V x K — G définie par

ex (v, k) =expg (Av) k
pour v € V et k € K, dont la différentielle dcy : V + € — g est donnée par
dex (v, A)=Av+ A
pour v eV et A€t. Ona

. —1
lim dey [dex (X), dex (V)] = [X, YLie s

pour X et Y dans g, et on dit que V' x K est une contraction de G relativement
a K.

L’intérét de la notion de contraction est de relier ’analyse harmonique de
V x K acellede G. Dans [11] par exemple, A.H. Dooley et J.W. Rice ont étudié
le cas ou G est semi-simple, connexe non compact et K un sous groupe compact
de G, tel que g =€V soit alors une décomposition de Cartan de g, montrant
que les représentations unitaires irréductibles génériques du produit semi direct
V x K s’obtiennent comme limites, en un certain sens, de représentations de la
série principale de G'. De fagon analogue, G. Primet s’est intéressé au cas ol
K n’est pas compact et a montré en particulier que les représentations de masse
réelle du groupe de Poincaré généralisé R"T1 x SO (n, 1) peuvent étre obtenues
comme limites de représentations de la série principale de SOg (n + 1, 1) [14].

Dans [10], P. Cotton et A.H. Dooley examinent le cas ou G = SL (2, R)
et K = SO (2). Remarquant que les représentations de la série principale
de SL (2, R) se contractent vers les représentations unitaires irréductibles du
produit semi direct R? x SO (2), ils construisent des correspondances de Weyl
adaptées sur les orbites correspondantes et interpretent les correspondances de
Weyl adaptées associées aux représentations de R? x SO (2) comme limites (en
un sens précisé dans [10]) de correspondances de Weyl adaptées associées aux
représentations de la série principale de SL (2, R). Cela permet notamment
d’obtenir, dans ce cas particulier, une version infinitésimale des résultats de [11].

Toutefois, la construction de [10] est grandement simplifiée par le fait
que les orbites coadjointes considérées peuvent étre paramétrées par T x R
(T désignant le tore) ce qui permet rapidement de définir dans ce cas des
correspondances de Weyl adaptées dérivées de la correspondance de Weyl usuelle.
Il semblait des lors intéressant d’appliquer les idées de [10] & un exemple plus
compliqué.

Le but du présent travail est d’obtenir des résultats analogues a ceux de
[10] dans le cas de la contraction des représentations de la série principale du
groupe G = SOg (n+1, 1) vers les représentations de masse réelle du groupe de
Poincaré généralisé G' = R" ™! x SOq (n, 1).
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Pour cela, on commence par rappeler, dans la section 2, les résultats
de [8] ou 'on a construit une correspondance de Weyl adaptée sur 2, orbite
coadjointe entiere de G’ dont le petit groupe est SO(n) (orbite de masse réelle),
en utilisant un symplectomorphisme entre  (munie de sa 2-forme de Kirillov)
et le produit symplectique R?" x Q' ol Q' est une orbite coadjointe entiere du
groupe compact SO (n) (munie de sa 2-forme de Kirillov), R?" étant muni de
sa structure symplectique canonique.

On montre ensuite dans la section 3 que si O est une orbite coadjointe de
G associée a une représentation de la série principale de G' on peut trouver deux
ouverts disjoints O, et O_ de O, symplectomorphes aux produits symplectiques
respectifs R*™ x O/, , R*™ x O", ot O’ et O_ sont deux orbites coadjointes
de SO (n), et tels que O4 U O_ soit un ouvert dense de O. Cela permet de
construire une correspondance de Weyl adaptée au dessus de O.

Dans la section 4 enfin, on étudie la contraction des représentations
de la série principale de G vers les représentations de masse réelle de G’ au
moyen des correspondances de Weyl associées. On montre en particulier que les
différentielles des représentations de masse réelle de G’ sont limites, dans un
sens qui sera précisé plus loin, de différentielles de représentations de la série
principale de G, obtenant ainsi une version infinitésimale du théoreme II.5 de
[14].

2. Quantification d’une orbite massive du groupe de Poincaré

2.1. Soit K = SO¢ (n, 1) (n > 2) la composante connexe de 'identité du groupe
orthogonal de la forme bilinéaire symétrique définie sur V = R**! par

(0, 9') = —(B1<i<n PiP;) + Pnt1Ppi1, PEV P EV.
On note G’ le groupe produit semi direct V' x K dont la loi est donnée par
(w,k).(v', K)=@w+k,kk') v,v eV k,keK.

Soient ¢ 1'algebre de Lie de K et g’ ~ V x ¢ l'algebre de Lie de G’. On
identifie V* & V au moyen de la forme ( , ) ; le dual g’* de g’ s’identifie alors
a V x ¢*. L’action coadjointe de G’ sur g’* est

(v, k).(p, f)=(kp, k.-f+vAkp), (v,k)eG, (p,f)eg”,

ou v A p désigne 'élément de £* défini par (v A p, A) = (p, Av) pour A € ¢ et
k.f Vaction coadjointe de k € K sur f € £*.

Soient (e1,es,...,e,+1) la base canonique de R*"*!, Ky ~ SO (n) le
stabilisateur de e, 41 dans K, ¢y 'algebre de Lie de Ky et P I'orthogonal de €
dans € pour la forme de Killing de €. Notons (F;;)1<; j<n+1 la base canonique de
I’espace des matrices carrées d’ordre n+1 a coefficients réels. €, est alors, en tant
qu’espace vectoriel, engendré par les matrices A;; = Ej; — E;;, (1 <1< j < n)
et P est l’espace vectoriel engendré par les matrices Ty, = Expy1 + Entik, (1 <
k <mn). On notera Wy, I’élément (ex, 0) de g’ pour 1 <k <n+1.
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L’orbite de e, 41 dans V* ~ V sous ’action de K est la nappe d’hyperbo-
loide H' ensemble des p € V tels que (p, p) = 1 et p,r1 > 0. Pour tout p
dans HT, il existe un unique élément 7, de P tel que si M, = exp T}, alors
Mp €n+1 =P-

Si o est un élément de £ on note ¢y € €* le prolongement de ¢q a € tel
que ¢g|p = 0. On considere l'orbite coadjointe Q(&p) de & = (men+1, Po) € g*
ou m > 0 et ¢y € &. On note Q(pg) lorbite de ¢y € & sous l'action
coadjointe de Ky. On munit R*®» = R” x R* de la 2-forme symplectique
dp N dG = Y1<i<n dp; N dg; et les orbites coadjointes Q (&) et € (¢p) de leurs
2-formes de Kirillov. On a alors (voir [8]):

Proposition 2.1.  L’application ¢ : (p, G, @) = ¥ (P, ¢, p) de R x Q (po)
dans g'* définie par

A W (B, 4, 9) = (o, ZJ>+pin_iji;1§i<j§na

T (¥ (B, G, ¢) =—( th( ad Tp)Tk) + pry1qr, L <k <n,
Wi (¥ (B, d,¢) = —mpk,1<k<n

W1 (¥ (B, G, 9)) = mpny1,

ot p = (P, pny1) € HT, est un symplectomorphisme du produit symplectique
R?™ x Q(po) dans Q(&).

2.2. L’orbite €2 (&) est entiere si et seulement si Q (¢g) l'est [16]. Dans ce
cas, notons p la représentation unitaire irréductible de Ky ~ SO (n) associée
a Q(po), E Vespace de p. A Torbite (&) la méthode des orbites associe

Vinduite unitaire o = Ind$, K, (€<™é+1:°> @ p) habituellement réalisée dans
I’espace de Hilbert complété de 1’espace des fonctions ¢ : HT — E de classe C®
a support compact pour la norme définie par

o7 = [ (6), 4)pdu ()

ou ( , )g est le produit hilbertien de F et du(p) = (1/pnt1)dp;...dp, la
mesure K -invariante de H1, comme suit:
o (v, k)§(p) = ™" p(M; kMy1p) (K p), (v, k) €G , pe HY.

Ici, pour utiliser la correspondance de Weyl usuelle sur R2", on préfere réaliser
o dans le complété #H, de l'espace C§° (R", E) des fonctions ¢ : R* — E de
classe C*° a support compact pour la norme définie par

ol = | (), o)z ds

ou dp =dp; ...dp, est la mesure de Lebesgue

- i v _ _ 1/2 _1 -
o (v, k)@ (H) = €™ p (M k My-1,)) (572 )usr/parn) ' o (k™5)

ol p= (P, pny1) € HT et k.p désigne l'action de k € K sur p € R® induite
par action de K sur HT.

Pour calculer la différentielle do de la représentation o, on utilise le
lemme suivant (voir [6]).
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Lemme 2.2. Pourpc HT et X €t ona

d
dt
ot pre, et prp désignent les projections respectives sur €, et P dans la somme
directe e =t @ P.
Un calcul direct (voir [8]) donne alors:

_ 1
(M, exp (t X) Mexp (—tx)p)lt=0 = Pre, (X) — th(§ ad T,) prp (X)

Proposition 2.3. Pour ¢ € C§° (R*, E), on a

0 d
— Vi 5 ~a1Si<ana
o, papj)so(p)

do (Asy) 9 () = dp (Ay)) @ (7) + (pj

~ 1 _ 0 .
o (Ti) () = ~dp (th (5 2d Tp) Ti) 9 () ~pmss =5 "9 (), 1<k <,

k  2Pn+1
do (Wi) ¢ (p) = —impr e () , 1 <k <n, do (Wni1) ¢ () = impui1 9 (D), ot
p=(p1,p2,---,Pn) ER™ et poy1 = (14 S1cicn p7)V/2.

2.3. On dira alors qu’une fonction f: Q (&) — C est un symbole sur Q (&) si,
pour tout (p, ¢§) dans R™ xR, la fonction ¢ — (fov) (p, ¢, ¢) est le symbole,
dans le calcul symbolique de Berezin sur Porbite € (o) (voir, par exemple, [1],
[5]) d’un opérateur de E que l’on notera f (P, @) (on rappelle que E est un
espace vectoriel complexe de dimension finie). Etant donné un symbole f sur
Q(&o) on définit, lorsque cela a un sens, un opérateur W’ (f) de H, en formant
la transformée de Weyl de la fonction f :R” x R* — E au moyen de la formule
intégrale suivante

1) W' (f) o () = / ¢ 6D f (54

R xR"™

,§) e (t+p)didg.

N | o~

La formule (1) permet en particulier d’associer a tout symbole f polyno-
mial en la variable ¢, c’est a dire tel que f soit une fonction de classe C'*° polyno-
miale en ¢1,¢2, ..., g, un opérateur différentiel W’ (f) agissant sur C§° (R", E)
[12], [17]. Plus précisément, si f oy = u(p) q’fl q§2 ..qF pour ki, ko, ... ky
dans N et u € C* (R") on obtient & l'aide d’intégrations par parties et du
théoreme d’inversion de Fourier, pour ¢ € C3° (R"):

. (b6 .t _ .
W) = [ OV ol ko (¢4 ) dedg

1 0\™ 1 O\ [ s "
= A, _ — 7‘(t:q) = _ ~ ~
/R2” (iatl) "'(z‘atn> (e )“(p+2)90(t+p)dtdq
) (L1 9\ 1o\ ([t _ .

_ [(% a%)al... (—% %)a" (u(ﬁ+%)w(t+ﬁ)>]t20 .
(

Par suite, pour f o1 =« (p) on trouve

W' (f) ¢ (B) = u(p) ¢ (h)



CAHEN 263

et pour f o1 =u(p)qx on trouve

W (f) o () = (

Ea—pk @ (D) +u(p) -—

) Opx

1 Ou 8(,0)

On déduit alors de ces remarques et de la proposition 2.3 le résultat suivant (voir

[8])-

Proposition 2.4.  Pour tout X de g, la fonction X définie sur Q (&) est
un symbole polynomial en la variable q et, pour toute fonction ¢ € Cg° (R*, E),
ona W (iX)p=do(X)e.

3. Quantification d’une orbite principale du groupe SOy (n +1, 1)

3.1. Soient G =S0¢(n+1,1) et g lalgebre de Lie de G.
Pour décrire la série principale de G, on introduit & présent quelques notations.
On consideére la décomposition d’Twasawa G = K'AN de G ou K’ est le groupe

des matrices du type
E 0
0 1

ou k€ SO (n+1), A le groupe abélien des matrices

cht 0 sht
0o I, O
sht 0 cht

pour t € R et N le groupe des matrices

1-1af & L
_xtr In mtr
—3l? 7 1+ gz

ol = (T1,T2,...,%p) ER" |, |2 =23 +...+22.
Le centralisateur M de A dans K’ est le groupe des matrices

O O =
o O
= o O

o k € SO (n). On note a et m les algebres de Lie respectives des groupes A et
M.

Le groupe K = SOy (n, 1) sera considéré comme un sous groupe de G
a ’aide du plongement
L (1 0)
0 k

et l'algebre de Lie £ de K sera alors considérée comme une sous algebre de g.
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Soit (Ejij)o<i,j<n+1 la base canonique de I'espace des matrices carrées
d’ordre n + 2 a coefficients réels.
On complete la base de £ de la section 2 formée par les matrices A;; = Ej; —
Eij 1<i<j<n), Ty = Exnt1 + Ent1x (1 <k <n) en une base de g en lui
adjoignant les matrices By = For — Fro(1 <k <n) et D= FEyp11+ Ent10-

Soient o € R et ¢y € m*. On note y, le caractere de A défini par
Xo (exp t D) = €@ pour t € R. On suppose que l'orbite (pg) de ¢y sous
Paction coadjointe de M =~ SO (n) est entiere, associée a une représentation
unitaire irréductible p de M, d’espace E. On note & 'élément de g* tel
que Colm = o , ¢ (D) = a et (p(X) = 0 pour tout X appartenant au
complémentaire orthogonal de m @& a dans g pour la forme de Killing de g.
La méthode des orbites associe alors & l'orbite coadjointe O ({p) C g* de (p la
représentation induite unitaire m = Ind§; 4 v (P ® Xa ® 1n) [7].

3.2. Lareprésentation 7 est habituellement réalisée dans un espace de fonctions
de carré intégrable de G/M AN dans E. Ici, on va donner une réalisation de 7
mieux adaptée a notre probleme de contractions.

Le groupe G = SOy (n + 1, 1) agit de fagon naturelle sur le cone C
de R"*? d’équation z§ + #7 + ...+ 22 — x2,; = 0 donc sur lespace P(C)
ensemble des droites vectorielles R(zg,z1,...,2Zp+1) OU (Zo,Z1,...,Znt1) € C.
Cette action est transitive et le stabilisateur de R (1,0, ...,0,1) pour cette action
est le groupe M AN. Dou P(C) =~ G/MAN. D’autre part, 'application
R(zo, 1, Zpn+1) = (£1/%0,- .-, Tn/To, Tni+1/To) est une bijection continue
d’un ouvert dense de P(C) dans I’hyperboloide H ensemble des p € R*™! tels
que —Xi1<i<nP? + P2, = 1 et permet de transporter 'action de G sur P (C)
en une action de G sur H définie presque partout. On peut remarquer que la
restriction de cette dernieére action & K = SOy (n, 1) C G est I'action habituelle
de SOg(n, 1) sur H.

L’hyperboloide H est réunion de ses deux nappes HY = {p € H :
Pnt1 > 0} et H- ={p € H :ppy1 < 0}. On pose, pour p € H*, M, =
exp T, ou T}, a été défini dans la section 2 et pour p € H~, M, = w exp Ty p
ou w = Diag (—1,-1,1,...,1) € G. Pour p € H~, T, désignera la matrice Tp
ou p' = (p1,---,Pn, —Pnt1). Notons g.p Paction de g € G sur p € H définie
plus haut. On a, pour tout p € H, Mp.e,41 = p.

On utilise alors la section p — M, de H dans G ainsi définie pour
réaliser la représentation 7 dans le complété H, de l'espace C§° (H, E) des
fonctions ¢ : H — E de classe C'*° a support compact pour la norme définie
par [|¢]|® = [;(é(p), ¢ (p)) dv (p), v désignant la mesure quasi invariante sur H
définie par

| owaw=[ ¢ oa+ | oo

Rn

ou, pour ¢ € C§° (H, E), on a posé

¢+ (p17"'7pn) :¢ (plu-"apﬂn (1+21§z§np12)1/2>

¢~ (P1,---,pn) =6 (pl, coes Py = (1 Elﬁiﬁnpf)l/z)
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et ou dp = dp1dps .. .dp, est la mesure de Lebesgue de R®. On obtient, par un
calcul habituel (voir, par exemple, [14])

m(9) ¢(0) =6(g,p) Xa ®pR1N) (M, g My ) (9" p)

ou ¢ est le multiplicateur correspondant a la mesure quasi invariante v sur H.
Remarquons que la matrice M, Lg M g ; stabilise e,11 (lorsque g.p est défini)
donc appartient & M AN .

On a besoin, pour la suite, de calculer la différentielle dm de la représenta-
tion m. Ce calcul se fait de fagon analogue a celui de la différentielle do de la
représentation o de la section 2 (voir [8]) a 'aide des lemmes suivants.

Lemme 3.1. On posepour pce H et X € g

d _
(Mp ! €xXp (t X) Mexp (—tX).p)|t=O-

Alors pour pe HT,
_ 1 _
L(p, X)=pri(Ad M, ".X) +th (5 ad Tp> pra (Ad M, ' X)

o pri, pro désignent les projections respectives sur m @ adn et P dans la
somme directe g=m@adndP, et pour pe H™,

L(p, X)=L(w.p, AdwX).

Preuve.  La preuve est analogue a celle du lemme 2.2 (voir [6]). n

Lemme 3.2. Pour p € HY, on a L(p,X) = X pour X € m, L(p,X) =
— th( % ad T,)X pour X € P ainsi que L(p,D) = pn11 D et L(p, By) = —pi D+
th (3 ad T,)T) pour k=1,...,n.

Preuve. Ce résultat se déduit immédiatement du lemme 3.1 précédent. ]

Lemme 3.3. Pourpe HY,  ona §(k,p)?> = (kp)nt1/pns1 pour k € K,

Pna1 cht +sht
S(exp (t D), p)* = nt —
Pni1|cht +shtpyiq]

et 6(exp (tBy), p)? = Feos t—pllsin fFT bour l=1,2,...,n et t réel assez proche
de 0.

Preuve. Pour vérifier la premiere égalité, on calcule le jacobien de ’application
p — k.p en remarquant que k s’écrit (exp T)u ou T € P et u € SO(n). Pour les
deux suivantes, on calcule de méme les jacobiens des applications p — exp (t D).p
et p— exp (t Bg).p. [
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Proposition 3.4. Soit ¢ € C°(H, E). Pour un élément p € H, posons
p= (p1,p2,---,Pn). Alors pour p€ HT on a

dr (Ay)) $(p) = dp (Aiy) 6% (5) + (pj o %) o (5),

dp™ Dk

1
d (Ti) $(p) = —dp (th (5 ad Tp)Tk) ¢* (P) — Pnt1 o Zowi ¢* (),

1
2Pn+1

dr (D) $(p) = (1 (h+ 1) pross —

: ) 60 +iapa 8 ()

o +
+ Y
Pn41 21<i<n Pl 5 — 3191

dr (Bi) 9(p) = dp(th (s ad T,)T0) 6* (5) - (”—“m) P 6* (5)

2
_ 9t 0¢*
pr (B1<icn 21 3101) Fon
et pour pe H™,
0 0 o
dr (Aij) ¢ (p) = dp (Ad w.Aij) ¢~ (D) + ( T — p; o ) ¢~ (7),
j
dr (Tx,) ¢ (p) =dp (Adfw < —ad T)) Tk>) pn+l%
Dk .
" s ¢~ (D),

ix (D) (3) = (3 0+ Vs = ) 67 () +iapasa 6 )

0p~
+ Pnt1 X1<i<n Pl —
n—+ <I<n 8])[

mﬂ3@¢@ﬂ:nm<Adw<ﬂN%adﬂJQ)>¢_@)

1 0~ 00~
— ("; +ia) Ped (D) — pr (Bi<icn 1 8(1;1 )= %

Opy,

3.3. Dans le but de définir une correspondance de Weyl adaptée sur ’orbite
O (o), on va introduire a présent un paramétrage de cette orbite.

Lemme 3.5. L’application ¢:g.(o — g.ent1 est définie sur un ouvert dense
de O (o) qui s’écrit OTUO™ ou O =exp(P)M AN .{y et O~ =w.0OF. On
a alors OF =e 1 (HT) et O- =71 (H7).

Preuve. Le stabilisateur de (, dans G est, d’apreés [6] , lemme 1, le groupe
M'A ou M' est le stabilisateur de ¢y dans M donc est inclus dans M AN ce
qui montre que ¢ est bien définie sur ouvert dense de O ({p) formé des points
9.Co tels que g.e, 1 soit défini i.e. goo + gon+1 # 0. Lorsque g-en+1 est défini
dans H,on aoubien g.e, 1 =p€ HT ce qui implique (M, g).eni1 = eny1 et
M, lge M AN donc g € exp(P)M AN ou bien g.e,11 € H™ ce qui implique
(wg) ent1 € HT donc g € wexp (P)M AN . ]
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Proposition 3.6. 1) L’application v+ : (p, G, ¢) — v (P, q, ¢) de
R2" x Q(po) dans g* définie par

(1) A (V7 (B, d, ) = (e Aij>+pin -pig, 1<i<j<m,

2) Te (VT (B, G, 9) = —(%, th( ad Tp)Tx) + Pny1ar, 1 < k <,

3)D (v*(B,d,¢) =(a- E1§l§npl @) Pn+1,

(4) By (Y7 (B, G, ¢)) = — (@ — Si<i<cn mrat) pr + ar + (i, th(% ad Tp,)Tk),
1<k<n

ot p = (D, pnr1) € HY, est un symplectomorphisme du produit symplectique
R?" xQ (po) dans OF muni de la restriction de la 2-forme de Kirillov de O ((p)-
2) Pour p= (p1, P2y---,Pn) on pose w.p = (P1, —P2,-..,—Pn) et pour ¢ € m*
on note w.p U'élément de m* défini par (w.¢, X) = {p, Adw™1.X) pour X €m
(remarquons que Ad w(m) C m).

L’application v~ : (P, 4, ) — wAyT (w.p, w.g, w.) est un symplectomor-
phisme du produit symplectique R2™ x Q (w.pg) dans O~ muni de la restriction
de la 2-forme de Kirillov de O ((p) -

Preuve. Le calcul direct de ( = Myman¢y, ou p € Ht . m € M,a €
A, n € N montre que (p, (|¢) appartient a l'orbite de (en+1, o) sous 'action
coadjointe de G’ = R*™! x SOq (n,1) (voir la section 2). D’aprés la proposition
2.1,ilexiste pe R*, g€ R™, p € Q(po) tels que (e (Aij) = Aij (), Cle (Tk) =
T (¢) soient donnés pour 1 <7< j<n,1<k<mn par les expressions (1) et
(2). On revient alors au calcul de M, man (p pour obtenir, en utilisant (1) et (2),
les expressions (3) et (4). Ceci montre que I'image de v est OF. L’injectivité
de v se déduit également de la proposition 2.1. On montre ensuite que
est un symplectomorphisme par un calcul analogue a celui de la preuve de la
proposition 2.1. (voir [8]). D’ou 1). Enfin, 2) se déduit de 1). n

Remarquons qu’a lorbite coadjointe Q (w.pg) est associée la représenta-
tion p' de M ~ SO (n) définie par p' (m) = p(wmw™"') pour m € M, réalisée
dans le méme espace E que la représentation p.

3.4. On peut a présent définir une correspondance de Weyl adaptée sur ’orbite
O (¢p). On dira qu’'une fonction f : O (o) — C est un symbole sur O ({p) si
pour tout (p, §) € R* x R* la fonction ¢ — fo~T (p, G, ¢) est le symbole,
dans le calcul symbolique de Berezin sur lorbite Q (¢g), d’un opérateur de E
noté fA+ (P, ) et la fonction ¢ — fovy~ (p, q, ¢) est le symbole, dans le calcul
de Berezin sur orbite Q (w.g), d'un opérateur de E noté f— (5, §). Pour un
tel symbole f sur O (Co) on définit lorsque cela a un sens les transformées de
Weyl W ( f+) et W ( f- ) des fonctions f* et f~ de R* x R" dans E au moyen
de la formule intégrale (1) de la section 2 puis 'opérateur W (f) de H, par

W(f) (p) =W (f+) ¢t (p) sipe HT
W(f) (p) =W () éd~ (B) sipe H™
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ou p= (P, pnr1) €EH et pe C° (H, E).

En particulier, on dira que le symbole f sur O ({p) est polynomial en la variable
q lorsque les fonctions fA+ et fA— sont des fonctions de classe C°° polynomiales
en q1,492,---,4n -

Proposition 3.7.  Pour X € g, la fonction X sur O(Co) est un symbole
polynomial en la variable ¢ et W (iX) ¢ = dn (X) ¢ pour toute fonction ¢ €
Cs (H, E).

Preuve. Cette proposition se vérifie de facon analogue a la proposition 2.4
par un calcul direct utilisant la proposition 3.4 (calcul de dr) et les remarques
sur la correspondance de Weyl de la fin de section 2. [ ]

4. Contraction de correspondances de Weyl adaptées

4.1. On rappelle que le groupe K = SOq(n, 1) est considéré comme un sous
groupe de G = SOy (n + 1, 1) (voir section 3). L’algebre de Lie ¢ de K est
alors une sous algebre de g qui admet comme sous espace supplémentaire Ad K -
invariant le sous espace V de g engendré par les By (1 < k < n) et D. On
identifie V' & R®™! au moyen de l'application qui & = = (z1, T2,...,%Zny1) €
R+ associe & = (3", <<, Tk Bk) + Tny1 D. L'action adjointe de K sur V
correspond alors & Paction usuelle de K sur R**1. Par suite, le groupe de
Poincaré G’ = R*"*! x SOq (n, 1) est une contraction de G relativement & K.
Les “applications contraction” ¢y, (A > 0) de G' dans G sont données par

Cx (ZE, k) = €XPg ()‘ZE) k

pour z € Rl k € K et admettent pour différentielles les applications dcy,
A > 0, définies par
dex (x, A)=)A2+ A

pour z € R*"*1 et A € ¢ (voir section 1).

4.2. On reprend ici les notations des sections 2 et 3 en les allégeant quelque peu.
Soit ¢o € m* tel que l'orbite Q (¢g) soit entiére, associée a une représentation
unitaire irréductible p de M ~ SO (n). Soit m > 0. On note QT = Q (&)
Porbite de &y = (men11, Po) € g* sous I'action coadjointe du groupe de Poincaré
G' et Q- = Q(&)) lorbite de &) = (—ment1, wiy) € ¢g* sous action
coadjointe de G'. Pour A > 0, on note @, l'orbite sous I'action coadjointe
de G de I'élément (p de g* défini comme dans la section 3 par la donnée de ¢q
et par a = m/\. Soient OF et O} les ouverts de O, définis dans le lemme 3.5,
Y R2 x Q(pg) = OF et vy 1 R x Q (w.p) — O les applications définies
dans la proposition 3.6. A T'orbite O, est associée comme dans la section 3 une
représentation w, de la série principale de G et une correspondance de Weyl
adaptée W) .

4.3. On rappelle qu’a lorbite Q (w.pg) C m* est associée la représentation
unitaire irréductible p’ de M ~ SO (n) définie par p' (m) = p(wmw=") pour
m € M, réalisée dans ’espace E de la représentation p.
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A T'orbite coadjointe Q1 de G’ la méthode des orbites associe la représen-
tation unitaire irréductible o de G’ définie dans la section 2. De méme, & ’orbite
coadjointe €2~ est associée 'induite unitaire

o = Ind]ICg;JrleO (n) (6i<_men+1 7R pl)
réalisée dans ’espace H, de o par

— ~ im(p, v — — 1/2 1.
o~ (v, k)@ (p) = ™ o (N k Ny=1p) (57'D)ng1/Prs1) o (k~1p)

ol on a posé p = (P, pny1) € H™ et Np = wo Myypwo, wo étant 'automor-
phisme de R**! de matrice Diag (+1,—1,...,—1) (remarquons que l’action de
wp sur H coincide avec laction de w sur H ).

On obtient alors, de la méme fagon que dans la section 2, les propositions
suivantes analogues des propositions 2.1 et 2.3 .

Proposition 4.1.  L’application v~ : (p, q, p) — v~ (P, q, p) de R*™ x
Q (w.g) dans g'* définie par

Ay (W~ (B,d,9) ={(p, Aj) +pig; —pj¢i , 1<i<j<n,

S 1
T (W~ (D, q, ) = (e, th(g ad Tp)Tk) + Pny1qr , 1 <k <n,

ot p = (P, pny1) € H™ est un symplectomorphisme du produit symplectique
R?" x Q (w.ppo) dans Uorbite Q.

Proposition 4.2. Pour ¢ € C§° (R", E) on a

B B
do™ (Aij) ¢ (B) = dp' (Aij) ¢ (P +( Irvele i—) p), 1<i<j<n,
(Aij) ¢ () =dp' (Aiz) ¢ (D) + | pj ; papj v (P) J
_ B , 1 ~ (o1
do™ (Ti) » (p) = dp’ (th (5 ad Tp)Tk) ¢ (P) = Put1 5 -
Pk
Pk .
- ,1SI€S )
2pn+1<p(p) n

do~ (Wi) e () = —impr , 1<k <n, do~ (Wny1) ¢ (p) = imppy1,

N 1/2
0t Pri1 = — (1 + S1<k<n P7) /2

On définit, de la méme fagon que dans la section 2, a l'aide de la
proposition 4.1 et du calcul de Berezin sur ’orbite Q (w.pg) la classe des symboles
polynomiaux dans la variable ¢ sur I'orbite 2~ et la correspondance de Weyl
W' qui associe & un tel symbole un opérateur de ’espace H,. On obtient alors
la proposition suivante, analogue a la proposition 2.4:
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Proposition 4.3. Pour X € ¢, la Jonction X définie sur Q2 est un symbole
polynomial en la variable ¢ et W' (1 X) o =do~ (X) ¢ pour ¢ € C§° (R , E).
4.4. Soient f) : Oy > CA>10),g: Q" - C et h: Q" — C des symboles
polynomiaux en la variable ¢ de méme degré c’est a dire tels qu’il existe un entier
r tel que, avec les notations des sections 2 et 3:

(B, 4) = Slajcrud )G, fx (B, @) = Sjaj<rva (9) G2,
G, 3) = Slaj<ria (B)d%, h(B, ) = Sjaj<rva B) G,

A

A VD Ug , Ve € C® (R™) et oll on a posé

a=(a1,a...,00) EN'" | Jo|=a1+a2+...+an,, ¢*=¢¢*...qo".

On dira alors, suivant [10], que la famille (f))x>o est une approximation
de (h, g) si, pour tout « tel que || <7, (u) —uq) et (V) —wvq) convergent
uniformément vers 0 sur les compacts de R™, ainsi que leurs dérivées d’ordre
inférieur ou égal a r, lorsque A tend vers 0.

En utilisant les propriétés de la correspondance de Weyl détaillées a la
fin de la section 2, on obtient immédiatement:

Proposition 4.4. Soient g : QT — C et h : Q= — C des symboles

polynomiauz en la variable ¢ et (fa)aso une approrimation de (g, h). Alors,
pour ¢ € Cg° (H , E),

lim Wi (£2) ¢ () = W' (9) 67 (B) + W" () ¢~ ()

uniformément sur les compacts de H .
On peut alors conclure en rappelant un résultat de [14] et en donnant la
version infinitésimale:

Proposition 4.5. 1) Pour (v, k)€ G', $ € C§*(H, E) et p€ H,

lim  m (ex (v, B) 6 () = 0 (v, )6+ (5) + 0™ (v, ) §~ (7).

2) Pour X €g¢g, 9 C (H, E),

lim  dmy (dex (X)) ¢ (p) = do (X) ¢ () + do™ (X) ¢~ (D)

uniformément sur les compacts de H .

Preuve. 1) est le théoreme II 5 de [14]. Pour 2) , on vérifie, en utilisant les

propositions 2.1, 3.6 et 4.1, que si X € ¢/, alors la famille (dcy (X)))\>O est une
approximation de (X|q+, X|o-) et on applique la proposition 4.4 précédente.
Les propositions 2.4, 3.7 et 4.3 donnent alors le résultat. [ ]
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4.5. Remarques. On reprend ici les notations de l'introduction. Pour pou-
voir étudier de la méme fagon que ci-dessus le cas général de la contraction des
représentations de la série principale d’un groupe de Lie semi simple non compact
G vers des représentations du produit semi direct V' x K, il faudrait disposer de
transformations de Weyl sur les orbites principales de G qui soient appropriées
a ce probléeme de contractions, ce qui ne semble pas étre le cas pour les transfor-
mations de Weyl introduites dans [6] (voir [10]). D’autre part, on ne dispose pas
non plus, en dehors de quelques cas particuliers, de transformations de Weyl sur
les orbites entieres de V x K. Par conséquent, toute généralisation des résultats
précédents semble difficile méme si, selon une remarque de [10], une fois constru-
ites des transformations de Weyl adéquates, la contraction des transformations
de Weyl sur les orbites principales de G vers les transformations de Weyl sur des
orbites entieres de V' x K doit pouvoir s’étudier de maniere analogue a celle des
exemples considérés dans [10] et dans le présent travail.
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