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Une courte démonstration
de la formule de Campbell-Hausdorff
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Abstract.  We give a simple proof of an algorithm for computing the terms
of the Campbell-Hausdorff formula.
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Soient G un groupe de Lie et g = 171G son algebre de Lie, vue comme 1’espace
tangent a G en I’élément neutre 1. Alors il existe un voisinage V' de 0 dans g et
un voisinage U de 1 dans G tels que la restriction de ’application exponentielle
exp : V — U est un difféomorphisme. Son inverse U — V s’appelle le logarithme
et s’écrit log. Sideux éléments A et B de g sont suffisamment proches de 1'origine,
alors la formule de Campbell-Hausdorff donne 1’expression de log(exp A exp B) en
tant que série entiere dans 'algebre de Lie engendrée par A et B :

exp Aexp B = exp (A + B+ %[A, B] + 1—12 ([A,[A, B + [B,[B, A]]) + - -

(1)
Dans cette note nous donnons une démonstration simple d’un algorithme pour
calculer les termes de la série (1). Cet algorithme est équivalent a celui de Hausdorff
(8], Eq. (25), p. 29), qui considere le probleme d'un point de vue symbolique.

1. Des séries entieres formelles

Nous écrivons exp X pour 'application exponentielle d'un groupe de Lie et e¥
pour la série entiere formelle
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La série de Todd et son inverse sont les séries entieres formelles
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Puisqu'une série entiere converge dans son disque de convergence, il existe
un voisinage V' C V de 0 dans g tel que pour tout X € V' la série td(ad X)
converge vers un élément de End(g).

2. Transporter un champ de vecteurs de 1’algebre de Lie au groupe

L’application exp : V' — U étant un difféomorphisme, elle transporte un champ
de vecteurs C sur V vers un champ de vecteurs C* sur U défini par :

(C*)g = exp, x(Cx) (2)

pour X eV Cgetg=expX eU.

Puisque g est un espace vectoriel, en chaque point X € g on a une
identification canonique de l'espace tangent : Txg ~ g. Par conséquent, un
champ de vecteurs C sur le voisinage V' de 0 n’est autre qu'une application
V' — g. Ainsi, si on fixe un élément B dans g, alors pour X € V' I'application
X s (tdad X)B est un champ de vecteurs sur V. On désigne par B le champ de
vecteurs ((tdad X)B)* sur U’ := exp(V'). Pour g € U’ et X = logg, ce champ
de vecteurs a pour expression

By = exp, x((tdad X)B).

3. Enoncé du résultat

Soit B € g. Comme B est un champ de vecteurs sur U’, il opere sur les fonctions
sur U’'. Donc, pour f € C*°(U’), 'expression
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a un sens si la série converge.

Proposition 3.1.  (Formule de Campbell-Hausdorff) Soient A, B suffisamment
proches de O dans g. Alors la série

(" log)(exp A) = Y 2 (B" log)(exp A)
k=0
converge et
log(exp Aexp B) = (eB log)(exp A) = (etdadX)B)" 160) (exp A). (3)

4. Trois regles pour calculer avec C*

Pour appliquer la proposition 3.1 on n’a besoin que de trois regles simples, démontrées
plus loin dans cette note. La définition de C* est particulierement adaptée a la
fonction log.
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Proposition 4.1.  Soit C un champ de vecteurs sur V' C g, autrement dit, une
application V' — g.

i) Le champ de vecteur C* vérifie C*log = C o log sur U’.
ii) Si B:U — g est une fonction constante, alors C*B = 0.

iii) (Formule du produit) St Y,Z : U — g sont lisses, alors
C*Y, Z] = [C*Y, Z] + [Y,C*Z].

5. Exemple de calcul

Avant de démontrer les propositions 3.1 et 4.1, calculons les termes de degré
inférieur ou égal a 4 dans la formule de Campbell-Hausdorff.

Soient X un élément proche de 0 dans g et wxy = (tdad X)B dans g.
Alors

B _ 1 1 s 1 4
wx = (tdad X)B = (1 + 2&dX+ 12(adX) 72O(adX) +---)B
1 1

= B+ 5[X, Bl + [X,[X, B] - %O[X, X, (X, X, B + --- .

Pour alléger les notations, nous écrirons dans la suite L = log. Avec cette
notation, [L, B] est une fonction lisse U" — g dont la valeur en g € U’ est
[L,Bl(g) = [logg, B]. En appliquant les trois régles de la proposition 4.1, on a,
modulo les termes de degré strictement supérieur a 4 en L et B,

1 1
w'L=wol ~B+ =L B+ —|L[L, Bl

2 12
(WL = w*(w"L) ~w B+ gu[L, B+ mu'[L, L, B]
~ glwe LB+ ofwe L[L, B + (L [we L, B]
~ 1L B, B+ (L L. B, B) + 55 [B,IL B + (L. 12, B, B]
~ 5[B,IB, L + S[B.[L, (B, L],
(w*)*L = é[B, [B,wo L]] + %[B, [wo L, [B, L)) + 1—12[3, [L,[B,wo L]]] 4 -
= LB.[B.[L. Bl + (B, [B[B. L + - =0+ -
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Par suite, d’apres le proposition 3.1,
log(exp Aexp B) = (e L)(exp A)
1

* ]' * *
= <1+w +5(w )2+§(w )3+~~)L

= 1+ (B4 0,81+ 5L L B])

4 % <é[3, B, L] + 1—12[3,[L, [B,L]]]) + % 04

exp A
1 1 1 1
=A+B+-|A, B+ —[A,|A B —I|B,|B, A —|B,|A,|B, A
+ B+ 5[4, B+ A A B + (B, B, A+ o (B[4, (B Al +
La comparaison de ce calcul avec le calcul dans ([7], pp. 6.20-6.22) montre
que l'algorithme proposé dans la proposition 3.1 apparait plus rapide que la formule

de Dynkin, car ce calcul comporte moins de termes et aussi moins d’annulations.

6. Les outils

La démonstration de la proposition 3.1 repose sur deux résultats standard : le
théoreme de Taylor et la dérivée de 'application exponentielle.
Si B € g, alors le champ de vecteurs invariant a gauche B sur G est :

B, = (£,).B, pour g € G.
Théoréeme de Taylor ([13], Prop. 5.15, p. 125). Soient f une fonction analytique

au voisinage d'un point ¢ € U C G, et B un élément de l'algebre de Lie g
suffisamment proche de 0. Alors

flgexpB) =

k=0

S(B"f)(9) = (" )(9). (4)

7| =

Dérivée de I’application exponentielle (voir par exemple [7], §6.4, ou [9],
p. 67). Soient X € V C g, puis C € Txg identifié & g. Si g = exp X, alors

exp, x(C) = (£).((td™" ad X)(C)). ()

7. Comparaison des champs de vecteurs

De (5), on déduit une relation entre les deux champs de vecteurs B et B définis
par un élément B de g.

Proposition 7.1.  Pour tout B € g, les champs de vecteurs B et B sur U’
sont égauz.

Démonstration.  Pour g € U’, on écrit g = exp X . Alors

By, = exp, x((tdad X)B) (par définition de B)
= (£y).(td'ad X)(tdad X)B  (d’apres ’équation (5))
= (¢,).B =B, (par définition de B) n
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8. Démonstration de la formule et des regles de calcul

Démonstration de la prop. 3.1. Dans le théoreme de Taylor (équation (4)), on
prend pour f la fonction log et pour g le point exp A. Alors

f(gexp B) = log(exp Aexp B) = (eé log)(exp A) = (eB log)(exp A)

1 _
(B log) (exp A),

k=0

puisque B = B. La convergence de la série est garantie par le théoreme de Taylor.

[
Démonstration de la prop. 4.1.
i) Soit g = exp X dans U’. Alors X =logg et
(C*log)(g) = (C)glog = (exp, x Cx)(log) = Cx (log - exp)
= Cx(id) = Cx = (C - log)(9).
ii) est clair.
iii) On choisit une base Ej,..., E, pour g, puis on écrit
[Ei,Ej] =) cEy.
SiY =) yFE et Z=> zE;, alors
cry,z]=c* Z cijiszk
= Z CZ(C*yi)szk + Z ciji(C*zj)Ek
=[CY, Z] + [Y,C*Z],
puisque C* est un champ de vecteurs sur U’. [ |

9. Finitude de I’algorithme

Conservons les notations ci-dessus, a savoir A et B sont deux éléments proches
de 0 dans g, wx = (tdad X)B pour X € V' et L = log. D’apres la proposition
3.1,

1 1
log(exp Aexp B) = (1 +w* + a(w*)2 + 5(w*)3 4. ) L

(6)

Comme l'expression a droite est une somme infinie, pour qu’elle donne un algo-
rithme effectif, il faut montrer qu'on peut calculer les termes de degré n en un
nombre fini d’étapes.

Soit Y un monome de Lie en L et en B. On désigne par degY et degg Y
le degré total de Y et le degré de Y en B respectivement. Par exemple,

exp A

deg[L, [B,[L,[B, L]l =5 et degg[L,[B,[L, [B, L]]]] = 2.

Si Y est un polynome de Lie homogene, c¢’est-a-dire dont tous les termes sont de
méme degré, alors le degré de Y est bien défini.
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Lemme 9.1.  Soient W un monome de Lie en X et B, et Y un monome
de Lie en L et B. Supposons W*Y £ 0. Alors W*Y est un polynome de Lie
homogene en L et B, et homogene en B. De plus,

i) degW*Y =degW +degY — 1,

Démonstration. i) Effectuons une récurrence sur le degré de Y. Lorsque
degY =1,onaY =BouY=L.SiY =B, alors W'Y =0.81Y =1L, alors

degW*L =degW o L =degW =degW +deg L — 1,

ce qui démontre i) pour degy = 1.
Maintenant supposons que i) est valable pour W*Y et W*Z. Alors

WY, Z) = [W*Y, Z] + [Y,W*Z].
D’apres I'hypothese de récurrence,

deg(W*Y, Z] = degW™Y + deg Z
=degW +degY —1+degZ
= deg W + deg[Y, Z] — 1,

et de méme pour [Y, W*Z]. Donc,

deg WY, Z] = deg W + deg[Y, Z] — 1.

ii) La démonstration est analogue a celle de i), en effectuant une récurrence sur
deg(Y) (et non sur degpY). ]

Lemme 9.2.  Soit w = (tdad X)B € g. Alors le degré en B de chaque terme
dans (w*)¥L est égal a k.

Démonstration. Le lemme est évident pour k£ = 1. D’apres le lemme 9.1 et
par récurrence sur k, nous avons

degp(w*)*L = degp(w*((w*)*'L))
degpw + degp((w*)* L)
= 1+(k—-1)=k. n

Lemme 9.3.  Pour k > 2, le degré total (en L et B) de chaque terme dans
(w*)XL est au moins k + 1.
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Démonstration.  D’apres le lemme 2, le degré en B de chaque terme dans
(w*)*L est k. Sile degré total est k, alors il n’y a pas de L dans ce terme. Pour
k > 2, un monome de Lie en B sans facteurs de L est 0. Donc, le degré total de
chaque terme dans (w*)*L est au moins &k + 1. ]

Il résulte du lemme 9.3 que les termes de degré n de la série de Campbell-
Hausdorff (6) sont les termes de degré n de la somme finie

(7)

1
1 * = *\ 2 x\n—1 L
( +w +2!(w) + (n—l)!(w) ) s

D’apres le lemme 9.1(i), pour calculer les termes de degré n de (w*)*L,
on peut supprimer tous les termes de degré > n + 1 de w*. Donc chaque terme
(w*)*L dans la somme (7) a un nombre fini de termes de degré n. Ceci montre
que (7) calcule les termes de degré n de la série de Hausdorff en un nombre fini
d’étapes.
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