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Abstract. We discuss some numerical ranges for Lipschitz continuous nonlinear operators
and their relations to spectral sets. In particular, we show that the spectrum defined
by Kachurovskij (1969) for Lipschitz continuous operators is contained in the so-called
polynomial hull of the numerical range introduced by Rhodius (1984).
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Data l’enorme importanza della teoria spettrale per operatori lineari in diversi
campi della matematica, fisica, ed ingegneria, non c’è da stupirsi che siano stati fatti

vari tentativi per introdurre e studiare una teoria spettrale anche per operatori non
lineari. Qui bisogna menzionare in primo luogo lo spettro di Kachurovskij [14] per

operatori Lipschitziani, lo spettro di Neuberger [17] per operatori differenziabili sec-
ondo Fréchet, lo spettro di Rhodius [21] per operatori continui, lo spettro di Dörfner

[9] per operatori a crescita sublineare, lo spettro di Furi, Martelli e Vignoli [11] per
operatori quasi-limitati, e lo spettro di Feng [10] per cosidetti operatori k-epi. Natu-

ralmente, una tale teoria non può essere del tutto arbitraria: è chiaro che, cercando di
introdurre uno spettro per operatori non lineari, bisogna richiedere a questo spettro

di soddisfare ad alcune “condizioni minime”. Innanzitutto, dovrebbe coincidere con
il solito spettro nel caso lineare; inoltre, dovrebbe avere le solite proprietà, p. es. es-

sere compatto e non vuoto; infine, dovrebbe ammettere delle applicazioni non banali
a problemi non lineari.
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Osserviamo che lo spettro più utile dal punto di vista delle applicazioni è quello di

Furi, Martelli e Vignoli che permette di dimostrare nuovi risultati molto interessanti
per problemi al contorno per equazioni differenziali, per omotopie tra campi vettoriali
essenziali, e per punti di biforcazione [11, 12].

Purtroppo, nessuno degli spettri finora considerati nella letteratura soddisfa tutte
queste richieste; ad esempio, lo spettro di Kachurovskij può essere vuoto, lo spettro

di Neuberger può essere non limitato o non chiuso, e gli altri spettri menzionati sopra
possono essere non limitati o vuoti [1]. Inoltre, tutti gli spettri definiti finora nella

letteratura sono assai difficili da calcolare. Perciò sono di un certo interesse metodi
per localizzare lo spettro di un operatore non lineare che non si conosce in forma

esplicita.
A tale scopo, uno dei concetti più utili è il rango numerico. Richiamiamo alcuni

risultati fondamentali sul rango numerico di un operatore lineare (cfr. p. es. [3, 4, 13]).
Dato uno spazio di Hilbert X su � ∈ {�, � } con prodotto scalare 〈·, ·〉 e un operatore
lineare limitato L : X → X , il rango numerico di L è

(1) W (L) =

{ 〈Lx, x〉
‖x‖2 : x ∈ X, x �= 0

}
.

Ora, il legame con lo spettro σ(L) di L è l’inclusione σ(L) ⊆ W (L), e ciò dá
appunto la possibilità di localizzare lo spettro tramite il rango numerico [24]. Inoltre,

vale l’uguaglianza più precisa coσ(L) = W (L) se L è normale (p. es., autoaggiunto
o unitario). In generale, però, il rango numerico può essere molto più grande dello

spettro; ad esempio, nel caso X = �
2 e L(z, w) = (0, 2az) (a ∈ � ) si ha σ(L) = {0}

ma W (L) = {λ : λ ∈ � , |λ| � |a|}.
Sia adesso X uno spazio di Banach, e sia Lip(X) l’insieme di tutti gli operatori

Lipschitziani (nonlineari) F : X → X . Munito della norma

‖F‖ = ‖F (0)‖+ sup
x �=y

‖F (x)− F (y)‖
‖x − y‖ ,

l’insieme Lip(X) diventa uno spazio di Banach. Seguendo Kachurovskij [14], defini-
amo lo spettro di F tramite la formula

σK(F ) = {λ : λ ∈ � , (λI − F )−1 �∈ Lip(X)}.
In altre parole, λ �∈ σK(F ) se e solo se λI − F é un lipeomorfismo (nel senso

che λI − F e (λI − F )−1 sono ambedue operatori Lipschitziani su X). Maddox e
Wickstead [16] hanno dimostrato che lo spettro di Kachurovskij è sempre compatto.

Se dim X = 1 (cioè X = � ) si vede facilmente che

σK(F ) =

{
F (z)− F (w)

z − w
: z, w ∈ � , z �= w

}
,
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e quindi σK(F ) �= ∅. L’esempio X = �
2 e F (z, w) = (w, iz) (cfr. [2, 11]) dimostra che

σK(F ) può essere vuoto già nel caso dimX = 2. Il fatto che questo operatore non è
differenziabile in alcun punto (z, w) ∈ �

2 non è casuale: infatti, se fosse differenziabile
esisterebbe lo spettro σN (F ) di Neuberger, che è sempre non vuoto [17].

Per quanto ne sappiamo, la prima definizione di rango numerico per operatori

Lipschitziani F in uno spazio di Hilbert X risale a Zarantonello [25], e precisamente

(2) WZ(F ) =

{ 〈F (x)− F (y), x − y〉
‖x − y‖2 : x, y ∈ X, x �= y

}
.

La definizione analoga in spazi di Banach è dovuta a Rhodius [19, 20] e richiede un
formalismo più elaborato. Dato uno spazio di Banach X , denotiamo con J la mappa

di dualità di X data dalla formula

J(z) = {f : f ∈ X∗, f(z) = ‖z‖2, ‖f‖ = ‖z‖} (z ∈ X)

(vedi p. es. [26]). In generale, J è una mappa multivoca; se J(z) è costituito, per ogni

z ∈ X , da un solo elemento fz ∈ X∗, lo spazio X viene detto liscio. Per esempio,
gli spazi lp e Lp risultano lisci per 1 < p < ∞ (cfr. p. es. [7]). Più in generale, uno
spazio X è liscio se lo spazio duale X∗ è strettamente convesso [8].
Nel seguito ci conviene usare la mappa di dualità modificata

F(z) =
J(z)
‖z‖ (z ∈ X \ {0}).

Si ha quindi f ∈ F(z) se e solo se ‖f‖ = 1 e f(z) = ‖z‖ > 0. Seguendo [18]
(cfr. anche [9]) poniamo adesso per F ∈ Lip(X)

(3) WR(F ) =
⋃
x �=y

{
f [F (x)− F (y)]

‖x − y‖ : f ∈ F(x − y)

}
.

Poichè F(z) = {〈·, z/‖z‖〉} se X è uno spazio di Hilbert, la (3) è una generaliz-
zazione naturale della (2). Inoltre, nel caso di un operatore lineare L in uno spazio

di Hilbert si ha WR(L) =WZ(L) =W (L).

Altre definizioni di rango numerico basate sul concetto di semi-prodotto scalare
nel senso di Lumer [15] si possono trovare in [5, 6].

Poichè F è continuo, il rango numerico (3) è sempre connesso. Inoltre, si prova
facilmente che |λ| � ‖F‖ per F ∈ Lip(X) e λ ∈ WR(F ), e quindi WR(F ) è limitato.

Si osservi, però, che WR(F ) in generale non è chiuso: ad esempio, per l’operatore
lineare compatto L(x1, x2, x3, . . .) = (x1, 12x2,

1
3x3, . . .) in X = l2 si haW (L) = (0, 1].
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Per il teorema di Hahn-Banach, il rango numerico WR(F ) è sempre non vuoto,

anche se σK(F ) = ∅. Per esempio, se X = �
2 e F (z, w) = (w, iz) come sopra, allora

WR(F ) =WZ(F ) = {(1 + i)zw : (z, w) ∈ �
2 , |z|2 + |w|2 = 1} = � 1/

√
2,

dove
� r := {λ : λ ∈ � , |λ| < r}.

Prima di discutere i legami tra lo spettro di Kachurovskij σK(F ) e il rango nu-
merico di Rhodius WR(F ) richiamiamo la definizione di un sottospettro di σK(F ).

Dato F ∈ Lip(X), sia

|F | := inf
x �=y

‖F (x)− F (y)‖
‖x − y‖ .

Ovviamente, |F | > 0 implica che F è iniettivo e chiuso; di conseguenza, un oper-

atore surgiettivo F : X → X è un lipeomorfismo se e solo se 0 < |F | � ‖F‖ < ∞.
Nel seguito chiameremo l’insieme

(4) σap(F ) = {λ : λ ∈ � , |λI − F | = 0}

lo spettro puntuale approssimativo di F . Nel caso lineare questa definizione coincide

esattamente con l’usuale concetto di spettro puntuale approssimativo: infatti, λ ∈
σap(L) se e solo se esiste una successione (xn)n in X t.c. ‖xn‖ ≡ 1 e λxn −Lxn → 0
per n → ∞. E’ abbastanza facile vedere che lo spettro puntuale approssimativo
σap(F ) è compatto e contenuto nell’insieme anulare {λ : λ ∈ � , |F | � |λ| � ‖F‖}.
Il seguente lemma descrive la “posizione” del sottospettro (4) nello spettro di

Kachurovskij:

Lemma 1. Per F ∈ Lip(X) si ha

(5) ∂σK(F ) ⊆ σap(F ) ⊆ σK(F ).

�����������	
. Sia λ �∈ σap(F ), quindi

‖λx − F (x) − λy + F (y)‖ � c‖x − y‖ (x, y ∈ X)

per qualche c > 0. Allora per ogni µ con |µ − λ| < c
2 si ha

‖µx − F (x) − µy + F (y)‖ � c
2‖x − y‖ (x, y ∈ X),

quindi |µI−F | � c
2 > 0. Inoltre, l’equazione µx−F (x) = y ammette, per ogni y ∈ X ,

una soluzione unica x ∈ X , per il teorema di punto fisso di Banach-Caccioppoli [7].
Di conseguenza, µI −F è un lipeomorfismo, e dist (λ, σK(F )) � c

2 , cioè λ �∈ ∂σK(F ).

La seconda inclusione nella (5) è evidente, poichè λI −F non può essere un lipeo-
morfismo se |λI − F | = 0. �
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E’ facile vedere che nella (5) può valere sia l’uguaglianza che la stretta inclusione.

Forniamo una serie di esempi in X = l2. Per F (x1, x2, x3, . . .) ≡ (0, 0, 0, . . .) si ha
∂σK(F ) = σap(F ) = σK(F ) = {0},

per F (x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, . . .) si ha

∂σK(F ) = σap(F ) = ∂� 1 ⊂ σK(F ) = � 1,

per F (x1, x2, x3, . . .) = (‖x‖, 0, 0, . . .) si ha

∂σK(F ) = ∂� 1 ⊂ σap(F ) = σK(F ) = � 1,

e per F (x1, x2, x3, . . .) = (‖x‖, x1, x2, . . .) si ha

∂σK(F ) = ∂�√
2 ⊂ σap(F ) = � √

2 \ � 1 ⊂ σK(F ) = � √
2.

Il seguente teorema di localizzazione per lo spettro di Kachurovskij è stato di-

mostrato da Verma [22, 23], cfr. anche [9]:

Teorema 1. Per F ∈ Lip(X) si ha

(6) σK(F ) ⊆ coWR(F ).

Al fine di presentare una certa generalizzazione del Teorema 1 richiamiamo una
definizione della topologia del piano complesso. Un insieme compatto J ⊂ � si

chiama dominio di Jordan se � \ J è connesso. Poichè la connessione di un insieme
in � implica la sua connessione nella compattificazione �̂ , un dominio di Jordan è

sempre semplicemente connesso.
Dato un insieme limitato e connesso M ⊂ � , definiamo l’involucro di Jordan di

M tramite la formula

(7) joM :=
⋂

{J : J ⊇ M, J Jordan}.
(In alcuni testi di analisi complessa la (7) viene anche chiamato involucro polinomiale

di M .) Il seguente lemma dimostra che l’involucro di Jordan fornisce una specie di
“interpolazione” tra la chiusura e l’involucro convesso chiuso:

Lemma 2. Per ogni insieme connesso limitato M ⊂ � si ha

(8) M ⊆ joM ⊆ coM.

�����������	
. La prima inclusione segue dall’ovvia relazione M ⊆ joM e

dal fatto che l’involucro di Jordan è sempre chiuso. La seconda inclusione segue dal
fatto che un sottoinsieme compatto convesso di � è un dominio di Jordan. �
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Di nuovo, è facile verificare che nella (8) possono valere sia l’uguaglianza che la

stretta inclusione. Ad esempio, per il disco unitario M = � 1 si ha

M = joM = coM = � 1,

per la sua circonferenza M = ∂� 1 si ha

M = ∂� 1 ⊂ joM = coM = � 1,

e per l’insieme “lunare” M = {z : z ∈ � 1 , |z − 1| >
√
2} si ha

M = joM = {z : z ∈ � 1, |z − 1| �
√
2} ⊂ coM = {z : z ∈ � 1 , Re z � 0}.

Infine, se M è la frontiera dell’ultimo insieme lunare, allora

M =M ⊂ joM = {z : z ∈ � 1, |z − 1| �
√
2} ⊂ coM = {z : z ∈ � 1, Re z � 0}.

Utilizzando l’involucro di Jordan, formuliamo ora un altro teorema di localiz-

zazione dello spettro di Kachurovskij:

Teorema 2. Per F ∈ Lip(X) si ha

(9) σK(F ) ⊆ joWR(F ).

�����������	
. Supponiamo per assurdo che esista λ ∈ σK(F ) \ joWR(F ).
Fissiamo µ ∈ � con |µ| > ‖F‖. Essendo aperto e connesso, l’insieme � \ joWR(F )

è connesso per archi. Esiste dunque una mappa continua γ : [0, 1] → � \ joWR(F )
t.c. γ(0) = λ e γ(1) = µ. Poichè λ ∈ σK(F ) e µ �∈ σK(F ), si ha γ(τ) ∈ ∂σK(F ) per

qualche τ ∈ [0, 1).
Dal Lemma 1 si può dedurre che γ(τ) ∈ σap(F ), quindi |γ(τ)I − F | = 0. Ma ciò

implica che γ(τ) ∈ WR(F ). Infatti, se fosse δ := dist (γ(τ), WR(F )) > 0, allora

|f [γ(τ)x − F (x)− γ(τ)y + F (y)]| � δ‖x − y‖ (f ∈ F(x − y)),

e quindi risulterebbe |γ(τ)I − F | � δ, dato che ‖f‖ = 1. Per la (8), otteniamo
γ(τ) ∈ joWR(F ). Ma questo è assurdo, perchè la mappa γ assume valori solo in
� \ joWR(F ). �
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Facciamo alcuni commenti sul Teorema 2. La seconda inclusione nella (8) di-

mostra che, almeno in teoria, il Teorema 2 fornisce una localizzazione più precisa del
Teorema 1. Purtroppo, non siamo riusciti a trovare un esempio in cui

(10) WR(F ) ⊂ σK(F ) = joWR(F ) ⊂ coWR(F ).

E’ noto che addirittura σK(F ) ⊆ WR(F ), se l’operatore F è di classe C1 [16]
oppure è compatto [9], ma anche se lo spazio X è liscio e F è solo Lipschitziano

[9]. Di conseguenza, un controesempio soddisfacente la (10) dovrebbe contenere un
operatore non differenziabile e non compatto in uno spazio non liscio come, per

esempio, l∞, c, L∞, o C.

Un’applicazione del Teorema 2 ad una classe di equazioni integrali nonlineari di

tipo Uryson-Volterra sarà data in un lavoro successivo.
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	���
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	�� The authors thank the referee for several helpful re-

marks which improved the paper.
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