PUBLICATIONS DE L’INSTITUT MATHEMATIQUE
Nouvelle série tome 51 (65), 1992, 55-61

APPROXIMATION VON NICHTANALYTISCHEN FUNKTIONEN
DURCH EINE p-POLYANALYTISCHE FUNKTION*

Milos Canak

Abstract. We introduce and prove a fundamental theorem on approximation of any
non-analytic infinitely differentiable complex function by a p-polyanalytic function with constant
characteristic. An estimation of the approximation error is also given.

Ralevié¢ [1] und Canak [2] haben auf verschiedene Art und Weise den Begriff
der p-polyanalytischen Funktionen eingefiihrt. In dieser Arbeit betrachtet man die
p-polyanalytischen Funktionen in der Form

Po(z,7) = i(

k=0 20

2=z

)k - fi(z,2)

wobei fx(z,Z) beliebige, p-analytische Funktionen sind, die durch das bekannte
partielle Gleichungssystem von Polozij

up = v, [p,  uy, =-v,/p, (f=u+iv)

definiert werden.
Dieses System konnen wir auch in der Form

u, —v, = (1 =p)/Pvy,  uy+v, =—(1-p)/p)v; (1)

schreiben. Wenn man die zweite Gleichung (1) mit ¢ multipliziert und mit der
ersten addiert, so erhilt man die folgende komplexe Gleichung

pDf +i(1—p)Dv =0, (p#0) (2)

wobei
Df = (u, —v,) +i(uy, +v;) = 2f5, (f =u+iv)

der bekannte Operator von Kolossov (die sgn. areoldre Ableitung) ist.

*Aus Anlass des 80 Geburtstages von Lothar Collatz
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In der Gleichung (2) ist die Charakteristik p = p(z,y) eine reelle Funktion
der reellen Verdnderlichen z und y. Im speziellen Fall p = ¢ = const. geht die
Gleichung (2) in

Dlpf +i(1—p)v] =0 3)
tiber. Daraus folgt pf + i(1 — p)v = ¢(2) oder
O @)

wobei ¢(z) eine beliebige analytische Funktion ist.

Aus (4) erhalten wir durch Konjugation nach einer kiirzeren Rechnung auch

die Formel +1 1
p p=1__
5 ¢ 2 ¢ = f(z,2). ()
Es sei K die Menge der stetigen komplexen Funktionen, P, die Menge der p-
analytischen Funktionen mit der konstanten Charakteristik p = ¢ und A die Menge
der analytischen Funktionen (4 C P, C K). Auf Grund der Formeln (4) und (5)

fiihren wir auf der Menge K folgende Operatoren
(c+Dw—(c—1)w

2¢ ’
ein. Leicht sehen wir dass R;'R.w = R.R;'w = w(z, 2).

(c+Dw+ (c—1)w
2

Row = R 'w =

(6)

Jeder analytischen Funktion ((z) entspricht auf eine einzige Art und Weise
eine p-analytische Funktion f(z,Z) mit der konstanten Charakteristik p = ¢ mittels
des Operators
c+1 c—1

2c v 2c

Anderseits entspricht jeder p.-analytischen Funktion f(z,Z) eine analytische
Funktion, mittels des Operators

R.p = @ = f(2,2).

_ c+1 c—1
RI'f= f+ f=9(2).
2 2
Betrachten wir jetzt folgende komplexe Polynome
norz—Z\k norz—2Z\k
F(z.3) = . 5 7) = .
=X () =2 2= 3 (57) e,

wobei fi, beliebige p-analytische Funktionen mit der konstanten Charakteristik p =
¢ sind und ¢ (2) beliebige analytische Funktionen darstellen. Dabei ist F'(z, Z) eine
p-polyanalytische Funktion und ®(z, Z) eine gewohnliche polyanalytische Funktion.
Leicht sehen wir, dass die folgenden Eigenschaften

R'F=R;! inzo(z;f)k . fkc] = kZi:O(z;iz)chlfkc
n — 7\ k n — 7\ k
R.® = R, Lgo(z%z) 'Sok] = kzo(zziz) Bepn

gelten.
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Auf der Menge der differenzierbaren komplexen Funktionen im Sinne von
Kolossov fithren wir einen neuen Operator A, als Komposition der Operatoren R,
R;! und D durch folgende Formel

Acw(z,2) = R.DR; 'w

ein. Dieser Operator stellt die Verallgemeinerung des Operators von Kolossov D
dar und reduziert sich im speziellen Fall (¢ = 1) auf denselben. Leicht sehen wir
dass die folgenden Eigenschaften dieses Operators

(1) A =R.Rw=w, AWw=Aw, ..., AWy =A[AFDy]
(11) Alwy(z,2) £ wa(z,2)] = Alwi (2, 2)] + Alwa(z, Z)]

(I11) Alfp(2,2)] =0,  (fp €F)

W a[E (550 ] = ST Rl

o\ 2i 2

gelten.

Es sei w = w(z, Z) eine stetige, beliebig oft differenzierbare Funktion im Sinne
von Kolossov. Wir entwickeln jetzt formal diese Funktion in eine komplexe Reihe
der Form

z

w(z2) = fo.5,2) + (52 ) ) + oo+ (B2) a4 (®)

wobei fo., fi.,--- » fne,--. unbekannte p-analytische Funktionen mit der gegebenen
konstanten Charakteristik p = ¢ sind.

Fiihren wir zuerst eine Abbildung ) (g(2) ist eine beliebige analytische
Funktion) der Menge K auf die Menge A auf folgende Art und Weise ein: Die
Funktion © = oy w (w = w(z,2) € K, Q(z) € A) kann aus der Funktion
w = w(z, Z) entstehen, wenn man den Wert z mit g(z) vertauscht und den Wert
z unverénderlich ldsst. Die Funktion = ayyw enthélt keine Verdnderliche z
und darum ist sie analytisch. Der geometrische Sinn dieses Operators ist wie
folgt: Wenn z = g(z) die Gleichung einer glatten, einfachen, geschlossenen oder
nichtgeschlossenen Kontur ist, so besitzen die Funktionen w(z,z) und ay;)yw den
gleichen Randwert auf dieser Kontur.

Wenn wir auf der beiden Seite von (8) den Operator o, anwenden, so erhalten
wir
a;w(z,2) = a:fo.(2,2) = az[(c + 1)po(2) — (¢ = 1)po(2)]/(20). 9)
Aber wir batrachten jene Untermenge A, der Menge A, derer Taylorsche Entwick-
lung nur reelle Koeffizienten besitzt. In diesem Falle gilt

o0

[0 o R o0 - oo k
p(z) = Y a2k = Yapzk = Y a2k = Y arz® = (),
k=0 k=0 k=0 k=0

und die Formel (9) geht in

(c+ Dpe(z) — (c = Dee(2)
2c
_ e+ Dpe(z)  (e=1epe(2) _ pol?)

2c 2c c

a,w(z,2) = a,
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iiber. Daraus folgt po(2) = ca,w(z, 2) und fo, = R.[ca,w(z, Z)].
Durch Anwendung des Operators A und der Eigenschaft (IV) auf (8) erhélt
man

und

0, Aw(z,2) = a, Ro(igr) = az[(c+1)igr—(c—1)igi(2)] /2 = (1) fe, (i1 € Ay).
Daraus folgt

zZ—z
21

)" Rion) 4

1 = %azAw(z,Z) und fi, = R, [ o Aw(z, z)]

Auf eine gleiche Art und Weise erhélt man
o, APw = 0, 2R, [i2ps] = 2li%py /e, (p2 € Ay).
Daraus folgt

c
P2 = WazA@)w und fo, = R, [WazA(z) ]
Im allgemeinen Fall gilt
fk. = R [k' kaZA(k) ] (p2r € Ar, i - papt1 € Ay). (10)

Wenn wir die Werte fj, aus (10) in (8) einsetzen, so erhalten wir die formale
Entwicklung der Funktion w(z, z) in die areolédre Reihe der Form

~ S AL cazA(k)w
w@w~z(.)-mL7m—}

k=0 20

Wir betrachten den Streifen —§/2 < Imz < /2 und schitzen den Fehler bei
Approximation der Funktion w(z, zZ) mit der p-polyanalytischen Funktion

kZ::O(ZQ—lZ)" R []gl worAtw ]

in diesem Streifen ab. Zuerst beweisen wir die folgenden Lemmata.

LEMMA 1. Wenn die Funktion p(z) analytisch und beschrinkt im Streifen
—0/2 <Imz < §/2 ist und wenn |p(z)| < B gilt, so gilt auch |R.p| < B fir jede
reelle Zahl ¢ > 1.

Beweis.

(c+Dp—(c—1)p <c+1 c—17<c+1 c

—1
|Rep| = 50 < | + 50 lp| < 5 B+, 8=0

LEMMA 2. Wenn die Funktion w(z, Z) stetige areoldre Ableitung im §-Streifen
besitzt und wenn |Dw| < 7y, gilt, so ist auch die verallgemeinerte areolire Ableitung
Aw in dem gleichen Streifen beschrdnkt.
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Beweis. Unmittelbar sehen wir dass

Mmhﬂ&D&ﬂm=RJﬂ®+Dw;@_Dﬂ‘
:‘Rc(c+1)Dw+(c—1)Dw‘
le+1 (c+1)12)w+(c—1)Du‘) _c=1[(c+1)Dw+ (c—1)Dw
2c [ 2 ] 2c [ 2 H

|Dw| = |D(u+ iv)| = |(ug —vy) + i(uy, +v;)|

— 12 12 12 2 ! 1,0\11/2
= [uy + vy, +uy + vy + 2(uyv, —uyvy)] /

und — - ! ! - ! !
|Dw| = |D(u — )| = |(ug + vy,) + i(uy, —vg)]
= [uf + v +ull + v = 2(ulpl — ulv!)]'/?
gilt.

Wenn die partiellen Ableitungen uj, uy, v, und v, im J-Streifen stetig und

beschrankt sind und wenn die Majorante y; von |Dw| existiert, so muss auch eine
reelle Konstante d; existieren, so dass |Dw| < 4; gilt. Daraus folgt weiterhin

(c+1)2 -1 c2—1%+(c—1)2

| Aew] < 4c nt 4c o+ 4c¢ 4c¢ 0
c+1 c—1
B T+ 5 01 1

Bemerkung 1. Wenn ein beliebiger Punkt z zum §-Streifen gehort, so muss
auch der Punkt Z dem gleichen Streifen, die symmetrisch im Bezug auf die Gerade
z = Z ist, gehoren. Operator «, bildet den Punkt Z in den Punkt z ab. Wenn die
Majorante 6; von |A.w| existiert, so muss auch eine reelle, positive. Zahl ¢; als
Majorante von |a, A w| existieren (JazAcw < (1)).

Wenn die Funktion w(z, z) stetige, areoldre Ableitungen beliebiger Ordnung
in §-Streifen besitzt, so existieren auf Grund des Lemmas 2 solche positive reelle
Konstanten ( dass

o, AFw| < G, (k=n+1n+2,...). (11)
Dann gilt
X [z—Z\* c X /6\F ¢
= s Lie zAk < 5 XL
|| th(Qi) R[mwa “JLWEQKQ) R

Da die Werte (j, beschrinkt sind, so konvergiert die Reihe
> ro\k ¢
,§0(§) m Sk

auf Grund des D’Alembert-schen Kriteriums und |R| — 0 wenn n — oo. Daraus
folgt der n#chste
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Sarz. Es sei w(z,Z) eine gegebene komplexe Funktion die beliebig oft im
Streifen —6/2 < Imz < §/2 differenzierbar ist, und deren areoldre Ableitungen in
dem gleichen Streifen beschrankt sind. Dann lasst sich die Funktion w(z,z) im
&-Streifen durch eine p-polyanalytische Funktion n-ter Ordnung der Form

A AL ¢ o, ARy
w(z,2) kZ::O( 5 ) : C[ik!ik
approximieren. Fir die Abschdtzung des Approximationsfehlers konnen wir die

Abschitzung vom Cauchyschen Typus fir die Koeffizienten ausniitzen und |R| — 0
wenn n — 00.

(12)

Bemerkung 2. Im Falle wenn eine positive Zahl der Form ( = sup (;
(k=n+1,n+2,...) existiert, ergibt sich die Abschitzung des Approximations-
fehlers in folgender einfachsten Form

00 0o k
< 3 (D) <o 5 O

k=n+1 k=n+1 k!

6/ 572

s (n+1)!

(13)

Bemerkung 3. Wenn einige der a,A*w (k = n + 1,n + 2,...) im 6-
Streifen nicht beschrankt sind, so existiert kein endlicher Wert ¢ = sup ¢}, und die
Abschétzung (13) gilt nicht mehr. In diesem Falle kénnen wir die Funktion w(z, 2)
nur in dem endlichen Gebiet —ky < Rez < ko (ko < o0), —=6/2 < Imz < §/2
approximieren.

Beispiel. Man soll die Funktion w(z,Z) = (3z + 2)i/(Z — z + 2i) durch eine
p-polyanalytische Funktion III Ordnung mit der gegebenen Charakteristik p = 1/2
approximieren und den Approximationsfehler im Gebiet o: —ky < Rez < ko,
—0/2 <Imz < §/2, abschétzen.

Auf Grund der Formel (6), finden wir die Werte: a,w = 2z, a,Aw = 2iz,
a; AP =221z, a, ACw=2-31-32, ..., 0, AMw =2 n! "2

Im Gebiet o gilt |z| < 1/(6/2)? + k2. Durch Ausniitzung der Formel (10)
erhalten wir die Werte

fo.(2,2) = f1.(2,2) = f2.(2,2) = f3.(2,2) = (32 + 2)/2

und die gesuchte Approximation hat die Form
(B3z+2)i 324z z—Z z—Z\2 z—7Z\3
2 (D) (G5 ()]
zZ—z+ 2 2 + 24 + 24 + 24

Auf Grund (11) konnen wir die Approximationsfehler abschitzen. So haben

e 'g“(g)k | %Ck : é(g)k ' % -2kl -1/ (0/2)F + K3
- é@)k (6/2)2 + k3 = @(2)4.

Es ist klar, dass in diesem Beispiel wie auch im allgemeinen Fall, besitzen die
Funktion w(z, Z) und das Approximationspolynom den gleichen Randwert auf der
z-Achse.
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Bemerkung 4. Die nichtanalytische Funktion w(z,z), ldsst sich durch die
gewohnliche polyanalytische Funktion wie auch durch die p-polyanalytische Funk-
tion approximieren. Im ersten Fall hat der Approximationsfehler die Form

+1
™
(n+1)!
(siehe [3]). Darum ist die andere Approximation (12) besser, weil wir die Charak-
teristik p = ¢ beliebig klein wihlen kénnen und dadurch auf die Abschitzung des
Fehlers wirken.

Bemerkung 5. Im Falle p = p(z,y) ist der Ubergang von (2) nach (3)
nicht mdglich und darum ist die Verallgemeinerung des Satzes auf nicht-konstante
Charkteristik sehr kompliziert. Aber, es ist moglich, anstatt der reellen Achse,
eine einfache, glatte, geschlossene Kontur L in der Form Z = g(z) zu wihlen. Die
giinstigste Kontur ist der Kreis z = a?/z, denn sich die Funktion w(z, Z) in einem
Kreisring a — §/2 < a < a + §/2 durch eine p-polyanalytische Funktion der Form
(12) approximieren l4sst.
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