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Je dédie ce travail à ma fiancée Salwa Bouallěgue

Abstract. Let T be a domain and M a maximal ideal of T . Let ϕ : T → K be the

canonical surjection where K = T/M . We consider the ring R = ϕ−1(D), where D is a

subring of K with quotient field k. It is proved here that if T and D are C-rings [8] and

K is algebraic over k, then R is also a C-ring. Other results concerning C-rings are also

given.

Résumé. Soient T un anneau intègre, M un idéal maximal de T . Soit D un sous

anneau de K = T/M , de corps des fractions k. On considère l’anneau R = ϕ−1(D),

où ϕ est la surjection canonique de T dans K. On montre ici que si T et D sont des

C-anneaux [8] et si K est algébrique sur k alors R est un C-anneau. D’autres résultats

concernant les C-anneaux sont aussi donnés.

0 – Introduction

Tous les anneaux considérés dans ce travail sont commutatifs unitaires intègres
et de dimension de Krull finie.

Au premier paragraphe on donne des résultats complétants notre travail [8];
rappelons que suivant [8], on dit que A est un Cn-anneau si pour tout couple
d’idéaux premiers consécutifs P ⊂ Q de l’anneau des polynômes en n indétermi-
nées A[n] sur A on a alors ht(Q/p[n]) = ht(P/p[n])+1 où p = P ∩A. On dit que
A est un C-anneau, si c’est un Cn-anneau, pour tout entier naturel n. On dit que
A est En-anneau, si pour toute châıne saturée d’idéaux premiers P0 ⊂ P1 ⊂ P2

de A[n] telle que P0 ∩ A = P1 ∩ A, alors ht(P2/P0) = 2, si A est un En-anneau
pour tout entier naturel n; on dit que A est un E-anneau. Rappelons aussi qu’on
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dit que A est un anneau de Jaffard; si dim(A[n]) = dim(A) + n, pour tout entier
naturel n, que A est localement de Jaffard (resp. résiduellement de Jaffard) si,
pour tout idéal premier p de A, le localisé Ap (resp. le quotient A/p) est de
Jaffard et que A est totalement de Jaffard si tout localisé de A est résiduellement
de Jaffard (de façon équivalente tout quotient est localement de Jaffard).

On donne ici une caractérisation des C-anneaux; on montre que A est un
C-anneau si et seulement si il est totalement de Jaffard et pour tout entier n et
tout couple d’idéaux premiers consécutifs P ⊂ Q de A[n], on a la formule:

(1) 1− [htQ− htP ] = ht(q/p)− [ht q − ht p] .

Rappelons qu’un anneau A est dit caténaire si, pour tout couple p ⊂ q
d’idéaux premiers de A, toutes les châınes saturées d’idéaux premiers entre p et
q ont même longueur et qu’il est universellement caténaire si A[n] est caténaire,
pour tout entier n. La formule (1) nous permet de retrouver un résultat de [8];
“A est universellement caténaire si et seulement si A est un C-anneau caténaire”
[8, Corollaire (1.5)].

On montre aussi que si A → B est un extension entière telle que pour tout
couple d’idéaux premiers q1 ⊂ q2 de B on ait ht(q2/q1) = ht(q2 ∩ A/q1 ∩ A) et
que B soit un C-anneau, alors A est un C-anneau.

Au deuxième paragraphe on étudie le transfert de la notion de C-anneau aux
produits fibrés d’anneaux; soit T un anneau, M un idéal maximal de T et D un
sous anneau du corps K=T/M et R l’anneau déterminé par le pullback suivant:

R → D

↓ ↓

T
ϕ
→ K

On dit alors que R est l’anneau de la construction (T, M, D) [6]. On note k le
corps des fractions de D, on montre alors ici que si T et D sont des C-anneaux
et K est algébrique sur k, alors R est un C-anneau.

On s’intérèsse aussi à la construction D(S,r) introduite par M. Fontana et
S. Kabbaj dans [10]; soient D un anneau, S une partie multiplicative de D,
{X1, ..., Xr} un ensemble fini d’indeterminées sur DS , on pose D(S,r) = D +
(X1, ..., Xr)DS [X1, ..., Xr]. On montre alors ici que D(S,r) est un C-anneau (resp.
un E-anneau) si et seulement si D est un C-anneau (resp. un E-anneau).

Rappelons que suivant [12], [13], un anneau A est dit S-fort si pour tout
couple d’idéaux premiers P ⊂ Q consécutifs dans A, les idéaux P [X] ⊂ Q[X]
sont consécutifs dans A[X] et qu’il est S-fort universel si, pour tout entier naturel
n, l’anneau de polynômes A[n] est S-fort.
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1 – C-anneaux et extension entière

On commence par la caratérisation suivante:

Proposition 1.1. Soit A un anneau, les assertions suivantes sont équivalentes:

i) A est un C-anneau;

ii) A est totalement de Jaffard et pour tout entier n et tout couple d’idéaux
premiers consécutifs P ⊂ Q de A[n] on a:

(1) 1− [htQ− htP ] = ht(q/p)− [ht q − ht p] ,

où p = P ∩A et q = Q ∩A.

Démonstration: On considère un couple P ⊂Q d’idéaux premiers consécutifs
de A[n], posant p = P ∩A et q = Q ∩A, on a:

(2) ht(Q/p[n]) = ht(P/p[n]) + 1 .

Comme, par ailleurs, A est S-fort universel [8], donc totalement de Jaffard [7],
on a d’après [8, Proposition (3.1)]

(3) ht(Q/p[n]) = htQ + ht(q/p)− ht q et ht(P/p[n]) = htP − ht p .

En combinant (2) et (3) on a la formule (1).
Réciproquement soient P ⊂ Q deux idéaux premiers consécutifs de A[n], on

pose p = P ∩ A et q = Q ∩ A. Comme A est totalement de Jaffard on a les
formules (3) et la formule (1) donne en effet ht(Q/p[n]) = ht(P/p[n]) + 1. Ce qui
montre que A est un C-anneau.

Corollaire 1.2 [8]. Soient A un anneau, alors les assertions suivantes sont
équivalentes

i) A est un C-anneau caténaire;

ii) A est universellement caténaire.

Démonstration: Soient P ⊂ Q deux idéaux premiers consécutifs de A[n],
compte-tenu de la formule (1) de la Proposition 1.1 on a:

1− [htQ− htP ] = ht(q/p)− [ht q − ht p] .

Et comme A est caténaire le deuxième membre de cette égalité est nul, ce qui
donne htQ = htP + 1.

Ainsi A est universellement caténaire.
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La réciproque est évidente.

Soient A → B une extension entière d’anneaux. On peut se demander sous
quelle conditions sur l’extension A → B a-t-on A un C-anneau?

On done ici une réponse partielle à cette question.

Proposition 1.3. Soit A → B une extension entière telle que pour tout
couple d’idéaux premiers q1 ⊂ q2 de B on ait:

ht(q2/q1) = ht
(

(q2 ∩A)/(q1 ∩A)
)

.

Si B est un C-anneau alors il en est de même de A.

Démonstration: Comme B est un C-anneau, alors il est S-fort universel [8],
par ailleurs l’extension A → B est entière, donc A est S-fort universel [12], donc
totalement de Jaffard [7]. Considérons P ⊂ Q deux idéaux premiers consécutifs
de A[n], d’après les propriétés du lying-over et du going-up, il existe P ′ ⊂ Q′,
idéaux premiers consécutifs de B[n] tels que:

P ′ ∩ (A[n]) = P et Q′ ∩ (A[n]) = Q .

Donc on a [Proposition 1.1]:

(4) 1− [htQ′ − htP ′] = ht(q′/p′)− [ht q′ − ht p′] ,

où p′ = P ′ ∩B et q′ = Q′ ∩B.
En posant p = P ∩A et q = Q ∩A, on a par hypothèse:

(5) ht(q′/p′) = ht(q/p) , ht q′ = ht q et ht p′ = ht p .

D’autre part, d’après [5, Lemme 3.4] le couple (A, B) vérifie la formule de la
dimension, comme par ailleurs B est S-fort universel, alors (A[n], B[n]) vérifie la
formule de la dimension [5, Lemme 3.6] et on a alors les formules

(6) htQ′ = htQ et htP ′ = htP [5, Lemme (3.4)].

Substituant les termes de (4) par leurs valeurs dans (5) et (6) on a la formule:

(1) 1− [htQ− htP ] = ht(q/p)− [ht q − ht p] .

Ce qui prouve que A est un C-anneau [Proposition 1.1].
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2 – Produits fibres

Dans ce paragraphe, on considère T un anneau, M un idéal maximal de T et
D un sous anneau du corps K = T/M et R l’anneau déterminé par le produit
fibré suivant:

R → D

↓ ↓

T
ϕ
→ K

∩ ∩

Les anneaux T et R partagent donc l’idéal M on dit que R est l’anneau de
la construction (T, M, D) [6]. On note k le corps des fractions de D. Rappelons
tout d’abord le résultat suivant

Proposition 2.0 [1, Lemme 2.1].

a) R/M ∼= D.

b) Spec(R) = Spec(D)
∐

Spec(K) Spec(T ).

c) Si T est local, alors M est un idéal premier divisé de R, et tout idéal
premier de R est comparable à M . Si en plus k = K alors RM = T .

d) Pour tout idéal premier p de R tel que M 6⊂ p, il existe un unique idéal
premier q de T tel que q ∩R = p et on a Tq = Rp.

e) Pour tout idéal premier p de R tel que M ⊆ p, il existe un unique idéal
q de D tel que p = ϕ−1(q). De plus Rp est un produit fibré donné par le
diagramme commutatif suivant.

Rp → Dq

↓ ↓

TM → K

∩ ∩

f) Test une extension entière de R si et seulement si D = k et K est algébrique
sur k.

Théorème 2.1. Si T et D sont des C-anneaux et K est algébrique sur k,
alors R est un C-anneau.

Pour démontrer ce résultat on a besoin de deux propositions et un lemme

Lemme 2.2. Soient T un anneau local d’idéal maximal M , D un sous
anneau de T/M et R l’anneau de la construction (T, M, D). Soit Q un idéal
premier de R[n] contenant M [n]. Si (0) ⊂ Q1 ⊂ Q2 ⊂ ... ⊂ Qk = Q est une
châıne non raffinable d’idéaux premiers de R[n] et Qi0 le plus petit idéal de la
châıne contenant M [n], alors Qi0 ∩R = M .
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Démonstration: La châıne (0) ⊂ Q1 ⊂ ... ⊂ Qi0 se relève dans T [n]
[6, Proposition 4], soit Q′i0 un idéal premier de T [n] relevant Qi0, comme T est
local on a Q′i0 ∩ T ⊂ M , donc Qi0 ∩R ⊂M et par suite Qi0 ∩R = M .

Proposition 2.3. On suppose que T est local et K = k. Les assertions
suivantes sont alors équivalentes:

i) R est un C-anneau (resp. un E-anneau);

ii) T et D sont des C-anneaux (resp. des E-anneaux).

Démonstration: Comme D ∼= R/M , T = RM [Proposition 2.0] et les
notions de C-anneaux et E-anneaux passent aux quotients et aux localisés [8],
donc i) entraine ii). Reste à montrer que ii)⇒i).

∗) On suppose que T et D sont des C-anneaux

Soient P ⊂ Q deux idéaux premiers consécutifs de R[n], on pose p = P ∩ R
et q = Q ∩R. Il faut montrer que ht(Q/p[n]) = ht(P/p[n]) + 1.

Les idéaux premiers de R se comparent à M [1], on envisage donc deux cas:

1) p ⊂ M , alors dans ce cas q ⊆ M [Lemme 2.2], comme RM = T est un
C-anneau alors en relevant P ⊂ Q en deux idéaux premiers consécutifs de
T [n], on a facilement ht(Q/p[n]) = ht(P/p[n]) + 1.

2) M ⊆ p, alors A/p est un quotient de D, donc il est un C-anneau et on a
donc ht(Q/p[n]) = ht(P/p[n]) + 1.

∗) Supposons maintenant que T et D sont des E-anneaux

Soit P ⊂ L ⊂ Q une châıne saturée d’idéaux premiers de R[n] telle que
P ∩R = L∩R, posons p = P ∩R et q = Q∩R, il faut établir que ht(Q/P ) = 2.

On envisage toujours deux cas:

1) p ⊂ M , comme L ∩ R = P ∩ R = p, alors q ⊆ M [Lemme 2.2] et comme
d’autre part RM = T est un E-anneau, on a ht(Q/P ) = 2.

2) M ⊆ p, dans ce cas R/p est un quotient de D, donc il est un E-anneau,
comme par ailleurs (P/p[n]) ∩ (R/p) = (L/p[n]) ∩ (R/p) = (0) on a

ht
(

(Q/p[n])/(P/p[n])
)

= 2 = ht(Q/P ) .

Proposition 2.4. On suppose que T est local et D est un corps. Si T est
un C-anneau et K est algébrique sur D, alors R est un C-anneau.

Démonstration: Dans ces conditions on a T entier sur R [Proposition 2.0],
comme d’autre part Spec(R) = Spec(T ) [3], on a ht(q/p) = ht(q∩R/p∩R), pour
tout couple d’idéaux premiers p ⊂ q de T , alors R est un C-anneau [Proposi-
tion 1.3].
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Démonstration du Théorème 2.1:

∗) Cas où T est local:

Notons R1 l’anneau de la construction (T, M, k), il est donc un C-anneau
[Proposition 1.6], or R est l’anneau de la construction (R1, M, D), autrement dit
on a les produits fibrés suivantes:

R →→ D

↓ ↓

R1 →→ k

↓ ↓

T →→ K

∩ ∩

∩ ∩

et l’on voit donc que R est un C-anneau [Proposition 1.5].

∗) Passage du local au global:

Soit p un idéal premier de R:

– Si p 6⊇M , alors il existe un idéal premier q de T tel que Rp = Tq [7] et par
suite Rp est un C-anneau.

– Si p ⊇M , alors il existe un idéal premier q de D tel que Rp est l’anneau de la
construction (TM , MM , Dq) et donc d’après le cas local Rp est un C-anneau.
On vient de montrer que Rp est un C-anneau, pour tout idéal premier p de
R, donc R est un C-anneau [8].

Corollaire 2.5 [2]. Si T et D sont universellement caténaire et K est
algébrique sur k, alors R est universellement caténaire.

Démonstration: Il est facile de voir que R est caténaire, d’autre part R est
un C-anneau [Théorème 1.4], il en résulte que R est universellement caténaire
[Corollaire 1.2].

Soient maintenant R est K-algèbre, quotient par un idéal premier d’un anneau
de polynôme K[n] ou de séries formelles K[[n]], I un idéal propre non nul de R
et S = D+ I, où D est un sous anneau de K de corps des fractions k. Rappelons
tout d’abord un résultat de A. Ayache [4].

Lemme 2.6 [4]. Avec les notations si dessus, si on pose T = K + I, alors
les assertions suivantes sont équivalentes:

i) I est de hauteur maximale dans R.

ii) R/I est une K-algèbre fini.

iii) R est entier sur T .
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En outre lors que ces assertions sont vérifiées, T est alors universellement
caténaire.

On peut alors donner le résultat suivant:

Proposition 2.7. Si I un idéal propre non nul de R et de hauteur maximale
dans R, D un sous anneau de K de corps des fractions k et S = D + I.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) S est un C-anneau.

ii) D est un C-anneau et K est algébrique sur k.

Démonstration: L’anneau T = K+I est universellement caténaire [Lemme
2.6], l’équivalence découle donc immédiatement du Théorème 2.1 et du fait que
tout anneau universellement caténaire est un C-anneau [8].

On clôt ce paragraphe par un résultat sur la construction D(S,r) introduite
par M. Fontana et S. Kabbaj dans [10].

Théorème 2.8. Soient D un anneau, S une partie multiplicative de D,
{X1, ..., Xr} un ensemble fini d’indéterminées sur DS , on note D(S,r) = D +
(X1, ..., Xr)DS [X1, ..., Xr]. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) D(S,r) est un C-anneau (resp. un E-anneau).

ii) D est un C-anneau (resp. un E-anneau).

Démonstration: Notons tout d’abord que la démonstration est analogue à
celle de [10, Proposition 2.3].

Puisque les notions de C-anneau et E-anneau passent aux quotients [8] et que
D ∼= D(S,r)/(X1, ..., Xr)DS [X1, ..., Xr] [10], on a l’implication i)⇒ii).

Prouvons que ii)⇒i).

1) Supposons que D est un C-anneau.

Soient P ⊂ Q deux idéaux premiers consécutifs de D(S,r)[n], il faut montrer
que

(7) ht
(

Q/(P ∩D(S,r))[n]
)

= ht
(

P/(P ∩D(S,r))[n]
)

+ 1 .

Premier cas: P ∩ S 6= ∅. Dans ce cas on a P = p1 + (r)DS [n + r] et Q =
q1 + (r)DS [n + r] où p1 = P ∩ (D[n]), q1 = Q ∩ (D[n]) et (r)DS [n + r] =
(X1, ..., Xr)DS [X1, ..., Xr, Xr+1, ..., Xn+r]. Les idéaux p1 ⊂ q1 sont consécutifs et
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D est un C-anneau, donc on a:

ht(q1/p[n]) = ht(p1/p[n]) + 1, où p = p1 ∩D ,

or (P ∩ D(S,r)) ∩ S 6= ∅, donc P ∩ D(S,r) = p + (r)DS [r] [10] avec (r)DS [r] =
(X1, ..., Xr)DS [X1, ..., Xr], si bien que l’on ait

ht
(

Q/(P∩D(S,r))[n]
)

= ht(q1/p[n]) = ht(p1/p[n])+1 = ht
(

P/(P∩D(S,r))[n]
)

+1 ,

comme désiré.

Deuxième cas: Q ∩ S = ∅. Dans ce cas la châıne P ⊂ Q se relève dans
(D(S,r)[n])S = (D(S,r))S [n] = (DS [r])[n] (voir [10]), en S−1P ⊂ S−1Q. Comme
D est un C-anneau, il en est de même de (D(S,r))S (car la notion de C-anneau
est universelle et passe au localisé), donc on a la formule (7).

Troisième cas: Q ∩ S 6= ∅ et P ∩ S = ∅. On pose I = P + (r)DS [n + r], on a
(S−1I)∩ (D(S,r)[n]) = I (i.e. I est S-saturé), donc il existe un idéal premier P ′ de
D(S,r)[n] tel que I ⊂ P ′ ⊂ Q et P ′∩S = ∅ [2, Lemme 2.1] et comme Q∩S 6= ∅ et,
P et Q sont consécutifs on a P ′ = P , d’où (r)DS [n + r] ⊂ P et par analogie au
premier cas on a la formule (7). On conclut donc que D(S,r) est un C-anneau.

2) On suppose que D est un E-anneau.

Soit P ⊂ L ⊂ Q une châıne saturée d’idéaux premiers de D(S,r)[n] telle que
P ∩D(S,r) = L∩D(S,r), il faut établir que ht(Q/P ) = 2. On envisage encore trois
cas:

Premier cas: Q ∩ S = ∅. Dans ce cas S−1P ⊂ S−1L ⊂ S−1Q est une châıne
saturée d’idéaux premiers de l’anneau S−1(D(S,r)[n]) = DS [n + r], comme par
ailleurs la notion de E-anneau est universelle et passe au localisé, alors DS [r] est
un E-anneau d’autre part on a l’égalité

(S−1P ) ∩ (D(S,r))S = (S−1L) ∩ (D(S,r))S ,

on tire donc que ht(S−1Q/S−1P ) = 2, soit ht(Q/P ) = 2.

Deuxième cas: Q ∩ S 6= ∅ et L ∩ S = ∅. On a par analogie au troisième cas
de 1) (r)DS [n + r] ⊂ L, or L ∩D(S,r) = P ∩D(S,r), donc (r)DS [n + r] ⊂ P , mais
D[n]D(S,r)[n]/(r)DS [n+ r] est un E-anneau, ce qui permet d’avoir ht(Q/P ) = 2.

Troisième cas: L∩S 6= ∅. Dans ce cas on a (r)DS [n+r]⊂L, donc (r)DS [n+r]
⊂ P (puisque P ∩ D(S,r) = L ∩ D(S,r)) et un raisonnement analogue à celui du
deuxième cas permet d’écrire ht(Q/P )=2, si bien que D(S,r) est un E-anneau.

Rappelons que suivant [8], on dit qu’un anneau A vérifie la condition de châıne
(CE), si pour tout entier n et pour toute châıne maximale P = P0 ⊂ P1 ⊂ ... ⊂
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Pk = Q d’idéaux premiers de A[n] entre P et Q, il existe une châıne maximale
de p = P ∩ A à q = Q ∩ A passant par tous les pi = Pi ∩ A. On dit aussi que
A vérifie fortement la formule de la dimension, si pour tout idéal premier p de
A l’anneau quotient A/p vérifie la formule de la dimension. Rappelons encore
qu’on a la caractérisation suivante [8, Théorème 3.10]. Il y’a équivalence entre
les assertions suivantes.

i) A vérifie fortement la formule de la dimension.

ii) A est un C-anneau et vérifie la condition de châıne (CE).

iii) A est un E-anneau et vérifie la condition de châıne (CE).

Corollaire 2.9. Pour que D(S,r) vérifie fortement la formule de la dimension,
il faut et il suffit que D vérifie fortement la formule de la dimension et D(S,r) vérifie
la condition de châıne (CE).

Démonstration: La condition nécessaire découle du fait que D ∼=
D(S,r)/(r)DS [r] et du résultat [8, Théorème 3.10]. Réciproquement, comme
D vérifie fortement la formule de la dimension, alors D est un C-anneau [8,
Théorème 3.10], donc D(S,r) est un C-anneau [Théorème 2.8], comme par ailleurs
D(S,r) vérifie la condition de châıne (CE), alors D(S,r) vérifie fortement la formule
de la dimension [8, Théorème 3.10].

Remarques 2.10.

1) Soit T un anneau local d’idéal maximal M et k un sous corps de K = T/M ,
on note R l’anneau de la construction (T, M, k). De façon similaire à la question
[2, Remarks 2.5] on se demande; si R est un C-anneau et K est algébrique sur k
alors a-t-on T un C-anneau?

2) Remarquons aussi que si T est un E-anneau et K est algébrique sur k on
ne sait pas si R est un E-anneau!!
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