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EQUATIONS LINEAIRES DANS LES
ANNEAUX NILPOTENTS AU SENS DE LIE

GERARD ENDIMIONI

Abstract: Linear equations in Lie nilpotent rings. Let A be aring and let (£,,(A))n>1
be the family of two-sided ideals defined by £1(A4) = A and £,,(A) = A[L,,—1(A), A] with
[,y] = zy — yx. Assume that (,~; Ln(A) = 0. In the usual way, we regard the family
(L, (A))p>1 as a fondamental system of neighbourhoods of 0 for a separated topology
such that A is a topological ring. Let A = lim(A/L,(A)) the completion of A. If
A1y .y ARy b1, ..., b € A, we prove that the linearzluation ai1xby + ... + apxby, = c is solu-
ble in A for all ¢ € A if and only if a1b1 + ... + ag by is invertible in A. Moreover, solution
is unique and is given by the limit of a certain sequence. If A is strongly Lie nilpotent
(i.e. £,(A) = 0 for some n), we can take A = A in the previous result. We give an appli-
cation to linear equations in an arbitrary ring. In particular, we prove that in a ring A, if
a1by + ...+ apby is invertible, then all the solutions of the equation ayxby +...+arxby =0
are in (,~; Ln(A) = 0, where L,,(A) is the two-sided ideal generated by elements of the
form [z1, ..., ,].

1 — Introduction

Dans tout cet article, A désigne un anneau ayant un élément unité. Le com-
mutateur de deux éléments = et y de A est défini par [x,y] = xy — yz. Plus
généralement, on définit [z1, ..., x| par [x1,...,zn] = [[21, ..., Tn—1], Zn]. Si 1 est
un entier supérieur ou égal a 1, nous noterons A, (A) (resp. L, (A)) le sous-groupe
additif (resp. I'idéal bilatere) de A engendré par les éléments de la forme [x1, ..., 2]
(x1,...,2n, € A). En d’autres termes, \,,(A) est le n-ieme terme de la suite cen-
trale descendante de la Z-algebre de Lie associée a A. La suite (L£,(A))n>1
d’idéaux de A est définie par £1(A) = A et L,(A) = A[L,—1(A), A] pour n > 1
(plus précisément, £, (A) est 'idéal bilatere de A engendré par les éléments de
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la forme [z,y], ot © € L,_1(A) et y € A). 1l est clair que l'on a les inclusions
M (A) C Ly(A) C L,(A). S’il existe un entier n > 1 tel que A\, (A) = 0 (i.e. si
la Z-algebre de Lie associée a A est nilpotente), nous dirons que A est nilpotent
au sens de Lie, ou plus rapidement que A est L-nilpotent. S’il existe un entier
n > 1 tel que £,(A) = 0, nous dirons que A est fortement L-nilpotent. Enfin, si
B est un sous-ensemble de A et 8’il existe un entier n > 1 tel que chaque produit
de n éléments de B soit nul, on dit que B est nilpotent. Les suites (A, (A4))n>1
et (Ln(A))n>1 ont souvent été étudiées, en particulier dans le cadre des algebres
de groupes (on pourra par exemple consulter [5, Chap. V] ou [4]).

2 — Principaux résultats

Nous montrerons d’abord les résultats suivants, qui précisent les liens entre
les différentes notions de nilpotence:

Théoreme 1. Si A est un anneau, les conditions suivantes sont équivalentes:
i) A est fortement L-nilpotent.
ii) A est L-nilpotent et \o(A) est nilpotent.

Théoreme 2. Si A est un anneau engendré par un nombre fini d’éléments,
les conditions suivantes sont équivalentes:

i) A est fortement L-nilpotent.
ii) A est L-nilpotent.

Le théoreme précédent ne peut pas s’étendre a un anneau quelconque: il
est construit dans [1] un anneau tel que £, (A) € L3(A) pour tout entier n > 1.
L’anneau quotient A/L3z(A) est donc L-nilpotent sans étre fortement L-nilpotent.

Dans les anneaux vérifiant certaines conditions de nilpotence, nous nous pro-
posons d’étudier la résolution d’une équation linéaire de la forme Zi?:l a; T b =c.
Il est commode d’exprimer les résultats obtenus en termes topologiques. Le
procédé qui permet d’associer a une famille d’idéaux une topologie compati-
ble avec les opérations de 'anneau est bien connu. Soit A un anneau tel que
Np>1 Ln(A) = 0 (i.e. A est résiduellement fortement L-nilpotent). La famille
d’idéaux (L,(A))p>1 peut étre considérée comme un systeéme fondamental de
voisinages de 0 pour une topologie faisant de A un anneau topologique séparé.
La limite projective A = lim(A/Ly(A)) s’interpréte comme I'anneau complété de
A pour cette topologie. En particulier, nous identifierons A avec son image par
I'injection canonique de A dans A.
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Théoréme 3. Soient A un anneau tel que (>, Ln(A) = 0 et A le complété
de A pour la topologie associée a la famille d’idéaux (Ln(A))p>1. Siai,...,ak,
b1, ...,b sont des éléments fixés de A, on pose p(x) = 25:1 a; x b; pour tout
z€A. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes:

i) ©(1) est inversible dans A.

ii) Pour tout ¢ € A, Iéquation p(x) = ¢ posséde exactement une solution

dans A.

iii) Pour tout ¢ € ﬁ, I'équation ¢(x) = ¢ posséde au moins une solution dans
A.

De plus, si une de ces conditions est satisfaite, la suite (z,)p>1 définie par
son premier terme x; (choisi arbitrairement dans E) et la relation de récurrence
Tn = Tp_1+ (1) Hc—p(xn_1)) (ol ¢ est un élément fixé de A) est convergente,
de limite égale a la solution de I’équation ¢(z) = c.

En fait, ce théoreme est vrai si plus généralement aq, ..., ag, by, ..., by sont des
éléments de A. De plus, dans 'hypothese i), on peut se contenter de supposer
que (1) est inversible a droite (ou a gauche) dans A (Proposition 2).

Dans le cas particulier d’'un anneau fortement L-nilpotent, la famille d’idéaux
(L£r(A))p>1 induit sur A la toplogie discrete et 'on a A = A. Le théoreme
précédent s’écrit donc sous la forme suivante:

Corollaire 1. Soit A un anneau fortement L-nilpotent. Alors, si ¢ est
lapplication de A dans A définie par p(z) = Zle a; xb; (ot ay,...,ap, by, ..., by
sont des éléments fixés de A), les conditions suivantes sont équivalentes:

i) (1) est un élément inversible de A.

ii) Pour tout ¢ € A, I’équation p(x) = c possede exactement une solution
dans A (i.e. ¢ est bijective).

iii) Pour tout ¢ € A, I’équation ¢(x) = ¢ posséde au moins une solution dans
A (i.e. ¢ est surjective).

De plus, si une de ces conditions est satisfaite, la suite (xn)n>1 définie par
son premier terme x1 (choisi arbitrairement dans A) et la relation de récurrence
Tp = -1+ ©(1) e — o(zn_1)) (ol ¢ est un élément fixé de A) est constante
a partir d’un certain rang, cette constante étant égale a la solution de I'équation

p(x) =c.
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Corollaire 2. Soient A un anneau L-nilpotent et ¢ 'application définie dans
le corollaire précédent. Alors, si ¢(1) est inversible, I’équation ¢(z) = ¢ possede
exactement une solution dans A pour tout ¢ € A.

En effet, sous les hypotheéses de ce corollaire, le sous-anneau de A engendré par
at,...,ax, b1, ..., b, ¢, 0(1)~! est fortement L-nilpotent (Théoréeme 2). Le Corol-
laire 1 appliqué a ce sous-anneau et a I’application induite par ¢ montre ’existence
d’une solution pour I’équation p(z) = ¢. De méme, si ' et 2" sont des solutions
de cette équation, on montre que ' = 2” en appliquant le Corollaire 1 au sous-
-anneau engendré par ai, ..., ax, b, ..., b, (1)~ 2, 2.

Le corollaire précédent ne s’étend pas & un anneau quelconque (ou méme
résoluble pour sa structure de Z-algebre de Lie). Par exemple, dans 'anneau A
des matrices triangulaires supérieures d’ordre 2 a coefficients dans un anneau non
nul, posons a = (8 [1)), b= (é 8) et c=({ g) La matrice a + b est inversible
mais I'équation ax 4+ b = c¢ possede plus d’une solution dans A si v = 0, et
aucune si v # 0.

Dans le cas d’'un anneau A quelconque, on peut appliquer le Corollaire 2 &
Panneau quotient A/Ly(A). 11 vient:

Corollaire 3. Soient aq, ..., ag, b1, ..., by des éléments fixés d’un anneau A tels
que Y°F_, a; b; soit inversible. Alors, si ', " € A sont deux solutions de I’équation
Sk lajzbi=c(ce A),onar’ =a"mod(,~; Ln(A). En particulier, ensemble
des solutions de I’équation %, a; xb; = 0 est inclus dans (), Ln(A).

Si Zle a; b; n’est pas inversible, une telle propriété n’est pas nécessairement
vraie: prenons & nouveau A égal a I’anneau des matrices triangulaires supérieures
d’ordre 2 a coefficients dans un anneau non nul. Il est facile de voir que (,,>1 Ln(A)
est constitué des matrices de A dont les éléments de la diagonale sont nuls. Si
a = (8 (1)), lensemble des solutions dans A de ’équation ax = 0 est égal a
I’ensemble des matrices de A dont la deuxieme ligne est nulle. Il n’est donc pas

inclus dans (1,1 Ln(A).

3 — Anneaux fortement L-nilpotents

Si p > 1 est un entier, nous appellerons commutateur de poids p tout élément
x € A pouvant s’écrire sous la forme x = [z1, ..., xp] (21, ..., € A). En particu-
lier, les commutateurs de poids 1 sont les éléments de A.
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Proposition 1. Soit A un anneau. Alors, pour tout entier n > 1, £,,(A) est
égal a ’ensemble des sommes d’éléments de la forme x; - - -z, (r > 1), ot x1, ..., Ty
sont des commutateurs de poids respectifs p1,...,p, avec p1 +...+p, =n+r—1.

Démonstration: Soit A,, I’ensemble des sommes d’éléments de la forme
x1--xp (r > 1, x; de poids p;, p1 + ... + p = n+r — 1). Nous allons montrer
légalité L,,(A) = A,, al’aide d’une récurrence sur n. Le cas n = 1 étant immédiat,
supposons cette égalité vérifiée jusqu’au rang n — 1 (n > 1). Pour établir
I'inclusion £,(A) C A,, il suffit de montrer que z[y; - -y, y| € A, pour tout
Y,z € A et pour tout commutateur y; de poids p; (avec p1+...4+p, = (n—1)+r—1).
Or, on a la relation

2y yroy Zzyl “Yie1[Yi Y] Yir1 - yr

Légalité 1 +p1 + ... + pic1 + (pi + 1) + pix1 + ... + pr =n+ (r+ 1) — 1 prouve
alors que z[y1 - - - Yr,y] € Ay, donc L, (A) C A,.

Pour établir I'inclusion A, C L£,(A), considérons un élément de la forme
x =1z (r > 1, x; de poids p;, p1 + ... + p» = n +r — 1) et montrons que
x € L,(A) par une récurrence sur r. Si r = 1, x est un commutateur de poids n
donc = € L,(A) car A\, (A) C L,(A). Supposons maintenant r > 1, la propriété
étant vérifiée jusqu’au rang r—1. Sip, =1l,onap;+..+p,—1 =n+(r—1)—1,
donc x1 - -x,—1 € L,(A) d’apres 'hypothese de récurrence, d’ou a fortiori x =
X1 XTp_1 @ € Lp(A). Sip. > 1,1l existe 2/, 2" € A tels que z, = [2/,2"], 2’
étant un commutateur de poids p, — 1. On peut écrire:

€T = ml .. 'xrfl[l‘,, x//] — I:xl . ‘$r71 x/’x/l] o [fL‘l . "’I,'Til’:[”:l l’, )

L'égalité p1+...+pr—1+(pr—1) = (n—1)+r—1prouve que 1 - - - x,_1 &’ € Ap_1,
d'ott 1+ xp_12" € L,_1(A) d’apres 'hypothese de récurrence sur n, ce qui
entraine [z; - -z, 2',2"] € L£,(A). On en déduit que

r=— Zazl xiq|xp, 2 wigr o 2e—1 @' mod L, (A)
(avec p1 + ... +pi—1 + (pi + 1) +piy1 + . +pr1 + (pr — 1) =n+r —1). Une

récurrence sur p, permet alors de conclure en montrant que x est dans £,(A). n

Démonstration du Théoréme 1: i)=ii) Si £,41(A) =0 (n > 1), on a
aussi A\p11(A4) =0 car Apy1(A) C L,41(A), ce qui prouve que A est L-nilpotent.
De plus, pour tout z1, ..., Tn, Y1, ..., Yo dans A, on a [z, y1]...[Tn, yn] dans L,41(A)
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d’apres la Proposition 1, donc A5 (A) = 0 (ce dernier résultat peut aussi se déduire
de [3] ou il est montré que si A est fortement L-nilpotent, alors L2(A) est nilpo-
tent).

ii)=1) Supposons maintenant que A\,,(A) = AJ(A) = 0, avec m,n > 1 (I'im-
plication est triviale si m =1 ou n = 1). Soit z un élément de A pouvant s’écrire
sous la forme x = z1 - - - z,, ou x1, ..., T, sont des commutateurs de poids respectifs
P1, .., Pr liés par la relation

() P1+...+pr:((m—2)(n—1)+2)+r—1.

Nous allons montrer que I'on a nécessairement x = 0, d’olt £ (;;,—2)(n—1)+2(4) =0
d’apres la Proposition 1. Pour cella, notons s le nombre d’indices i € {1,...,7}
tels que p; > 1. L’égalité

permet de déplacer les commutateurs de poids 1 dans le produit z---x,, la
relation () étant conservée pour chaque terme de la somme. Nous pouvons donc
supposer que pi, ...,ps > let psy1 = ... = p, = 1. Sil’un des poids p; est supérieur
ouégal am,onax; =0,doux=0. Sip <(m-—1) pour tout 7 € {1,...,r}, la
relation (7) entraine

p1+..+tps=(m—=2)(n—1)+s+1,

(m—=2)(n—1)+s+1<s(m—-1),
m=2)(n—=1)+1<s(m-2).

Cette inégalité montre que ’on ne peut pas avoir s < (n—1). Il vient s > n d’ou
Pégalité A5(A) = 0 car A\j(A) = 0. Les éléments z1, ..., x5 étant dans \a(A4), on
en déduit que x1---xs =0, ce qui prouve que z = 0. n

Démonstration du Théoréme 2: Il suffit de montrer que ii) entraine
i), 'application réciproque étant triviale. Or, si A est un anneau L-nilpotent
engendré par un nombre fini d’éléments, on sait que L2(A) est nilpotent [2]. 11
en est donc de méme pour Ay(A4). En appliquant le Théoréeme 1, on en déduit
que A est fortement L-nilpotent. u

Proposition 2. Dans un anneau A tel que (\,>; Ln(A) = 0, tout élément
inversible a gauche (ou a droite) est inversible.
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Démonstration: Soit x € A un élément inversible & gauche par exemple. Il
existe donc 2’ € A tel que 2’z = 1. Pour montrer que [z, 2] = 0, plagons nous
d’abord dans le cas ou A est un anneau L-nilpotent. Le sous-anneau B engendré
par {x,z'} est L-nilpotent donc fortement L-nilpotent d’apres le Théoreme 2.
Nous allons montrer que [z,z'] € £, (B) pour tout entier n > 1, ce qui permet
de conclure dans ce cas. La propriété étant triviale pour n = 1, supposons que
[z,2'] € L,—1(B) pour un entier n > 1. Il vient [[z,2],2'] € L,,(B). De plus:

{[x,:r’],x'} =za? 222 +a%r=xa? 22+ =xa? -2 .

En multipliant & droite par x, on obtient:

/ / / / /
va?r—dr=ga -2z =[x € L,(B).
Dans le cas général, on se rameéne au cas ou l'anneau est L-nilpotent en con-

sidérant ’anneau quotient A/L,(A). Il en résulte que [z, 2'] est dans L, (A) pour
un entier n arbitraire, d’ou [z, 2] = 0. n

4 — Démonstration du Théoréme 3

Si z = (&)i>1 est un élément non nul de A (& € A/L;(A)), on note v(z) le
plus grand entier ¢ tel que & = 0 et 'on pose v(0) = +00. Pour tout entier n > 1,
Pensemble des éléments z € A tel que v(z ) > n est un idéal de A noté A,. La
famille (Kn)n>1 forme un systeme fondamental de voisinage de 0 pour la topologie
de A. Cette topologie peut aussi étre définie par la distance d(x,y) = 27" (=),
Remarquons encore que [An, A] C An+1

i)=-ii) Si ¢ est un élément fixé de A, considérons ’application 6 de A dans A
définie par 0(z) = x + »(1)"(c — p(x)). On peut écrire (pour tout z,y € A):

k
0x) —0y) =2 —y—o(1) plz—y)=a—y— 1) Zai(l‘ —y)bi

:aj—y—gp 1Zal y,b 1Zazz
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Cette égalité montre que = —y € A, entraine 6(z) — 0(y) € A,41. En d’autres
termes, on a l'inégalité §(6(x),0(y)) < 2716(z,y), qui prouve que 'application 6
est contractante. D’apres le théoréeme du point fixe, on en déduit que I’équation
0(z) = x, équivalente & ¢(z) = ¢, possede exactement une solution dans A. De
plus, cette solution est donnée par la limite de la suite (xy,),>1 définie par un
premier terme arbitraire x € A et la relation de récurrence z,, = O(xp—1).

L’implication ii)=-iii) est triviale.

iii)=1) Montrons d’abord simultanément par récurrence les deux propriétés
suivantes: pour tout entier n > 1, il existe y,, € A tel que z, = ypp(l)—1 € /Tn et
I’on a l'inclusion (pfl(gn) - fln C’est clair pour n = 1, en prenant y; arbitraire
dans A. Supposons maintenant les deux propriétés établies pour n—1 (n > 1) et
considérons z,_1 = yn_1 ¢(1) — 1 € A,_;. D’aprés Phypothése iii) du théoréme,
il existe ¢t € A tel que @(t) = —2,_1. L'inclusion 1 (A,_1) C A,_; montre que
te ﬁn_l. Vérifions que y, = yn—1 + t convient:

k
(yn—l + t) go(l) —1= Zn—1 + tZai bi
=1
k k
= 2Zp—-1+ Z[t, a;| b; + Zaitbi
=1 =1
k -~
= Z[t,ai] b € A, .
i=1

Afin de prouver I'inclusion gpfl(ﬁn) - considérons un élément z € A tel que

o~

(3
o(z) € A,. Les inclusions ¢~ 1(A,_1) € A,_1 et A, C A,_1 entrainent que x est
dans A,_1. On a

k k k
o(x) = Zai:cbl- = Zai[x,bi] + Zaibiaﬁ ,
i=1 i=1 i=1

dott YF_ aibiz = p(1)z € A,. La classe de ¢(1) modulo A, étant inversible &
gauche, on en déduit que = est dans ﬁn

Remarquons maintenant que (yn)n>1 est une suite de Cauchy. En effet, on a
(Yns1 — yn) @(1) € A,. La classe de (1) modulo A, étant inversible & gauche,
elle l'est aussi a droite (Proposition 2), donc (yp4+1 — yn) € A,. La suite (Zn)n>1
tendant vers 0, on en déduit que ¢(1) admet pour inverse la limite de (Y )n>1.
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