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CONTRÔLABILITÉ EXACTE D’UN PROBLÈME
AVEC CONDITIONS DE VENTCEL ÉVOLUTIVES

POUR LE SYSTÈME LINÉAIRE DE L’ÉLASTICITÉ *

Amar Heminna

EXACT CONTROLLABILITY OF THE LINEAR ELASTICITY SYSTEM
WITH EVOLUTIVE VENTCEL’S CONDITIONS

Abstract: In this work, we examine the exact controllability of the solution of a

linear elasticity system, with evolutive Ventcel’s conditions [3] in a bounded domain of

R3. We use the Hilbert uniqueness methode, (H.U.M), of J.L. Lions [8]; some multipliers

are defined on the boundary; the curvature tensor (see [5]), appears when computing

some boundary integrals. This work can be inserted in the framework of the study of

the exact controllability and stabilisation of various problems with Ventcel’s conditions

[3,4].

Résumé: On considère le problème de la contrôlabilité exacte de la solution du

système linéaire de l’élasticité, avec des conditions de Ventcel évolutives, (cf. [3]), dans

un domaine borné de R3. L’obtention d’une relation, en vue de la mise en oeuvre de la

méthode d’unicité Hilbertienne, (H.U.M.), de J.L. Lions [8] a donné lieu à l’utilisation

de multiplicateurs définis sur le bord du domaine; le tenseur de courbure de la frontière,

(cf. [5]), apparait lors du calcul de certaines intégrales de bord. Ce travail entre dans le

cadre de l’étude de la contrôlabilité exacte et de la stabilisation de divers problèmes de

Ventcel, (cf. [3,4]).
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1 – Introduction

Dans ce travail on étudie la contrôlabilité exacte de la solution du système

linéaire de l’élasticité, avec des conditions de Ventcel évolutives. Les problèmes

de Ventcel sont caractérisés par la présence d’opérateurs différentiels tangentiels

de même ordre que l’opérateur principal.

Soit Ω un ouvert borné de R3 de frontière Γ de classe C3 (pour donner un

sens au tenseur de courbure cf. [5]). On note ν la normale unitaire sortante.

Soit u = (u1, u2, u3) un champ vectoriel régulier défini dans Ω; on pose εij(u) =
1
2(∂jui+∂iuj) et σ(u) = 2µ ε(u)+λ(div(u)) i3, (λ et µ sont les coefficents de Lamé

et i3 est l’application identité de R3). Soit m ∈ Γ; on désigne par Tm(Γ) le plan

tangent en m à Γ, π(m) la projection orthogonale sur Tm(Γ). Soit v ∈ C1(Ω̄,R3);
on pose: v(m) = vT (m) + vν(m).ν(m) où vT (m) = π(m)v(m). On note ∂m et

∂ν les dérivations tangentielle et normale, (∂mν) l’opérateur de courbure sur Γ et

π ∂mvT π la dérivée covariante du champ vT . On a alors sur Γ, (cf. [1,6,11]):

ε(v) = εT (v) + ν εS(v) + εS(v) ν̄ + εν(v) ν ν̄(1.1)

avec
2 εT (v) = π ∂mvT π + π ∂mvT π + 2 vν ∂mν ,

2 εS(v) = ∂νvT + ∂mvν − (∂mν)vT , εν(v) = ∂νvν ,
(1.2)

et

σ(v) = σT (v) + ν σS(v) + σS(v) ν̄ + σν(v) ν ν̄(1.3)

avec
σT (v) = 2µ εT (v) + λ

(
tr(εT (v)) + εν(v)

)
i2 ,

σS(v) = 2µ εS(v) ,

σν(v) = 2µ εν(v) + λ
(
tr(εT (v)) + εν(v)

)
,

(1.4)

où la barre désigne le transposé d’un vecteur, d’un endomorphisme, etc., i2 est

l’identité du plan tangent et “tr” symbolise la trace. D’après (1.3) on a: σ(u).ν =

σS(u) + σν(u) ν. On pose:

σ0T (v) = 2µ ε0T (v) + λ∗ tr(ε0T (v)) i2

avec λ∗= (2λµ) (λ+ 2µ)−1 et ε0T (v) = εT (v) .

Soit τT un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent à Γ; la diver-

gence tangentielle de τT est le champ de formes linéaires sur le plan tangent noté

divT τT défini par:
∫

Γ
divT τT vT dΓ = −

∫

Γ
(τT : π ∂mvT π) dΓ , ∀ vT ∈ D(Γ, T (Γ))
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où (τT : π∂mvTπ) = tr(τT .π∂mvTπ) et D(Γ, T (Γ)) désigne l’espace des champs

tangents à Γ dont les composantes dans une base {a1, a2} de Tm(Γ) sont dans

D(Γ).

On considère le système:





u′′ − div σ(u) = f dans QT = Ω× (0, T ),

u′′T + σS(u)− divT σ0T (u) = gT sur ΣT = Γ× (0, T ),

u′′ν + σν(u) + σ0T (u) : ∂mν = gν sur ΣT ,

u(0) = u01, u′(0) = u11 dans Ω,

u|Γ(0) = u02, (u|Γ)
′(0) = u12 sur Γ ,

(1.5)

où (′ = ∂t), div σ(u) est le champ vectoriel de composantes σij,j(u), i = 1, 2, 3,

divT σ
0
T (u) est la divergence tangentielle du champ d’endomorphismes du plan

tangent σ0T (u) et (σ0T (u) : ∂mν) = tr(σ0T (u).∂mν).

Les conditions au bord dans (1.5) sont les conditions de Ventcel évolutives;

elles sont obtenues par passage à la limite dans un problème de transmission

posé dans l’ouvert formé de la jonction de l’ouvert Ω et d’une coque mince Ωε
−

d’épaisseur ε posée sur son bord, infiniment rigide et infiniment dense, lorsque

l’épaisseur ε de la coque tend vers 0; elles modélisent l’effet asymptotique du

raidisseur Ωε
− (cf. [7] pour l’obtention de diverses conditions de Ventcel station-

naires).

On pose: g(m) = gT (m) + gν(m) ν(m) et on prend f = 0 dans (1.5); il s’agit

de trouver, pour des conditions initiales et un temps T convenables , un contrôle

g tel que la solution u vérifie: u(T ) = u′(T ) = 0.

On considère les espaces:

• L2(Γ, T (Γ)), (resp. H1(Γ, T (Γ))), l’espace des champs tangents vT dont les

composantes dans une base du plan tangent sont dans L2(Γ), (resp.H1(Γ)).

• H = L2(Ω)× L2(Γ, T (Γ))× L2(Γ)

muni de la norme produit.

• V =
{
v ∈ H1(Ω): vT |Γ ∈ H1(Γ, T (Γ))

}

muni de la norme:

‖v‖V =
(
‖v‖2H1(Ω) + ‖vT ‖2H1(Γ,T (Γ))

) 1

2 .
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On verra à la Proposition 2.4 que cette norme est équivalente à la norme

‖ · ‖ définie par:

‖v‖ =

(∫

Ω
σ(v) : ε(v) dx +

∫

Γ

(
σ0T (v) : ε0T (v) + |v|2

)
dΓ

) 1

2

.

• V =
{
(v1,v2) : v1 ∈ V, v2 = v1|Γ

}

muni de la norme:

‖(v1,v2)‖V = ‖v1‖V .

On considère sur H l’opérateur non borné:

A =




−divσ(.) 0

σS(·) −divTσ0T (·)

σν(·) σ0T (·) : ∂mν




de domaine D(A) = {U ∈ V : AU ∈ H}. La norme de D(A) est définie par:

‖(u1,u2)‖D(A) =

(
‖u1‖2V + ‖ div σ(u1)‖2L2(Ω)

+
∥∥∥σS(u1)− divT σ0T (u2)

∥∥∥
2

L2(Γ,T (Γ))

+
∥∥∥σν(u1) + σ0T (u2) : ∂mν

∥∥∥
2

L2(Γ)

) 1

2

.

On montre le résultat d’existence et d’unicité suivant:

Théorème 1.1.

(i) Si f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), g ∈ L1(0, T ;L2(Γ)), (u01,u02) ∈ V et (u11,u
1
2) ∈ H

alors le problème (1.5) admet une solution (faible) unique u telle que:

(u,u|Γ) ∈ C0([0, T ];V) ∩ C1([0, T ];H)

et il existe une constante positive C1 ne dépendant que de Ω telle que:

‖(u,u|Γ)‖L∞(0,T ;V) + ‖(u′,u′|Γ)‖L∞(0,T ;H) ≤

≤ C1
(
‖f‖L1(0,T ;L2(Ω)) + ‖g‖L1(0,T ;L2(Γ)) + ‖(u01,u02)‖V + ‖(u11,u12)‖H

)
.
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(ii) Si f ∈ L1(0, T ;V), g = f|Γ, (u01,u
0
2) ∈ D(A) et (u11,u

1
2) ∈ V alors la

solution u du problème (1.5) est telle que:

(u,u|Γ) ∈ C0([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];V)

et il existe une constante positive C2 ne dépendant que de Ω telle que:

‖(u,u|Γ)‖L∞(0,T ;D(A)) + ‖(u′,u′|Γ)‖L∞(0,T ;V) ≤

≤ C2
(
‖f‖L1(0,T ;V) + ‖(u01,u02)‖D(A) + ‖(u11,u12)‖V

)
.

De plus on a (u,uT , σ(u).ν) ∈ C0([0, T ];H
3

2 (Ω)×H2(Γ, T (Γ))× L2(Γ))
et il existe une constante positive C3 ne dépendant que de Ω telle que:

‖u‖
L∞(0,T ;H

3
2 (Ω))

+ ‖uT ‖L∞(0,T ;H2(Γ,T (Γ)) + ‖σ(u).ν)‖L∞(0,T ;L2(Γ,T (Γ)) ≤

≤ C3
(
‖f‖L1(0,T ;V) + ‖(u01,u02)‖D(A) + ‖(u11,u12)‖V

)
.

On considère maintenant le problème:





ϕ′′1 − div σ(ϕ1) = f1 dans QT ,

ϕ′′2T + σS(ϕ1)− divTσ0T (ϕ2) = f2T sur ΣT ,

ϕ′′2ν + σν(ϕ1) + σ0T (ϕ2) : ∂mν = f2ν sur ΣT ,

ϕ1(0) = ϕ01, ϕ′1(0) = ϕ11 dans Ω,

ϕ2(0) = ϕ02, ϕ′2(0) = ϕ12 sur Γ ,

(1.6)

et on suppose que ϕ0 = (ϕ01, ϕ
0
2) ∈ V et ϕ1 = (ϕ11, ϕ

1
2) ∈ H. Soit ϕ2 = ϕ2T+ϕ2ν ν.

L’énergie de la solution ϕ = (ϕ1, ϕ2) est définie par:

E(ϕ, t) =
1

2

∫

Ω

(
σ(ϕ1) : ε(ϕ1) + |ϕ′1|2

)
dx

+
1

2

∫

Γ

(
σ0T (ϕ2) : ε0T (ϕ2) + |ϕ′2|2

)
dΓ .

(1.7)

On pose f = (f1, f2) avec f2 = f2T +f2ν ν; si f = 0 on dira que le problème (1.6)

est homogène; l’énergie est alors une constante qui sera notée E0.

Soit x0 ∈ R3; on pose: q(x) = x− x0 et R(x0) = Max{|x− x0|; x ∈ Ω}; on

note par ∇T le gradient tangentiel et par ∆T le laplacien tangentiel.
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On désigne par | · |Ω la norme de L2(Ω) et par | · |Γ celle de L2(Γ). On a le

résultat d’unicité suivant:

Théorème 1.2. Soient ϕ0 = (ϕ01, ϕ
0
2) ∈ D(A) et ϕ1 = (ϕ11, ϕ

1
2) ∈ V. Il

existe trois constantes positives δ, γ et c2, qui ne dépendent que de Ω telles que si

T0 = 2R(x0) (
√
δ+
√
γ) alors l’énergie E0 de la solution ϕ = (ϕ1, ϕ2) du problème

homogène (1.6) vérifie l’estimation:

(T − T0)E0 +
1

R(x0)
√
γ
|ϕ01|2Ω +

1

2R(x0)
√
δ
|ϕ01|2Γ ≤

≤ C

(∫

ΣT

(
|ϕ2|2 + |ϕ′2|2 + σ0T (ϕ2) : ε0T (ϕ2) + |∇Tϕ1ν |2 + |σ(ϕ1).ν|2

)
dΣ

)
.

(1.8)

L’estimation (1.8) permet une mise en oeuvre de la méthode d’unicité Hilber-

tienne, (H.U.M.), de J.L. Lions ([8]), qui conduit au résultat de contrôlabilité

exacte suivant:

Théorème 1.3. On suppose Γ de classe C3; il existe un temps T0 > 0, un

espace de Hilbert F et un isomorphisme Λ: F ↪→ F ′ qui vérifient:

(i) Pour tout (ρ1,−ρ0) ∈ F ′ il existe un contrôle g = gT + gν ν tel que la

solution u du problème (1.5) avec f = 0, T > T0 et les conditions initiales

(u,u|Γ)(0) = ρ0, (u,u|Γ)
′(0) = ρ1 vérifie: u(T ) = u′(T ) = 0.

(ii) On pose (ϕ0, ϕ1) = Λ−1(ρ1,−ρ0) et on note ϕ = (ϕ1, ϕ2), (ϕ2 = ϕ1|ΣT )
la solution du problème homogène (1.6) correspondant; alors le contrôle

g est donné par:




gT = divT σ0T (ϕ1)− ϕ1T + ∂tϕ

′
1T ,

gν = −σ0T (ϕ1) : ∂mν − ϕ1ν + ∂tϕ
′
1ν + ∆Tϕ1ν .

(1.9)

Dans ce travail on adopte le plan suivant: Au paragraphe 2 on donne quelques

notations et quelques résultats préliminaires de géométrie intrinsèque pour les

surfaces. Le paragraphe 3 est consacré à la démonstration du Théorème 1.1.

Au pragraphe 4 on établit une identié qui permet de montrer le Théorème 1.2.

Au paragraphe 5 on démontre le Thérème 1.3. On donne en annexe les calculs

d’un terme qui intervient dans l’établissement de l’identité (4.1).
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2 – Notations et résultats préliminaires

On reprend les définitions et les notations données en introduction. La con-

vention de l’indice répété est adoptée:

tr(τ) = τ11 + τ22 + ... = τii , v.w = viwi , σ(v) : ε(v) = σij(v) εij(v) .

Comme Γ est de classe C2, pour tout point m de Γ on peut trouver un C2-dif-

féomorphisme χ d’un ouvert Γ̂ de R2 sur un voisinage ouvert de m dans Γ. Les

vecteurs aα = ∂χ/∂ξα(χ−1(m)), α ∈ {1, 2} engendrent le plan Tm(Γ) tangent en

m à Γ. On note par T(Γ) le fibré tangent, (cf. [1,6,11]). Soit G le tenseur métrique

associé à χ de composantes: gαβ = aα.aβ, ∀ (α, β) ∈ {1, 2}2 et (gαβ)1≤α,β≤2 le

tenseur inverse. La base duale de {aα}α=1,2 est définie par: aα(m).aβ(m) = δαβ
(symbole de Kreonecker).

A un vecteur v = vα aα on associe, par le produit scalaire de R3, la forme

linéaire: v = vα a
α avec vα = gαβ v

β ; comme ∂mvT = ∂vT
∂ξα

aα, on obtient:

π ∂mvT π = (vβ,α + Γβαλ v
λ)aβ a

α

où Γλαβ est le symbole de Cristoffel défini par: Γλαβ = aλ π aα,β (α = ∂/∂ξα).

A un champ scalaire régulier v défini sur Ω on associe le champ de formes

linéaires défini par:

(∂mv)(m) = v,α(m)aα(m) .

Le vecteur transposé de la forme (∂mv)(m) est le gradient tangentiel noté

(∇T v)(m). Au champ normal ν(m) on associe le champ d’endomorphismes du

plan tangent ∂mν défini par: ∂mν = ν,α a
α.

2.1. Déformations et contraintes

Soit v : Ω→ R3 un champ assez régulier; on désigne par ∇v son gradient; on

a sur Γ (cf. [1,6,11]):

∇v = π (∂mvT )π + vν(∂mν) + (∂νvT ) ν̄

+ ν
(
(∂mvν)− vT (∂mν) + (∂νvν) ν̄

)
.

(2.1)

Les relations (1.1)–(1.4) sont une conséquence directe de (2.1).
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Remarque 2.1. Soit v ∈ H1(Ω); des formules (1.1)–(1.4) on obtient:

ε(v) : ε(v) = εT (v) : εT (v) + 2 |εS(v)|2 + |εν(v)|2 ;

σ(v) : ε(v) = 2µ
(
εT (v) : εT (v) + |εν(v)|2

)
+ 4µ |εS(v)|2

+ λ
(
tr(εT (v)) + εν(v)

)2
.

On aura à considérer les espaces:

LS(Tm(Γ)) est l’espace des endomorphismes symétriques de Tm(Γ).

LS(T (Γ)) est l’espace des opérateurs symétriques de T (Γ);

un champ τ : Γ→ T (Γ) appartient à LS(T (Γ)) si τ(m) appartient à LS(Tm(Γ))

pour tout m ∈ Γ.

Remarque 2.2. (∂mν)(m) est un élément de LS(Tm(Γ)); ses valeurs propres

sont les courbures principales de Γ en m.

2.2. Quelques espaces fonctionnels

Soit vT : Γ → T (Γ), vT (m) = vα(m)aα(m) un champ tangent; On munit

L2(Γ, T (Γ)) de la norme: ‖vT ‖L2(Γ,T (Γ)) = (
∫
Γ |vT |2 dΓ)

1

2 qui est équivalente à la

norme: vT → (‖v1‖2
L2(Γ) + ‖v2‖2L2(Γ))

1

2 . On munit H1(Γ, T (Γ)) de la norme:

‖vT ‖H1(Γ,T (Γ)) =
(
‖v1‖2H1(Γ) + ‖v2‖2H1(Γ)

) 1

2 .(2.2)

Un champ τT : Γ → LS(T (Γ)) appartient à L2(Γ,LS(T (Γ))) si (τT : τT )
1

2 :

Γ→ R+ appartient à L2(Γ); on pose:

‖τT ‖L2(Γ,LS(T (Γ))) = ‖(τT : τT )
1

2 ‖L2(Γ) .

Remarque 2.3. Si vT ∈ H1(Γ, T (Γ)), alors: εT (vT ) ∈ L2(Γ,LS(T (Γ))).

Proposition 2.1. L’expression ‖ · ‖1
H1(Γ,T (Γ)) définie par:

‖vT ‖1H1(Γ,T (Γ)) =

(∫

Γ

(
|vT |2 + ε0T (vT ) : ε0T (vT )

)
dΓ

) 1

2

est une norme sur H1(Γ, T (Γ)) équivalente à la norme définie en (2.2).
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Preuve: Il suffit de prouver l’existence d’une constante C > 0 telle que:

‖vT ‖H1(Γ,T (Γ)) ≤ C ‖vT ‖1H1(Γ,T (Γ)) , ∀vT ∈ H1(Γ, T (Γ)) .

S’il n’en était pas ainsi, il existerait une suite {vkT } ⊂ H1(Γ, T (Γ)) vérifiant:

‖vkT ‖H1(Γ,T (Γ)) = 1 , ∀ k ∈ N ,

vkT → 0 dans L2(Γ, T (Γ)) ,

εT (v
k
T )→ 0 dans L2(Γ, LS(T (Γ))) .

On pose: vkT = vk1T a1 + vk2T a2; les expressions de π ∂mvT π et du conjugué

d’un vecteur données au début de ce paragraphe montrent que:

π ∂mvT π = (vkµ,λ + Γµλr v
kr) gλα gµβ aα a

β ,

d’où:

(vkα,β + gλα gβµ v
kµ
,λ )→ 0 dans L2(Γ) .

En prenant α = β, on obtient: vk1,1 + vk2,2 → 0 dans L2(Γ). On a:

gαη(v
kα
,β + gλα gβµ v

kµ
,λ ) = gαη v

kα
,β + gβµ v

kµ
,η −→ 0 dans L2(Γ) .

En prenant (β, η) = (1, 1), (β, η) = (2, 2) et (β, η) = (1, 2) on obtient les

limites suivantes dans L2(Γ): (g11v
k1
,1 + g21v

k2
,1 ) → 0, (g22 v

k2
,2 + g21v

k1
,2 ) → 0,

(g11v
k1
,2 + g22 v

k2
,1 → 0. Posons: wk

T = G vkT = wk1a1 + wk2 a2. De vkT → 0 dans

L2(Γ, T (Γ)) et des limites précédentes on déduit que les suites (wk1), (wk2), (wk1
,1 ),

(wk2
,2 ), (w

k2
,1 + wk1

,2 ) tendent vers 0 dans L2(Γ). L’inégalité de Korn dans l’ouvert

Γ̂ montre alors que (wk1, wk2) → 0 dans H1(Γ) × H1(Γ). D’où (vk1, vk2) → 0

dans H1(Γ)×H1(Γ) ce qui contredit la définition de la suite {vkT }.

Proposition 2.2. L’application: vT ↪→ vT − divT σ0T (vT ) est un isomor-

phisme de Hs(Γ, T (Γ)) sur Hs−2(Γ, T (Γ)) pour tout réèl s ≥ 1.

Preuve: La forme bilinéaire:

B : (vT ,wT ) ↪→
∫

Γ

(
vT .wT + σ0T (vT ) : ε0T (wT )

)
dΓ

est continue et coercive sur H1(Γ, T (Γ)) = (H1
0 (Γ, T (Γ))) d’après la Proposition

2.1; alors pour tout f ∈ H−1(Γ, T (Γ)) il existe vT ∈ H1(Γ, T (Γ)) unique tel que:

B(vT ,wT ) = (f,wT ), ∀wT ∈ H1(Γ, T (Γ)), avec:

C2 ‖f‖H−1(Γ,T (Γ)) ≤ ‖vT ‖H1(Γ,T (Γ)) ≤ C1 ‖f‖H−1(Γ,T (Γ))
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ce qui prouve que l’application vT ↪→ vT − divT σ0T (vT ) est un isomorphisme de

H1(Γ, T (Γ)) sur H−1(Γ, T (Γ)). L’opérateur vT ↪→ divT σ0T (vT ) étant elliptique,

cette application est aussi un isomorphisme de H2(Γ, T (Γ)) sur L2(Γ, T (Γ)).

Comme H1(Γ, T (Γ)) = H1
0 (Γ, T (Γ)) on déduit par interpolation que cette ap-

plication est un isomorphisme de H2−s(Γ, T (Γ)) sur H−s(Γ, T (Γ)) pour tout réèl

s compris entre 0 et 1 (cf. [9]). On termine par interpolation grâce à l’ellipticité

de l’opérateur vT ↪→ divT σ0T (vT ).

2.3. Densité et régularité

Lemme 2.1. Soit H(div σ) l’espace défini par:

H(div σ) =
{
v ∈ L2(Ω): div σ(v) ∈ L2(Ω)

}

muni de la norme:

‖v‖H(divσ) =
(
‖v‖2L2(Ω) + ‖ div σ(v)‖2L2(Ω)

) 1

2 .

On peut définir une application continue

H(div σ)→ H−
1

2 (Γ)×H−
3

2 (Γ) , v → (v|Γ, (σ(v).ν)|Γ) .

Preuve: Soient w ∈ H
3

2 (Γ) et w̃ ∈ H2(Ω) (un relèvement continu) vérifiant

w̃|Γ = w et (σ(w̃).ν)|Γ = 0. Pour v ∈ H(div σ) on pose:

(γ̃1v, w) =

∫

Ω

(
w̃ div σ(v)− v div σ(w̃)

)
dx .

On montre que le terme de droite ne dépend pas du relèvement w̃; il suffit pour

cela de prouver que ce terme est nul si w̃ est un élément de H2
0(Ω).

Ce terme est nul si w̃ est un élément de D(Ω,R3) et par densité il sera nul

pour tout élément de H2
0(Ω). On a:

|(γ̃1v, w)| ≤ C ‖w‖
H

3
2 (Γ)

‖v‖H(div σ) .

γ̃1v est donc un élément de H−
3

2 (Γ) et on a ‖γ̃1v‖H−
3
2 (Γ)

≤ C ‖v‖H(div σ).

γ̃1 est donc continue de H(div σ) dans H−
3

2 (Γ) et si v est régulière on a γ̃1v =

(σ(v).ν)|Γ.
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Soient w ∈ H
1

2 (Γ) et w̃ ∈ H2(Ω) (un relèvement continu) vérifiant w̃|Γ = 0 et

(σ(w̃).ν)|Γ = w. Pour v ∈ H(div σ) on pose:

(γ0v, w) =

∫

Ω

(
v div σ(w̃)− w̃ div σ(v)

)
dx .

On vérifie, comme précédemment, que γ0 est bien définie et on a:

|(γ0v, w)| ≤ C ‖w‖
H

1
2 (Γ)

‖v‖H(div σ) .

γ0v est donc un élément de H−
1

2 (Γ) et on a: ‖γ0v‖H−
1
2 (Γ)

≤ C ‖v‖H(div σ).

γ0 est donc continue deH(div σ) dans H−
1

2 (Γ) et si v est régulière on a γ0v = v|Γ.

Remarque 2.4. Pour tout élément w ∈ H2(Ω) et tout élément v ∈ H(div σ)

on a:

〈v, σ(w).ν〉
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

− 〈σ(v).ν, w〉
H−

3
2 (Γ),H

3
2 (Γ)

=

=

∫

Ω

(
v div σ(w)− w div σ(v)

)
dx .

Lemme 2.2. Soit H1(div σ) = {v ∈ H1(Ω): div σ(v) ∈ L2(Ω)} muni de la

norme:

‖v‖H1(div σ) =
(
‖v‖2H1(Ω) + ‖ div σ(v)‖2L2(Ω)

) 1

2 .

D(Ω̄,R3) est dense dans H1(div σ).

Preuve: Soit v ∈ H1(div σ), et f = v − div σ(v) ∈ L2(Ω); on considère

{fk} ⊂ D(Ω̄,R3) telle que: fk → f dans L2(Ω) et {gk} ⊂ D(Γ,R3) telle que:

gk → v|Γ dans H
1

2 (Γ,R3). Soit vk la solution du problème:

{
vk − div σ(vk) = fk dans Ω,

vk|Γ = gk sur Γ .

On a: {vk} ⊂ D(Ω̄,R3), vk → v dans H1(Ω) et div σ(vk)→ div σ(v) dans L2(Ω)

donc vk → v dans H1(div σ).

Corolaire 2.1. L’application:

L : D(Ω̄,R3) ↪→ H−
1

2 (Γ)

v ↪→ σ(v) ν = σS(v) + σν(v) ν

se prolonge de façon unique en une application continue: H1(div σ) ↪→ H−
1

2 (Γ).
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Preuve: L est définie sur D (Ω̄,R3) par:

(Lu, v) =

∫

Ω

(
div σ(u).ṽ + σ(u) : ε(ṽ)

)
dx

où v ↪→ ṽ est un relèvement continu de H
1

2 (Γ) dans H1(Ω); il existe alors une

constante positive C telle que:

|(Lu, v)| ≤ C
(
‖u‖H1(Ω) + ‖ div σ(u)‖L2(Ω))

)
‖v‖

H
1
2 (Γ)

.

On applique ensuite le Lemme 2.2.

Proposition 2.3. L’expression ||| · |||V définie par:

|||v|||V =

(∫

Ω

(
σ(v) : ε(v) + |v|2

)
dx +

∫

Γ
σ0T (v) : ε0T (v) dΓ

) 1

2

(2.3)

est une norme sur V équivalente à ‖ · ‖V définie par:

‖v‖V =
(
‖v‖2H1(Ω) + ‖vT ‖2H1(Γ,T (Γ))

) 1

2 .

Preuve: On montre qu’il existe C > 0 tel que:

‖v‖V ≤ C |||v|||V , ∀v ∈ V .

Dans le cas contraire on aurait une suite {vk} ⊂ V qui vérifie:

‖vk‖H1(Ω) + ‖vkT ‖H1(Γ,T (Γ)) = 1 et |||vk|||V → 0 .

De l’inégalité de Korn il vient: vk → 0 dans H1(Ω). Alors vkT → 0 dans

L2(Γ, T (Γ)) et vkν → 0 dans L2(Γ) ce qui joint à:
∫
Γ σ

0
T (v

k) : ε0T (v
k) dΓ→ 0 donne:

ε0T (v
k
T )→ 0 dans L2(Γ, LS(T (Γ))). La Proposition 2.1 montre que: vkT → 0 dans

H1(Γ, T (Γ)) ce qui avec vk → 0 dans H1(Ω) donne une contradiction.

Proposition 2.4. L’expression ‖ · ‖ définie par:

‖v‖ =

(∫

Ω
σ(v) : ε(v) dx +

∫

Γ

(
σ0T (v) : ε0T (v) + |v|2

)
dΓ

) 1

2

(2.4)

est une norme sur V équivalente à la norme ‖ · ‖V définie à la Proposition 2.3.
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Preuve: On sait de [8] qu’il existe δ > 0 tel que:

∫

Ω
|∇v|2 dx ≤ δ

(∫

Ω
σ(v) : ε(v) dx +

∫

Γ
|v|2 dΓ

)
, ∀v ∈ H1(Ω) .

Ce qui montre que ‖ · ‖ est bien une norme sur V; pour montrer qu’elle est

équivalente à ‖ · ‖V on suppose le contraire; nous aurons une suite {vk} ⊂ V qui

vérifie: 


‖vk‖H1(Ω) + ‖vkT ‖H1(Γ,T (Γ)) = 1,

‖vk‖ → 0 .

Alors vk|Γ → 0 dans L2(Γ) et ε0T (v
k
T ) → 0 dans L2(Γ, LS(T (Γ))). La Proposition

2.1 montre alors que: vkT → 0 dans H1(Γ, T (Γ)). Comme l’injection de H1(Ω)

dans L2(Ω) est compacte on obtient: vk → 0 dans L2(Ω) (il s’agit en fait d’une

sous suite). L’inégalité de Korn montre alors que: vk → 0 dans H1(Ω) ce qui

joint à vkT → 0 dans H1(Γ, (T (Γ))) donne une contradiction.

Proposition 2.5. On donne uT ∈ H
3

2 (Γ, T (Γ)) et wν ∈ H
1

2 (Γ). Il existe

v ∈ H2(Ω) vérifiant: vT = uT , σν(v) = wν sur Γ et il existe une constante

positive C ne dépendant que de Ω telle que:

‖v‖H2(Ω) ≤ C
(
‖uT ‖

H
3
2 (Γ,T (Γ))

+ ‖wν‖
H

1
2 (Γ)

)
.

Preuve: Soit w1 la solution du problème:

{
w1 − div σ(w1) = 0 dans Ω,

w1T = uT , w1ν = 0 sur Γ .

Alors w1 ∈ H2(Ω) et ‖w1‖H2(Ω,R3) ≤ C ‖uT ‖
H

3
2 (Γ,T (Γ))

.

On a: σ(w).ν = σS(w) + σν(w) ν; soit w2 la solution du problème:

{
w2 − div σ(w2) = 0 dans Ω,

σ(w2).ν =
(
wν − σν(w1)

)
ν sur Γ .

Alors w2 ∈ H2(Ω) et

‖w2‖H2(Ω) ≤ C ‖wν − σν(w1)‖
H

1
2 (Γ)

.
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Pour η positif assez petit on pose:

Ωη =
{
M : OM = Om+ xν ν(m), m ∈ Γ, −η < xν < 0

}
.

Soit χ ∈ C∞([−η, 0]) telle que: χ=1 au voisinage de zéro et χ=0 au voisinage

de −η. Si w2T = wα
2 aα on considère w̃α

2 un relèvement continu de wα
2 dans H2(Ω)

puis on pose: w3T (m,xν) = χ(xν) w̃α
2 (m,xν)aα et w3 = w3T dans Ωη et zéro

ailleurs. Alors w3 ∈ H2(Ω) et

‖w3‖H2(Ω) ≤ C ‖w2‖H2(Ω) ≤ C ‖wν − σν(w1)‖
H

1
2 (Γ)

.

Soit w4ν un élément de H2(Ω) tel que:

w4ν|Γ = 0 ; (∂νw4ν)|Γ = λ (2µ+ λ)−1 tr(π ∂mw3T π)|Γ ,

‖w4ν‖H2(Ω) ≤ C ‖ tr(π ∂mw3T )‖
H

1
2 (Γ)

.

On pose: w4(m,xν) = χ(xν)w4ν(m,xν) ν(m) pour −η < xν < 0 et w4 = 0

ailleurs. Alors: ‖w4‖H2(Ω) ≤ C ‖wν − σν(w1)‖
H

1
2 (Γ)

.

On termine la démonstration en prenant: v = w1 +w2 −w3 +w4.

Proposition 2.6. Soit u ∈ V avec div σ(u) ∈ L2(Ω), uT ∈ H
3

2 (Γ, T (Γ)) et

σν(u) ∈ H
1

2 (Γ). Alors: u ∈ H2(Ω) et il existe une constante positive C telle que:

‖u‖H2(Ω) ≤ C
(
‖u− div σ(u)‖L2(Ω) + ‖uT ‖

H
3
2 (Γ,T (Γ))

+ ‖σν(u)‖
H

1
2 (Γ)

)
.

Preuve: D’après la Proposition 2.5 il existe v ∈ H2(Ω) tel que vT = uT ,

σν(v) = σν(u) et

‖v‖H2(Ω) ≤ C
(
‖uT ‖

H
3
2 (Γ,T (Γ))

+ ‖σν(u)‖
H

1
2 (Γ)

)
.

On pose: u = (u − v) + v et w = u − v; on a: wT = 0, σν(w)|Γ = 0 et

div σ(w) ∈ L2(Ω); alors: w ∈ H2(Ω), et ‖w‖H2(Ω) ≤ C‖w − div σ(w)‖L2(Ω) (cf.

[10]), ce qui donne:

‖u‖H2(Ω) ≤ ‖v‖H2(Ω) + ‖w‖H2(Ω)

≤ C
(
‖u− div σ(u)‖L2(Ω) + ‖uT ‖

H
3
2 (Γ,T (Γ))

+ ‖σν(u)‖
H

1
2 (Γ)

)
.
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Proposition 2.7. Soit

Z =

{
u ∈ V : divσ(u) ∈ L2(Ω), σS(u)− divT σ0T (u) ∈ H

1

2 (Γ, T (Γ)),

σν(u) + σ0T (u) :∂mν ∈ H
1

2 (Γ)

}
;

on a Z ⊂ H2(Ω), uT ∈ H
5

2 (Γ, T (Γ)) ∀u ∈ Z, et il existe une constante positive

C ne dépendant que de Ω telle que:

‖u‖H2(Ω) + ‖uT ‖
H

5
2 (Γ,T (Γ))

≤

≤ C
∥∥∥σS(u)− divT σ0T (u)

∥∥∥
H

1
2 (Γ,T (Γ))

+ C

(∥∥∥u− div σ(u)
∥∥∥

L2(Ω)
+
∥∥∥σν(u) + σ0T (u) : ∂mν

∥∥∥
H

1
2 (Γ)

)
, ∀u ∈ Z .

Preuve: Soit u ∈ Z; d’après le Corollaire 2.1 on a σS(u) ∈ H−
1

2 (Γ, T (Γ));

de σ0T (u) = σ0T (uT ) + 2µuν ∂mν + λ∗uν tr(∂mν) i2 il vient alors divT σ0T (uT ) ∈
H−

1

2 (Γ, T (Γ)) et donc uT ∈ H
3

2 (Γ, T (Γ)) d’après la Proposition 2.2; on obtient

σν(u) ∈ H
1

2 (Γ) et donc u ∈ H2(Ω) d’après la Proposition 2.6 et il existe une

constante positive C ne dépendant que de Ω telle que:

‖u‖H2(Ω) ≤ C

(
‖u− div σ(u)‖L2(Ω) + ‖uT ‖

H
3
2 (Γ,T (Γ))

+ ‖σν(u)‖
H

1
2 (Γ)

)
.

On montre qu’il existe une constante positive C telle que:

‖u‖H2(Ω) ≤ C
∥∥∥σS(u)− divT σ0T (u)

∥∥∥
H

1
2 (Γ,T (Γ))

+ C

(∥∥∥u− div σ(u)
∥∥∥

L2(Ω)
+
∥∥∥σν(u) + σ0T (u) :∂mν

∥∥∥
H

1
2 (Γ)

)
, ∀u∈Z .

Si cela n’était pas vrai il existerait une suite {uk} ⊂ Z telle que:





‖uk‖H2(Ω) = 1, uk − div σ(uk)→ 0 dans L2(Ω),

σS(u
k)− divT σ0T (u

k)→ 0 dans H
1

2 (Γ, T (Γ)),

σν(u
k) + σ0T (u

k) : ∂mν → 0 dans H
1

2 (Γ) .

(2.5)
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En posant: fk = uk − div σ(uk), gkT = σS(u
k) − divT σ0T (u

k), gkν = σν(u
k) +

σ0T (u
k) : ∂mν et gk = gkT + gkν ν on obtient:

(uk,v)L2(Ω) +

∫

Ω
σ(uk) : ε(v) dx +

∫

Γ
σ0T (u

k) : ε0T (v) dΓ =

=

∫

Ω
fk v dx +

∫

Γ
gk v dΓ , ∀v ∈ V ,

(2.6)

{uk} étant bornée dans H2(Ω) on a: uk → u ∈ H2(Ω) dans H2−s(Ω) fort, avec

0 < s < 1
2 . On peut alors passer à la limite dans (2.6); on obtient:

(u,v)L2(Ω) +

∫

Ω
σ(u) : ε(v) dx +

∫

Γ
σ0T (u) : ε0T (v) dΓ = 0 , ∀v ∈ V .(2.7)

En prenant v = u dans (2.7) on obtient u = 0; il vient alors de (2.5) div σ(uk)→ 0

dans L2(Ω). De uk → 0 et div σ(uk) → 0 dans L2(Ω) le Corollaire 2.1 donne:

σ(uk).ν = σS(u
k) + σν(u

k) ν → 0 dans H−
1

2 (Γ); de (2.5) on obtient alors

divT σ0T (u
k)→ 0 dans H−

1

2 (Γ, T (Γ)). Comme uk|Γ → 0 dans H
3

2
−s(Γ), (0<s< 1

2),

et σ0T (u
k) = σ0T (u

k
T )+σ

0
T (u

k
ν ν) = σ0T (u

k
T )+2µuν ∂mν+λ

∗uν tr(∂mν) i2 on obtient

divT σ0T (u
k
T ) → 0 dans H−

1

2 (Γ, T (Γ)) d’où ukT → 0 dans H
3

2 (Γ, T (Γ)) d’après la

Proposition 2.2.

De la dernière limite de (2.5) on obtient alors σν(u
k) → 0 dans H

1

2 (Γ). La

Proposition 2.6 montre que uk→0 dans H2(Ω) ce qui contredit la première égalité

de (2.5).

Soit u ∈ Z; on a ∂νu ∈ H
1

2 (Γ); de (1.1)–(1.4) il vient σS(u) ∈ H
1

2 (Γ, T (Γ))

d’où divT σ0T (u) ∈ H
1

2 (Γ, T (Γ)).

Comme σ0T (u) = σ0T (uT )+σ
0
T (uν ν) = σ0T (uT )+2µ(uν ∂mν)+λ

∗uν tr(∂mν) i2
alors divT σ0T (uT )∈H

1

2 (Γ, T (Γ)); la Proposition 2.2 montre que uT ∈H
5

2 (Γ, T (Γ))

et il existe une constante positive C ne dépendant que de Ω telle que:

‖uT ‖
H

5
2 (Γ,T (Γ))

≤ C
∥∥∥uT − divT σ0T (uT )

∥∥∥
H

1
2 (Γ,T (Γ))

.

On a:

∥∥∥divT σ0T (uT )
∥∥∥
H

1
2 (Γ,T (Γ))

≤

≤
∥∥∥divT σ0T (u)− σS(u)

∥∥∥
H

1
2 (Γ,T (Γ))

+
∥∥∥divT σ0T (uν ∂mν)

∥∥∥
H

1
2 (Γ,T (Γ))

+ ‖σS(u)‖
H

1
2 (Γ,T (Γ))

≤
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≤ C

(
‖u‖H2(Ω) +

∥∥∥divT σ0T (u)− σS(u)
∥∥∥
H

1
2 (Γ,T (Γ))

)

≤ C

(∥∥∥σS(u)− divT σ0T (u)
∥∥∥
H

1
2 (Γ,T (Γ))

+
∥∥∥u− div σ(u)

∥∥∥
L2(Ω)

+
∥∥∥σν(u) + σ0T (u) : ∂mν

∥∥∥
H

1
2 (Γ)

)
.

Remarque 2.5. On a: V = D(A 1

2 ) et D(A 3

2 ) = {U ∈ V : AU ∈ V}; Si

(u1,u2) ∈ D(A 3

2 ) alors:

• Les Propositions 2.2 et 2.6 montrent que u1 ∈ H2(Ω) et il existe une cons-

tante positive C qui ne dépend que de Ω telle que:

‖u1‖H2(Ω) ≤ C

(∥∥∥u1−divσ(u1)
∥∥∥
2

L2(Ω)
+‖u1T ‖2

H
3
2 (Γ,T (Γ))

+‖σν(u1)‖2
H

1
2 (Γ)

)1

2

.

• La Proposition 2.7 montre que u1 ∈ H2(Ω), u2T ∈ H
5

2 (Γ, T (Γ)) et il existe

une constante positive C qui ne dépend que de Ω telle que:

‖u1‖H2(Ω) + ‖u2T ‖
H

5
2 (Γ,T (Γ))

≤

≤ C
∥∥∥σS(u1)− divT σ0T (u2)

∥∥∥
H

1
2 (Γ,T (Γ))

+ C

(∥∥∥u1 − div σ(u1)
∥∥∥

L2(Ω)
+
∥∥∥σν(u1) + σ0T (u2) : ∂mν

∥∥∥
H

1
2 (Γ)

)
.

Proposition 2.8. L’injection:



D(A 3

2 ) ↪→ H2(Ω)×H 5

2 (Γ, T (Γ))×H 3

2 (Γ),

(v1, v2)→ (v1, v2T , v2ν) ,

est continue.

Preuve: D’après la Proposition 2.7 il suffit de montrer qu’il existe une

constante positive C telle que:

‖v1‖H2(Ω) + ‖v2T ‖
H

5
2 (Γ,T (Γ))

≤ C ‖v‖
D(A

3
2 )
, ∀ v = (v1, v2) ∈ D(A 3

2 ) .

Dans le cas contraire on aura une suite vk = (vk1 , v
k
2 ) ∈ D(A 3

2 ) qui vérifie:

‖vk1‖H2(Ω) + ‖vk2T ‖H 5
2 (Γ,T (Γ))

= 1 et ‖vk‖
D(A

3
2 )
→ 0 .
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De

Avk =




− div σ(vk1 )

σS(v
k
1 )− divT σ0T (v

k
2 )

σν(v
k
1 ) + σ0T (v

k
2 ) : ∂mν


 ∈ V

il vient
−
(
div σ(vk1 )Γ

)
T

= σS(v
k
1 )− divT σ0T (v

k
2 ) ,

− ν div σ(vk1 )Γ = σν(v
k
1 ) + σ0T (v

k
2 ) : ∂mν

et
‖vk‖2

D(A
3
2 )

= ‖vk‖2V + ‖Avk‖2V
= ‖vk1‖2H1(Ω) + ‖div σ(vk1 )‖2H1(Ω) + ‖vk2T ‖2H1(Γ,T (Γ))

+
∥∥∥σS(vk1 )− divT σ0T (v

k
2 )
∥∥∥
2

H1(Γ,T (Γ))
.

La Proposition 2.7 donne alors une contradiction.

3 – Existence et régularité des solutions

Proposition 3.1. Soient f ∈ L2(Ω) et g = gT +gν ν ∈ H
1

2 (Γ). Le problème:





u− div σ(u) = f dans Ω,

σS(u)− divT σ0T (u) = gT sur Γ,

σν(u) + σ0T (u) : ∂mν = gν sur Γ ,

(3.1)

admet une solution unique u ∈ V; de plus u ∈ H2(Ω), uT ∈ H
5

2 (Γ, T (Γ)) et il

existe une constante positive C qui ne dépend que de Ω telle que:

‖u‖H2(Ω) + ‖uT ‖
H

5
2 (Γ,T (Γ))

≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖g‖H

1
2 (Γ)

)
.

Preuve: Le problème (3.1) a pour formulation variationnelle:

∫

Ω

(
uv+ σ(u) : ε(v)

)
dx +

∫

Γ
σ0T (u) : ε0T (v) dΓ =

=

∫

Ω
f v dx +

∫

Γ
g v dΓ , ∀v ∈ V .

D’après la Proposition 2.3 ce problème admet une solution unique u dans V; il

suffit alors d’appliquer la Proposition 2.7.
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Proposition 3.2. Soient f ∈ L2(Ω) et g = gT + gνν ∈ L2(Γ). Le problème:





u− div σ(u) = f dans Ω,

σS(u)− divT σ0T (u) = gT sur Γ,

σν(u) + σ0T (u) : ∂mν = gν sur Γ ,

(3.2)

admet une solution unique u ∈ V; de plus u ∈ H
3

2 (Ω), uT ∈ H2(Γ, T (Γ)),

σ(u).ν ∈ L2(Γ) et il existe une constante positive C qui ne dépend que de Ω telle

que:

‖u‖
H

3
2 (Ω)

+ ‖σ(u).ν‖L2(Γ) + ‖uT ‖H2(Γ,T (Γ)) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(Γ)

)
.

Preuve: On supppose que f ∈ V′ et g ∈ H−
1

2 (Γ). Le problème (3.2) a pour

formulation variationnelle:

∫

Ω

(
uv+ σ(u) : ε(v)

)
dx +

∫

Γ
σ0T (u) : ε0T (v) dΓ =

= (f ,v)V′,V + (g,v|Γ)H−
1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

, ∀v ∈ V .

D’après la Proposition 2.3 le problème (3.2) admet une solution (faible) unique

u dans V et il existe une constante positive C qui ne dépend que de Ω telle que:

‖u‖V ≤ C
(
‖f‖V′ + ‖g‖H−

1
2 (Γ)

)
.

D’après le Corollaire 2.1 on a σ(u).ν ∈ H−
1

2 (Γ) et

‖σ(u).ν‖
H−

1
2 (Γ)

≤ C
(
‖u‖V + ‖divσ(u)‖L2(Ω)

)
≤ C

(
‖f‖L2(Ω) + ‖g‖H−

1
2 (Γ)

)
.

L’application (f ,g)→ (u, σ(u).ν) est donc continue de L2(Ω)×H−
1

2 (Γ) dans

H1(Ω)×H−
1

2 (Γ) .

D’autre part, d’après la Proposition 3.1, cette application est continue de

L2(Ω)×H
1

2 (Γ) dans H2(Ω)×H
1

2 (Γ). On obtient, par interpolation, une applica-

tion continue de L2(Ω)× L2(Γ) dans H
3

2 (Ω)× L2(Γ).
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De (3.2) il vient divT σ0T (u) ∈ L2(Γ, T (Γ)) d’où divT σ0T (uT ) = divT σ0T (u)−
divT (2µuν ∂mν + λ∗uν tr(∂mν)) ∈ L2(Γ, T (Γ)) puisque uν ∈ H1(Γ); la Propo-

sition 2.2 donne alors uT ∈ H2(Γ, T (Γ)) et

‖uT ‖H2(Γ,T (Γ)) ≤ C
∥∥∥uT − divT σ0T (uT )

∥∥∥
L2(Γ,T (Γ))

≤ C

(
‖u‖

H
3
2 (Ω)

+
∥∥∥σS(u)− divT σ0T (u)

∥∥∥
L2(Γ,T (Γ))

+ ‖σS(u)‖L2(Γ,T (Γ)) +
∥∥∥divT σ0T (uν ν)

∥∥∥
L2(Γ,T (Γ))

)

≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(Γ)

)
.

Proposition 3.3. Si (u1,u2) ∈ D(A) alors u1 ∈ H
3

2 (Ω), u2T ∈ H2(Γ, T (Γ)),

σ(u).ν ∈ L2(Γ) et l’application:

D(A) → H
3

2 (Ω)×H2(Γ, T (Γ))× L2(Γ)

(u1,u2) → (u1,u2T , σ(u1).ν)

est continue.

Preuve: On rappelle que (u1,u2) ∈ D(A) si et seulement si (u1,u2) ∈ V et





u1 − div σ(u1) ∈ L2(Ω),

σS(u1)− divT σ0T (u2) ∈ L2(Γ, T (Γ)),

σν(u1) + σ0T (u2) : ∂mν ∈ L2(Γ) .

(3.3)

La norme de D(A) est définie par:

‖(u1,u2)‖D(A) =

(
‖u1‖2V + ‖ div σ(u1)‖2L2(Ω) +

∥∥∥σS(u1)− divT σ0T (u2)
∥∥∥
2

L2(Γ,T (Γ))

+
∥∥∥σν(u1) + σ0T (u2) : ∂mν

∥∥∥
2

L2(Γ)

) 1

2

.

Il suffit alors d’appliquer la Proposition 3.2.

On pose: u = u1, u|Γ = u2, U = (u1,u2), g = gT + gνν, F = (f ,g),

U0 = (u01,u
0
2) et U1 = (u11,u

1
2) alors le problème (1.5) s’écrit:

U ′′ +AU = F , U(0) = U0 , U ′(0) = U1 .(3.4)
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Lemme 3.1. L’injection V → H est compacte à image dense.

Preuve: On commence par montrer la densité de V dans H; Soit (v1,v2)∈H;

On considère une suite {wk
2} ⊂ D(Γ,R3) qui converge vers v2 dans L2(Γ) et uk2

la solution du problème:

{
uk2 −∆uk2 = 0 dans Ω,

uk2|Γ = wk
2 sur Γ ,

alors uk2 → u2 dans L2(Ω) solution du problème:

{
u2 −∆u2 = 0 dans Ω,

u2|Γ = v2 sur Γ .

Soit {wk
1} une suite de D(Ω,R3) qui converge vers v1 − u2 dans L2(Ω). On pose

vk1 = wk
1 + uk2; (vk1,v

k
1|Γ) est alors une suite de V qui converge vers (v1,v2) dans

H.

La compacité de l’injection V→H est une conséquence immédiate de la com-

pacité de l’injection H1(Ω)→ L2(Ω).

Le Théorème (1.1) découle du théorème qui suit et de la Proposition 3.3.

Théorème 3.1. On donne: s ≥ 0 un nombre reèl, F ∈ L1(0, T ;D(As)),

U0 ∈ D(As+ 1

2 ) et U1 ∈ D(As). Le problème (3.4) admet une solution unique:

U ∈ C0([0, T ];D(As+ 1

2 )) ∩ C1([0, T ];D(As)) et il existe une constante positive C

ne dépendant que de Ω telle que:

‖U‖
L∞(0,T ;D(As+

1
2 ))

+ ‖U ′‖L∞(0,T ;D(As)) ≤

≤ C
(
‖F‖L1(0,T ;D(As)) + ‖U0‖

D(As+
1
2 )

+ ‖U1‖D(As)
)
.

Preuve: L’opérateur A est positif, auto-adjoint; d’après le Lemme (3.1)

l’injection: V ↪→ H est compacte à image dense; D(A) est alors dense dans V et

il existe dans H un système dénombrable de vecteurs propres de A complet dans

H et dans D(A). Si AUk = λkUk, k = 1, 2, ..., alors:

U ∈ D(As) ⇐⇒
∑

k≥1
λ2sk (U,Uk)

2
H < +∞ ,

où (·, ·)H est le produit scalaire de H. Il suffit alors d’écrire explicitement la
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formule de résolution:

U(t) =
∞∑

k=0

cos(t
√
λk)(U

0, Uk)H Uk +
∞∑

k=1

sin(t
√
λk)(U

1, Uk)H
Uk√
λk

+
∞∑

k=1

∫ t

0
sin
(
(t− s)

√
λk
)
(F (s), Uk)H

Uk√
λk

ds .

Remarque 3.1. Le problème (3.4) admet la formulation variationnelle:





(U ′′, V ) + a(U, V ) = (F, V ) , ∀V = (v1,v2) ∈ V,
U(0) = U0 , U ′(0) = U1 ,

(3.5)

avec:

a(U, V ) =

∫

Ω
σ(u1) : ε(v1) dx +

∫

Γ
σ0T (u2) : ε0T (v2) dΓ .

Remarque 3.2. On suppose: F ∈ L1(0, T ;H), U0 ∈ V et U1 ∈ H; l’énergie

de la solution U du problème (3.5) s’écrit:

E(U, t) =
1

2

(
a(U,U) + ‖U ′‖2H

)
.

4 – Théorème d’unicité

4.1. Une identité

Proposition 4.1. Soient q ∈ W1,∞(Ω̄), (ϕ0, ϕ1) ∈ D(A)×V et f = (f1, f2) ∈
L1(0, T ;V); la solution ϕ = (ϕ1, ϕ2) du problème (1.6) correspondant vérifie

l’identité:

(
ϕ′1, (q∇)ϕ1

)
Ω

∣∣∣
T

0
+

(
ϕ′2T ,

(
π ∂mϕ1T π + ϕ1ν(∂mν)

)
qT

)

Γ

∣∣∣∣
T

0
+

+

(
ϕ′2ν ,

(
−ϕ1T (∂mν)

)
qT

)

Γ

∣∣∣∣
T

0
+

∫

QT

σ(ϕ1) : ∇q∇ϕ1 dx dt

+

∫

QT

divq

2

(
|ϕ′1|2 − σ(ϕ1) : ε(ϕ1)

)
dx dt

−
∫

ΣT

qν
2

(
µ |∂νϕ1T |2 + (2µ+ λ) |∂νϕ1ν |2

)
dΣ +

(4.1)
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+

∫

ΣT

qν
2

((
2µ ε0T (ϕ1)+λ tr(ε0T (ϕ1)) i2

)
:ε0T (ϕ1) + µ

∣∣∣∂mϕ1ν−(∂mν)ϕ1T
∣∣∣
2
−|ϕ′1|2

)
dΣ

+

∫

ΣT

divT qT
2

(
|ϕ′2T |2 − σ0T (ϕ1) : ε0T (ϕ1)

)
dΣ

−
∫

ΣT

(
σ0T (ϕ2) : ∂mν

)
ϕ1T (∂mν)qT dΣ

+

∫

ΣT

(
σ0T (ϕ2) : (π ∂mϕ2T π + ϕ2ν ∂mν)π ∂mqT π

)
dΣ

+

∫

ΣT

∂mϕ2ν
(
σ0T (ϕ2) (∂mν)qT

)
dΣ −

∫

ΣT

σν(ϕ1) (∂mϕ1ν)qT dΣ

+

∫

ΣT

(R : σ0T (ϕ1)) : (ϕ1T ⊗ qT ) dΣ =

=

∫

QT

f1(q∇)ϕ1 dx +

∫

ΣT

f2T (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT dΣ

−
∫

ΣT

f2ν(ϕ1T ∂mν)qT dΣ ,
(4.1)

où R est le tenseur de courbure de Γ (cf. [5]); c’est un tenseur une fois contravari-

ant et trois fois covariant de composantes:

Rδ
αβγ = Γδγα,β − Γδβα,γ + Γδβr Γ

r
γα − Γδγr Γ

r
βα

avec: 1 ≤ α, β, γ, δ ≤ 2; les Γνλµ sont les symboles de Cristoffel (cf. [1,6,11]).

Preuve: Les calculs qui suivent sont justifiés par le Théorème 1.1. On

multiplie:

– La première équation de (1.6) par (q∇)ϕ1 et on intègre sur QT ; on obtient:
(
ϕ′1, (q∇)ϕ1

)
Ω

∣∣∣
T

0
+

∫

QT

divq

2

(
|ϕ′1|2 − σ(ϕ1) : ε(ϕ1)

)
dx dt +

+

∫

QT

(
σ(ϕ1) : ∇q∇ϕ1

)
dΣ +

∫

ΣT

qν
2

(
σ(ϕ1) : ε(ϕ1)− |ϕ′1|2

)
dΣ

−
∫

ΣT

(σ(ϕ1).ν) (q∇)ϕ1 dx dt =

∫

QT

f1(q∇)ϕ1 dx ;

– La deuxième équation de (1.6) par (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT et on intègre

sur ΣT ; on obtient:
(
ϕ′2T , (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT

)
Γ

∣∣∣
T

0
−
∫

ΣT

ϕ′2T (π ∂mϕ
′
1T π + ϕ′1ν ∂mν)qT dΣ +

+

∫

ΣT

σ0T (ϕ2) : π ∂m
(
(π ∂mϕ1T π + ϕ1ν(∂mν))qT

)
dΣ

+

∫

ΣT

σS(ϕ1) (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT dΣ =
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=

∫

ΣT

f2T (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT dΣ ;

– La troisième équation de (1.6) par (−ϕ1T ∂mν)qT et on intègre sur ΣT ;

on obtient:

(
ϕ′2ν , (−ϕ1T ∂mν)qT

)
Γ

∣∣∣
T

0
+

∫

ΣT

ϕ′2ν (ϕ
′
1T ∂mν)qT dΣ −

−
∫

ΣT

(σ0T (ϕ2) : ∂mν) (ϕ1T ∂mν)qT dΣ −
∫

ΣT

σν(ϕ1) (ϕ1T ∂mν)qT dΣ =

= −
∫

ΣT

f2ν (ϕ1T ∂mν)qT dΣ .

La somme des trois égalités précédentes donne:

(
ϕ′1, (q∇)ϕ1

)
Ω

∣∣∣
T

0
+
(
ϕ′2T , (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT

)
Γ

∣∣∣
T

0
+

+
(
ϕ′2ν , (−ϕ1T ∂mν)qT

)
Γ

∣∣∣
T

0
+

∫

QT

divq

2

(
|ϕ′1|2 − σ(ϕ1) : ε(ϕ1)

)
dx dt

+

∫

QT

σ(ϕ1) : ∇q∇ϕ1 dx dt +

∫

ΣT

qν
2

(
σ(ϕ1) : ε(ϕ1)− |ϕ′1|2

)
dΣ

−
∫

ΣT

(σ(ϕ1).ν) (q∇)ϕ1 dΣ −
∫

ΣT

ϕ′2T (π ∂mϕ
′
1T π + ϕ′1ν ∂mν)qT dΣ

−
∫

ΣT

ϕ′2ν(−ϕ′1T ∂mν)qT dΣ +

∫

ΣT

σS(ϕ1)(π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT dΣ

+

∫

ΣT

σν(ϕ1) (−ϕ1T ∂mν)qT dΣ +

∫

ΣT

(σ0T (ϕ2) : ∂mν) (−ϕ1T ∂mν)qT dΣ

+

∫

ΣT

σ0T (ϕ2) : π ∂m
(
(π ∂mϕ1T π + ϕ1ν(∂mν))qT

)
dΣ =

=

∫

QT

f1(q∇)ϕ1 dx +

∫

ΣT

f2T (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT dΣ

+

∫

ΣT

f2ν(−ϕ1T ∂mν)qT dΣ .

On calcule ensuite les différents termes.

∫

ΣT

ϕ′2T (π ∂mϕ
′
2T π)qT dΣ =

1

2

∫

ΣT

∂m(|ϕ′2T |2)qT dΣ

= −
∫

ΣT

divT qT
2

|ϕ′2T |2 dΣ .
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Sachant que (q∇)ϕ1 = ∇ϕ1.q, on obtient de (2.1):

(σ(ϕ1).ν) (q∇)ϕ1 = σS(ϕ1) (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT

+ σν(ϕ1) (∂mϕ1ν − ϕ1T ∂mν)qT + qν(σ(ϕ1).ν) ∂νϕ1 .

Enfin d’après l’annexe on a:

σ0T (ϕ2) : π ∂m
(
(π ∂mϕ1T π + ϕ1ν(∂mν))qT

)
π =

= σ0T (ϕ2) :
(
π (∂mϕ2T )π + ϕ2ν(∂mν)

)
(π ∂mqT π)

+ (∂mϕ2ν) (σ
0
T (ϕ2) (∂mν)qT ) +

1

2
∂m(σ0T (ϕ2) : ε0T (ϕ2))qT

− (σ0T (ϕ2) : ∂mν) (∂mϕ1ν)qT + (R : σ0T (ϕ1)) : (ϕ1T ⊗ qT ) .

(4.2)

En remplaçant les termes précédents par leurs valeurs on obtient:

(
ϕ′1, (q∇)ϕ1

)
Ω

∣∣∣
T

0
+

(
ϕ′2T , (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν(∂mν))qT

)
Γ

∣∣∣
T

0
−(4.3)

−
(
ϕ′2ν , (ϕ1T ∂mν)qT

)
Γ

∣∣∣
T

0
+

∫

QT

σ(ϕ1) : ∇q∇ϕ1 dx dt

+

∫

QT

divq

2

(
|ϕ′1|2 − σ(ϕ1) : ε(ϕ1)

)
dx dt +

∫

ΣT

(∂mϕ2ν) (σ
0
T (ϕ2) (∂mν)qT ) dΣ

+

∫

ΣT

qν
2

(
σ(ϕ1) : ε(ϕ1)− 2 (σ(ϕ1) ν) (∂νϕ1)− |ϕ′1|2

)
dΣ

−
∫

ΣT

(σ0T (ϕ2) : ∂mν)ϕ1T (∂mν)qT dΣ −
∫

ΣT

σν(ϕ1) (∂mϕ1ν)qT dΣ

+

∫

ΣT

divT qT
2

(
|ϕ′2T |2 − σ0T (ϕ1) : ε0T (ϕ1)

)
dΣ

+

∫

ΣT

(
σ0T (ϕ2) : (π ∂mϕ2T π + ϕ2ν ∂mν) (π ∂mqT π)

)
dΣ

+

∫

ΣT

(R : σ0T (ϕ1)) : (ϕ1T ⊗ qT ) dΣ =

=

∫

QT

f1(q∇)ϕ1 dx +

∫

ΣT

f2T (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT dΣ

−
∫

ΣT

f2ν(ϕ1T ∂mν)qT dΣ .
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Les relations (1.1)–(1.4) et la Remarque 2.1 donnent:

σ(ϕ1) : ε(ϕ1)− 2 (σ(ϕ1) ν) (∂νϕ1) =

= σT (ϕ1) : εT (ϕ1) + 2σS(ϕ1) εS(ϕ1)− 2σS(ϕ1) ∂νϕ1T − σν(ϕ1) εν(ϕ1)

=
(
2µ εT (ϕ1) + λ tr(εT (ϕ1)) i2

)
: εT (ϕ1)

+ λ εν(ϕ1) tr(εT (ϕ1)) + 2σS(ϕ1)
(
εS(ϕ1)− ∂νϕ1T

)
− σν(ϕ1) εν(ϕ1)

=
(
2µ ε0T (ϕ1) + λ tr(ε0T (ϕ1)) i2

)
: ε0T (ϕ1)

+ µ
(
|∂mϕ1ν − (∂mν)ϕ1T |2 − |∂νϕ1T |2

)
− (2µ+ λ) |∂νϕ1ν |2 .

D’où:
∫

ΣT

(
σ(ϕ1) : ε(ϕ1)− 2 (σ(ϕ1) ν) (∂νϕ1)

)
dΣ =

=

∫

ΣT

((
2µ ε0T (ϕ1) + λ tr(ε0T (ϕ1)) i2

)
: ε0T (ϕ1)

+ µ |∂mϕ1ν − (∂mν)ϕ1T |2 − µ |∂νϕ1T |2 − (2µ+ λ) |∂νϕ1ν |2
)
dΣ .

(4.4)

On obtient (4.1) à partir de (4.3) et (4.4).

Lemme 4.1. Pour tout champ scalaire η défini sur Γ et tout champ tangent

vT supposés réguliers on a:

(∂mη)vT = tr(vT ∂mη) et divT vT = tr(π ∂mvT π) .

Preuve: Si vT = vα aα alors tr(vT ∂mη) = aα(vT ∂mη)aα = vα ∂αη. D’autre

part (∂mη)vT = (∂βη)a
β(vα aα) = (∂αη) v

α, ce qui montre la première relation.

Soit ψ ∈ D(Γ) un champ scalaire; par définition on a, (d’après la première

relation du Lemme 4.1):

∫

Γ
ψ divT vT dΓ = −

∫

Γ
(∂mψ)vT dΓ = −

∫

Γ
tr(vT (∂mψ)) dΓ .

Or π ∂m(ψ vT )π = vT ∂mψ + ψ π (∂mvT )π; d’où:

∫

Γ
ψ divT vT dΓ = −

∫

Γ
tr(π ∂m(ψ vT )π) dΓ +

∫

Γ
ψ tr(π (∂mvT )π) dΓ .
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Si τT est un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent à Γ et vT un

champ tangent régulier on a par définition:

∫

Γ
divT τT vT dΓ = −

∫

Γ
tr(τT π (∂mvT )π) dΓ

d’où:
∫

Γ
ψ divT vT dΓ =

∫

Γ
ψ (divT i2)vT dΓ +

∫

Γ
ψ tr(π (∂mvT )π) dΓ .

On a pour tout wT ∈ D(Γ, T (Γ))

∫

Γ
(divT i2)wT dΓ = −

∫

Γ
tr(π (∂mwT )π) dΓ = −

∫

Γ
divTwT dΓ = 0 ,

par définition de divT wT , d’où divT i2 = 0, ce qui termine la démonstration.

Lemme 4.2. Pour q = x− x0 = qT + qν ν on a





π ∂mqT π + qν ∂mν = i2,

∇T qν = (∂mν)qT ,

divT qT = 2− qν tr(∂mν) .
(4.5)

Preuve: On a, (cf. [1,6,11]):

∇q = i3 et ∇q|Γ =

(
π ∂mqT π + qν ∂mν ∂mqν − (∂mν)qT

∂νqT ∂νqν

)
.

Ce qui donne: π ∂mqT π + qν ∂mν = i2 et ∂mqν − (∂mν)qT = 0; la première re-

lation de (4.5) est obtenue par transposition, sachant que l’opérateur de courbure

∂mν est symétrique; la troisième relation découle du Lemme 4.1 et de la première

relation de (4.5).

Proposition 4.2. Soient q=x−x0, ϕ0= (ϕ01, ϕ
0
2) ∈ D(A) et ϕ1=(ϕ11, ϕ

1
2)∈

V. La solution ϕ = (ϕ1, ϕ2) du problème homogène (1.6) vérifie l’identité:

TE0 +
(
ϕ′1, (q∇)ϕ1+ ϕ1

)
Ω

∣∣∣
T

0

+

(
ϕ′2T ,

(
π ∂mϕ1T π + ϕ1ν(∂mν)

)
qT + ϕ2T

)

Γ

∣∣∣∣
T

0

+
(
ϕ′2ν , (−ϕ1T (∂mν)

)
qT + ϕ2ν

)
Γ

∣∣∣
T

0
=

(4.6)
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=
1

2

∫

ΣT

(
|ϕ′2T |2 + 3 |ϕ′2ν |2 + σ0T (ϕ2) : ε0T (ϕ2)

)
dΣ

+

∫

ΣT

qν
2

(
|ϕ′2|2 + µ

(
|∂νϕ1T |2 −

∣∣∣∂mϕ1ν − (∂mν)ϕ1T
∣∣∣
2)

−
(
2µ ε0T (ϕ1) + λ tr(ε0T (ϕ1)) i2

)
: ε0T (ϕ1)

)
dΣ

+

∫

ΣT

qν
2

((
|ϕ′2T |2 − σ0T (ϕ2) : ε0T (ϕ2)

)
tr(∂mν)

+ 2σ0T (ϕ1) : (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν) ∂mν + (2µ+ λ) |∂νϕ1ν |2
)
dΣ

+

∫

ΣT

(σ0T (ϕ2) : ∂mν)ϕ1T (∂mν)qT dΣ

−
∫

ΣT

∂mϕ1ν
(
σ0T (ϕ1) (∂mν)qT

)
dΣ

+

∫

ΣT

σν(ϕ1) (∂mϕ1ν)qT dΣ −
∫

ΣT

(R : σ0T (ϕ1)) : (ϕ1T ⊗ qT ) dΣ .

(4.6)

Preuve: Il suffit de montrer l’identité (4.6) pour (ϕ0, ϕ1) ∈ D(A 3

2 )×D(A)

et de généraliser par un argument de densité. On commence par exprimer la

conservation de l’énergie:

E0 =
1

2

∫

Ω

(
σ(ϕ1) : ε(ϕ1) + |ϕ′1|2

)
dΩ

+
1

2

∫

Γ

(
σ0T (ϕ2) : ε0T (ϕ2) + |ϕ′2|2

)
dΓ .

(4.7)

D’après la Remarque 3.1 ϕ vérifie: (ϕ′′, v)+a(ϕ, v) = 0, ∀ v ∈ V; en prenant v = ϕ

on obtient: ∂t(ϕ
′, ϕ)H − ‖ϕ′‖2H + a(ϕ,ϕ) = 0, d’où la relation d’équipartition de

l’énergie:

(ϕ′, ϕ)H|T0 =

∫ T

0

(
|ϕ′|2H − a(ϕ,ϕ)

)
dt .(4.8)

On obtient (4.6) à partir de (4.1) en tenant compte de (4.5), (4.7) et (4.8).

Soit x0 ∈ R3; on pose: q(x) = x− x0 et R(x0) = Max{|x− x0|; x ∈ Ω}.

Proposition 4.3. Soient ϕ0 = (ϕ01, ϕ
0
2) ∈ D(A) et ϕ1 = (ϕ11, ϕ

1
2) ∈ V.

Il existe trois constantes positives δ, γ et c1, qui ne dépendent que de Ω telles

que si T0 = 2R(x0) (
√
δ +

√
γ) et M = Max{(1 + γ R(x0))

1√
γ
, 2 (R(x0)

√
δ)−1}

alors l’énergie E0 de la solution ϕ = (ϕ1, ϕ2) du problème homogène (1.6) vérifie
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l’identité:

(T − T0)E0 +
1

R(x0)
√
γ
|ϕ01|2Ω +

1

2R(x0)
√
δ
|ϕ01|2Γ ≤(4.9)

≤ 1

2

∫

ΣT

(
|ϕ′2T |2 + 3 |ϕ′2ν |2

)
dΣ

+

∫

ΣT

qν
2

(
|ϕ′2|2 + µ

(
|∂νϕ1T |2 −

∣∣∣∂mϕ1ν − (∂mν)ϕ1T
∣∣∣
2))

dΣ

+

∫

ΣT

qν
2

(
(2µ+ λ) |∂νϕ1ν |2 −

(
2µσ0T (ϕ1) + λ tr(ε0T (ϕ1)) i2

)
: ε0T (ϕ1)

)
dΣ

+ M c1

∫

ΣT

(
|ϕ1|2 + |ϕ′1|2

)
dΣ +

∫

ΣT

σν(ϕ1) (∂mϕ1ν)qT

+

∫

ΣT

qν
2

((
|ϕ′2T |2 − σ0T (ϕ2) : ε0T (ϕ2)

)
tr(∂mν)

+ 2σ0T (ϕ1) : (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν) ∂mν

)
dΣ

+

∫

ΣT

(σ0T (ϕ2) : ∂mν)ϕ1T (∂mν)qT dΣ

−
∫

ΣT

∂mϕ1ν
(
σ0T (ϕ1) (∂mν)qT

)
dΣ

−
∫

ΣT

(R : σ0T (ϕ1)) : (ϕ1T ⊗ qT ) dΣ .

Preuve: On majore les termes intégrés de la relation (4.6) par la méthode

de V. Komornik (cf. par exemple [8]). On pose:

ξ(t) =
(
ϕ′1(t), (q∇)ϕ1(t) + ϕ1(t)

)
Ω

=
(
ϕ′1(t), qk ∂kϕ1(t) + ϕ1(t)

)
Ω

(∂k désigne la dérivée par rapport à la variable d’espace xk).

On a: ∣∣∣
(
ϕ′1, (q∇)ϕ1 + ϕ1

)
Ω

∣∣∣
T

0
≤ |ξ(0)|+ |ξ(T )| .

On écrit:

|ξ(t)| ≤ α

2
|ϕ′1(t)|2Ω +

1

2α
|qk ∂kϕ1(t) + ϕ1(t)|2Ω

où α est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:

|qk ∂kϕ1(t) + ϕ1(t)|2Ω = |qk ∂kϕ1(t)|2Ω + |ϕ1(t)|2Ω +

∫

Ω
qk ∂k(|ϕ1(t)|2) dx

= |qk ∂kϕ1(t)|2Ω − 2 |ϕ1(t)|2Ω +

∫

Γ
qν |ϕ1(t)|2 dΓ

≤ R(x0)
2 |∇ϕ1(t)|2Ω − 2 |ϕ1(t)|2Ω + R(x0)

∫

Γ
|ϕ1(t)|2 dΓ .
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Sachant, (cf. [8], p. 231), qu’il existe γ > 0 tel que:
∫

Ω
|∇v|2 dx ≤ γ

(∫

Ω
σ(v) : ε(v) dx +

∫

Γ
|v|2 dΓ

)
, ∀ v ∈ H1(Ω) .

on obtient:

|qk ∂kϕ1(t) + ϕ1(t)|2Ω ≤ γ R(x0)
2
∫

Ω
σ(ϕ1) : ε(ϕ1) dx

− 2 |ϕ1(t)|2Ω +
(
R(x0) + γ R(x0)

2
) ∫

Γ
|ϕ1(t)|2 dΓ ;

d’où:

|ξ(t)| ≤ α

2
|ϕ1(t)|2Ω +

γ R(x0)
2

2α

∫

Ω
σ(ϕ1) : ε(ϕ1) dx

− 1

α
|ϕ1(t)|2Ω +

1

2α

(
R(x0) + γ R(x0)

2
) ∫

Γ
|ϕ1(t)|2 dΓ .

Le choix α = R(x0)
√
γ donne:

|ξ(t)| ≤ R(x0)
√
γ

(
1

2
|ϕ′1(t)|2Ω +

1

2

∫

Ω
σ(ϕ1) : ε(ϕ1) dx

)

− 1

R(x0)
√
γ
|ϕ1(t)|2Ω +

1

2
√
γ

(
1 + γ R(x0)

) ∫

Γ
|ϕ1(t)|2 dΓ

≤ R(x0)
√
γ E0 −

R(x0)
√
γ

2

∫

Γ
σ0T (ϕ1(t)) : ε0T (ϕ1(t)) dΓ

− 1

R(x0)
√
γ
|ϕ1(t)|2Ω +

1

2
√
γ

(
1 + γ R(x0)

) ∫

Γ
|ϕ1(t)|2 dΓ .

ϕ1|Γ est un élément de H1(0, T ;L2(Γ)) qui s’injecte continûment dans

C0([0, T ];L2(Γ)); il existe alors une constante positive c1 telle que:

‖ϕ1‖2L∞(0,T ;L2(Γ)) ≤ c1
(
‖ϕ1‖2L2(0,T ;L2(Γ)) + ‖ϕ′1‖2L2(0,T ;L2(Γ))

)
.

On obtient:

|ξ(t)| ≤ R(x0)
√
γ E0 −

R(x0)
√
γ

2

∫

Γ
σ0T (ϕ1(t)) : ε0T (ϕ1(t)) dΓ

− 1

R(x0)
√
γ
|ϕ1(t)|2Ω +

c1
2
√
γ

(
1 + γ R(x0)

) ∫

ΣT

(
|ϕ1(t)|2 + |ϕ′1(t)|2

)
dΓ

et ∣∣∣
(
ϕ′1, (q∇)ϕ1 + ϕ1

)
Ω

∣∣∣
T

0
≤(4.10)

≤ 2R(x0)
√
γ E0−

1

R(x0)
√
γ
|ϕ01|2Ω+

(
1+γR(x0)

) c1√
γ

∫

ΣT

(
|ϕ1(t)|2+|ϕ′1(t)|2

)
dΣ .
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Pour majorer l’intégrale sur Γ on pose: Y = YT + Yν ν avec:

YT = (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT et Yν = −ϕ1T (∂mν)qT .

Soit η(t) = (ϕ′2,Y + ϕ2)Γ(t). On écrit:

|η(t)| ≤ β

2
|ϕ′2(t)|2Γ +

1

2β
|Y + ϕ2(t)|2Γ

où β est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:

|Y + ϕ2(t)|2Γ = |(π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT |2Γ + |ϕ1T (∂mν)qT |2Γ
+ |ϕ2|2Γ + 2

∫

Γ
ϕ1T (π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT dΓ

− 2

∫

Γ
ϕ2ν(ϕ1T ∂mν)qT dΓ

= |(π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT |2Γ + |(ϕ1T ∂mν)qT |2Γ
+ |ϕ2|2Γ +

∫

Γ
∂m(|ϕ1T |2)qT dΓ

= |(π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT |2Γ + |(ϕ1T ∂mν)qT |2Γ − |ϕ2|2Γ
+

∫

Γ
qν |ϕ1T |2 tr(∂mν) dΓ + 2 |ϕ2ν |2Γ .

Alors:

|η(t)| ≤ β

2
|ϕ′2(t)|2Γ +

1

2β
|(π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT |2Γ +

1

β
|ϕ2ν |2Γ

+
1

2β
|ϕ1T (∂mν)qT |2Γ −

1

2β
|ϕ2|2Γ +

1

2β

∫

Γ
qν |ϕ1T |2 tr(∂mν) dΓ .

D’après la Proposition (2.4), il existe δ > 0 tel que:

|(π ∂mϕ1T π + ϕ1ν ∂mν)qT |2Γ + |ϕ1T (∂mν)qT |2Γ +

∫

Γ
qν |ϕ1T |2 tr(∂mν) dΓ ≤

≤ δ R(x0)
2
(∫

Ω
σ(ϕ1) : ε(ϕ1) dx +

∫

Γ

(
σ0T (ϕ1) : ε0T (ϕ1) + |ϕ1|2

)
dΓ

)
.

Alors:

|η(t)| ≤ β

2
|ϕ′2(t)|2Γ

+
δ R(x0)

2

2β

(∫

Ω
σ(ϕ1) : ε(ϕ1) dx +

∫

Γ

(
σ0T (ϕ1) : ε0T (ϕ1) + |ϕ1|2

)
dΓ

)

− 1

2β
|ϕ2(t)|2Γ +

1

β
|ϕ2ν(t)|2Γ .
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Le choix β = R(x0)
√
δ et la compacité de l’injection

H1(0, T ;L2(Γ)) → C([0, T ];L2(Γ))

donnent:

|η(t)| ≤ R(x0)
√
δ E0 −

1

2R(x0)
√
δ
|ϕ1(t)|2Γ +

c1

R(x0)
√
δ

∫

ΣT

(
|ϕ1|2 + |ϕ′1|2

)
dΣ

et

|(ϕ′2,Y + ϕ2)Γ|T0 ≤ 2R(x0)
√
δ E0 −

1

2R(x0)
√
δ
|ϕ01|2Γ

+
2 c1

R(x0)
√
δ

∫

ΣT

(
|ϕ1|2 + |ϕ′1|2

)
dΣ .

(4.11)

Les estimations (4.10) et (4.11) montrent que les termes intégrés sont majorés

par:

2R(x0) (
√
γ +

√
δ)E0 −

1

R(x0)
√
γ
|ϕ01|2Ω −

1

2R(x0)
√
δ
|ϕ01|2Γ +

+ M c1

∫

ΣT

(
|ϕ1|2 + |ϕ′1|2

)
dΣ .

Ce qui permet d’obtenir l’estimation (4.9).

Démonstration du Théorème 1.2: On utilise l’estimation (4.9). On a

∂mϕ1ν = ∇Tϕ1ν . De (1.1)–(1.4) on obtient:

∂νϕ1T = µ−1 σS(ϕ1) + (∂mν)ϕ1T −∇Tϕ1ν
et

∂νϕ1ν = (2µ+ λ)−1
(
σν(ϕ1)− λ tr(ε0T (ϕ1)

)
.

La Proposition 2.1 donne alors:
∫

ΣT

|∂νϕ1|2 dΣ ≤ C

∫

ΣT

(
|∇Tϕ1ν |2 + |ϕ1|2 + σ0T (ϕ1) : ε0T (ϕ1) + |σ(ϕ1).ν|2

)
dΣ

où C est une constante positive qui ne dépend que de Ω.

De σ0T (ϕ1) = 2µ ε0T (ϕ1) + λ∗ tr(ε0T (ϕ1)) i2 on obtient, grâce à la Proposi-

tion 2.1∣∣∣∣
∫

ΣT

∂mϕ1ν (σ
0
T (ϕ1) (∂mν)qT ) dΣ

∣∣∣∣ ≤

≤ C
(
‖∇Tϕ1ν‖2L2(0,T ;L2(Γ,T (Γ)) + ‖ϕ1ν‖2L2(0,T ;L2(Γ)) + ‖ϕ1T ‖2L2(0,T ;H1(Γ,T (Γ))

)

≤ C

∫

ΣT

(
|∇Tϕ1ν |2 + |ϕ1|2 + σ0T (ϕ1) : ε0T (ϕ1)

)
dΣ .

Les autres termes de (4.9) sont estimés de façon analogue en appliquant la Propo-

sition 2.1.
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5 – Contrôlabilité

5.1. Régularité des solutions faibles

Proposition 5.1. Soit f = ∂tg, g ∈ L1(0, T ;D(A)); alors le problème:

θ′′ +Aθ = f , θ(0) = θ′(0) = 0 ,

admet une solution unique: θ ∈ C0([0, T ];D(A)). θ′(T ) est défini comme élément

de V et il existe une constante C > 0 telle que:

‖θ‖L∞(0,T ;D(A)) + ‖θ′(T )‖V ≤ C ‖g‖L1(0,T ;D(A)) .

Preuve: On prend g ∈ D(0, T ;D(A)) puis on généralise par densité. Soient

α et β définies par:

α′′ +Aα = g , α(0) = α′(0) = 0 ,
et

β′′ +Aβ = Ag , β(0) = β′(0) = 0 .

Alors α ∈ C0([0, T ];D(A 3

2 ))∩C1([0, T ];D(A)) et β ∈ C0([0, T ];V)∩C1([0, T ];H)

et on a:

‖α‖
L∞(0,T ;D(A

3
2 ))

+ ‖α′‖L∞(0,T ;D(A)) ≤ C ‖g‖L1(0,T ;D(A)) ,

‖β‖L∞(0,T ;V) + ‖β′‖L∞(0,T ;H) ≤ C ‖Ag‖L1(0,T ;H) ≤ C ‖g‖L1(0,T ;D(A)) ,

or θ = α′ d’où: θ ∈ C0([0, T ];D(A)) et ‖θ‖L∞(0,T ;D(A)) ≤ C ‖g‖L1(0,T ;D(A));
d’autre part: θ′ = α′′ = −Aα+ g = −β + g d’où: θ′(T ) = −β(T ) ∈ V et

‖θ′(T )‖V ≤ C ‖g‖L1(0,T ;D(A)) .

5.2. Le problème adjoint

On donne: T > T0, ϕ
0 = (ϕ01, ϕ

0
2) ∈ D(A), ϕ1 = (ϕ11, ϕ

1
2) ∈ V; soit ϕ =

(ϕ1, ϕ2) la solution du problème homogène (1.6); on pose:

‖(ϕ0, ϕ1)‖2F =

∫

ΣT

(
σ0T (ϕ1) : ε0T (ϕ1) + |ϕ1|2 + |ϕ′1|2

+ |∇Tϕ1ν |2 + |σ(ϕ1).ν|2
)
dΣ .

(5.1)
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Proposition 5.2. ‖ · ‖F est une norme sur D(A) × V; le complété F de

D(A)× V pour cette norme est contenu dans V ×H.

Preuve: D’après (1.8) on a: ‖(ϕ0, ϕ1)‖V×H ≤ C ‖(ϕ0, ϕ1)‖F d’où le résultat.

Remarque 5.1. Soit (ϕ0, ϕ1) ∈ F , ϕ la solution du problème homogène

(1.6) correspondant; alors on a:

ϕ′1 ∈ L2(ΣT ;R3) , ∂νϕ1 ∈ L2(ΣT ;R3) et ϕ1ν ∈ L2(0, T ;H1(Γ)) .

Remarque 5.2. On a:

D(A)× V ⊂ F ⊂ V ×H et V ′ ×H ⊂ F ′ ⊂ D(A)′ × V ′ .

Proposition 5.3. Soient f ∈ L1(0, T ;V) et {θ0, θ1} ∈ F . Si θ est la solution

du problème:

θ′′ +Aθ = f , θ(0) = θ0, θ′(0) = θ1 ,

alors il existe une constante positive C ne dépendant que de Ω telle que:
∫

ΣT

(
σ0T (θ1) : ε0T (θ1) + |θ1|2 + |θ′1|2 + |∇T θ1ν |2 + |σ(θ1).ν|2

)
dΣ ≤

≤ C
(
‖f‖L1(0,T ;V) + ‖{θ0, θ1}‖F

)
.

(5.2)

Preuve: On pose θ = p + q où p est la solution du problème avec f = 0 et

q la solution avec les conditions initiales nulles. Par définition de F on a:
∫

ΣT

(
σ0T (p1) : ε0T (p1) + |p1|2 + |p′1|2 + |∇T p1ν |2 + |σ(p1).ν|2

)
dΣ = ‖{θ0, θ1}‖2F .

D’après le point (ii) du Théorème 1.1 on a:

(q1, q1T , σ(q1).ν) ∈ C0
(
[0, T ]; H

3

2 (Ω)×H2(Γ, T (Γ))× L2(Γ)
)

et il existe une constante positive C ne dépendant que de Ω telle que:

‖q1‖
L∞(0,T ;H

3
2 (Ω))

+ ‖q1T ‖L∞(0,T ;H2(Γ,T (Γ))) + ‖σ(q1).ν‖L∞(0,T ;L2(Γ)) ≤
≤ C ‖f‖L1(0,T ;V)

d’où
∫

ΣT

(
σ0T (q1) : ε0T (q1)+ |q1|2+ |q′1|2+ |∇T q1ν |2+ |σ(q1).ν|2

)
dΣ ≤ C ‖f‖L1(0,T ;V) .
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On donne (ϕ0, ϕ1) ∈ F et on apelle ϕ la solution du problème homogène (1.6)

correspondant. Soit (f, {θ0, θ1}) ∈ L1(0, T ;V)×F ; on considère la forme linéaire

L définie sur F par:

L(f, {θ0, θ1}) = −
∫

ΣT

(
σ0T (ϕ1) : ε0T (θ1) + ϕ1θ1 + ϕ′1θ

′
1

+ ∇Tϕ1ν ∇T θ1ν − (σ(ϕ1)ν) (σ(θ1)ν)
)
dΣ

(5.3)

où θ est la solution du problème:

θ′′ +Aθ = f , θ(0) = θ0, θ′(0) = θ1 .

Proposition 5.4. Il existe ψ ∈ L∞(0, T ;V ′) et (ρ1,−ρ0) ∈ F ′ uniques tels

que:

L(f, θ0, θ1) =

∫ T

0

(
(ψ(t), f(t))V ′,V

)
dt − (ρ1, θ0) + (ρ0, θ1)(5.4)

pour tout (f, {θ0, θ1}) ∈ L1(0, T ;V)× F et il existe une constante positive C ne

dépendant que de Ω telle que:

‖ψ‖L∞(0,T ;V ′) + ‖(ρ1,−ρ0)‖F ′ ≤ C ‖{ϕ0, ϕ1}‖F .(5.5)

Preuve: D’après la Proposition 5.3 on a:

|L(f, {θ0, θ1})| ≤ C
(
‖{θ0, θ1}‖F + ‖f‖L1(0,T ;V)

)
‖{ϕ0, ϕ1}‖F

d’où l’existence et l’unicité de (ψ, {ρ1,−ρ0}) ∈ L∞(0, T ;V ′)×F ′ vérifiant (5.5).

Remarque 5.3. ψ est solution formelle du problème:




ψ′′1 − div σ(ψ1) = 0 dans Q,

ψ′′2T + σS(ψ1)− divT σ0T (ψ2) = divT σ0T (ϕ1)− ϕ1T + ∂tϕ
′
1T sur ΣT ,

ψ′′2ν + σν(ψ1) + σ0T (ψ2) : ∂mν =

= −σ0T (ϕ1) : ∂mν + ∂tϕ
′
1ν − ϕ1ν +∆Tϕ1ν sur ΣT ,

ψ1 − ψ2 = σ(ϕ1).ν sur ΣT ,

ψ(0) = ρ0, ψ′(0) = ρ1; ψ(T ) = ψ′(T ) = 0 dans Ω .

Afin de montrer que l’on peut donner un sens aux valeurs de ψ et ψ′ aux
bornes de l’intervalle (0, T ) on va utiliser le résultat de régularité des solutions

faibles obtenu à la Proposition 5.1.
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Proposition 5.5. La fonction ψ définie à la Proposition 5.4 est telle que:

ψ ∈ W1,∞(0, T ;D(A)′), de plus ψ(0) et ψ′(0) sont définis et on a: ψ(0) = ρ0,

ψ′(0) = ρ1; ψ(T ) = ψ′(T ) = 0.

Preuve: On prend f= ∂tg dans (5.4) avec g ∈ L1(0, T ;D(A)) et {θ0, θ1}=0;

L(f, 0, 0) a encore un sens d’après les Propositions 5.1 et 3.3 et on a:

|L(f, 0, 0)| ≤ CT ‖(ϕ0, ϕ1)‖F ‖g‖L1(0,T ;D(A))

ce qui montre que ψ ∈ W1,∞(0, T ;D(A)′) et donne un sens à ψ(0) et ψ(T ) comme

éléments de D(A)′. Afin de donner un sens à ψ′(0) et ψ′(T ) on procède comme

dans [8]. On introduit les fonctions propres de A:

Am = λm , m ∈ D(A) .

Si f(t) = g(t)m, g ∈ D(0, T ), θ0 = α0m, θ1 = α1m, (α0, α1) ∈ R2, alors la

solution du problème:

θ′′ +Aθ = f , θ(0) = θ0, θ′(0) = θ1

s’écrit: θ = hm avec:

h′′ + λh = g , h(0) = α0, h′(0) = α1

en posant:

ξ0(t) = −
∫

Γ
ϕ′1m1 dΓ

et

ξ1(t) = −
∫

Γ

(
σ0T (ϕ1) : ε0T (m1) + ϕ1m1 +∇Tϕ1ν ∇Tm1ν

)
dΓ

−
∫

Γ
(σ(ϕ1).ν) (σ(m1).ν) dΣ

on obtient:
∫ T

0
(ψ,m) (h′′ + λh) dt + α1(ρ

0,m)− α0(ρ1,m) =

∫ T

0
(ξ0 h

′ + ξ1 h) dt .

Comme h, α0 et α1 sont arbitraires, (ψ,m) vérifie:

(ψ,m)′′ + λ(ψ,m) = ξ1 − ∂tξ0
avec: ξ0, ξ1 ∈ L2(0, T ); cela donne un sens à (ψ,m)′(0) et (ψ,m)′(T ) (cf. [8]), et

on a:

(ψ,m)(T )h′(T )− (ψ,m)′(T )h(T ) + (ψ,m)′(0)h(0)− (ψ,m)(0)h′(0) =

= h(0)(ρ1,m)− h′(0)(ρ0,m)

comme h est arbitraire, on obtient les valeurs annoncées.
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Remarque 5.4. Précisons le sens des conditions vérifiées par ψ.

• divT σ0T (ϕ2) est un élément de L2(0, T ;H−1(Γ, T (Γ)) défini par:

(divT σ0T (ϕ2), vT ) = −
∫

ΣT

σ0T (ϕ2) : π (∂mvT )π dΣ

pour tout élément vT ∈ L2(0, T ;H1(Γ, T (Γ)).

• ∂tϕ
′
1T est un élément de (H1(0, T ;L2(Γ, T (Γ))))′ défini par:

(∂tϕ
′
1T , vT ) = −

∫

ΣT

ϕ′1T v
′
T dΣ , ∀ vT ∈ H1(0, T ;L2(Γ, T (Γ))) .

• ∆Tϕ1ν|Γ est un élément de L2(0, T ;H−1(Γ)) défini par:

(∆Tϕ1ν , v) = −
∫

ΣT

∇Tϕ1ν ∇T v dΣ , ∀ v ∈ L2(0, T ;H1(Γ)) (H1
0 (Γ)=H

1(Γ)) .

5.3. Le contrôle

Fin de la démonstration du Théorème 1.3

Soit: Λ : F 7→ F ′, (ϕ0, ϕ1) 7→ (ψ′(0),−ψ(0)) où ψ est définie par (5.4).

L’opérateur Λ est un isomorphisme de F 7→ F ′; en effet:

〈
Λ{ϕ0, ϕ1}, {ϕ0, ϕ1}

〉
F ′,F

= (ψ′(0), ϕ0)− (ψ(0), ϕ1)

= −L(0, ϕ0, ϕ1) = ‖{ϕ0, ϕ1}‖2F .

On conclut grâce à la symétrie de Λ.

Soit {ρ1,−ρ0} ∈ F ′ et (ϕ0, ϕ1) = Λ−1{ρ1,−ρ0}; soit ϕ la solution du problème

homogène (1.6) avec les conditions initiales (ϕ0, ϕ1). Il suffit de prendre u = ψ

où ψ est définie par (5.4); le contrôle g est donné par la Remarque 5.3.

6 – ANNEXE

Calcul de:

σ0T (u) : π ∂m((π ∂muT π + uν ∂mν)qT
)
π .

La valeur de ce terme est cruciale dans la démonstration de la Proposition 4.1.
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6.1. Relations préliminaires

Les notations sont celles du paragraphe 2. On utilisera les relations:

gαβ,λ = Γrαλ grβ + Γrβλ grα , gαβ,µ = −Γβλµ g
αλ + Γαλµ g

λβ

que l’on obtient par un calcul direct.

Soit A un champ d’endomorphismes du plan tangent de composantes

Aα
β = aαAaβ (α, β = 1, 2); les composantes de son dual A sont données par:

A
µ
λ = Ar

s g
sµ grλ, (λ, µ = 1, 2).

Si B est un autre champ d’endomorphismes on a: (AB)αβ = Aα
rB

r
β .

Proposition 6.1. Soit A un champ d’endomorphismes du plan tangent de

composantes Aµ
λ, Ā le champ dual et qT = qα aα un champ tangent; alors:

Āµ
λ A

λ
µ,α q

α = 2−1 ∂m(Ā :A)qT + (ĀA−AĀ)µλ Γλαµ q
α .

Preuve: On a:

∂m(Ā :A)qT = ∂α(Ā
µ
λ A

λ
µ) q

α = Āµ
λ,αA

λ
µ q

α + Āµ
λ A

λ
µ,α q

α =

= Āµ
λ A

λ
µ,α q

α + Aλ
µA

s
r,α g

rµ gsλ q
α + Aλ

µA
s
r (g

rµ
,α gsλ + grµ gsλ,α) q

α

= 2 Āµ
λ A

λ
µ,α q

α + Aλ
µA

s
r (g

rs
,α gsλ + grµ gsλ,α) q

α

= 2 Āµ
λ A

λ
µ,α q

α − Aλ
µA

s
r

(
gλs(Γ

r
θα g

θµ + Γµθα g
θr) − grµ(Γθsα gθλ + Γθαλ gθs)

)
qα

= 2 Āµ
λ A

λ
µ,α q

α + 2Γναβ(AĀ− ĀA)βν q
α

qui donne la relation annoncée.

Proposition 6.2. Si uT est un champ tangentiel régulier donné par

uT = uα aα alors:

(π ∂muT )
λ
α,µ = (π ∂muT )

λ
µ,α + Γλαν(π ∂muT )

ν
µ − Γλνµ(π ∂muT )

ν
α +Rλ

νµα u
ν

où les Rλ
νµα = Γλαν,µ − Γλµν,α + Γλµr Γ

r
αν − Γλαr Γ

r
µν , 1 ≤ α, µ, ν, λ ≤ 2, sont les

composantes du tenseur de courbure sur Γ (cf. [5]).

Preuve: Les composantes du champ d’endomorphismes π ∂muT π sont

données par: (π ∂muT )
β
α = uβ,α + Γβαλ u

λ d’où:

(π ∂muT )
λ
α,µ = (π ∂muT )

λ
µ,α + (Γλαβ,µ− Γλµβ,α)u

β + Γλαβ u
β
,µ − Γλµβ u

β
,α

= (π ∂muT )
λ
µ,α + (Γλαβ,µ − Γλµβ,α)u

β + Γλαβ

(
(π ∂muT )

β
µ − Γβµν u

ν
)

−
(
(π ∂muT )

β
α − Γβαν u

ν
)
Γλµβ

= (π ∂muT )
λ
µ,α + Γλαβ(π ∂muT )

β
µ − Γλµβ(π ∂muT )

β
α

+ (Γλαν,µ − Γλµν,α + Γλµr Γ
r
αν − Γλαr Γ

r
µν)u

ν .
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Proposition 6.3. Soit A = Aβ
α aβ a

α un champ d’endomorphismes du plan

tangent et qT = qα aα un champ tangent; alors:

(π ∂m(AqT ))
λ
µ = (Aπ ∂mqT )

λ
µ +Aλ

α,µq
α + (Aν

αΓ
λ
νµ −Aλ

νΓ
ν
αµ) q

α .

Preuve: Posons: vT = AqT = vβaβ avec vβ = Aβ
αq

α; alors:

(π ∂m(AqT ))
λ
µ = vλ,µ + Γλµνv

ν = Aλ
α,µq

α +Aλ
αq

α
,µ + ΓλµνA

ν
αq

α .

Il suffit de remarquer que (π ∂mqT )
α
µ = qα,µ + Γαµνq

ν pour conclure.

On pose ∂mν = ν,α a
α = −bβα aβ aα et bαβ = gαµ b

µ
β ; alors:

Proposition 6.4. On a les relations:

bαβ = ν̄ aα,β , gλt(ν,µ,at,α) = −gλt gsr brµ Γstα ,

gλt,µ (ν,at,α) = −Γtµrg
λr(ν,at,α)− Γλµrb

r
α ,

bλα,µ = bλµ,α + gλrgst(Γ
t
αrb

s
µ − Γtµrb

s
α) + brµΓ

λ
αr − Γλµrb

r
α + gtλ gsr(Γ

s
tµb

r
α − Γstαb

r
µ)

où (·, ·) désigne le produit scalaire dans R3.

Preuve:

• ν̄ aα=(ν,aα) donne par dérivation par rapport à ξβ : (ν,β ,aα)+(ν,aα,β)=0,

d’où:

(ν,aα,β) = (bµβ aµ,aα) = gµα b
µ
β = bαβ .

• D’après la relation précédente on a:

gλt(ν,µ,aα,t) = −gλt brµ(ar,aα,t) = −gλt brµ(ar, πaα,t)
= −gλt brµ(ar,Γstαas) = −gλt grs brµ Γstα .

• D’après les relations données au début de ce paragraphe on a:

gλt,µ (ν,aα,t) = −(Γtµrg
λr + Γλµrg

tr)(ν,aα,t) .

La première relation de la proposition donne:

gtr(ν,aα,t) = grt btα = grt gts b
s
α = brα .

• On a ν,α = −bλα aλ, d’où

bλα = −aλ ν,α = −(aλ, ν,α) = −(gλs as, ν,α) = gλs(as,α, ν)



310 A. HEMINNA

et

bλα,µ = gλs,µ (as,α, ν) + gλs(as,αµ, ν) + gλs(as,α, ν,µ) ,

bλµ,α = gλs,α (as,µ, ν) + gλs(as,αµ, ν) + gλs(as,µ, ν,α) .

D’où:

bλα,µ − bλµ,α = gλs,µ (as,α, ν)− gλs,α (as,µ, ν) + gλs(as,α, ν,µ)− gλs(as,µ, ν,α) .

Les trois premières relations de la proposition donnent:

bλα,µ − bλµ,α = −Γsµr g
λr(ν,as,α)− Γλµr b

r
α − gλs Γrsα grt btµ + Γsαr g

λr(ν,as,µ)

+ Γλαr b
r
µ + gλs Γrsµ grt b

t
α

= −gλrgst(Γtrµ bsα − Γtrα b
s
µ) + gλt gsr(Γ

s
µt b

r
α − Γsαt b

r
µ)

+ Γλrα b
r
µ − Γλrµ b

r
α ,

qui est la relation annoncée.

6.2. Calculs

Soit u = uT + uν ν un champ régulier de vecteurs défini sur Γ; on pose:

ε0t (uT ) = 2−1(π ∂muT π + π ∂muT π) , ε0T (u) = ε0t (uT ) + uν ∂mν .

Alors

σ0T (u) : π ∂m
(
(π ∂muT + uν ∂mν)qT

)
=(6.1)

= 2µ ε0t (uT ) : π ∂m
(
(π ∂muT )qT

)
+ 2µuν ∂mν : π ∂m

(
(π ∂muT )qT

)

+ λ∗ tr(π ∂muT ) i2 : π ∂m
(
(π ∂muT )qT

)

+ λ∗ uν tr(∂mν) i2 : π ∂m
(
(π ∂muT )qT

)
+ σ0T (u) : π ∂m

(
uν (∂mν)qT

)

= 2µX1 + 2µuν X2 + λ∗X3 + λ∗ uν X4 + X5 .

6.2.1. Calcul de X1

D’après la Proposition 6.3 on a:

X1 = ε0t (uT ) : (π ∂muT ) (π ∂mqT ) + (ε0t (uT ))
µ
λ (π ∂muT )

λ
α,µ q

α

+ (ε0t (uT ))
µ
λ

(
(π ∂muT )

ν
α Γλνµ − (π ∂muT )

λ
ν Γ

ν
αµ

)
qα .
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La Proposition 6.2 permet alors d’obtenir:

X1 = ε0t (uT ) : (π ∂muT ) (π ∂mqT ) + (ε0t (uT ))
µ
λ (π ∂muT )

λ
µ,α q

α

+ (ε0t (uT ))
µ
λ

(
(π ∂muT )

ν
µ Γλαν− (π ∂muT )

λ
ν Γ

ν
αµ

)
qα + (ε0t (uT ))

µ
λRλ

νµα u
νqα .

La Proposition 6.1 et l’identité:

(π ∂muT )
µ
λ (π ∂muT )

λ
µ,α q

α = 2−1 ∂m(π ∂muT π : π ∂muT π)qT

donnent alors:

X1 = ε0t (uT ) : (π ∂muT π) (π ∂mqT π) + 2−1 ∂m
(
ε0t (uT ) : π ∂muT π

)
qT

+
(
R : ε0t (uT )

)
: (uT ⊗ qT ) .

6.2.2. Calcul de X2

D’après la Proposition 6.3 on a:

X2 = ∂mν : (π ∂muT π) (π ∂mqT π) + (∂mν)
µ
λ (π ∂muT π)

λ
α,µ q

α

+ (∂mν)
µ
λ

(
(π ∂muT π)

ν
α Γλνµ − (π ∂muT π)

λ
ν Γ

ν
αµ

)
qα .

La Proposition 6.2 donne:

X2 = ∂mν : (π ∂muT π) (π ∂mqT π) + (∂mν)
µ
λ (π ∂muT π)

λ
µ,α q

α

+ (∂mν)
µ
λ

(
(π ∂muT π)

ν
µ Γλαν − (π ∂muT π)

λ
ν Γ

ν
αµ

)
qα

+ (R : ∂mν) : (uT ⊗ qT ) .

6.2.3. Calcul de X3

Les Propositions 6.3 et 6.2 donnent:

X3 = tr(π ∂muT π) i2 : (π ∂muT π) (π ∂mqT π)

+
(
tr(π ∂muT π) i2

)µ
λ
(π ∂muT π)

λ
µ,α q

α +
(
R : tr(π ∂muT π) i2

)
: (uT ⊗ qT )

=
(
R : tr(π ∂muT π) i2

)
: (uT ⊗ qT ) + tr(π ∂muT π) i2 : (π ∂muT π) (π ∂mqT π)

+ 2−1 ∂m
(
tr(π ∂muT π) i2 : π ∂muT π

)
qT .
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6.2.4. Calcul de X4

D’après la Proposition 6.3 on a:

X4 = tr(∂mν) i2 : (π ∂muT π) (π ∂mqT π) +
(
tr(∂mν) i2

)µ
λ
(π ∂muT π)

λ
α,µ q

α

+
(
tr(∂mν) i2

)µ
λ

(
(π ∂muT π)

ν
α Γλνµ − (∂mν)

λ
ν Γ

ν
αµ

)
qα .

La Proposition 6.2 permet d’obtenir:

X4 = tr(∂mν) i2 : (π ∂muT π) (π ∂mqT π) +
(
tr(∂mν) i2

)µ
λ
(π ∂muT π)

λ
µ,α q

α

+
(
R : tr(∂mν) i2

)
: (uT ⊗ qT ) .

6.2.5. Calcul de X5

Comme: π ∂m(uν(∂mν)qT ) = (∂mν)qT (∂muν) + uν π ∂m((∂mν)qT ) alors:

X5 = σ0T (u) : (∂mν)qT (∂muν) + uν σ
0
T (u) : π ∂m

(
(∂mν)qT

)

= (∂muν)
(
σ0T (u) (∂mν)qT

)
+ uν X6

avec: X6 = σ0T (u) : π ∂m((∂mν)qT ); on calcule X6:

X6 = σ0T (u) : (∂mν) (π ∂mqT ) − (σ0T (u))
µ
λ b

λ
α,µ q

α − (σ0T (u))
µ
λ (btα Γλtµ− bλt Γtαµ) qα

= σ0T (u) : (∂mν)π ∂mqT π + X7 .

La troisième relation de la Proposition 6.4 donne:

X7 = −(σ0T (u))
µ
λ b

λ
µ,α q

α − (σ0T (u))
µ
λ (Γλαr b

r
µ − Γtαµ b

λ
t ) q

α

= −(σ0T (u))
µ
λ b

λ
µ,α q

α +
(
(∂mν)σ

0
T (u)− σ0T (u) (∂mν)

)µ
λ
Γλαµ q

α

ce qui permet d’obtenir:

X5 = (∂muν)
(
σ0T (u) (∂mν)qT

)
+ uν

(
σ0T (u) : (∂mν) (π ∂mqT π)

+ (σ0T (u))
µ
λ (∂mν)

λ
µ,α q

α +
(
(∂mν)σ

0
T (u)− σ0T (u) (∂mν)

)µ
λ
Γλαµ q

α

)
.
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6.2.6. Résultat final

Théorème 6.1. On a:

σ0T (u) : π ∂m
(
(π ∂muT + uν ∂mν)qT

)
=

= σ0T (u) : (π ∂muT + uν ∂mν) (π ∂mqT ) + (∂muν)
(
σ0T (u) (∂mν)qT

)

+
(
R : σ0T (u)

)
: (uT ⊗ qT ) + 2−1 ∂m

(
σ0T (u) : ε0T (u)

)
qT

−
(
σ0T (u) : ∂mν

)
(∂muν)qT .

(6.2)

Preuve: En remplaçant X1, ..., X5 par leurs valeurs dans (6.1) on obtient:

σ0T (u) : π ∂m
(
(π ∂muT + uν ∂mν)qT

)
=

= σ0T (u) : (π ∂muT + uν ∂mν) (π ∂mqT ) + (∂muν)
(
σ0T (u) (∂mν)qT

)

+
(
R : σ0T (u)

)
: (uT ⊗ qT ) + 2−1 ∂m

(
σ0T (u) : ε0T (u)

)
qT

− 2−1 ∂m
(
σ0T (u) : uν ∂mν

)
qT + 2µuν(∂mν)

µ
λ (π ∂muT π)

λ
µ,α q

α

− 2−1 ∂m

((
2µuν ∂mν + λ∗uν tr(∂mν) i2

)
: π ∂muT π

)
qT

+ µuν

((
π ∂muT π − π ∂muT π

)
∂mν − (∂mν)

(
π ∂muT π − π ∂muT π

))µ

λ

Γλαµ q
α

+ λ∗uν
(
tr(∂mν) i2

)µ
λ
(π ∂muT π)

λ
µ,α q

α + (σ0T (u))
µ
λ uν (∂mν)

λ
µ,α q

α .

De:

(σ0T (u))
µ
λ uν(∂mν)

λ
µ,α q

α =

= ∂m
(
σ0T (u) : uν ∂mν

)
qT − (σ0T (u))

µ
λ,α uν(∂mν)

λ
µ q

α −
(
σ0T (u) : ∂mν

)
(∂mν)qT

il vient:

σ0T (u) : π ∂m
(
(π ∂muT + uν ∂mν)qT

)
=

= σ0T (u) : (π ∂muT + uν ∂mν) (π ∂mqT ) + (∂muν)
(
σ0T (u) (∂mν)qT

)

+
(
R : σ0T (u)

)
: (uT ⊗ qT ) + 2−1 ∂m

(
σ0T (u) : ε0T (u)

)
qT

+ µuν
(
(π ∂muT − π ∂muT ) ∂mν − ∂mν (π ∂muT − π ∂muT )

)µ
λ
Γλαµ q

α −
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−
(
σ0T (u) : ∂mν

)
(∂muν)qT +

{
2−1 ∂m

(
σ0T (u) : uν ∂mν

)
qT

+ 2µuν (∂mν)
µ
λ (π ∂muT )

λ
µ,α q

α + λ∗uν tr(∂mν) tr(π ∂muT ),α q
α

− uν(σ
0
T (u))

µ
λ,α (∂mν)

λ
µ − 2−1 ∂m

((
2µuν ∂mν + λ∗uν tr(∂mν) i2

)
: π ∂muT

)
qT

}
.

En développant σ0T (u) et en remarquant que la symétrie de ∂mν donne:

(uν ∂mν)
λ
µ,α (π ∂muT π)

µ
λ =

= (uν ∂mν)
λ
µ,α (π ∂muT π)

µ
λ +uν (∂mν)

λ
µ (π ∂muT π)

µ
λ,α− (uν ∂mν)

λ
µ (π ∂muT π)

µ
λ,α .

On obtient la valeur du terme entre accolades:

{...} = µuν (∂mν)
λ
µ

(
(π ∂muT π)

µ
λ,α − (π ∂muT π)

µ
λ,α q

α

= µuν (∂mν)
λ
µ,α

(
π ∂muT π − π ∂muT π

)µ
λ
qα

d’où:

σ0T (u) : π ∂m
(
(π ∂muT + uν ∂mν)qT

)
=(6.3)

= σ0T (u) : (π ∂muT + uν ∂mν)π ∂mqT + (∂muν)
(
σ0T (u) (∂mν)qT

)

+
(
R : σ0T (u)

)
: (uT ⊗ qT ) + 2−1 ∂m

(
σ0T (u) : ε0T (u)

)
qT

+ µuν (∂mν)
λ
µ,α (π ∂muT π − π ∂muT π)µλ qα

+ µuν
(
(π ∂muT − π ∂muT ) ∂mν − (∂mν) (π ∂muT − π ∂muT )

)µ
λ
Γλαµ q

α

−
(
σ0T (u) : ∂mν

)
(∂muν)qT .

La symétrie de ∂mν s’écrit: (∂mν)
λ
µ = (∂mν)

s
rg

rλgµs, ce qui donne:

(∂mν)
λ
µ,α (π ∂muT π)

µ
λ =

= (π ∂muT π)
µ
λ (∂mν)

s
r,α g

rλ gµs + (π ∂muT π)
µ
λ (∂mν)

s
r (g

rλ gµs),α

= (π ∂muT π)
r
s (∂mν)

s
r,α + (π ∂muT π)

µ
λ (∂mν)

s
r g

rλ
,α gµs

+ (π ∂muT π)
µ
λ (∂mν)

s
r g

rλ gµs,α .

(6.4)

Calcul des deux derniers termes. On a

(π ∂muT π)
µ
λ (∂mν)

s
r g

rλ
,α gµs =

= (π ∂muT π)
µ
λ (∂mν)

s
r (−grν Γλαν − gνλ Γrαν) gµs

= −(π ∂muT π)
µ
λ (∂mν)

ν
µ Γλαν − (π ∂muT π)

ν
s (∂mν)

s
r Γ

r
αν

= −
(
(∂mν) (π ∂muT π) + (π ∂muT π) (∂mν)

)µ
λ
Γλαµ
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et

(π ∂muT π)
µ
λ (∂mν)

s
r g

rλ gµs,α =

= (π ∂muT π)
µ
λ (∂mν)

s
r g

rλ(gνs Γ
ν
αµ + gνµ Γναs)

= (π ∂muT π)
µ
λ (∂mν)

λ
ν Γ

ν
αµ + (π ∂muT π)

r
ν (∂mν)

s
r Γ

ν
αs

=
(
(∂mν) (π ∂muT π) + (π ∂muT π) (∂mν)

)µ
λ
Γλαµ .

On obtient alors (6.2) en remplaçant ces deux termes par leurs valeurs dans (6.4)

puis le résultat obtenu dans (6.3).
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Dunod, Paris (1972).
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Applications, 1, Dunod, Paris, 1968.
[10] Sanchez-Palencia, E. et Leguillon, D. – Computations of Singular Problems

and Elasticity, R.M.A., Masson, Paris, 1987.
[11] Valid, R. – La Mécanique des Milieux Continus et Le Calcul des Structures,

Eyrolles, Paris, 1977.

Amar Heminna,

Institut de Mathématiques, USTHB,
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