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Editorial

BEATRIZ PIEDAD URDINOLAH

DEPARTAMENTO DE Estapistica, Facurtap pE CiENcCias, UNIVERSIDAD NACIONAL DE
CoroMBIA, BoGcoTA, CoLOMBIA

Naciones Unidas, a través de su Consejo Econémico y Social, decret6 el pasado 20
de octubre de 2010 como el Dia Mundial de la Estadistica. Esta celebraciéon busca
“concientizar sobre las muchas aportaciones de las estadisticas oficiales basadas en
los valores basicos de servicio, integridad y profesionalidad”. Y, entre otras razones,
se escogio el presente ano para inaugurar esta celebracién, por ser un ano censal
en varios de los paises miembros de Naciones Unidas. Es decir, durante este ano
se realiza el operativo oficial mas extenso y dispendioso al que puede enfrentarse
un estadistico, pero también con mayores resultados y gratificaciones, como son
los censos nacionales de poblacién.

Esta editorial estd dedicada al espiritu de esta celebracion, en la medida en que
exalta la importancia de la produccién estadistica oficial y los valores éticos que
se requieren en la recoleccion, elaboracion y analisis de estas cifras. En particular,
los operativos censales sirven de ejemplo tanto en la complejidad que demanda el
quehacer estadistico, desde las oficinas oficiales de produccion estadistica, como
en la integridad y el profesionalismo que se requieren y que cubren muchos mas
ambitos que los de la recoleccién y presentacion de cifras oficiales.

Los censos nacionales de poblaciéon representan uno de los retos més intere-
santes para cualquier oficina de estadisticas oficiales. Desde el momento de su
preparacion logistica, financiera y técnica hasta la presentacion de resultados ofi-
ciales y estudios poscensales, se requieren anos de preparacién en todas y cada
una de estas areas, si se quieren producir datos de calidad, asi como altisimos
niveles de compromiso y profesionalismo, que no pueden faltar en ninguno de los
eslabones de su producciéon. Son muchos més los ejemplos de censos exitosos, que
de aquellos infructiferos, y para exaltar la labor de los estadisticos y otros profe-
sionales vinculados a estos procesos, Naciones Unidas ha decretado esta fecha de
celebracion.

Sin embargo, son también varios los censos en diferentes latitudes que han fa-
llado en su integridad y profesionalismo. Seltzer (2005) nos presenta una triste
revision de casos de mediciones censales dejados en manos perversas, quizis en
muchos casos por la falta de ética y profesionalismo de algunos colegas, que han
violado derechos humanos. Basta con mencionar el reconocido caso del censo de
Estados Unidos, durante las guerras mundiales, cuya oficina oficial de censos viold
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la confidencialidad estadistica y filtré informacion censal que generd olas de des-
plazamiento forzado a los japoneses en tierras americanas. Casos similares se han
presentado en China, paises noérdicos, Ruanda y Francia, entre otros.

Colombia -satisfactoriamente, y hasta el momento- no ha reportado casos de
este tipo, y tengo confianza en que el DANE seguird manteniendo la calidad excep-
cional en el manejo de la confidencialidad estadistica en sus censos y encuestas de
hogares, en una sociedad con los problemas sociales, econémicos y politicos como
la colombiana, que asi lo requiere. Quiero, entonces, destacar y felicitar a todos los
estadisticos y profesionales que comparten el oficio de produccién de estadisticas
oficiales en Colombia que han logrado con su esfuerzo llevar a excelente término
esta dispendiosa labor de la producciéon de estadisticas oficiales, y ojala vengan
muchos mas anos caracterizados por el profesionalismo y la integridad ética en
esta importante labor.

Referencias

Seltzer, W. (2005), ‘On the use of Population Data Systems to Target Vuluera-
ble Population Subgroups for Human Rights Abuses’, Coyuntura Social (32).
Fedesarrollo, Bogota.
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Verificacién y monitoreo de la aleatoriedad de los
juegos de ntimeros de d digitos

Testing and Monitoring the Randomness of d Digit Number Game

HUMBERTO GUTIE’RREZ—PULIDO@, JUAN MANUEL Garciall

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, CUCEI, UNIVERSIDAD DE (GUADALAJARA, (GUADALAJARA,
MEx1co

Resumen

El interés de este trabajo se centra en el problema de probar la aleatorie-
dad de los resultados de los juegos de ntimeros de d digitos. Es usual que este
problema se aborde con pruebas aproximadas del tipo x? y otras pruebas
de independencia de resultados sucesivos. Pero estas pruebas, tienen entre
otras limitantes, el hecho de que requieren muestras grandes. Como alterna-
tiva, en este trabajo se detalla una prueba bayesiana basada en el modelo
multinomial. Ademés, para monitorear los resultados de este tipo de juego
de azar y detectar en forma oportuna patrones y resultados no aleatorios, se
propone la utilizacién de una carta de control geométrica. Se hace un breve
estudio Monte Carlo para comprender mejor las caracteristicas de la carta
propuesta. Como caso practico se analizan los resultados de 500 sorteos de
la loteria mexicana Tris y se detectan problemas de falta de aleatoriedad,
tanto con la prueba bayesiana como con la carta de control.

Palabras clave: carta de control, distribucién geométrica, distribucién mul-
tinomial, distribucién Dirichlet, loteria, prueba ji-cuadrada.

Abstract

this work is centered on testing the randomness of d-digit number game.
It is usual that this problem is studied by the x? test and other tests for
independence of successive draws. However, these tests require of large sam-
ple sizes. As an alternative, it is proposed a Bayesian methodology based on
the multinomial model. This methodology does not depend on asymptotic
results. Besides, for monitoring the results of this type of game, it is propo-
sed a geometric control chart. Monte Carlo study is carried out to analyze
this chart. As a practical case, the data of 500 draws of mexican lottery Tris
were analyzed, and problems of lack of randomness are detected.

Key words: Control chart, Dirichlet distribution, Geometric distribution,
Lottery Chi-square test, Multinomial distribution.

2Profesor titular. E-mail: humberto.gutierrezQcucei.udg.mx
bProfesor titular. E-mail: jmgarciat@prodigy.net.mx
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168 Humberto Gutiérrez-Pulido & Juan Manuel Garcia
1. Introduccién

La fascinacién y aficion por los juegos y apuestas de azar tienen profundo
arraigo en la historia de la humanidad, y estan documentadas desde los primitivos
juegos de dados en la antigiiedad hasta los actuales juegos de poker y apuestas en
linea (ver Schwartz 2003, 2006). El gran interés por los juegos de azar motivo, sobre
todo a partir del siglo XVII, el desarrollo tedrico del calculo de probabilidades. En
la actualidad, con el incremento del tiempo de ocio y la aparicién de “casinos
electronicos”, los juegos de azar son una practica para mucha gente, lo que se
debe reconocer como un riesgo, porque hay personas que alcanzan una adiccién
patolégica a este tipo de juegos. A esta adiccion se le conoce como ludopatia, y ha
llevado a que en diferentes épocas y paises, los juegos y apuestas de azar hayan sido
prohibidos. Sin embargo, la tendencia ha sido a liberalizar y reglamentar lo que
hoy sin duda es una industria mundial en la que participan los propios gobiernos,
con la aparicién de las loterias nacionales.

En este contexto, uno de los mayores retos es darle confianza y certeza al ju-
gador y a la sociedad en cuanto a que los resultados de los sorteos son aleatorios.
Hay dos formas basicas con las que se ha buscado dar tal confianza y certeza; la
primera, controlando el proceso, y para ello se buscan mejores equipos para rea-
lizar los sorteos, mayor uniformidad entre las esferas utilizadas, eleccion aleatoria
de urnas, sorteos en vivo, etc. La otra forma, es mostrar evidencias estadisticas de
que los resultados se pueden considerar aleatorios. Sobre esto altimo, en el Reino
Uunido, la Comisién Nacional de la Loteria (National Lottery Commission, NLC)
reguladora de la Loteria Nacional, tiene un programa de investigacién para com-
probar si hay elementos de no aleatoriedad en los diferentes juegos de la Loteria
Nacional del Reino Unido (ver Royal Statistical Society 2000, 2002 y University
of Salford 2004, 20054, 2005b).

Adicionalmente, en la literatura especializada en estadistica hay diferentes tra-
bajos que abordan problemas de la aleatoriedad de los juegos de azar y aspectos
relacionados. Unos enfocados a estudiar juegos de ntimeros de d digitos, en los que
el nimero ganador se determina por la extracciéon al azar de d esferas, usualmente
cada una proveniente de una urna que contiene diez esferas numeradas con los
digitos: 0,1, 2,...,9. Otros trabajos se enfocan a los juegos de loteria del tipo k de
N, en los que la combinacién ganadora se determina por la extraccién al azar de k
esferas sin remplazo de una urna que contiene esferas similares numeradas del 1 al
N. Sobre este tipo de juegos, en Joe (1987) se estudian las posibles distribuciones
de un conjunto de k-tuplas, dadas las frecuencias marginales de los nimeros del
1 al N,y se analizan datos de la loteria Lotto 6/49 de Canada. En Stern & Co-
ver (1989) se estima la distribucion de maxima entropia de los boletos comprados
en la loteria Lotto 6/49 de Canadd, buscando determinar nimeros impopulares
para el publico. En Joe (1990) se cuestiona la estrategia de comprar un boleto
con una k-tupla de nimeros impopulares. Por su parte, Johnson & Klotz (1993)
desarrollan métodos numéricos para calcular las estimaciones de maxima verosi-
militud de las probabilidades para los diferentes ntmeros de una loteria, y dan
el estadistico de razon de verosimilitud generalizado —21n() para probar que los
numeros son equiprobables; estos métodos los aplican a un conjunto de datos de
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Aleatoriedad de los juegos de d digitos 169

la loteria Lotto Ameérica. En Joe (1993) se obtiene la modificacion del estadistico
de prueba ji-cuadrada para probar la uniformidad de los nameros del 1 al N, dado
que los nimeros se extraen sin remplazo, y se analizan datos de la loteria Lotto
6/49 de Canada. Finkelstein (1995) estima la distribucion de frecuencia de los nua-
meros a los que se les apuesta en la loteria de California, y prueba la hipétesis de
que los ntimeros pequenos son més populares. En Genest, Lockhart & Stephens
(2002) se discute el uso del estadistico x? para bondad de ajuste, para probar la
equiprobabilidad de la ocurrencia de nimeros de una loteria, el cual no sigue una
distribucién x? simple porque los nimeros se extraen sin remplazo, y muestran que
su distribucion asintética es la de una suma ponderada de variables aleatorias x?;
este resultado lo utilizan para comprobar la uniformidad de ntimeros ganadores en
la loteria Lotto 6/49 de Canada. Koning & Vermaat (2002) calculan las probabili-
dades de ganar premios y el pago esperado en la Lotto holandesa; también prueban
la hipétesis de que los ntumeros y colores se extraen aleatoriamente. Percy (2006)
describe una metodologia bayesiana para probar la aleatoriedad de los sorteos de
loteria, y considera el caso de datos de la Loteria Nacional del Reino Unido. En
Coronel-Brizio, Hernandez-Montoya, Rapallo & Scalas (2008) se abordan también
las loterias del tipo k/N mediante la obtencion de la media y varianza de la varia-
ble aleatoria que representa a los niimeros extraidos; también usan la distribucion
hipergeométrica, y sus resultados los aplican a la loteria mexicana Melate y a la
loteria italiana. De esta revisién se desprende que los estudios estadisticos para los
juegos de loteria del tipo k de N son variados; y algunos han propuesto metodolo-
gias para verificar la aleatoriedad de los resultados, y otros han estudiado la forma
en que la gente elige los nimeros a los que les apuestan.

En cuanto a los juegos de numeros de d digitos, en Clotfelter & Cook (2008)
se usan datos del juego de ntmeros de la loteria de Maryland para probar la hi-
potesis de que los jugadores de loteria creen que la probabilidad de un evento
disminuye cuando ese evento ha ocurrido recientemente (“la falacia del jugador”),
y lo comprueban mostrando cémo las apuestas por los ntimeros que han ganado
recientemente disminuye en los sorteos siguientes. En Teo & Leong (2002) se es-
tudia el diseno de un mecanismo de control para el manejo de las apuestas en un
juego de numeros de cuatro digitos, esto es, para decidir si las apuestas deben ser
aceptadas o rechazadas por el operador que ofrece el juego. En términos generales,
el tema de juegos de nimeros de d digitos ha recibido mucha menos atencién en la
literatura especializada; sin embargo el tipo de herramientas que se utilizan para
probar la aleatoriedad de estos tipo de sorteos presentan algunos problemas. Por
ejemplo, usualmente para verificar la igualdad de la frecuencia de los digitos o
grupos de ellos se aplican pruebas aproximadas, como la tradicional prueba 2,
que entre otros inconvenientes requiere tamanos de muestra grandes para lograr
buenas aproximaciones (Cai & Krishnamoorthy 2006); otro problema es que para
probar la independencia se aplican usualmente pruebas que precisan el supuesto
de normalidad.

El objetivo del presente articulo es proponer alternativas de solucién a los
dos problemas anteriores. Para el primero, en la seccion 2] se propone utilizar el
procedimiento bayesiano basado en la distribucién multinomial que no requiere
resultados asintéticos. Para el segundo problema, en la seccion [3se propone el uso
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170 Humberto Gutiérrez-Pulido & Juan Manuel Garcia

de una carta geométrica como alternativa para estar monitoreando en tiempo real
la aleatoriedad de los resultados de un juego de d digitos. Adicionalmente, en la
seccion [ se presentan los resultados de un estudio de simulacién mediante el cual
se analizan las propiedades de la carta de control propuesta. En la seccion [ se
aplican los procedimientos propuestos a un conjunto de resultados del sorteo Tris,
un juego popular en México, promovido por una instituciéon publica. Mediante
ambos procedimientos se detectan problemas significativos en la aleatoriedad de
dicho sorteo. Por dltimo, en la seccion [6l se hace la discusion y se plantean las
conclusiones del trabajo.

2. Igualdad de frecuencia de los digitos

Una primera forma de probar la aleatoriedad de los resultados de los juegos de
numeros de d digitos es ver si hay igualdad de frecuencia de los diferentes digitos, ya
sea considerando cada urna por separado o todas a la vez. Esto se puede expresar
de manera general, considerando n ensayos independientes (n sorteos), donde cada
esfera tiene probabilidad p; de ser extraida, conp; >0y >." pi =1,y si X; es
el ntimero de veces que se extrae la esfera i, entonces el vector X = (X1,...,Xm)
sigue una distribucion multinomial con parametro n y p, donde p = (p1,...,Pm)-
La densidad de probabilidades multinomial esta dada por

n! mo
f(@1,. . 2min, p) xl!mxm!”i:lpl (1)
conn =Y " ;. Es de interés probar la siguiente hipétesis

Hy:p1 =p1,0,---yPm-1=Pm-1,0
H,:p; #pipparaalgini=1,2,...,m—1

donde en el caso del juego de nimeros de d digitos, m =10y p; o = 0.1.

2.1. Algunas pruebas basadas en la distribucién ji-cuadrada

En Cai & Krishnamoorthy (2006) se analizan varias pruebas para ([2)) donde se
usa de alguna forma la distribucion y2. La primer prueba, que es la usual y que
originalmente desarrollé Pearson en 1990, se basa en el estadistico dado por:

2 — - npz 0)2
X3 Z (3)

n
—1 Pi,0

Bajo H este estadistico sigue en forma aproximada una distribucién x2,_; con
m — 1 grados de libertad (Cai & Krishnamoorthy 2006), por lo que la hipotesis
nula en (2] se rechaza, con un nivel de significancia de «, si x3 > ng,mfl'

Por su parte, la prueba de la razén de verosimilitud se basa en en el estadistico

—2ZX1n< pw) (4)
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Aleatoriedad de los juegos de d digitos 171

que sigue en forma aproximada una distribucion x2, ; con m — 1 grados de liber-
tad (Cai & Krishnamoorthy 2006). Nass (1959) propuso otra aproximacion a la
distribucion de @), con

eXo ~ Xa (5)
donde ¢ = 2E(x3)/Var(x3) y v = cE(x3). Estas constantes se obtienen (ver Cai
& Krishnamoorthy 2006), a partir de

ECG) =m=1y Var(d) = 2(m—1) = (m*+2m—2)/n+>_" (npio)”* (6)

Una variante propuesta por Nass (1959), de especial interés en este trabajo,
es cuando se tiene igual probabilidad en las celdas de la distribucién multinomial,
es decir, cuando p; o = 1/m para todo i. En este caso se hace una correccién por
continuidad para que el estadistico (3] tome la forma siguiente:

2 _ Z?il X12 -1 —-n

con lo que la varianza de x2 en (@) toma la forma 2(m — 1)(n — 1) /n.

Una problemética de estas pruebas para validar la aleatoriedad de los juegos de
azar de d digitos es que son aproximadas, y requieren valores grandes en el ntimero
de sorteos, lo que restringe su aplicacion. En Cai & Krishnamoorthy (2006) se
muestra que las pruebas aproximadas pueden tener un inadecuado comportamiento
para tamanos de muestra pequenos y para p; o pequenos, que serian las situaciones
de mayor interés en el caso de juegos de numero de d digitos, ya que para empezar
pi,o = 0.1

Finalmente es importante agregar otras variantes sobre las que existen muchos
trabajos en la literatura, que usan la aproximacién x? para probar la hip6tesis en
@) por el método de intervalos de confianza. Estas variantes consisten en estimar
intervalos de confianza simultdneos para las m proporciones p; del modelo multi-
nomial (ver por ejemplo Sison & Glaz 1995, Hou, Chiang & Tai 2003). El primer
trabajo sobre el particular es el de Quesenberry & Hurst (1964), y una mejora
de este, bastante facil de implementar, es la propuesta por Goodman (1965), que
sefiala que un intervalo simultaneo aproximado, con una confianza de 100(1 — «)
para cada una de las p; se obtiene con:

2(n+ B)

(8)
donde B es el 100 x (1 — a/m) percentil superior de la distribuciéon x? con un
grado de libertad.

2.2. Alternativa bayesiana

Dado el modelo multinomial (), la verosimilitud correspondiente estd dada
por

L(pl,...,pm;n,X)ochfi 9)
i=1
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172 Humberto Gutiérrez-Pulido & Juan Manuel Garcia

A priori, para el modelo multinomial se puede utilizar su conjugada (Bernardo
& Smith 1994), que es la distribucion Dirichlet (m, a):

(1. pm) = ﬁﬂp?ﬂ (10)

donde p; > 0,57 pi=1,; >0, a=(a1,...,am) y

_ H;i1 1"(041-)
Blo) = r (5 o)

Con a; = 1 para todo ¢, se logra una distribucién a priori no informativa. Una
propiedad interesante es que si p tiene una distribuciéon Dirichlet (m, «), entonces
la distribucion marginal de p; es una distribucion Beta (a;, g — o), con ap =
Yot ;. Ademas la distribucion marginal de cualquier sub-vector de una Dirichlet
es también Dirichlet; por ejemplo la distribucién marginal de (p;, pj, 1 — pi — pj)
es Dirichlet (o, aj, g — a — ).

De @) y ([IQ) se concluye que la distribucién posterior esta dada por
m m
w1y pm | X) o []of o0
i=1  i=1

o et (11)
=1

que, salvo por una constante, corresponde a una distribucion Dirichlet (m,a*),
con o = (aq + 21,...,Qm + ZTym). De esta manera, con base en (1) se pue-
de hacer inferencia para p = (p1,...,Pm), lo que permite explorar la hipotesis
@) o el caso particular de interés en los juegos de numero de d digitos, donde
m = 10 y p;o = 0.1. Para explorar la distribuciéon posterior resulta conveniente
obtenerla por simulacién; por ejemplo en el software libre R, que se puede bajar de
http://cran.r-project.org junto con el paquete MCMCPack, que al cargarlo puede
generar la distribucion posterior con la funcion MCmultinomdirichlet x, o*, mec,
donde x = (X1,...,Xm) y mc es el numero de realizaciones que se quiere de p | X.
También puede ser de utilidad la funcion ddirichlet (p, ).

Alternativamente a la simulacion se puede recurrir a las expresiones analiticas.
Por ejemplo, de acuerdo con lo que se dijo antes, la distribucién marginal posterior
. m
de cualquiera de las p; es una Beta (o +x;, o —(a;i+;)), con o = > .0 (o + ;) .
Asi, para cualquier p; se tiene que

F(ag) aidzi—1 ap—(ai+zi)—1
| X) = il (] )0 (@it 12
m(pi | X) Tl T 2T (of — (i T2 (1—pi) (12)

Para explorar esta distribucién se puede graficar para alguna i y ver qué tantas
posibilidades se le da a p; = 0.1, ya sea calculando un intervalo de probabilidad
para p; con los cuantiles g2 y g1—~2 de la distribucion 7 (p; | X), o bien calculando
Pr(p; >0.1] X) o Pr(p; < 0.1 ] X).
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El procedimiento descrito también se puede ajustar facilmente para plantear la
aleatoriedad de grupos de digitos. Basta hacer los ajustes en el modelo multinomial
correspondiente. El procedimiento descrito no requiere aproximaciones asintoticas,
por lo que se puede aplicar en cualquier momento, ademas de ser més informativo
al obtener la distribucién posterior para p o las p; de interés.

3. Independencia y monitoreo de resultados

Puede pasar que con base en las pruebas de la seccién anterior se declare que la
frecuencia con la que ocurre cada digito es similar; sin embargo esto no es suficiente
para asegurar la aleatoriedad de los resultados, ya que pudieron darse rachas de
sorteos que favorecieran a ciertos digitos, pero que al combinar toda la informaciéon
y resumir las frecuencias, estas rachas queden ocultas. Por ello se requiere también
verificar la independencia entre los resultados sucesivos.

La forma tradicional de verificar esta independencia es ver los resultados de
una urna a través de los diferentes sorteos como una serie de tiempo, y calcu-
lar la autocorrelacion para medir la correlacion entre los valores de la serie (ver
Royal Statistical Society 2002). Sea x; una serie de n valores (j = 1,2,...,n), el
coeficiente de autocorrelacion simple 7 con retardo k, tipicamente se estima con

P (@ - 2) (@gn — T)
rp = SR (13)
> (T —T)

donde T es la media aritmética de la variable = en la serie. Es usual calcular rj para
varios valores de k, usualmente pequenios. Una prueba tipica de independencia de
las series es la de Box & Pierce (1970), que se basa en el siguiente estadistico:

Q(r)=n) i (14)

que asintéticamente tiene una distribucién y? con t grados de libertad, por lo
que se rechaza la independencia de la serie si Q (r) > x?_,. En Ljung & Box
(1978) se propone una modificacién a la prueba de Box-Pierce, que tiene un mejor
desempeno cuando se satisface el supuesto de normalidad. La propuesta se basa
en el estadistico

Lir)=nn+2)Y (n—k '} (15)

k=1

que para n grande se distribuye como x7. El que estas pruebas requieran normali-
dad, muestras grandes y el hecho de aportar poca evidencia grafica, son limitantes
importantes para su aplicacién practica en juegos de loteria.

Una alternativa a las pruebas de independencia seria monitorear los resultados
de los sorteos en tiempo real y no un ano o dos después, cuando todo es historia. Es
reconocido que las cartas de control son una de las mejores formas de monitorear
procesos repetitivos (Gutiérrez & de la Vara 2009), por lo que dado que cada sorteo
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de un juego de azar es una repeticién en la realizacién de un proceso, se propone
monitorear la aleatoriedad de los juegos de azar mediante cartas de control.

Una forma practica e intuitiva de monitorear los resultados de un juego de
numeros de d digitos es viendo el digito que resulté en el méas reciente sorteo y
analizar hace cuantos sorteos (ensayos) habia aparecido tal digito; de esta manera,
si Y es el nimero de ensayos o sorteos que transcurrieron para que apareciera
nuevamente tal digito, entonces bajo el supuesto de aleatoriedad, Y tiene una
distribucién geométrica con pardmetro p = 0.1, por lo que

flylp)=Pr(Y =y|p =1-p?'p (16)

cony=12...
La distribucién acumulada esta dada por

F(y|p)=Pr(Y <ylp)=pY (1-p)'=1-(1-p)" (17)

i=1

El limite de control superior (LCS) e inferior (LCT) indican dénde se espera
esté Y bajo el supuesto de aleatoriedad. Si se fija una probabilidad de error tipo
I igual a v, entonces estos limites se obtienen con Pr(Y > LCS | p) = 72y
Pr(Y < LCI | p) = 2. Sin embargo, con la distribuciéon geométrica con p = 0,1
se obtiene que P(Y = 1) = 0, 1, por lo que dado que usualmente los valores de 7 son
pequenos (el valor més comunmente usado en control de procesos es v = 0,0027),
entonces no se debe usar LCI, por lo que Pr(Y > LCS | p) = «. De aqui que

Pr(Y > LCS|p)=1-Pr(Y <LCS|p)
= 1—-F(LCS+1]|p)

Despejando a LC'S de esta ultima igualdad, se obtiene que el valor aproximado
para el LCS esta dado por

~ In(y)
LOS = T 1 (18)

Notese que para la aplicacion especifica de la carta es necesario partir de que
p = 0.1; si no fuera asi, entonces la incertidumbre sobre p la podria aportar una
distribucién Beta, y hacer inferencia con la distribucién posterior correspondiente.
En Gutiérrez (2006) se presenta una version bayesiana para una carta de control
bajo el supuesto anterior. La version frecuentista de la carta geométrica y algunos
detalles de su caracterizacion se pueden consultar en Yang, Xie, Kuralmani & Tsui
(2002).

Si v = 0.0027, entonces el limite de control superior LC'S se puede tomar igual
a 56, ya que Pr(Y > 56 | p = 0,1) = 0,002739. Ademas de los limites de control
es usual establecer otras zonas que ayudan a detectar otros patrones no aleatorios
en el comportamiento del proceso (ver Gutiérrez & de la Vara 2009). Sin embargo,
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en el caso de la carta de control geométrica no es posible utilizar las zonas tipicas
debido a la forma de la distribucién geométrica, que tiene una forma exponencial
donde acumula las probabilidades més altas a los nimeros enteros mas pequenos.

Como alternativa se propone generar cinco zonas con una cobertura aproxi-
mada de 0,20 en la probabilidad para los correspondientes valores de Y. Estas
zonas se detallan en la tabla[Il, y se han obtenido con el apoyo de la distribucién
acumulada (I7). Como en el juego de numeros de d digitos lo que se quiere ga-
rantizar es la aleatoriedad, entonces esto serd equivalente a observar un proceso
(juego) bajo control estadistico en una carta geométrica, en donde la proporcion
de puntos en las diferentes zonas a lo largo de la carta de control sea consistente
con la probabilidad indicada en la tabla[ll La separacion de las zonas de la tabla
[ puede darse con el valor medio que las separa, asi {4 = 2,5, g = 5,5, lc = 9,5,
Ip =16,5.

TABLA 1: Zonas en la carta de control geométrica.

Zona Valores de Y Probabilidad

A {1,2} 0, 19000
B {3,4,5} 0,21951
C {6,7,8,9} 0,20307
D {10,...,16} 0,20212
E {v > 17} 0, 18530

De esta forma, para monitorear el comportamiento de Y en un juego de nimero
de d digitos, la observacién se puede centrar en cada una de las urnas con las que
usualmente se generan los digitos del juego. Monitoreando en forma separada cada
urna y llevando un registro (carta) particular para cada digito -para ello cada vez
que se realice un sorteo se ve qué digito fue extraido de la urna bajo analisis-, se
analiza cudntos sorteos fueron necesarios para que volviera a aparecer tal digito,
con lo que en cada sorteo se tiene el valor de Y. Para aplicar la carta desde el
primer sorteo, se puede suponer que en el sorteo cero salieron todos los digitos.

Si se viera un punto fuera del LCS, se debera ver qué pasé, particularmente
qué digito i es, porque esto identificara la esfera que ha tardado demasiados sorteos
en salir, es decir, esto sugerird que p; < 0,1. Al considerar que 2321 pi =1,y si
p; < 0,1 para algin 7, entonces esto implica en contraste que p; > 0,1 para una o
mas j =1,...10, con j # i. Esto, trasladado en la carta de control, se reflejaré en
que mientras los valores de Y para la esfera i, Y;, tenderan a ser mas grandes, los
valores de Y; tenderan a ser mas pequeiios. Ambas cosas se detectaran en las zonas
de la carta de control. Esta estructura de dependencia plantea la necesidad de hacer
un monitoreo simultaneo e individualizado para todas las esferas. Simultaneo en
el sentido que se tenga claro que a quien se estd monitoreando es a Y (ntimero
de ensayos o sorteos que transcurrieron para que saliera nuevamente el digito que
acaba de aparecer), pero individualizado porque se propoune que el valor de Y se
registre en la celda (carta) que le corresponde a cada digito.

De esta manera en cada carta, para cada digito, se debe vigilar visualmente
que aproximadamente la quinta parte de los valores de Y caigan en cada una de
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las zonas de la carta. Si hay sospechas de que esto no estd ocurriendo para un
digito, porque por ejemplo hay una racha larga de puntos donde los valores de Y
tienden a caer en las tltimas zonas de la correspondiente carta de control; esto
también se reflejard en forma opuesta en por lo menos otra zona de otro digito,
donde se tendran muchos puntos en las primeras zonas de la carta de control.
Identificado esto, para verificar formalmente las posibles rachas de puntos que
siguen un patrén no aleatorio se tienen dos posibilidades. En la primera se parte
de un modelo multinomial para el digito ¢ con los cinco sucesos dados por las zonas
de la carta, es decir, un modelo multinomial con p = (pa, ps, pc, Pp, PE), donde
se observan x; veces la esfera i; entonces la distribuciéon marginal posterior para
cualquiera de las pg (con k = A, ..., E), se obtiene a partir de (I2]), para precisar
mejor que quede lo indicado como la distribucién a priori no informativa, oy = 1.
Especificamente la distribucion es Beta(1 + wg, 5 + x; — (1 + wg)):

ﬂ-(pk? | :Eiuwkr) =
L'(5+ ) Ttwyp—1

1"(1—i-wk)l"(5—|—gci—(1—|—w;€))p7’C (1= px) (19)

donde wy, es el ntimero de puntos que cayeron en la zona k de la carta de control
para el digito i. A partir de esta distribucion marginal se puede calcular un inter-
valo de probabilidad para ver si éste incluye al correspondiente valor de pi dado
en la tabla [Il Adicionalmente se pueden combinar dos o més de las zonas de la
tabla [l y hacer los analisis correspondientes mediante (I9).

El otro criterio para verificar rachas de valores de Y que no sigan un patron
aleatorio es la aplicacion de la distribuciéon binomial. Supéngase que hay una racha
sospechosa donde h de ¢ puntos consecutivos cayeron en la zona k de la carta
geométrica, considerando que la zona k puede ser alguna de las indicadas en la
tabla 1, o bien una combinacién de algunas zonas de esta tabla u otras que reinan
algtin otro criterio. Entonces es claro que bajo el supuesto de aleatoriedad, la
probabilidad de que tal racha ocurra esta dada por la distribucion binomial (¢, py),
donde py, es la probabilidad de la zona k construida como se ha indicado. Por tanto

Pr(h ) = (ki1 -y (20)

Por ejemplo, supongase que en la zona A de la carta de control geométrica
para algun digito caen tres puntos consecutivos, lo que significa que tal digito salio
como resultado en tres sorteos consecutivos o casi consecutivos. Para calcular la
probabilidad de esto, se tiene que h = 3,¢t = 3y pr = 0,19;y de acuerdo con (20), la
probabilidad de tal racha es igual a 0,006859. Esta probabilidad es suficientemente
baja como para pasar por alto la situacién; por tanto lo que se sugiere hacer es
evaluar de cerca lo que estd pasando con el proceso de aleatorizaciéon, como por
ejemplo se podrian simular sorteos para corroborar la sospecha con més datos. En
la seccion Bl donde se analizan datos de un caso practico, se aplica (20)) para varias
rachas sospechosas.

Para analizar el funcionamiento de la carta propuesta se hace el siguiente es-
tudio, y ademéas mas adelante se veré el caso practico del sorteo Tris.
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4. Estudio Monte Carlo

Para analizar y visualizar el funcionamiento de la carta geométrica propuesta
en la seccion previa se hizo un estudio Monte Carlo. Las rutinas fueron progra-
madas con S-Plus. Se buscé simular lo que ocurre en una urna que contiene diez
esferas numeradas con los digitos, y en cada sorteo se extrae una. Se asigné una
probabilidad de extraccion p; para cada esfera y se simularon 300 mil repeticiones
del sorteo. Ademaés de cuantificar la proporcion de veces que resulté cada esfera,
se registré el nimero de sorteos que tuvieron que pasar para que volviera a salir el
mismo resultado, es decir se cuantificé Y, junto con la proporcién de veces, respec-
to al total de sorteos en que el valor de Y fue superior al limite de control superior
(LCS = 56). Ademas, para cada esfera se registré la proporcion de veces en que
el valor de Y cay6 en cada una de las zonas de la carta para cada digito (tabla[Il).
En la tabla [2] se reportan los resultados para dos casos. En el primero se supuso
que dos esferas, la 3 y 4, tenian probabilidades de ser extraidas de ps = 0,07 y
psg = 0,13, y a las restantes se les asigné una probabilidad de 0, 1. Se observa que
la proporcién en la que cada esfera fue el resultado del sorteo fue muy similar a
su correspondiente probabilidad; por ejemplo, el 7,0% de las ocasiones la esfera
3 fue el resultado del sorteo, y la cuatro un 13,0% de las veces. Por otro lado,
en cuanto a los valores de Y en las zonas A a F para cada esfera, se ve que en
el caso de la esfera 3, las proporciones para las primeras tres zonas fue de 0, 138,
0,168 y 0, 172, que son visiblemente menores a las esperadas, de alrededor de 0, 20;
en contraste, en la dltima zona, la F, tiene una proporciéon de 0,313, contra una
esperada de 0.185. En otras palabras la esfera tres tardaba demasiados sorteos en
salir. En cuanto a la esfera 4, los resultados son opuestos: mas veces cayé Y en
las primeras zonas de la carta y pocas en las ultimas; por ejemplo, en la zona F
la proporcion fue de 0,107, que es casi la mitad de la esperada bajo aleatoriedad
(0,185). En los restantes digitos los resultados en las diferentes zonas son muy
similares a los esperados bajo aleatoriedad.

Para el segundo caso de la tabla 2] se asigné a la esfera 2 una probabilidad
de ser extraida de po, = 0,145, y este aumento respecto a 0,10 se quité de forma
equitativa al resto de las esferas, con lo que sus probabilidades de extraccién fueron
de 0,095. Se observa que la proporcién con la que salié cada esfera es muy similar
a la probabilidad asignada, por ejemplo, un 14,5 % de las ocasiones la esfera 2 fue
el resultado del sorteo, mientras que las proporciones de los valores de Y para tal
esfera que caen en las zonas A y B son de 0,271 y 0,270 respectivamente, ambas
muy por arriba de 0,20. Estos aumentos contrastan con los datos observados para
la zona E, a la que le corresponden solo el 8,0 % de los valores de Y para la esfera
2. Respecto del resto de las esferas, se nota una ligera disminucién de la proporcién
de valores de Y para la zona A.

Con los resultados de las simulaciones de la tabla[2]se ilustra que un incremento
en el porcentaje de extracciones de un digito en particular se puede detectar,
ademés de en el porcentaje mismo, en la carta de control mediante un incremento
de la proporcion de valores de Y que caen en las primeras zonas de la carta y una
baja proporcién de valores de Y en las dltimas zonas, principalmente en la zona
FE, mientras que cuando se tienen proporciones de extracciéon menores a 0, 1, se
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TABLA 2: Resultados de estudio de simulacién para dos casos seleccionados.

Resultado Puntos fuera  Proporcion de puntos en cada zona

del sorteo del LCS A B C D E
Prob. teorica p; =0, 1 0,100 0,00027 0,190 0,220 0,203 0,202 0,185
1 0,100 0,00027 0,188 0,221 0,203 0,206 0,183
2 0,100 0,00024 0,192 0,219 0,203 0,201 0,186
Resultados 3 0,070 0,00119 0,138 0,168 0,172 0,209 0,313
para los 4 0,130 0, 00006 0,245 0,255 0,214 0,179 0,107
digitos, 5 0,100 0,00025 0,191 0,217 0,204 0,202 0,185
con p3 = 0,07 6 0,100 0,00032 0,191 0,220 0,200 0,202 0,186
ps = 0,13, 7 0,100 0,00035 0,193 0,218 0,203 0,203 0,183
y los restantes 8 0,099 0,00028 0,191 0,221 0,201 0,196 0,191
igual 2 0,1 9 0,101 0, 00026 0,190 0,219 0,206 0,202 0,183
0 0,100 0,00032 0,189 0,219 0,199 0,208 0,185
1 0,095 0,00035 0,182 0,211 0,197 0,206 0,204
2 0,145 0,00001 0,271 0,270 0,216 0,163 0,080
Resultados 3 0,095 0,00033 0,184 0,211 0,198 0,206 0,201
para los 4 0,095 0,00034 0,180 0,216 0,199 0,202 0,203
digitos, con 5 0,095 0,00037 0,181 0,215 0,197 0,206 0,201
p2 = 0,145 6 0,095 0,00038 0,183 0,215 0,196 0,208 0,198
y los restantes 7 0,095 0,00037 0,184 0,208 0,203 0,204 0,201
igual a 0,095 8 0,094 0,00036 0,179 0,215 0,197 0,203 0,206
9 0,095 0,00034 0,182 0,214 0,196 0,203 0,204
0 0,095 0,00038 0,197 0,207 0,202 0,207 0,202

detecta en la carta, con puntos fuera del LC'S, mayores proporciones de valores
de Y que caen en las zonas D y F, y una menor proporcién para las primeras
zonas de la carta. Las sospechas deben ser validadas con las pruebas descritas en
la subseccién

En relacién con el uso del LC'S para detectar cambios, primero es importante
puntualizar la probabilidad del error tipo I, que consiste en declarar que ha habido
un cambio cuando en realidad no fue asi, por lo que el correspondiente punto fuera
del LC'S sera una falsa alarma. En la tabla] se ha estimado la proporcion de falsas
alarmas debido a puntos fuera del LC'S. Se ha hecho respecto al total de sorteos,
porque al final de cuentas se estd monitoreando sélo un proceso, y los resultados
se reportan de forma separada para cada digito como una estrategia para separar
fuentes de variabilidad atribuible y asi lograr un mejor monitoreo del proceso.
Ante esto, el LCS se ha establecido con v = 0,002739, como es usual en cartas
de control, de tal forma que en condiciones de control estadistico (aleatoriedad)
se esperaria que entre todos los digitos solo se tuviera esa proporcion de falsas
alarmas. Si a 0,002739 se le divide entre diez, entonces se esperaria que cada
digito aporte 0,00027 puntos fuera del LC'S. En la tabla 2 se puede ver que en las
esferas que tuvieron p; = 0,1, su proporcién de puntos fuera estd muy cerca de
lo esperado, mientras que para las esferas en que p; < 0,1 se tienen mas puntos
fuera, porque tarda mas la esfera en salir como resultado; por ejemplo, para la
esfera 3 en el caso 1, se tiene que la proporciéon de puntos fuera fue de 0,00119, en
cambio, si p; > 0,1, la proporcién de puntos fuera es mucho menor, como se ve en
la esfera 4 del caso 1, donde tal proporcién fue de 0,00006. Por tal razén el tipo de
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problemas de falta de aleatoriedad que se detectan con el LC'S son aquellos donde
pi < 0,1, y no asi cuando p; > 0,1, esto ultimo debido a que la carta geométrica
no tiene LCI.

Con lo que se ha dicho respecto al error tipo I, queda claro que la probabilidad
de este error 7, que es con la que se calcula el LCS, se mantendra respecto al
total de sorteos bajo el supuesto de aleatoriedad, a pesar de que se lleve el registro
por separado de los diferentes digitos. Ademas, dadas las limitaciones del LCS
para detectar cambios, es necesario el uso de las cartas para cada digito junto
con las zonas propuestas en la tabla [l Esto incrementa la potencia para detectar
problemas mediante la identificaciéon de rachas o patrones con sospecha de falta de
aleatoriedad. Pero para mantener en un nivel bajo la posibilidad de declarar cam-
bios cuando no los ha habido, error tipo I global, entonces cuando haya sospechas
de una racha no aleatoria en una carta de control para un digito, esto debera ser
corroborado con criterios probabilisticos, como los sugeridos en la seccion anterior,

con las expresiones (I2)), (I9) y @0).

5. Aplicaciéon al sorteo Tris de México

El sorteo Tris es un juego de d digitos de la empresa Prondsticos para la Asis-
tencia Publica del gobierno mexicano. Inicialmente el participante seleccionaba
tres digitos, posteriormente fue cambiado para que la seleccion fuera de cuatro
digitos, y en el ano 2007 se transformé en un juego de cinco digitos, con lo cual el
participante forma un ntmero entre 00000 y 99999. El sorteo se realiza en forma
publica, y para extraer las esferas que definen el nimero premiado se utiliza un
dispositivo electromecéanico (urna). Los nimeros ganadores del sorteo Tris estan
disponibles en la pagina www.pronosticos.gob.mz. Para este trabajo se tomaron los
resultados del digito que formaba las unidades de millar, a la que se identifica como
la urna 4, para un total de 500 sorteos Tris entre el 20/07/1996 (sorteo 2913) y
el 28/03/1997 (sorteo 3412). La frecuencia resultante para cada uno de los digitos
en estos 500 sorteos en la urna 4 se muestra en la tabla 3

TaBLA 3: Resultados de 500 sorteos Tris para la urna 4 (unidades de millar).
Digito 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
Frecuencia 48 56 45 52 49 57 56 43 60 34
Proporcion 0,096 0,112 0,09 0,104 0,098 0,114 0,112 0,08 0,12 0,068

Es evidente que bajo la hipétesis de seleccién aleatoria de las esferas, cada
digito tiene una probabilidad teérica de ser seleccionado de 0,1. Sin embargo, a
primera vista los resultados de la tabla[B] parecen contradecir esta hipotesis, debido
particularmente a los digitos cero y nueve. Este tultimo salié casi el doble de veces
que el primero. Para confirmar estas sospechas se procede a probar la hipotesis (2))
con m = 10y p;o = 0,1, mediante las diferentes pruebas aproximadas descritas
en la subseccion [Z1] Para empezar, la prueba usual basada en el estadistico (3],
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donde se tiene que
10

; — 50)°
=y w0 = T (21)
i=1

como el valor critico es X%,o5,9 = 16,919, no se rechaza Hy. Este no rechazo se ve
también con el valor-p para (2I), que es de 0,2622. Asi, esta prueba no aporta
evidencia significativa en contra de la aleatoriedad de los resultados sintetizados
en la tabla Bl Algo similar ocurre con la prueba de la razon de verosimilitud del
estadistico @), ya que el valor de R = 11,703, lleva a no rechazar Hy, puesto que
el valor-p correspondiente es igual a 0,2306. Por su parte, con la prueba de Nass
basada en el estadistico (7), se tiene que x? = 11,18, y dado que los grados de
libertad para la distribucién x? de referencia son v = 9,02, entonces esta prueba
tampoco rechaza Hy. En cuanto a los intervalos simultaneos para las diez p;,
basados en (8)), con a = 0,05, todos incluyen al 0, 1; por ejemplo los intervalos
para p1,pg y p1o estan dados, respectivamente, por [0, 065, 0,139], [0,085,0,167] y
[0,043,0,107], con p1g la probabilidad para el digito cero. Como todos los intervalos
incluyen a 0, 1, no se rechaza (2) con esta metodologia. Es de senalar que el intervalo
para el digito cero es el que estuvo més cercano de no incluir al 0, 1.

Para aplicar el procedimiento bayesiano descrito en la subseccion 2.2 se tiene
que n = Egl x; =500 y of = 5+ 500. Un primer asunto de interés es explorar
la distribucién conjunta posterior de la probabilidad del digito cero, p1g, y la del
nueve, pg. Para ello se hizo una corrida de dos mil simulaciones de la distribucién
posterior de p, utilizando el MCMCPack de R, como se indicé en la subsecciéon
En la parte superior de la figura [l se ve una muestra de la distribucién conjunta
posterior de (p10, p9), de donde se aprecia la poca posibilidad que se le da a que
p1o > 01; de hecho, de los dos mil puntos s6lo 14 estan a la derecha de la linea
vertical p1g = 0, 1, lo que en proporcién significa 0, 007. Estas evidencias refuerzan
el hecho de que pi1g < 0,1. Por su parte, la posibilidad de que pg > 0,1 es un
poco mayor, ya que de los dos mil puntos 165 estan abajo de la linea horizontal
po = 0,1, lo que significa una proporcion de 0, 0825.

Una conclusiéon similar a la anterior se llega al observar la parte baja de la
figura [[l que muestra la grafica de contornos con diez cortes de la distribucion
posterior de p,, = (P10, P9, 1 — P10 — P9), que de acuerdo con lo establecido en la
subseccion 2.2 es Dirichlet(py,, um), con o, = (14 34,1+ 60,510 — 2 — 34 — 60).
En esta figura se ve la poca posibilidad que se le da a la regién p1o > 0, 1.

De la misma manera se puede obtener la distribucién posterior marginal (12])
para cualquiera de los digitos, que segun lo establecido en la subseccién es
una distribucion Beta(l 4+ z;,510 — 1 — z;). Como es de particular interés hacer
inferencia sobre los digitos nueve y cero, de la tablaBlse ve que éstos tuvieron una
frecuencia de xg = 60 y x19 = 34, respectivamente. En la figura 2] se muestra la
distribucién posterior para estos dos casos, de donde es claro que en el caso del
digito cero se debe rechazar la idea de que p1p = 0,1, como requiere el supuesto
de aleatoriedad. Esto se respalda si se calculan intervalos de probabilidad para pig
con los cuantiles ¢y2 y q1—~2 de la distribucién 7(pio | X). Tomando v = 0,05, se
obtiene que estos intervalos estan dados por [0,0929, 0,1491] y [0, 0484, 0,0921],
para pg y pio, respectivamente.
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F1GuraA 1: Distribucién posterior conjunta para los digitos cero y nueve.

Como en el caso del digito nueve, el valor pg = 0, 1 esté dentro del correspon-
diente intervalo, en este caso no se alcanza a rechazar la hipotesis de aleatoriedad,
cosa que si ocurre en el caso del digito cero, ya que p1g = 0, 1 esta fuera del corres-
pondiente intervalo de probabilidad. De hecho la probabilidad de ver este evento
0 uno peor respecto a aleatoriedad, se puede obtener calculando el area en la cola
de la distribucion marginal posterior, es decir calculando Pr(pip > 0,1 | X) que
es igual a 0,0056. Esto muestra que se tiene una fuerte evidencia contra la aleato-
riedad del sorteo Tris en el periodo analizando. Mientras que en relacién al digito
nueve se tiene que Pr(pg < 0,1 | X) = 0,0807, lo que da una cierta evidencia en
contra de la aleatoriedad, aunque no concluyente como ya se habia puntualizado
en la figura(ll

—— Cero
—=—= Nueve

T T T T
0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

F1Gura 2: Distribucién marginal posterior para los digitos cero y nueve.
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Si se quisiera un estimador puntual para pg y p19, en lugar de los estimadores de
intervalo que se han dado antes, se puede calcular la moda de las correspondientes
distribuciones marginales posteriores. Estas modas estan dadas por pg = 0,1181 y
P1o = 0,0669.

Por lo anterior, contrario a las pruebas tradicionales basadas en aproximar di-
ferentes estadisticos con la distribucion 2, el procedimiento bayesiano si detecta
que hay problemas en la aleatoriedad de los resultados del sorteo Tris, como in-
tuitivamente se esperaba a partir de la tabla 2] con la ventaja adicional de que se
aporta evidencia de la distribucién posterior, conjunta o marginal, para los p; con
problemas.

Para probar la independencia de los resultados del sorteo Tris, con los datos
de la urna del millar de los 500 sorteos se calcul6 el coeficiente de autocorrelacion
ri, para k = 1,...,24, y se obtuvo que el estadistico Box-Pierce de la expresion
() toma el siguiente valor:

24
Q=500) r7=36,T4

=1

que tiene un valor-p = 0,0464, por lo que con una significancia de o = 0,05
se rechaza la independencia de los resultados de la serie. Al aplicar la prueba
Ljung-Box con el estadistico ([I4), se obtiene que L (r) = 38,00, que tiene un
valor-p = 0,0346704, por lo que también se rechaza la independencia de la serie,
aunque la evidencia grafica de la falta de independencia, no reportada en este
trabajo, para toda la serie es poco clara.

Con el fin de aportar una mejor evidencia grafica y monitorear el comporta-
miento a través del tiempo de los resultados del sorteo Tris, primero,c on base en
cada dato de la serie original se calculd Y, es decir se identifico qué digito fue el
resultado y se cont6d cuantos sorteos fueron necesarios para que volviera a aparecer
tal digito. Para aplicar la carta desde el primer sorteo, se supuso que en el sorteo
cero salieron todos los digitos. En la tabla (] se muestra un extracto de los valores
de Y.

TABLA 4: Muestra de los valores de Y para los primeros 20 sorteo 5 de Tris.

Sorteo |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Digito |9 9 5 2 3 5 71 8 9 9 0 2 5 3 0 2 4 6 1
Y 11 3 45 3 78 9 8 1 12 9 8 10 4 4 18 19 12

Con los valores de Y para cada digito se obtuvieron las correspondientes cartas
de control geométricas. Por ejemplo en la figura Blse muestran las cartas de control
para los digitos nueve y cero, que ya se vio tienen problemas de cumplimiento del
supuesto de aleatoriedad, por lo que es de interés ver cémo lo reflejan las cartas de
control. En el caso del digito cero, el punto 26 con valor de Y = 60 esta fuera del
LCS, lo que indica que tuvieron que pasar 60 sorteos para que volviera a salir la
esfera del digito cero en la urna del millar, lo que no es congruente bajo el supuesto
de aleatoriedad en el sorteo. Ademas, visualmente parece haber demasiados puntos
en la parte alta de la zona E de la carta. En particular parece sospechoso el que
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9 de 34 valores de Y sean mayores que 22. Para corroborar esta sospecha (racha)
mediante la aplicacion de (20)), se tiene que h = 9, ¢t = 34, y como la zona bajo
sospecha en la carta estd dada por aquellos puntos de Y que son mayores que 22,
entonces para calcular la probabilidad de que un punto caiga en esta zona se puede
usar la distribucién geométrica acumulada F(y) de la expresion (IT), con p = 0, 1;
por tanto pp = Pr(Y >23) =1—- F(23 | p =0,1) = 0,0886, entonces aplicando
(20) se obtiene que la probabilidad de la racha referida es igual a 0,00174, lo que es
una probabilidad muy baja. Esto confirma la idea de que p1g < 0,1 para el digito
cero. Aqui la carta de control hubiese resultado un buen instrumento de monitoreo
del sorteo, ya que hubiera avisado que con frecuencia pasaban demasiados sorteos
en donde la esfera cero no salia como resultado.

Y
10 20 30 40 50 60

0

10 20 30 40 50 60

0

Cero

Ficura 3: Cartas geométricas para los digitos cero y nueve del sorteo Tris.

En la parte baja de la figura Bl se muestra la carta de control para el digito
nueve, que presentd una situacion opuesta a la del digito cero, ya que los valores de
Y tienden a ser més pequenos; por ejemplo, hubo nueve veces en que Y = 1, lo que
implica que en nueve ocasiones hubo dos sorteos consecutivos donde se tuvo como
resultado al nueve. Ademas, de las 60 veces que sali6 el nimero 9, en todas Y < 25,
y como de acuerdo con (7)) se tiene que P(Y < 25) = F(25 | p =0,1) = 0,9282,
al aplicar (20) con h = 60, t = 60 y pr, = 0,9282, se tiene que la probabilidad de
que en los sesenta sorteos ocurra que Y < 25 es igual a 0,011, lo que es una baja
probabilidad. Lo anterior se suma a la sospecha de que en el periodo analizado, el
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numero nueve salia con més frecuencia de lo esperado. Esto confirma la utilidad
de la carta, y en el caso del digito nueve se tiene que pg > 0, 1.

Igualmente se analizé cuantos valores de Y cayeron en cada zona de la corres-
pondiente carta de control para cada digito. Los resultados de esto se muestran en
la tablafbl Como por diseno la frecuencia con la que los valores de Y caen en cada
zona para cada digito es mas o menos similar, resaltan los casos de las esferas 3
y 8 debido a que las primeras zonas de sus respectivas cartas de control incluyen
una cantidad pequena de puntos. Para evaluar con mayor detalle esto, se utiliza
([@3). Si se parte del supuesto de que p = 0,1 y si se junta la informacién de las
zonas A y B, se tiene que pap = pa + pp = 0,41 (ver tabla[I); entonces en el
caso del digito 3 se tendrd que z; = 45 y wx = 5+ 6, y por lo que la distribuciéon
posterior de pap es Beta con parametros (12,37). Al calcular con esta distribucion
un intervalo de probabilidad para p4p con una cobertura de 0,95, se obtiene que
el intervalo es [0,1364,0,3731], que no incluye a p4 + pp = 0,41, lo que es una
evidencia contra el supuesto de que p3 = 0,1 para la esfera 3; esto se ratifica si se
calcula Pr(pag > 0.41 | z;, w) = 0,0068, lo que sugiere que a través del tiempo YV
para la esfera 3 no siguié una distribucién geométrica con ps = 0, 1, y que més bien
parece que ps3 < 0,1 por lo menos por un periodo largo, lo que es una evidencia
maés contra la aleatoriedad del sorteo Tris.

En la parte superior de la figura Ml se muestra la carta de control para el digito
3, v la grafica sugiere dos periodos: el primero con ps > 0,1, que va del punto 1
hasta aproximadamente el 20, donde los valores de Y tienden a que Y tenga valores
pequenos; por ejemplo del punto 14 al 18, se da una racha donde 4 de 5 puntos
consecutivos caen en la zona A de la carta; luego aplicando 20) con h =4,t =15
vy pr = 0,19, se tiene que bajo el supuesto de aleatoriedad la probabilidad de tal
racha es de apenas 0,005. Por el contrario, en la segunda parte de la carta parece
que los valores de Y tienden a ser méas grandes; por ejemplo, en esta segunda parte
se da una racha desde el punto 19 hasta el 45 donde ningtn valor de Y cay6 en la
zona A, lo que sugiere que en esta segunda parte de la carta mas bien p3 < 0, 1.
Al mezclarse estos dos periodos hacen que la frecuencia total con la que resulto
la esfera 3 no suscite ninguna sospecha de problemas de aleatoriedad. Lo que ha
ocurrido con la esfera 3 muestra la utilidad de la carta de control geométrica
propuesta para monitorear la aleatoriedad de este tipo de juegos.

En la carta de control para el digito 8, que no se presenta aqui y que es otro
caso donde hay pocos valores de Y en las zonas A y B, ocurre algo relativamente
similar a lo del digito 3: en los primeros 19 puntos de la carta, 18 caen fuera de las
zonas A y B, lo que bajo el supuesto de aleatoriedad tiene una probabilidad muy
baja de ocurrir de apenas 0,0006. En cambio, en la segunda parte de la carta los
valores de Y fluctian de la manera esperada.

En la parte inferior de la figura (] se muestra la carta de control para el digito
6, que presenta un caso opuesto al digito 3, ya que hay pocos valores de Y en las
zonas Dy FE, lo que indica que la esfera 6 tendia a salir demasiado pronto, por lo
que pareciera que pg > 0, 1 en algunos periodos. Por ejemplo del punto 15 al 38 se
present6 una racha donde de 24 puntos sélo uno cayé en la zona E, lo que tiene
una probabilidad de ocurrir de 0,04. Aunque no es una evidencia contundente,
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si apoya un tanto que pg > 0,1 durante ese periodo. En apoyo a esto se destaca
visualmente que tres puntos consecutivos de Y cayeron en la zona A (del 10 al
12), y la probabilidad de que esto ocurra bajo el supuesto de aleatoriedad es de
(pa)® = (0,19)3 = 0,00686, que se puede considerar baja.

TABLA 5: Frecuencia de los valores de Y por zona de la carta para el sorteo Tris.

Zona Puntos fuera
Digito | A B C D FE | Total del LCS
1 9 10 10 8 11 48 0

11 10 16 11 8 56
5 6 13 11 10 45
13 11 11 7 10 52
8 9 12 13 7 49
10 14 16 8 9 57
12 13 9 17 5 56
5 6 9 15 8 43
15 12 13 10 10 60
4 7 6 7 10 34

S O 00O Utk WwN
= O O O o o o oo

En suma, mas allé del posible incremento del error tipo I al rechazar la hipétesis
de aleatoriedad en el proceso de extraccion de las esferas de la urna del millar en el
sorteo Tris al evaluar la aleatoriedad de diferentes rachas, lo que importa mostrar
con las cartas de control de la figurall es que para probar la aleatoriedad de juegos
de d digitos no basta probar la igualdad de la frecuencia con la que los diferentes
digitos aparecen como resultado, como se hizo en el caso del sorteo Tris para el
digito 0 y 9 a través de las figuras [l a Bl sino ademés es fundamental monitorear
la rapidez con la que los diferentes digitos aparecen, y asi poder identificar rachas
no aleatorias con apoyo de las cinco zonas de la carta geométrica para cada digito,
0 que permitird actuar con mayor oportunidad y de manera méas preventiva. Pero
como ya se ha dicho, es importante evaluar formalmente la aleatoriedad de las
rachas sospechosas, para lo cual se han propuesto las opciones que representan las

expresiones (I9) y (20).

6. Discusion y conclusiones

Verificar la aleatoriedad y legalidad de los resultados de los juegos de azar
es un asunto que toma cada dia mayor importancia social, dada la existencia de
estos juegos y sorteos tanto en formato tradicional como en formato electrénico
o en internet. Por ello se justifica profundizar en metodologias estadisticas que
ayuden a verificar tal aleatoriedad. En la revisiéon bibliografica hecha para este
trabajo se destaca que los juegos de nimeros del tipo k£ de N han recibido mas
atencion por parte de los estadisticos, aunque varias de las pruebas propuestas en
la literatura estan basadas en el estadistico x?, que requiere tamafios de muestra
grandes para lograr buenas aproximaciones, por lo que seria deseable repensar
procedimientos que no dependen de aproximaciones asintéticas, como las opciones
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Fiaura 4: Cartas geométricas para los digitos 3 y 6 del sorteo Tris.

bayesianas. Ademéas es importante pensar en herramientas para monitorear en
forma cotidiana este tipo de sorteos.

Por su parte, los juegos de ntimeros de d digitos, preocupacién central de este
trabajo, han recibido menos atencién, pero también requieren mejores formas de
verificar su aleatoriedad, ya que la prueba x?, que es el procedimiento estandar
para verificar la igualdad en la frecuencia con la que aparece como resultado cada
digito, depende de aproximaciones asintéticas y precisa tamanos de muestra gran-
des. Por ello, como alternativa se propuso en este articulo utilizar el procedimiento
bayesiano basado en un modelo multinomial, lo que permite hacer inferencia con
base en la distribucion posterior 7(p | X), que es facilmente obtenida por simu-
lacion. Ademaés se pueden obtener distribuciones posteriores marginales de una o
varias proporciones que se quieran analizar con mayor detalle. Esta alternativa,
aparte de no requerir aproximaciones asintéoticas, es un procedimiento sencillo e
intuitivo que permite generar inferencia sobre el valor de p;.

El caso practico analizado en este trabajo sobre los resultados del sorteo Tris
de México ha mostrado claramente lo anterior, ya que a pesar de que la frecuencia
de los diferentes digitos parecia no ser igual (ver tabla[3), ninguna de las pruebas
tradicionales de la subseccién fue capaz de evidenciar la falta de aleatoriedad,
cosa que si se logra con base en 7(p | X) (ver figuras [y [2).
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Para verificar la aleatoriedad de un juego de ntimeros de d digitos, también es
necesario verificar la aleatoriedad a través del tiempo. En la literatura se encontro
que esto se hace con base en pruebas de independencia entre ensayos sucesivos,
y que un procedimiento utilizado se basa en un estadistico x? obtenido a partir
de los coeficiente de autocorrelacion (ver Royal Statistical Society 2002) y Box &
Pierce (1970). Sin embargo, estas pruebas dependen de supuestos distribucionales
y de resultados asintoticos que usualmente requieren tamano de muestra grande.
Ademas, cuando estas pruebas detectan falta de independencia aportan pocos ele-
mentos para diagnosticar el origen del problema. Por ello, y como alternativa se
ha propuesto en este trabajo el uso de la carta de control geométrica con cinco
zonas para monitorear la aleatoriedad de los juegos de ntmero de d digitos, ya
que esto ratifica que no sélo es importante verificar la igualdad de la frecuencia
de los digitos, sino analizar la rapidez con la que aparece en los diferentes digitos.
La carta de control es intuitiva, no requiere aproximaciones asintéticas ni supues-
tos distribucionales adicionales; ademéas permite actuar oportunamente cuando se
detecten resultados o patrones que evidencien la falta de aleatoriedad.

De esta manera, el hecho de monitorear la variable Y, que es igual al nimero
de sorteos para que vuelva a aparecer como resultado un mismo digito, y llevar un
registro separado para cada digito permite detectar evidencias del desempeno del
proceso, e identificar especificamente cual es la esfera (digito) que esta teniendo
problemas. Para facilitar la interpretaciéon de la carta geométrica e incrementar
la potencia para detectar rachas de puntos que se desvien de la aleatoriedad, se
propuso dividir la carta en cinco zonas con una cobertura aproximada de 0,20
cada una (ver tabla[I]).

La aplicacién de la carta geométrica propuesta a los datos del sorteo Tris aportéd
evidencia adicional contra la falta de aleatoriedad de los digitos 0 y 9. Ademas se
detectaron otros problemas para otro par de digitos (el 3 y el 6), que aunque en
sus frecuencias totales no parecia que tuvieran problemas, la velocidad con la que
aparecieron mostré rachas, donde en un periodo aparecian maéas rapido y en el
otro fue mas lento. Esto se valido con las pruebas estadisticas propuestas en las

expresiones (I9) y (20).

De esta manera, la carta geométrica propuesta resulta un instrumento tutil
para monitorear la aleatoriedad de juegos de azar del tipo d digitos, tanto por sus
propiedades tedricas como por su sencillez y sentido practico.

En cierto sentido, los problemas detectados en la aleatoriedad de los resultados
del sorteo Tris sorprenden porque la empresa responsable de este sorteo es una
empresa publica que goza de un buen prestigio en México. Pero es claro que re-
quiere mejores formas de asegurar la aleatoriedad de sus sorteos, como también lo
concluye Coronel-Brizio et al. (2008), al detectar problemas de aleatoriedad en el
sorteo Melate de esta misma empresa, que es un juego del tipo k/N.

[Recibido: julio de 2009 — Aceptado: septiembre de 2010]
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Resumen

El problema del cambio climatico es uno de los grandes problemas am-
bientales que enfrenta la humanidad, ya que ligeras variaciones en las varia-
bles climéaticas pueden traer graves consecuencias en las actividades econémi-
cas y el bienestar humano en general. Hoy en dia los modelos de circulacién
general (MCG) de la atmosfera son la principal herramienta para estudiar
los cambios climéaticos. El Ministerio del Ambiente y de los Recursos Na-
turales (MARN) lidero en el afio 2005 la Primera Comunicacién Nacional
en Cambio Climatico de Venezuela, utilizando salidas de 16 MCGs a escala
global (resolucion de 5° x 5°), cuyas proyecciones estiman incrementos para
la temperatura y disminucién en la precipitacién para los préximos anos.
Cada MCG arroja diferentes resultados generando incertidumbre en la se-
nial del cambio climético futuro. Este trabajo utiliza un enfoque Bayesiano
y una extension del método Reliability Ensemble Average (REA) (Tebaldi,
Smith, Nychka & Mearns 2005), combinando las salidas (presente y futu-
ra) de precipitacion y temperatura de los 16 MCG con observaciones de las
condiciones climéaticas actuales, con el fin de determinar las distribuciones
de probabilidad del cambio climéatico futuro para estas dos variables climéati-
cas en nueve regiones de Venezuela. Para el estudio se toman en cuenta dos
criterios: sesgo, el cual considera la diferencia entre las salidas de los mo-
delos y el clima actual, y convergencia, que cuantifica las diferencias en los
cambios simulados por los multiples modelos del clima futuro. El principal
resultado obtenido del trabajo es que atn existe considerable incertidumbre
en las proyecciones de los MCG, ya que estos no incluyen todos los aspectos
sobre el funcionamiento del sistema climético. También se pudo establecer
que mientras menor sea la variabilidad natural de la variable climéatica, mas
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efectiva serd su proyeccion.

Palabras clave: estimacion Bayes, inferencia posterior, modelo probabilis-
tico.

Abstract

The changing climate is one of the main environmental problems fa-
cing humanity, since slight variations in the climate variables might have
terrible consequences in the economic activities and human well-being. No-
wadays atmospheric Global Circulation Models (GCMs) are the main tools
to study changing climate. The Ministry of Environment and Natural Re-
sources (MENR) led in 2005 the First Communication in Climate Change
of Venezuela, using the outputs of 16 GCMs at a global scale (resolution
of 5° x 5°) whose projections estimate increasing temperature and diminis-
hing precipitation in the coming years. Each GCM gives different results,
generating uncertainty in the future changing climate signal. This work uses
a Bayesian approach and an extension of the Reliability Ensemble Average
(REA) (Tebaldi et al. 2005) method, combining the outputs (present and
future) of precipitation and temperature of the 16 GCMs with observations
of present climate conditions, to determine the probability distributions of
future changing climate change for these two climate variables in 9 regions
in Venezuela. For this study, two criteria are used: bias, which considers
the difference between the model outputs and the present climate; and con-
vergence, which quantifies the differences among the simulated changes of
future climate by multiple models. The main result of this work is that a
large amount of uncertainty still exists in the GCMs projections, since they
as yet do not include all aspects of the climate system functioning. It was
also concluded that the lower the natural variability in the climate variable,
the more effective is its projection.

Key words: Bayes estimation, Probabilistic model, Posterior inference.

1. Introduccién

La importancia que tiene el estudio del cambio climéatico para Venezuela viene
dada por la circunstancia de ser un pais cuya economia es altamente dependiente
de la produccién y exportacion de petroleo (la actividad petrolera aporto el 16,8 %
del PIB y represent6 el 87,2% de las exportaciones de bienes en 2004). Ademas
Venezuela es un pais de gran diversidad biolédgica, ecosistemas fragiles, poseedor
de costas bajas y territorios insulares vulnerables, que no cuenta con la capacidad
suficiente para la debida atencion de contingencias derivadas de la ocurrencia de
fendomenos meteorologicos extremos.

La capacidad actual del pais para enfrentar la variabilidad climatica natural no
es muy alta, ya que existen debilidades en las adreas de medicion sistemética de los
elementos climaticos, escasez de personal especializado en el area de aplicaciones
practicas de la informacién climatica y una débil integracion interinstitucional
para la organizacion de las actividades productivas en funcién de aprovechar al
méaximo las potencialidades del clima y reducir los riesgos asociados a éste. De
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no modificarse tal situacion, el nivel de vulnerabilidad o sensibilidad de Venezuela
ante el cambio climatico se incrementard ain mas. Actualmente, en los grandes
centros de investigacion climatica a nivel mundial se hacen proyecciones del cambio
climéatico con el fin de buscar las medidas de adaptacién méas viables a este gran
problema. Estas proyecciones son discutidas ampliamente en el altimo reporte del
Panel Intergubernamental sobre el Cambio Climatico (IPCC 2007).

Hoy en dia, los modelos de circulacion general (MCG) de la atmosfera son las
principales herramientas que existen para hacer proyecciones sobre el cambio cli-
matico a nivel mundial (Benioff, Guill & Lee 1996). Los MCG son representaciones
numéricas tridimensionales, que se emplean para simular el comportamiento del
sistema climatico global a gran escala (incluyendo la atmosfera, los océanos, la
biosfera, la criosfera y la superficie terrestre), pero poseen una resolucion espacial
insuficiente o inadecuada para aplicar sus resultados como base de los estudios
de impacto climéatico a nivel local o regional. Uno de los mayores inconvenientes
con los modelos MCG radican en que para algunas regiones se obtienen resultados
diferentes que generalizan incertidumbre en la sefial del cambio climatico futuro, y
por consiguiente, es dificil hacer proyecciones confiables acerca de estas condiciones
climaticas futuras (Vera, Silvestri, Liebmann & Gonzalez 2006).

En la primera comunicacion nacional sobre cambio climatico (CNCC) para Ve-
nezuela (MARN 2005), se realizé un estudio sobre algunas de las implicaciones
ambientales mas generales que se derivan del cambio de los patrones espacio-
temporales de la precipitaciéon y la temperatura, lo que repercute en aspectos
tales como el tipo climatico de grandes areas del pais, la disponibilidad hidrica
desde el punto de vista climatico y el confort humano y animal. Para este estu-
dio se analiz6 el comportamiento de 16 modelos acoplados de circulacién general
atmosfera-océano (MACGAO) utilizados en el tercer reporte del IPCC (IPCC-
TAR), que fueron incluidos en la herramienta MAGICC/SCENGEN (Model for
the Assessment of Greenhouse Induced Climate Change / Scenario Generator),
desarrollado por la Climate Research Unit (CRU, University of East Anglia, UK)
(Hulme, Wigley, Barrow, Raper, Centella, Smith & Chipanshi 2000), bajo cinco
escenarios de emision de gases del efecto invernadero (IS92A, SRESA1, SRESA2,
SRESB1, SRESB2) (IPCC 2001) y tres niveles de sensibilidad climatica, a fin de
considerar con amplitud las diferentes incertidumbres asociadas al proceso de si-
mulacion del clima futuro. Basandose en la idea de que el clima en el siglo XXI
deberia continuar la tendencia mostrada en el siglo XX, incluyendo las caracteris-
ticas del impacto del fenémeno El Nino en el pais, y aceptando que se espera en
el futuro un incremento en la frecuencia de ocurrencia de este evento, se observo
que los modelos que mejor se adaptan a estas condiciones fueron el modelo UKTR,
(desarrollado por el United Kingdom Meteorological Office, Inglaterra) y el mo-
delo CCC-EQ (desarrollado por el Canadian Center for Climate Modelling and
Analysis, Canada) (MARN 2005), en donde las proyecciones obtenidas revelan un
importante incremento en la temperatura y una disminucién de las precipitaciones
(tendencia general).

Esta investigacion desarrollada previamente en Duran (2008), analiza los cam-
bios de precipitacién y temperatura producidos por todos los MCG utilizados en
la primera CNCC para Venezuela mediante un enfoque bayesiano, que puede ser

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 191-218]



194 Alexis Duran & Lelys Guenni

considerado una extension del método Reliability Ensemble Average (REA) pro-
puesto por Nychka & Tebaldi (2002), el cual consiste en derivar la distribucion de
probabilidad a posteriori de las proyecciones presente y futura de estas variables
climéaticas a escala regional en puntos de grilla de tamano 5° x 5°. Para lograrlo,
se combinan las salidas de los distintos MCG y se hace inferencia de la distribu-
cion de probabilidad a posteriori de las proyecciones presente y futura utilizando
métodos MCMC (Markov Chain Monte Carlo), evaluando la incertidumbre aso-
ciada a cada uno de los MCG incluidos en el estudio. El método toma en cuenta
dos criterios: el sesgo, dado por la diferencia entre las salidas del modelo para el
clima presente (1960-1989) y el promedio (ponderado por las precisiones a poste-
riori) del clima actual, y la convergencia, dada por la diferencia entre las salidas
del modelo del clima futuro (afios 2025, 2050 y 2100) y el promedio (ponderado
por las precisiones a posteriori) del clima futuro. Mientras menor sea el valor de
estas dos cantidades, mayor serd la efectividad del modelo en cuestién para pro-
yectar el cambio climatico futuro. Para este estudio se conté con las salidas del
MAGICC/SCENGEN de 16 MCG bajo una sensibilidad climatica intermedia y un
escenario SRESA2 (recomendado y suministrado por el MARN) que describe un
mundo muy heterogéneo donde la tasa de crecimiento demografico esta siempre en
aumento durante todo el siglo XXI; el desarrollo econémico est4 orientado regio-
nalmente (poca globalizacién) y tanto el crecimiento econdmico per cépita como el
cambio tecnolégico son muy lentos y fragmentados. Por otra parte, se obtuvieron
los datos de precipitacion y temperatura observados a partir de la Red Regional
Digital de Datos Hidrometeorologicos para América del Sur, América Central y
el Caribe (R—Hydrone) del ano 1960 a 1989, los cuales fueron recalculados a 9
grillas de 5° x 5° que abarcan todo el territorio nacional, como se muestra en la
figura Il

La estructura del trabajo es como sigue: en la seccion 2] se introduce la metodo-
logia del Reliability Ensemble Average (REA) utilizada para evaluar la efectividad
o fiabilidad de los MCG incluidos en el andlisis. Alli se explica cémo se combi-
nan las salidas de todos los modelos climéticos mediante un enfoque bayesiano,
lo cual permite estimar las distribuciones a posteriori de los cambios proyectados
en las variables temperatura y precipitacion. En la seccién [3] se resumen los datos
de precipitacion y temperatura utilizados para evaluar las salidas de los modelos
climaticos durante el siglo XX y se describen los modelos climaticos utilizados en
este estudio. En la seccion [ se presentan los resultados de los modelos probabilis-
ticos propuestos para representar las salidas de los modelos climéticos y los datos
observados, asi como también los resultados del método REA en la seleccion de los
modelos mas eficientes en proyectar los cambios de temperatura y precipitacion.
Finalmente se discuten los resultados obtenidos y se presentan las conclusiones
més importantes de este trabajo.

 http://www.r-hydronet.sr.unh.edu
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Grilla 1 ) Grilla2 ~ Grilla 3
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F1GuraA 1: Mapa de Venezuela dividido en nueve grillas de acuerdo con las salidas de los
MCG.

2. Combinacion de simulaciones de miultiples
modelos climaticos

El enfoque bayesiano utilizado en esta investigacion para estudiar los cambios
futuros de la temperatura y la precipitacion, puede considerarse como una exten-
sion del método Reliability Ensemble Average (REA), el cual fue publicado por
primera vez en 2003 por Giorgi & Mearns (2002), y recientemente utilizado por Te-
baldi et al. (2005). Este método combina todas las salidas disponibles de los MCG
con los datos observados de las variables climéaticas para simular las distribuciones
a posteriori de los cambios climaticos utilizando métodos MCMC (Markov Chain
Monte Carlo); en particular se utiliza el muestreador de Gibbs o Gibbs sampler
(Gelfand & Smith 1990). El método brinda dos criterios que permiten evaluar la
efectividad o fiabilidad de los MCG incluidos en la investigacion, estos son: el sesgo
y la convergencia. Ambos términos se describen a continuacion.

2.1. Definiciones de sesgo y convergencia
2.1.1. Sesgo

La idea se basa en suponer que un modelo climéatico es mas confiable si es capaz
de proyectar correctamente los cambios climéticos observados en el siglo XX, es
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decir, este criterio permite evaluar la incertidumbre que existe en los MCG para
proyectar el clima presente. La manera de calcular el sesgo es consiguiendo una
media (ponderada por las precisiones a posteriori) entre las salidas de los MCG del
clima presente y los datos observados de la variable climatica de estudio, para luego
calcular la diferencia entre las salidas de cada modelo y esta media ponderada. En
forma matematica se puede escribir de la siguiente manera:

= Xoxmo+ >0, XixT
o+ D iy Ti

(1)

Sesgo, = X; —

El subindice 7 varia de 1 a n, donde n = 16 corresponde al total de modelos
climaticos utilizados, X; es el promedio de la variable climéatica del clima presente
para el modelo ¢ con 7; como precision, Xg es el promedio de los datos observados
con Ty como precision y i1 es la media (ponderada) del clima presente. Esta notacién
utiliza la precisién como el inverso de la varianza.

2.1.2. Convergencia

En este caso se piensa que un modelo es més confiable si su capacidad para pro-
yectar futuros cambios climéaticos tiene gran similitud con las senales y magnitudes
de los cambios proyectados por otros modelos; en otras palabras, la convergencia
permite evaluar la incertidumbre entre los MCG para proyectar el clima futuro. La
manera de calcular este criterio es similar a la del sesgo, con la diferencia de que
no se toman en cuenta los datos observados, y en lugar de calcular los promedios
de las proyecciones de los MCG del clima presente se toman los valores futuros Y;.
En forma matemaética, la convergencia para el modelo ¢ se puede expresar asi:

i Yix
V==
Zi:l Ai

Convergencia;, =Y; — v

(2)

De nuevo el subindice ¢ varia de 1 a n, con n = 16 que corresponde al niimero
total de modelos, Y; son las proyecciones promedio del clima futuro para el modelo
i con \; como precision y U es la media (ponderada) del clima futuro.

2.2. Modelo para el caso independiente

En esta parte del estudio no se asume ninguin tipo de relacién entre el clima pre-
sente y futuro. En este caso se consideran X;; y Y;; la precipitacién o temperatura
simulada presente y futura, respectivamente, por los distintos MCG. El subindice
¢ va de 1 a 16, correspondiente a cada uno de los modelos, y j va de 1 hasta 9,
correspondiente a las grillas en las cuales se ha dividido Venezuela (ver figura [I]).
El anélisis se lleva a cabo mensualmente, con valores de precipitacién y tempera-
tura promediados por trimestre (diciembre-enero-febrero, DEF; marzo-abril-mayo,
MAM; junio-julio-agosto, JJA, y septiembre-octubre-noviembre, SON).
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2.2.1. Verosimilitud de los datos

Dado que el estudio descriptivo sugiere que los datos observados siguen una
distribucion normal, se utiliza esta distribucién para calcular la verosimilitud de
los datos. En consecuencia se tiene:

Xij ~ N (uj,7;;") (3)

Yij ~ N (vj, (0755) ) (4)

1; y vj representan el promedio de la variable climatica en el presente y futuro,
respectivamente, para una determinada region (grilla j) y trimestre; por tanto, el
pardmetro de interés serd A; = v; — u;, que mide el cambio climéatico esperado
en la grilla j, por lo que un valor positivo indicaria un aumento promedio de la
variable climéatica en los proximos anos y viceversa para los valores negativos. El
parametro 7;; es la precision del modelo ¢ en la grilla j (inverso de la varianza) para
la variable climatica proyectada en el presente y 67;; es la precisién del modelo
i en la grilla j para la variable climatica proyectada en el futuro. Notese que la
diferencia entre estas precisiones es el factor §. En cuanto a la verosimilitud de los
datos climaticos observados se asumne:

XO ~ N (ijTo_l) (5)

Obsérvese que las distribuciones de X y X;; tienen en comin el pardmetro p;
lo cual es aceptable, porque ambas son modelos probabilisticos del clima presente,
pero las precisiones si son diferentes, ya que para X la precision depende de la
variabilidad natural, region y longitud de las observaciones, mientras que para Xj;
las precisiones 7;; dependen de las aproximaciones numéricas y dr las parametri-
zaciones utilizadas para modelar los pardmetros climaticos, asi como también de
las resoluciones espaciales y temporales de los modelos empleados en este estudio.

Los parametros de los modelos definidos en [B) y (@) son estimados utilizando
el paradigma bayesiano. Para ello es necesario definir las distribuciones de proba-
bilidad a priori para el vector de pardmetros (u;, v}, 7, 0).

2.2.2. Distribuciones a priori de los parametros

Para las distribuciones a priori de los parametros (u;,v;, 75, 0) de los modelos
definidos en @) y @), se tomaron distribuciones previas no informativas como
sigue:

e Se asume una distribucién Gamma para 7;; con pardmetros a,b conocidos.
Esta es la suposicién usual para la precision de un modelo con distribucién
normal, ya es una distribucién conjugada para este modelo y la verosimilitud
tiene la misma forma general que esta distribucién cuando se asume como una
funcion de la precision. De esta manera se facilitan los calculos y la inferencia
a posteriori, ya que la distribucién a posteriori para 7;; serd también una
distribucién Gamma al condicionarla en el resto de los parametros.
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e La distribucién a priori para 6 al igual que para 7;; se asume Gamma con
parametros c¢,d conocidos. Para utilizar distribuciones a priori difusas se
asume a = b = c=d = 0,0001. Esto implica que la media de la distribuciéon
serd igual a 1 y la varianza serd igual a 10.000, por lo que se supone muy
poco conocimiento a priori sobre los parametros del modelo, y se le da un
mayor énfasis a la informacién que proveeran los datos para la inferencia a
posteriori sobre los parametros.

e Parala distribucién a priori de p; y v; se seleccioné una distribucion uniforme
restringida a valores finitos, pero con un amplio rango que cubra los posibles
valores sobre estos parametros. Nuevamente en este caso la escogencia de una
distribucién uniforme facilita los calculos y asegura que las distribuciones a
posteriori para u; y v; sean distribuciones normales al condicionarlas en el
resto de los parametros.

Mayor informacién sobre las diferentes especificaciones de las distribuciones a
priori puede ser consultada en Migon & Gamerman (1999).

2.2.3. Distribuciones a posteriori

Aplicando el teorema de Bayes y asumiendo independencia entre los parametros
de interés a priori, la distribucién posterior del vector de parametros (p;,v;, 7i;, 6)
condicional en los datos Xy, X,Y queda proporcional a:

mn

p(uj,uj,njﬁ | Xo,X,Y) X H HTiajil exp(bTij)Tijeé

j=1i=1
exp {—T—;] [(Xij — p5)* +0(Yij — Vj)z]}
x 6V exp {— [de + %(Xo - uj)ﬂ } (6)

donde m = 9 y n = 16. Como se puede observar, la distribucién a posteriori no
forma parte de ninguna familia de distribuciones paramétricas, por lo que no es
posible hacer inferencia de estas distribucién en forma analitica. Este también es el
caso para las distribuciones marginales a posteriori de los parametros (Tebaldi et al.
2005), las cuales no pueden ser obtenidas mediante integrales de forma cerrada. Por
tanto se utilizan los métodos MCMC para hacer inferencia, generando muestras
de la distribucion a posteriori para todos parametros desconocidos. La técnica por
utilizar en esta investigacion, como se dijo anteriormente, es el muestreador de
Gibbs (Gelfand & Smith 1990). Para su implementacion es necesario derivar las
distribuciones condicionales completas de todos los parametros.

Por simplicidad se consideran las ecuaciones independientes de cada grilla j, ya
que las distribuciones son las mismas para cada una de ellas y lo que cambia son
los datos para ser utilizados en cada grilla. De aqui en adelante utilizamos un solo
subindice para X;;, Y;; y 745, esto es, X;,Y; y 7;. Se considera que X = (X1,...,X,,)
yY = (Y1,...,Y,) son los datos simulados del clima presente y futuro para todos
los modelos en alguna grilla particular j. También se elimina el subindice j para p;
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y v; y utilizamos p1y v. La distribucién a posteriori de todo el vector de parametros
para cualquier grilla j tiene la forma:

Pl v, 75,0 | X0, X, Y) oc 729t~

exp {30 b — 2 (X — p)? + 0¥ = v))] = [d0+ 2(Xo— 2]} O

2.2.4. Distribuciones condicionales a posteriori
e Promedio de las proyecciones del clima presente (u):
n
p(M | VaTi797X07X7Y) o N </77 (ZTZ')_1> (8)
i=0

donde
- v oTiXi
7o Zho
dicoTi

¢ Promedio de las proyecciones del clima futuro (v):

p(v | 73,0, X0, X, Y) xx N <a, (9271-)1) (9)

donde
n
~ Ei:l Tini
v=""0——
Zi:l Ti

e Distribuciéon condicional para 6
n 1« 9
p(9|u,u,Tz,X0,X,Y)o<1"<§+c,§;TZ(YZ—I/) —i—d) (10)

¢ Distribucién condicional para la precisién del modelo i (7;):

1
p(T’i | ,U,I/,@,Xo,X,Y) o I <a+ 15 5 [(X’L - ,U)Q + 9(}/1 - V)Q} +b) (]‘]‘)

2.3. Modelo para el caso dependiente

En este caso se propone un modelo en el que existe una relacién lineal en-
tre clima presente y futuro. Al igual que en el caso anterior, las ecuaciones son
independientes de la grilla por ser las mismas en cada una de ellas variando sola-
mente los datos para ser utilizados para la grilla j. Se emplea ademaés la misma
nomenclatura que la empleada anteriormente.
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2.3.1. Verosimilitud de los datos

El modelo propuesto en este caso para el clima presente X; y el clima futuro
Y, del modelo 7 en cualquier grilla j es el siguiente:

Xi=p+n (12)
Yi= v+ BX — )+ —= (13)

Vo

donde 7; y €; son aproximadamente normales con media 0 y precision 7;. En este
modelo se establece una relacion lineal entre (Y; —v) y (X; — ), que esta definida
por el parametro 3. Esta relacion puede ser positiva (valores positivos de ) o ne-
gativa (valores negativos de ). El valor de 8 también interviene en aspectos como:
la correlacion entre X; y Y;, la senal del cambio climatico producida por el modelo
iy en la cuantificacion de (X; — u) dentro del calculo del sesgo. La verosimilitud de
X, es igual a la del caso independiente, mientras que la verosimilitud de Y; queda
de la forma:

1/7;|V,9,/14,6,X7;,Ti0( eTieXp{_%eTi(Y;—V—ﬁ(Xi_M))2} (]‘4)

Notese que si § toma el valor cero, el modelo se reduce al del caso independiente.
Como en el caso anterior, el pardmetro de interés es A; = v; — 115, que es el cambio
climatico esperado en la grilla j.

2.3.2. Distribucién a priori de los parametros

Todos los parametros de este caso tienen la misma distribucion a priori que
en el caso independiente, y para el nuevo parametro [ se asume una previa no
informativa uniforme en el intervalo (—1,1).

2.3.3. Distribucién posterior

Al aplicar el teorema de Bayes, la distribucion posterior del vector de parame-
tros (u, v, 7i, 8,0) queda proporcional a:

p(M7V7 Tiuﬁ79 | X07X7Y) X Tina+17190+%

n

exp{ 3 [brs = 5 (X = )" 4 00 = = X = 1))

— |do + %O(Xo - u)z} } (15)

En forma similar al caso independiente, se puede observar que tanto la distri-
bucién posterior como las distribuciones marginales de los parametros de interés
no forman parte de alguna familia de distribuciones paramétricas, por lo que no es
posible hacer inferencia de estas distribuciones en forma analitica. Por consiguien-
te, también se utiliza el muestreador de Gibbs para hacer inferencia sobre todos
los pardmetros desconocidos. Para ello se necesitan las distribuciones condicionales
completas de los parametros, las cuales se dan a continuacién.
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2.3.4. Distribuciones condicionales a posteriori

e Promedio de las proyecciones del clima presente (u):

i=0 =1

n n -1
plp | v,7,0,X0,X,Y) N | i, <Zn— +9622n> (16)

donde . .
il = i TiXi =08 (Y —v — BXi)
Z?:O Ti + 962 Z?:l Ti

Como se observa en la distribucion (I6]), la precision y media del clima pre-
sente dependen de los siguientes factores: la variabilidad natural y la efecti-
vidad de los MCG en proyectar el clima presente y futuro. La variabilidad
natural depende de las caracteristicas climaticas de la zona o grilla, reflejada
en la precision de los datos observados (7p). La efectividad de las proyec-
ciones del clima presente y futuro depende de las aproximaciones numeéricas
y de las parametrizaciones de los procesos fisicos utilizados en los modelos
climaticos. Esto se refleja en las precisiones de cada uno de los modelos (7;).
Ademas, para el clima futuro, la efectividad depende de 3, que como se dijo
anteriormente mide la asociacién lineal entre clima presente y futuro.

e Promedio de las proyecciones del clima futuro (v):

n -1
p(V | uvT’iaeaXOvXaY) o N ;7 <HZT1> (]‘7)
=1

donde "
~ Yt (Y = B(X — )

V= n

D1 Ti

e Distribucién condicional para 6

i=1

p(0 | p,v, 7, X0, X, Y) x T’ (g +ec, % ZT,—(Yi —v—B(X; —p)’ + d) (18)

e Distribucion condicional para las precisiones del modelo i (7;):

p(7i | 1,0, X0,X,Y) T (a +1, % [(Xi — ) +0(Y; —v—B(X; —u)?] + b) (19)

Toda la inferencia bayesiana de este trabajo estd implementada en el software
R (R Development Core Team 2007), utilizando los datos disponibles descritos
anteriormente, mediante el método MCMC (Markov Chain Monte Carlo). Este
método fue utilizado por Tebaldi et al. (2005) para la cuantificacion de la incerti-
dumbre en las proyecciones de cambio climatico a nivel regional.

2http://www.cgd.ucar.edu/ nychka/REA/
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3. Datos climaticos para Venezuela en anos recientes

3.1. Datos historicos

En esta parte del trabajo se describen las principales caracteristicas de la preci-
pitacién y temperatura para Venezuela, a partir de los datos observados extraidos
de la Red Regional Digital de Datos Hidrometeorolégicos para América del Sur,
América Central y el Caribe (R-Hydronet) para el periodo 1960 a 1989, los cua-
les fueron promediados por trimestre y recalculados para nueve grillas de 5° x 5°
que abarcan todo el territorio nacional (ver figura[ll). Este andlisis previo ayuda a
comprender de una mejor manera los resultados que se muestran més adelante.

En general, de acuerdo con el régimen estacional de la precipitacion en Ve-
nezuela, se pueden considerar cuatro trimestres que son: diciembre-enero-febrero
(DEF, época seca), marzo-abril-mayo (MAM, transicién de época seca a lluvia),
junio-julio-agosto (JJA, época de lluvia) y septiembre-octubre-noviembre (SON,
transicion de época de lluvia a seca). Con base en esta particion del afio, se pre-
sentan los siguientes anélisis.

3.1.1. Temperatura

En la tabla [l se resume la informacion de los datos observados de temperatura
trimestral promedio para cada grilla rectangular definida en la figura [l

TABLA 1: Promedio de la temperatura (+ 1 desviaciéon estandar) en °C para Venezuela
durante el periodo 1960-1989.
Trimestre
Grilla DEF MAM JJA SON MEDIA

1 2542 + 0,46 26,37 & 0,44 26,93 + 0,32 26,18 + 0,47 26,23 + 0,42
24,60 + 0,44 25,85 £ 0,49 26,03 = 0,33 26,10 + 0,33 25,64 £ 0,40
24,61 + 0,47 25,85 £ 0,55 26,02 = 0,45 26,03 + 0,42 25,63 £ 0,47
23,96 + 0,46 24,47 £ 0,52 23,78 £ 0,32 23,76 + 0,31 23,99 + 0,40
26,45 + 0,44 27,21 £ 0,69 25,18 £ 0,35 25,94 + 0,32 26,20 £+ 0,45
24,71 4+ 0,42 25,75 + 0,57 24,93 + 0,33 25,58 + 0,45 25,24 + 0,44
25,48 4+ 0,40 25,27 & 0,39 23,97 £ 0,34 24,89 + 0,29 24,90 + 0.36
26,12 + 0,43 25,96 + 0,48 24,72 £ 0,32 25,67 + 0,33 25,62 £+ 0,39
9 2538 + 0,44 25,37 &+ 0,59 24,34 £ 0,33 2539 + 0,45 25,12 + 0,45
MEDIA 25,19 + 0,44 25,79 & 0,52 25,10 + 0,34 25,50 + 0,37 25,40 + 0,42

0~ O U W N

A partir de la tabla[Il se observa que los trimestres de transicién son los que
en promedio registran valores de temperatura mas altos, seguidos por la época
seca y por ultimo la época de lluvia, en donde las grillas con mayor temperatura
promedio fueron las grillas 1 y 5 con 26,23 °C y 26,20 °C respectivamente. La
grilla con los valores mas bajos de temperatura fue la 4, con 23,99 °C, la cual
abarca gran parte de la zona andina. En cuanto a la dispersion, se puede ver que
el trimestre MAM posee la desviacion estandar més alta, seguido por el trimestre
DEF. Esto hace pensar que para estos meses se encontraran las precisiones maés
bajas para los valores simulados.
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Para determinar la normalidad de los datos se utiliza la prueba estadistica de
Wilks-Shapiro. De acuerdo con el p-valor (la probabilidad asociada al valor del
estadistico calculado) y usando un nivel de significancia del 5% y 1%, se deduce
que todos los datos observados (X) para la temperatura en cada una de las grillas
se distribuyen normalmente.

3.1.2. Precipitacion

En la tabla 2l se resumen las principales caracteristicas de los datos observados
de precipitacion para Venezuela.

TaABLA 2: Promedio de la precipitacion (£ 1 desviacién estandar) en mm para Venezuela
durante el periodo 1960-1989.
Trimestre
MAM

Grilla DEF JIA SON MEDIA

—

© 00 N 3T W N

28,98 £ 10,62
41,47 £ 14,11
76,97 + 16,31
56,44 + 10,38
23,86 =+ 6,43
75,54 + 15,10
107,91 =+ 19,94
150,02 + 17,16
99,90 + 13,00

85,29 & 14,00
48,94 + 13,80
54,81 =+ 16,26
167,56 =+ 25,43
122,37 £ 29,22
109,53 & 29,11
269,60 + 26,89
278,40 + 30,99
222,33 + 31,05

91,18 + 19,93
108,05 + 12,02
172,38 + 19,55
206,78 + 17,68
308,89 + 23,80
269,80 + 25,44
311,92 + 18,92
366,94 + 19,94
326,68 & 25,73

166,31 & 24,20
97,73 + 19,58
156,50 = 23,02
206,88 + 22,30
156,82 =+ 12,72
154,65 =+ 17,38
233,78 + 19,38
225,22 4 15,25
165,50 = 17,90

92,94 & 22,37
74,05 + 23,34
115,17 =+ 19,23
159,41 = 13,22
152,99 =+ 16,66
152,38 =+ 16,81
230,80 + 10,70
255,14 + 8,69
203,60 + 11,42

MEDIA 73,45 £ 13,67 150,98 + 24,08 240,29 & 20,33 173,71 =+ 19,08 159,61 & 19,29

En la tabla [2 se observan los promedios de precipitaciéon mensual por trimes-
tre. Por ejemplo, la grilla 1 registré 28,98 mm de precipitacién mensual promedio
durante el trimestre de sequia. Cabe aclarar que esta interpretacion se mantendra
en todos los analisis de precipitacién que se van a presentar en esta investigacion,
a menos que se indique lo contrario. Ahora bien, en esta tabla se observan preci-
pitaciones mas bajas para los meses de sequia y precipitaciones mas altas para los
meses de lluvia. Este comportamiento coincide con el comportamiento esperado
del régimen estacional de la precipitacion. En cuanto a los trimestres de transicion
(MAM y SON), la precipitacién se mantuvo con un valor promedio que se ubica
entre el valor de la época de lluvia y el valor de la época de sequia, siendo un poco
mayor en SON para las grillas 1 a 6.

Al comparar las tablas [l y Bl se nota una mayor variabilidad natural en la
precipitacion. Esto hace pensar que de las dos variables climaticas estudiadas, la
precipitacion es la mas dificil de proyectar, por lo que se espera una menor eficiencia
por parte de los modelos globales en proyectar esta variable. El trimestre MAM
en las dos primeras grillas es el que posiblemente refleje mas esta deficiencia, por
presentar la mayor dispersion.

De acuerdo con la prueba estadistica de Wilks-Shapiro, se puede decir que en
la mayoria de los casos, los datos de precipitacion mensual tienen una distribuciéon
normal a un nivel de significancia del 5% y 1 %, excepto en los trimestres de sequia
(grilla 1) y de transicion a la época de lluvias en la zona costera del pais (grillas 1,
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2y 3). Los casos de no normalidad pueden ser consecuencia de la alta variabilidad
interanual que ha presentado la precipitacién en los tltimos anos. Una de las causas
puede ser atribuida al efecto del fenomeno El Nifio-Oscilacion del Sur (ENSO por
sus siglas en inglés).

3.2. Proyecciones de la temperatura y la precipitaciéon
mediante el uso de modelos climaticos globales

Los modelos acoplados de circulacion general atmosfera-océano (MACGAO)
son herramientas tecnologicas que requieren un enorme poder computacional que
no poseen los paises en vias de desarrollo (caso Venezuela), que ante la Con-
vencion Marco de las Naciones Unidas para el Cambio Climatico (CMNUCC) se
denominan paises No Anezxo I. El programa de apoyo a las comunicaciones na-
cionales coordiné el desarrollo de una metodologia simplificada que se materializa
en el MAGICC/SCENGEN. Las proyecciones climéaticas utilizadas en este trabajo
provienen de 16 modelos MACGAO, que fueron empleados por el MARN en la
Primera Comunicaciéon Nacional sobre Cambio Climatico de Venezuela, bajo una
sensitividad climatica intermedia y un escenario SRES-A2, por tener las caracte-
risticas més adecuadas a las condiciones de nuestro pais. Estas proyecciones fueron
obtenidas del Banco Nacional de Datos de la Direccién de Hidrologia y Meteoro-
logia del MARN vy constan de promedios trimestrales para un lapso de 30 afios
centrados en los afios 2025 (2015-2039), 2050 (2035-2064) y 2100 (2085-2114) con
una cobertura de nueve grillas de 5° x 5° que abarcan todo el territorio nacional,
como se observa en la figura[ll Una lista de los modelos utilizados se presenta en
la tabla [B] con una breve descripciéon de cada uno de ellos.

4. Resultados

En esta seccién se presentan los principales resultados obtenidos a partir de
5.000 simulaciones de las distribuciones a posteriori de los modelos propuestos en
la seccion 2] para la temperatura y la precipitacion, los cuales fueron obtenidos
utilizando los métodos MCMC descritos anteriormente. Dicho analisis esta divi-
dido por trimestres, como se indico en la seccion Bl y por caso (independiente
y dependiente). Se hacen recomendaciones sobre los modelos méas adecuados para
proyectar las senales del cambio climatico en Venezuela, con base en el sesgo y en
la convergencia. Se indican también las zonas o grillas del pais en donde es mayor
la deficiencia de estas proyecciones, entre otros analisis.

4.1. Temperatura

4.1.1. Caso independiente

En la figura [2] se muestran los diagramas de caja para la variable A = v — p
para 30 anos de datos centrados en el ano 2100. En esta figura se aprecia que
todos los promedios de este pardmetro son positivos y mantienen su magnitud
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TaBLA 3: Modelos del MAGICC/SCENGEN considerados por el MARN (2005)
Nombre Procedencia Descripcion
HadCM2 Inglaterra En vertical tiene 19 capas atmosféricas y
estd acoplado a un modelo oceanico de 20 capas.

UKTR Inglaterra En vertical tiene 11 capas atmosféricas y

estd acoplado a un modelo oceanico de 17 capas.
CSIRO-TR Australia En vertical tiene 9 capas atmosféricas y

estd acoplado a un modelo oceanico de 21 capas.
ECHAMA4 Alemania En vertical tiene 19 capas atmosféricas y

estd acoplado a un modelo oceadnico OPYC3.

UKHI-EQ Inglaterra En vertical tiene 11 capas atmosféricas y esta
acoplado a un modelo oceanico de capa mezclada.

CSIRO2-EQ  Australia En vertical tiene 9 capas atmosféricas y

estd acoplado a un modelo oceanico de capa mezclada.
ECHAM3 Alemania En vertical tiene 19 capas atmosféricas y esta acoplado

a un modelo ocednico geostrofico con 11 capas.
UIUC-EQ Estados Unidos  En la vertical tiene 11 capas atmosféricas y

fue anadido a un modelo oceanico “slab”.
ECHAM1 Alemania En la vertical tiene 19 capas atmosféricas y esta acoplado

a un modelo ocednico geostrdfico con 11 capas.
CSIRO1-EQ  Australia En la vertical tiene 9 capas atmosféricas y

estd acoplado a un modelo ocednico de capa mezclada.
CCC-EQ Canada En la vertical tiene 10 capas atmosféricas y

estd acoplado a un modelo oceanico de capa mezclada.
GFDL-TR Estados Unidos En la vertical tiene 9 capas atmosféricas y

esta acoplado a un modelo oceanico de 12 capas.

BMRC-EQ Australia En la vertical tiene 9 capas atmosféricas y
estd acoplado a un modelo oceanico de capa mezclada.

CGCMI1-TR  Canada En la vertical tiene 10 capas atmosféricas y

esta acoplado a un modelo oceanico de 29 capas.
NCAR-DOE  Estados Unidos En la vertical tiene 9 capas atmosféricas y

esta acoplado a un modelo oceanico de 20 capas.

CCRS/NIES  Japo6n En la vertical tiene 20 capas atmosféricas y
estd acoplado a un modelo oceanico de 17 capas.

en cada uno de los trimestres, indicando para los préximos anos un incremento
en la temperatura en todo el pais para todos los trimestres del ano. Dicho esto
y tomando en cuenta los promedios de temperatura mostrados en la tabla [l se
deduce que los trimestres de transicién seguiran siendo los mas calientes y la época
de lluvia la mas fria. Por otra parte, la grilla 9 posiblemente sea la més afectada por
el cambio climatico, por mostrar altos valores de A desde diciembre hasta agosto.
Los incrementos varian aproximadamente entre 0.2 a 0,75 °C en el ano 2025, entre
0,7y 1,45°C en 2050 y entre 1,5 y 3,5 °C para 2100 con respecto al periodo base
(ano 2000), es decir, que el incremento cada 25 afios va en aumento. Esto puede ser
consecuencia de los muchos cambios ambientales que se experimentan en el pais y
en el mundo, con una mayor demanda de agua, alimentos, recursos naturales y una
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F1gura 2: Diagrama de caja de los Deltas (A) simulados para la temperatura en el caso
independiente centrado en el afio 2100.

mayor quema de combustibles fosiles, lo que trae consigo un mayor aumento de la
concentracién de gases de efecto de invernadero, produciéndose asi un incremento
en la temperatura de la superficie terrestre.

Otros resultados relevantes fueron los sesgos (1) y las convergencias ([2)) de-
finidos en la seccion 2l Estos criterios se analizaron a partir de las graficas de
los promedios de las 5.000 simulaciones realizadas, con sus respectivos intervalos
de probabilidad del 90 % (grafico no incluido). Estos resultados fueron analizados
para cada una de las grillas, y se pudo apreciar que estos criterios tienen compor-
tamientos similares en todas las grillas, con la diferencia de que la convergencia
es ligeramente mas dispersa. Luego de este anéilisis se llegd a la conclusién de que
no existe una diferencia considerable de eficiencia entre los distintos modelos para
proyectar el clima presente y futuro. Ahora bien, al observar las magnitudes del
sesgo y la convergencia, la grilla 4 presenta las proyecciones con la mas baja con-
fiabilidad, ya que posee los valores mas altos de estos dos criterios, mientras que la
grilla 6, seguida de la 9, fueron las més confiables. Las grillas con las proyecciones
més confiables poseen la mayor variabilidad natural (ver tabla [l), resultado que
es contrario a lo esperado, ya que se prevé una proyeccioén climatica mas confiable
donde hay menor variabilidad natural.
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En la tablaM]se muestran los modelos que se consideran como los més adecuados
para realizar las proyecciones de temperatura. Los criterios que se utilizaron para
la seleccién toman en cuenta las precisiones a posteriori 7; mas altas, y los valores
de sesgo y convergencia mas bajos, todo lo cual indica una menor incertidumbre
en las proyecciones climaticas.

TABLA 4: Modelos adecuados para realizar las proyecciones de temperatura, caso inde-

pendiente.
Trimestre Modelo Grilla
DEF GFDL-TR Todas
MAM CSIRO1-EQ Todas
JJA ECHAMS3 1-2-3

GFDL-TR 4-5-6-7-8-9
SON CSIRO-TR  1-2-3-5-6-8-9
ECHAMS3 4-7

4.1.2. Caso dependiente

En la figuraBlse presentan los diagramas de caja para los Deltas (A) obtenidos
a partir de 5.000 simulaciones de la distribucién posterior definida en la ecuacion
(1) para el caso dependiente. Estos valores muestran un comportamiento similar
al de la figura 2 en el sentido de que ambos casos proyectan un incremento en la
temperatura en todos los trimestres del ano, con la diferencia de que en este caso
se observa una dispersion maés alta. Esta diferencia puede ser ocasionada por la
presencia del parametro adicional 8 considerado en el modelo del caso dependiente.
La presencia de 3 aumenta la incertidumbre en el modelo, y en consecuencia las
simulaciones tienen precisiones mas bajas. La tablaBlmuestra los valores promedio
de este parametro a partir de las simulaciones realizadas para cada grilla para
valores centrados en el ano 2100.

TABLA 5: Estadisticos resumen de 5.000 simulaciones de 3 por grilla, centrados en el afio

2100.
Grilla  Percentil 5% Media Mediana Percentil %95
1 7,65302 9,61837 9,68360 11,36844
2 8,24154 10,15864 10,23301 11,88699
3 6,55086 8,55633 8,561311 10,68685
4 9,19478 10,38972  10,43891 11,39611
5 8,80463 10,06858  10,08505 11,27856
6 8,34223 9,83922  9,837431 11,34465
7 8,75636  10,75940 10,82612 12,51741
8 8,79315  10,25467  10,29290 11,57691
9 9,37951 10,51142  10,52238 11,58817

Otro resultado relevante observado en la figura Bl es que la grilla 9 es maés
afectada para todos los trimestres por el cambio de temperatura en los préximos
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anos, comportamiento que coincide con el caso independiente. Los cambios en
grados centigrados oscilan de 0,19 a 0,8 para el ano 2025; de 0,31 a 2,03 para
2050 y de 1,08 a 4,38 para 2100 con respecto al ano base (2000), lo que significa
que son més altos los incrementos para este caso en comparacién con el caso
independiente. En ambos casos, los cambios o incrementos se van amplificando
con el transcurso de los anos.
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: Diagrama de caja de los Deltas (A) simulados para la temperatura en el caso

dependiente centrado en el afio 2100.

En general existe el mismo comportamiento de los criterios del método REA
(sesgo y convergencia) en los casos independiente y dependiente. Se llega a es-
ta deduccién al comparar los resultados de las simulaciones obtenidas. En otras
palabras, ambos casos sugieren la misma eficiencia en las proyecciones de la tem-
peratura para Venezuela utilizando los modelos indicados en la tabla@ para el caso
independiente y los de la tabla [6l para el caso dependiente.

En la figura [ se muestran los diagramas de caja de la precisién a posteriori 7;
(inverso de la varianza) para cada uno de los modelos descritos en la tabla B para
el caso dependiente. Para ello se procesaron los datos de las 5.000 simulaciones
de la distribucion posterior del modelo descrito en las ecuaciones (I2)) y ([I3). Se
utilizaron como observaciones futuras los 30 afios de datos centrados en el afio 2100.
De la figura M se concluye por ejemplo, que el modelo 1 (M1:HadCM2) presenta
una muy baja precisién en casi todos los trimestres.

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 191-{218]



Estimacion probabilistica

Precision

Precision

FiGura

300 500

0 100

400 600

200

209

DEF

[
-1
[ ;
o
-4 o
- D]*
(I —
T +-
- - -4
---4
Precision
300 500
[
o

|
i
| o T [
(. o - '
7;158 g B = Q R L
\\\\\\\\\\\\\\\\ ° L B B B
M1 M3 M5 M7 M9 M12  Mi15 M1 M3 M5 M7 M9 M12  Mi15
Modelo Modelo
JJA SON
To T oo +TT o %o
! — T
1 Pleo LT
' [ po S ' I
T e Vo Lo ° 3 T -+ T | ' :T
‘ T . c I .o
1100 1 7] 2 e HTA
i o [l h i o
- [ o
1 D o S Y :T X ‘
i ‘ ! g - P
1 ! ' T o o !
- Rl il ] T :g
[m| T ! L1 LT = ¢¢¢¢¢ii T L
- T T T T T T T T T T T T T T e - T T T T T T T T T T
M1 M3 M5 M7 M9 M12 Mi15 M1 M3 M5 M7 M9 M12 M15

Modelo Modelo

: Precision de la temperatura obtenida a partir de las simulaciones a posteriori

para los datos centrados en el afio 2100, caso dependiente.

En la tabla [ se indican los modelos més favorables para las proyecciones de
cambio de temperatura en el caso dependiente, teniendo en cuenta la precision 7;
del modelo i y los criterios del método REA.

TABLA 6: Modelos adecuados para realizar las proyecciones de temperatura, caso depen-

diente.
Trimestre Modelo Grilla
DEF GFDL-TR Todas menos la 4
UKTR 4
MAM CCC-EQ Todas menos la 7
UKTR 7
JJA UIUC-EQ 4-5-6-7-8-9
BMRC-EQ 1-2-3
SON UKTR 1-2-3-4-5-6
CSIRO1-EQ 7-8-9
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4.2. Precipitaciéon
4.2.1. Caso independiente

En la figura [l se presenta el valor acumulado promedio anual (de 30 afios) del
parametro Delta (A) (para valores centrados en los anos 2025, 2050 y 2100) para
la precipitacion. En ella se observa un resultado bastante significativo que indica
una disminucién de la precipitacion anual promedio hasta el ano 2050, que luego
se mantiene aproximadamente constante con 50 mm por ano por debajo del valor
del afio base (2000). Sin embargo, la precipitacion trimestral promedio disminuye
sostenidamente en los trimestres JJA y SON, y aumenta en los trimestres DEF y
MAM.
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F1GURA 5: Precipitacion acumulada promedio anual (de 30 afos) del parametro Delta
(A) para valores centrados en los afios 2025, 2050 y 2100, caso independiente.

La figural@lmuestra los Deltas obtenidos de 5.000 simulaciones de la distribucién
posterior (ecuacion [7) para la precipitacion en el caso independiente presentados
por trimestre mediante diagramas de cajas. Esta figura corresponde a las simula-
ciones centradas en el ano 2100. En ella se observan incrementos de lluvias para la
mayor parte del pais en el lapso de diciembre a mayo, en donde las grillas 7 y 8,
que corresponden al estado Amazonas, presentan el mayor incremento. Por otra
parte, para la segunda mitad del afio, la figura refleja disminuciones en las lluvias
proyectadas en casi todo el territorio nacional. Aqui las grillas mas afectadas por
el cambio son las grillas 4, 6 y 8 para el trimestre JJA, y 1, 3 y 6 para el trimestre
SON, donde se observan las disminuciones mas altas.
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F1gura 6: Diagrama de caja de los Deltas (A) simulados para la precipitacion en el caso
independiente centrados en el ano 2100.

Al igual que con la temperatura, para esta variable climética se calcul6 el sesgo
(ecuacion [I)) y la convergencia (ecuacion 2)) y se graficaron los valores promedios
para las 5.000 simulaciones realizadas, con sus respectivos intervalos de proba-
bilidad del 90 % (grafico no incluido). Al analizar estos resultados por grillas se
pudo observar que la convergencia va aumentando con el tiempo, lo que indica
una pérdida en la eficiencia de los modelos en las proyecciones del clima futuro.
En general, se observan valores de sesgo y convergencia altos en la mayoria de las
grillas, en comparacion con los valores obtenidos para la temperatura. De alli se
deduce que existe una menor confiabilidad en las proyecciones del cambio climatico
para la variable precipitaciéon en comparacion con las proyecciones de temperatura.
La mayor incertidumbre de estas proyecciones se presenta en los meses que van
desde marzo hasta agosto, cuando los valores de sesgo, convergencia y desviacion
estandar son maés altos. Por el contrario, el trimestre DEF posee los valores més
bajos de estos criterios, y en consecuencia presenta las proyecciones mas confiables
para esta variable climética.

En la tabla § aparecen los MCG més adecuados para cada trimestre. Los mo-
delos fueron seleccionados en funcion de los criterios del método REA, es decir,
aquellos modelos con menores valores en sesgo y convergencia.
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TABLA 7: Modelos adecuados para realizar las proyecciones de precipitacién, caso inde-

pendiente.
Trimestre Modelo Grilla
DEF GFDL-TR 1-5
ECHAM1 2-3-4

CGCMI-TR 6-7-8-9
MAM BMRC-EQ 1-2-3

ECHAM4 4-5-6-9

CCSR/NIES 7-

JIA ECHAMI 1-

3 -

5

GFDL-TR

CCC-EQ .

BMRC-EQ ~8-9

SON CSIRO-TR 1-5-
ECHAM3 2-

UKTR 4-7-8

-~

Como se observa en la tabla anterior, se deben utilizar al menos tres modelos
en cada trimestre para realizar proyecciones més efectivas, en donde el modelo
BMRC-EQ resulté ser el modelo mas recomendado. También se observa que se
requiere una mayor cantidad de modelos para la precipitacién, comparado con la
temperatura, a fin de lograr una mejor eficiencia en las proyecciones. Esto puede
ser consecuencia de la baja precision mostrada en la mayoria de los modelos para
esta variable climatica.

4.2.2. Caso dependiente

La figura[7 indica los cambios de precipitacion para este caso mediante diagra-
mas de cajas para los datos centrados en el ano 2100. En términos generales, se
observa mucha variacién de los resultados con el transcurso del tiempo. Para los
datos centrados el ano 2050 (figura no incluida), se observa un alto incremento de
la precipitaciéon para la época seca sobre la grilla 8, lo que se obtiene nuevamente
para las grillas 7 y 8 pero con mayor contundencia para los datos centrados en el
ano 2100, como se puede observar en la figura[fl En consecuencia, la grilla 8, que
corresponde practicamente al estado Amazonas, es la zona del pais que posible-
mente sea la mas afectada por el cambio de la precipitacién en los préximos anos,
de acuerdo con los resultados obtenidos para el caso dependiente.

En cuanto a los Deltas acumulados a partir de 5.000 simulaciones de la distri-
bucién posterior dada por la ecuacion (I4), se muestra en la figura 8 un pequefiio
incremento de la precipitacion en los primeros anos hasta el ano 2050; de alli en
adelante el incremento se hace mucho méas intenso. Este comportamiento se debe
al incremento observado en las grillas 7 y 8 para los ultimos anos proyectados
(2085-2114) en los meses MAM, mientras para el resto de las grillas practicamente
no hubo cambios. En cuanto a los otros trimestres se proyecta lo siguiente: para
DEF, aumentos considerables hasta 2050; de alli en adelante comienza a bajar
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F1gura 7: Diagrama de caja de los Deltas (A) simulados para la precipitacion en el caso
dependiente centrados en el afno 2100.

lentamente pero manteniéndose con un valor acumulado por encima al del ano
base (2000). Los dos trimestres restantes permanecen casi sin cambios hasta el
ano 2050, ano a partir del cual se observa una disminucién en la precipitacién.

Al comparar los sesgos y las convergencias entre los casos dependiente e inde-
pendiente, se observa que estos criterios conservan comportamientos similares en
ambos casos, con ligeras variaciones en algunas grillas. Sin embargo, se esperaban
valores mas altos y con mayor dispersién para el primer caso con respecto al caso
independiente, donde los modelos tienen menor precision a posteriori. Se puede
concluir que no existen diferencias considerables en la eficiencia de los MCG entre
estos dos casos para proyectar las seniales de cambio de precipitacién en Venezuela.

En la figura @ se muestran los diagramas de caja de las precisiones a posteriori
para la precipitacion a partir de 5.000 simulaciones de la distribucién posterior del
modelo definido en las ecuaciones (I2)) y (I3)). Estos resultados arrojan los valores
de precisiéon mas bajos obtenidos en este estudio, por lo que se espera un mayor
sesgo y convergencia, y por ende una baja eficiencia en las proyecciones de cambio
para esta variable. Este resultado tiene sentido, porque como se dijo anteriormente,
la precipitacion posee una mayor variabilidad natural que la temperatura, y el caso
dependiente anade un nuevo pardmetro desconocido que aumenta la incertidumbre
en el modelo.
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F1guRrA 8: Precipitacion acumulada promedio anual (de 30 afos) del parametro A para
valores centrados en el afio 2025, 2050 y 2100, caso dependiente.

Al analizar las precisiones 7; y los criterios del método REA obtenidos para
este caso, se recomiendan los modelos que se muestran en la tablaBl Aqui se puede
ver que el CGCM1-TR fue el modelo mas adecuado para proyectar las senales de
cambio de precipitacién, con una mayor frecuencia de valores bajos de sesgo y
convergencia.

5. Discusion y conclusiones

El cambio climatico es uno de los grandes problemas ambientales que enfrenta
la humanidad hoy en dia. Pequenas variaciones en los parametros climaticos, como
la temperatura y la precipitacién, pueden acarrear consecuencias muy negativas
en las actividades econémicas de la sociedad, e incluso afectar considerablemente
la salud del ser humano. En la actualidad, el planeta ya esta teniendo un calenta-
miento con muchas consecuencias medibles para los seres vivos, por lo que es de
vital importancia realizar proyecciones de cémo serd en un futuro este fendémeno
con la finalidad de buscar posibles medidas de adaptacién y evitar asi mayores
consecuencias adversas.

Para predecir el cambio climético hay que conocer exactamente como funciona
el sistema climético, que debido a su complejidad atin hoy no se conoce del todo; sin
embargo, existen herramientas para hacer proyecciones de este cambio, siendo la
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Precision de la precipitacion obtenida a partir de las simulaciones a posteriori

TABLA 8: Modelos adecuados para realizar proyecciones de precipitacién, caso depen-

diente
Trimestre Modelo Grilla
DEF ECHAM1 1-2-5
CGCM1-TR 3-4-6-7
HADCM2 8
BMRC-EQ 9
MAM CSIRO-TR 1-2-3
CSIRO2-EQ 4-7-8-9
CGCM1-TR 5-6
JJA CSIRO-TR 1-2
GFDL-TR 3-4
CCC-EQ 5-6-7-8-9
SON CGCM1-TR 1-5-6-9
BMRC-EQ 2
NCAR-DOE 3
HADCM2 4-7-
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principal de ellas los modelos de circulacion general de la atmosfera (MCG). Existe
una gran diversidad de modelos climéaticos, y cada uno de ellos arroja proyecciones
diferentes en la senal del cambio climético. No obstante, existen métodos que
permiten estudiar la eficiencia de estos modelos, como es el caso del Reliability
Ensemble Average (REA), que cousiste en combinar las salidas de los modelos
(clima presente y futuro) con los datos observados para simular promedios de
las variables climaticas proyectadas, y con base en dos criterios, el sesgo y la
convergencia, medir la confiabilidad de las proyecciones del clima presente y futuro,
respectivamente.

En Venezuela, al aplicar el método REA para la precipitacion y temperatura
bajo dos condiciones, el caso independiente (no existe ningun tipo de relacion entre
el clima presente y futuro), y el caso dependiente (existe relacion entre el clima
presente y futuro), se obtuvieron los siguientes resultados:

e La mayoria de los modelos estudiados en este trabajo producen de manera
general las mismas tendencias en cuanto al incremento de la temperatura en
los proximos anos; es por ello que se obtuvieron altas precisiones y valores
bajos de sesgo y convergencia a partir de las 5.000 simulaciones obtenidas de
las distribuciones a posteriori de los parametros para los modelos propuestos,
estimadas utilizando el paradigma bayesiano. Esto mejora la confianza en las
proyecciones (mayor efectividad) realizadas por los modelos propuestos por
muchos cientificos alrededor del mundo. Sin embargo, hay que tener siempre
en cuenta que el sistema climético no se conoce a plenitud. En consecuencia
existen otros procesos de retrolimentacién positiva o negativa que interfie-
ren con el cambio climatico y que ain no estan incluidos en los modelos
disponibles.

e En cuanto a la precipitacion, existe una alta incertidumbre en los modelos
estudiados por la gran variabilidad que existe en sus proyecciones, refleja-
das en las bajas precisiones a posteriori y en los altos valores de sesgo y
convergencia para la mayoria de los modelos analizados. Esto hace que las
proyecciones actuales sobre la precipitaciéon no sean del todo confiables. Por
tanto, podemos decir que para la precipitacion, los MCG tienen una menor
eficiencia en los cambios proyectados en comparacion con la temperatura.

e En el caso dependiente existe una menor eficiencia comparada con el caso
independiente, debido a que al establecer una relaciéon entre el clima presen-
te y futuro se afiade una nueva variable aleatoria al modelo, aumentando
asi la complejidad y la incertidumbre, lo cual se vio reflejado en las preci-
siones a posteriori (mas altas para el caso independiente que para el caso
dependiente).

e Los modelos mas precisos son los que légicamente deberian tener los menores
valores de sesgo y convergencia (en la mayor parte del territorio nacional) por
tener un mayor peso en la media ponderada. Sin embargo, en algunos casos
no se observo este comportamiento; por tanto, el que un modelo climatico
tenga una precisiéon alta, no es garantia de que sea el mas eficiente, segin el
método REA.
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e La tendencia observada para la temperatura en ambos casos estudiados,
coincide con lo indicado en la Primera Comunicacién Nacional de Cambio
Climatico en Venezuela, donde se indica que esta variable climética aumenta-
ra considerablemente en los proximos anos. Este incremento es mas fuerte a
medida que el lapso de tiempo de proyeccién es mas amplio, comportamiento
que puede ser explicado por el crecimiento econémico mundial y los patrones
de combustion de combustibles fosiles, que son los principales responsables
de la emision de gases de efecto de invernadero y del calentamiento global.

e En la precipitacién si hubo diferencias considerables entre el caso dependiente
y el caso independiente. El caso dependiente arroja una disminucion de la
precipitacioén en los primeros 60 anos de proyeccion, seguido de un incremento
considerable para el resto del periodo de estudio. En el caso independiente
se observa una disminucién sostenida en el tiempo. Tomando en cuenta la
opinién de expertos en meteorologia y climatologia, establecer una relaciéon
entre el clima presente y futuro no pareciera funcionar més alla de 60 anos
para esta variable climatica, ya que de acuerdo con las condiciones del pais
se espera una disminucion de la precipitacién en los proximos anos como lo
indica la Primera Comunicacién Nacional de Cambio Climatico en Venezuela.

e Los modelos elegidos en la Primera Comunicacién Nacional de Cambio Cli-
matico en Venezuela por medio de un taller de expertos en meteorologia y
climatologia fueron el modelo UKTR y el modelo CCC-EQ, por adaptarse
mejor a las condiciones climéaticas del pais. Sin embargo, los resultados obte-
nidos en esta investigacion indican que estos modelos son bastantes eficaces
en sus proyecciones solo en algunos meses y regiones del pais, por lo que se
recomienda para futuros estudios del cambio climético en Venezuela, tomar
en cuenta otras opciones, como por ejemplo el modelo GFDL-TR que para la
temperatura mostro ser el més eficiente para el trimestre DEF, entre otros.
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Resumen

En este articulo se presenta una extension de la distribuciéon Weibull de
dos parametros, con el objetivo de flexibilizar el modelo en términos de la
kurtosis. Se estudian las propiedades basicas de la nueva densidad obtenida,
asi como su funcién de distribucién, momentos, coeficientes de asimetria y
kurtosis. Se realizan estudios de simulacion para algunos casos particulares,
ilustrando la utilidad de la extensién considerada.
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Abstract

In this paper, we present an extension of the Two-parameter Weibull dis-
tribution to make it even more flexible in terms of its kurtosis coefficient.
Properties involving moments and asymmetry and kurtosis indexes are stu-
died. Simulation studies for some cases, illustrating the usefulness of the
extension considered, are carried out.
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1. Introduccién

La distribucién Weibull ha sido ampliamente utilizada para modelar tiempos de
vida de componentes (o sistemas), en organizaciones que desarrollan programas
de mantenimiento preventivo en sus maquinas, ya que permite estudiar la tasa
de falla de un componente critico. Esta distribucion fue introducida por Weibull
(1951) y posteriormente se han desarrollado muchos trabajos que otorgan una
mayor flexibilidad al modelo original modificando su estructura paramétrica. Por
ejemplo, Tang, Xie & Goh (2003) y Chen (2000) trabajan sobre el parametro de
forma para obtener un mejor ajuste de funciones con tasa de falla con forma de
bafiera o creciente. Zhang & Xie (2007) generan un nuevo modelo al incorporar
un parametro adicional a la familia de distribuciones Weibull con dos parametros.

La funcién de densidad de probabilidad (fdp) de una variable aleatoria Weibull
de dos parametros es de la forma

frle | @.8) = Dol tem /) 45 1)

donde a > 0 es el parametro de escala, y § > 0 es el parametro de forma. Si X
se distribuye en Weibull de parametros («, 3) lo denotaremos por X ~ W(«, ).
A partir de la distribucién Weibull, se pueden derivar los siguientes casos parti-
culares; si 6 = 0,5, X se distribuye Hiperexponencial; si 8 = 1, X se distribuye
exponencial de pardmetro a > 0y § = 2, tenemos que X se distribuye en Rayleigh
de pardametro a > 0. Por otro lado, la funciéon de distribucion acumulada (fda) es

Fx(z|a,f)=1-e @/ 250 2)
y la funcién de confiabilidad viene dada por
Ry(|a,8) =1-Fx(x|a,f) =e /" 2 >0 (3)

Desde () y (B)), tenemos que la funcion de tasa de falla es

hx($|a,ﬁ)—%—g(§)ﬁ_l,x>0 (4)

La funcion de tasa de falla dada en (@) es decreciente para 8 < 1, constante
para 0 =1y creciente para § > 1.

Actualmente, la preocupacion esta centrada en desarrollar extensiones a la
distribucién Weibull para lograr un mejor ajuste a la situacién de cada compo-
nente en estudio. Sobre este mismo punto, ya existen trabajos similares como, por
ejemplo, el de Goémez, Quintana & Torres (2007), que utilizan la familia de distri-
buciones elipticas para generar una nueva familia de distribuciones denominadas
Slash-elipticas, asi como un trabajo reciente de Gémez, Olivares-Pacheco & Bolfa-
rine (2009), quienes generan una extension de la distribuciéon Birnbaum-Saunders
a partir del tratamiento de su kurtosis.
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En este sentido, la distribucion Slash canénica se define como la razén de dos
variables aleatorias independientes, a saber; una normal estandar (N(0,1)) y una
uniforme en (0,1) (U(0, 1)), donde la fdp es dada por

B ¢(0)z—2¢($)7 siz#0
ple) = { 15(0), siz=0 (5)

donde ¢(-) es la densidad normal estandar. Esta distribucion presenta colas maés
pesadas que la distribucién normal, y como consecuencia, es una distribucién con
mayor kurtosis. Algunas propiedades de esta familia son discutidas en Rogers &
Tukey (1972) y en Mosteller & Tukey (1977). Los estimadores de maxima vero-
similitud (EMV) para los parametros de localizacion y escala son discutidos en
Kafadar (1982). Wang & Genton (2006) proponen una version skew multivariada
para la distribuciéon Slash estandar.

Una representacion estocastica para la distribucion Slash estandar es dada por

Z
S = T (6)
donde Z ~ N(0,1), U ~ U(0,1), Z es independiente de U y ¢ > 0. Si ¢ = 1,
entonces se obtiene la distribucién Slash canénica, y si ¢ — oo, se obtiene la
distribucién normal estandar.

Por tanto, el objetivo de este trabajo, es estudiar la variable aleatoria S en (@),
considerando la variable aleatoria Z ~ W(a, ). Se llamar4 a esta nueva densidad
Slash-Weibull de parametros (o, 3,q), denotado por SW(a, 3,q). Esta variable
aleatoria S presentard una mayor kurtosis que el modelo Weibull original ({);
ejemplo de datos que poseen un mayor indice de kurtosis son aquellos relacionados
con tiempo de fallas de componentes sometidos a un estrés ciclico (ver Gémez
et al. 2009).

Este trabajo esta organizado como sigue. En la seccion 2] se presenta la densi-
dad de la familia Slash-Weibull, y muestran algunos casos particulares derivados
del modelo Slash-Weibull, se obtienen los momentos y se estudian los coeficientes
de asimetria y kurtosis del modelo. Esta secciéon finaliza con un anélisis de las
funciones de confiabilidad y tasa de falla. En la seccion Bl se estudian los aspectos
inferenciales del modelo, en particular los estimadores de maxima verosimilitud y
se presenta un estudio de simulacién relacionado con los pardmetros involucrados.
Finalmente, la seccion M es dedicada a las principales conclusiones.

2. La distribuciéon Slash-Weibull

En esta seccion se define la densidad de la familia estudiada y se muestran
algunas de sus propiedades basicas. Por un lado, la representacién estocastica del
modelo Slash-Weibull es de la forma

X
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donde X ~ W(a, ), U ~ U(0,1), X es independiente de U y ¢ > 0. Diremos
que W se distribuye de acuerdo en la distribucién Slash-Weibull de parametros
(o, B,q), denotaremos la distribucion de (7)) usando la notacion W ~ SW(«, 3, q).

2.1. Funcion de densidad

La siguiente proposicién muestra la fdp de la distribucion Slash-Weibull, obte-
nida a partir de la representacion estocastica dada en ().

Proposicion 1. Sea W ~ SW(«, 8,q). Entonces, la fdp de W es dada por

fww | a,B,q) = i—gwﬁ_lTw(w |, B8,q), w>0 (8)

donde a, >0, q¢>0yTw(w| a,B,q) se define como
1
Tuvlw | a,fg) = [ uPtrte e dy
0

Demostracion. Desde (), y usando la independencia de X y U, sea ¢ : R? — R2,
la transformacion o(z,u) = (x/u/9,u'/?) para u # 0 y con inversa ¢~ (w,v) =
(wv,v?), entonces el jacobiano de la transformacion inversa es J(w, v) = qv?. Por
tanto,

fwlw|oyBg) = /_°° Fx(wv | @, B)fu(v) | T(w,u) | do

1
= q/ vl fx(wo | a, B) dv
0
donde fx(- | a,B) es dado por (). O

La figura [[l muestra la densidad Slash-Weibull para diferentes elecciones de los
parametros «, 8y q. En la figura [ se observa claramente el efecto producido por
el parametro ¢ en el modelo Slash-Weibull, es decir, presenta colas mas pesadas
que la distribucion Weibull, y como consecuencia, el nuevo modelo tiene mayor
kurtosis.

Los siguientes corolarios son consecuencias directas de (8) y se obtienen como
extensiones de los casos particulares derivados del modelo Weibull.

Corolario 1. La variable aleatoria X se distribuye de acuerdo con la distribucion
Slash-Hiperexponencial y lo denotaremos por X ~ SH(«, q), con fdp dada por

Ix(e | a,q) = J(az) " Tx (x| avq), © >0 (©)
donde >0, ¢ >0 y Tw(w | a, q) se define comno

1
Tx(ZE | a7q) :/ uq71/267(um/a)1/2 du
0
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Figura 1: FDP fw(w | «,3,q) para varias elecciones de (o, 3,q). La linea continua
corresponde a la densidad Weibull de dos parametros.

Corolario 2. La variable aleatoria X se distribuye de acuerdo con la distribucion
Slash-Ezponencial y lo denotaremos por X ~ SE(«,q), con fdp dada por

donde a >0, ¢ >0y Tw(w | o, q) se define como

fX(I|OZ,q):gTX(x|Oé,q), x>0

(10)

1
Tx(z|a,q) = / ule™ /) dy,
0
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Corolario 3. La variable aleatoria X se distribuye de acuerdo con la distribucion
Slash-Rayleigh y lo denotaremos por X ~ SR(«a,q), con fdp dada por

2
fx(@]a,q) = SaTx (] a,q), >0 (11)

donde a >0, ¢ >0y Tw(w | o, q) se define como

1
Tx(x | a,q) :/ uQ-‘rle—(uw/a)z du
0

Las figuras [L(a)l [L(b)|y [1(c)| muestran las formas de la densidad para diferen-
tes elecciones de los parametros (o, q), para los modelos Slash-Hiperexponencial,
Slash-Exponencial y Slash-Rayleigh, respectivamente.

Ademas, de la representacion estocastica dada en (7)) es facil generar varia-
bles aleatorias del modelo Slash-Weibull, a partir de la generacién de variables
aleatorias Weibull y Uniforme.

2.2. Momentos

Los momentos del modelo Slash-Weibull vienen dados por la siguiente propo-
sicion.

Proposicion 2. Sea W ~ SW(«, 3,q). Entonces, conr = 1,2,3,... yq > r,
tenemos

EW] = -2 T (1 + %) (12)

q—r
donde T'(u) = [~ t" "L exp (—t)dt, u> 0 (funcion Gamma).

Demostracion. Dado que X y U son independientes, a través de la representa-
cion estocastica dada en (), tenemos

EW"] =E [(%)} —E [U—T/Q} E[X']

yaque U ~ U(0,1), se sigue que E [U_T/q] = q%r’ q > ry por otro lado, como X ~
W(a, 3), tenemos E[X"] = o"T'(1+ 3), (Johnson, Kotz & Balakrishnan 1995). O

Usando la proposiciéon 2] es posible obtener las expresiones para la esperanza y
varianza de la variable aleatoria W, las cuales son dadas en el siguiente corolario.

Corolario 4. SiW ~ SW(«, 8,q), entonces

EW] = q;;ar<1+%),q>1

R F R O
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2.3. Coeficiente de asimetria y kurtosis

Proposicion 3. Sea W ~ SW(«, 8, q). Entonces el coeficiente de asimetria es

I(1+3/5) _ SL(1+1/8)(1+2/3) 231 +1/p8)

_ *g-3) q(¢ —1)(q —2) (¢—1)3
Vi = [r(1+2/ﬁ)_r2(1+1/5)]3/2 4= 9)
q(q—2) (q—1)2

y el coeficiente de kurtosis es

D(144/8)  4Ar(1+1/8)T'(1+3/8) + 6I%(1+1/8)T(1+2/8) _ 3C*(1+1/8)

3y = 2@ a*(a=D(g=3) ataD*g—2) WL g >4 (14)
ra+2/8) _ I'2(1+1/B)
[ q(q—2) (¢—1)2 }

Demostracion. Usando los coeficientes de asimetria y kurtosis estandarizados,
tenemos

-3 23 —4 6pipe — 3ui
\/EZ u3 pipe + 208 By = Ha pipes + 67 o N17 (15)

2)3/2 2)\2
(n2 — p3)% (n2 — pi)
donde p,. =E[W"], conr =1,2,3,... y ¢ > r es definido en (2. O
--- g=10 --- g=10
oA 4=20 O 4=20
- =100 ---- g=100
2 2 9
T T T T T T © T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
B b
(a) Coeficiente de asimetria. (b) Coeficiente de kurtosis.

Ficura 2: Coeficiente de asimetria y kurtosis para la distribucion Slash-Weibull y Wei-
bull (linea continua), para diferentes valores de q.

La figura 2 presenta /81 y B2 como funcién del pardmetro de forma. Esta
figura muestra el comportamiento de los coeficientes de asimetria y kurtosis para
las distribuciones Slash-Weibull y Weibull, para diferentes valores de g. Ademas,
se puede ver que cuando el valor de ¢ se incrementa, los coeficientes de asimetria
y kurtosis tienden a los correspondientes coeficientes de la distribucién Weibull. A
partir de la ﬁgura se observa claramente el efecto producido por el parametro
q en el modelo Slash-Weibull, es decir, el nuevo modelo tiene mayor kurtosis.
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2.4. Funcién de confiabilidad y tasa de falla

Es esta seccion se estudian las funciones de confiabilidad y tasa de falla del mo-
delo Slash-Weibull, es decir, se considera una variable aleatoria T ~ SW(«, 3, q).
La confiabilidad de un componente (o sistema) en el tiempo ¢, es definido como
Rr(t|o,B,q) =P(T >t)=1—Fr(t| o, 8,q), donde T es el tiempo de vida del
componente y Fr(t | o, 3, q) es la funcion de distribucion acumulada de la variable
aleatoria T, R es también conocida como la funcién de confiabilidad de un com-
ponente (o sistema). En la figura[B aparece la forma de la funcion de confiabilidad
Rr(t| «, 8, q) para varias elecciones de («, 3, q).

10

0.8
L

08

0,6
L

Confiabilidad
Confiabilidad

04
04

02

0,0
I

1,0
10

--- g=05
...... q=5
---- g=10

0.8
L
08
L

06
06

Confiabilidad

Confiabilidad

04
1
04
I

0,2
L
0.2

0,0
L

0,0
I

(C) RT(t|a:17/6:27q) (d) RT(t‘a:2ovﬁ:57q)

F1gurA 3: Funciéon de confiabilidad Rz (¢ | «,3,q) para varias elecciones de (v, 3, q).
La linea continua corresponde a la funciéon de confiabilidad de la densidad
Weibull de dos pardmetros.
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© --- =05 R --- g=05
...... q:5 q:5
== ¢=10 ---- =10

Tasa de falla
Tasa de falla
0,6

(b) hr(t|a=1,8=1,q)

- --- =05
...... q:5
---- g=10

Tasa de falla
Tasa de falla
0,6

(¢) hr(t|a=1,8=2,q) (d) hr(tla =20,8=5,q)
FI1GURA 4: Funcién de tasa de falla hr(t | o, 8, q) para varias elecciones de («, 3,q). La

linea continua corresponde a la funcion de tasa de falla de la densidad Weibull
de dos parametros.

La figura @ muestra la funcion de tasa de falla

hT(tIaﬁ,q):%

correspondiente a la variable aleatoria T' ~ SW(q, 3, q), donde fr(t | o, 3,q) es la
fdp de T'. De la funcién de tasa de falla para la variable aleatoria T" se desprenden
las siguientes propiedades: (i) hr(t | o, B,q) > 0, Vi, y (ii) hr(0 | o, 3,q) = 0.
Una de las graficas mas ampliamente conocidas y utilizadas para modelar tiem-
pos de vida de componentes (o sistemas) a través de la distribucion Weibull es la
curva de la bafiera. En la figura @ se puede observar la funcién de tasa de falla del
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modelo Slash-Weibull, y que a través de este es posible construir la curva de la
bafiera para distintos valores de «, 8y q. Cabe destacar que al ir aumentando el
valor de ¢, el modelo Slash-Weibull se aproxima al comportamiento mostrado por
la distribucién Weibull de dos parametros.

En la figura con 3 < 1, se observa un comportamiento decreciente en la
curva, debido a que se considera que los componentes en el inicio de su utilizaciéon
presentan una alta cantidad de fallas que va disminuyendo en el tiempo. En la fi-
gura con 3 = 1, se observa un comportamiento constante en la curva, debido
a que se considera que los componentes pasan por un periodo con tasas de fallas
constantes en el tiempo. En las figuras i(c)] y con 3 > 1, se observa un com-
portamiento creciente en la curva, debido a que se considera que los componentes
al aproximarse al final de su vida util aumentan sus tasas de fallas en el tiempo.

3. Aspectos inferenciales

A partir de ([I2)) es posible obtener los tres primeros momentos poblacionales
y estos pueden ser usados para el cédlculo de los estimadores de momentos para
los respectivos pardmetros (con g > 3). Entonces, en esta secciéon nos enfocaremos
en el calculo de los EMV, y se realizard un andlisis de simulacién para estudiar el
comportamiento de las estimaciones.

3.1. Estimacién por maxima verosimilitud

La funcién de log-verosimilitud correspondiente a una muestra aleatoria Xy,. . .,
X, desde la distribucion SW(a, 3, q) en (8) puede ser escrita como

£(0) = nlogq—i—nlogﬁ—nﬁloga—l—(ﬁ—l)Zlogwi—i—ZlogTW(wi | o, 3,q) (16)
i=1 i=1

donde, Tw (- | «, 8, q) se define en la proposicion [I1

Los EMV vienen dados por la maximizaciéon de (I6). Dada la forma de (I6]), el
sistema obtenido a partir de la obtencion de las respectivas derivadas parciales debe
ser resuelto numéricamente. La maximizacion se realiza por medio de la funcién
optim del software R, el método especifico es L-BFGS-B (Byrd, Lu, Nocedal &
Zhu 1995), ya que permite que cada variable involucrada se pueda acotar. Este
método corresponde a una modificacién del método quasi-Newton. A continuacion
se presenta un estudio de simulacién, donde el principal objetivo es estudiar el
comportamiento de los estimadores de maxima verosimilitud para los parametros

a, By q.

3.2. Analisis de simulacion

En esta seccidén se estudian los resultados de varios estudios de simulacion
relacionados con los pardmetros «, 8 y ¢. El principal objetivo es analizar el
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comportamiento de los estimadores de maxima verosimilitud para los parametros
o, By q.

El estudio es realizado por la generacion de 1.000 muestras aleatorias simula-
das de la distribucién Slash-Weibull para diferentes valores de los pardmetros del
modelo. Luego del cilculo de los EMV para cada pardmetro del modelo, para cada
muestra generada, el valor medio y la desviacién estandar empirica para las 1.000
estimaciones de cada parametro son calculadas. Estos resultados se pueden ver en
la tabla [l donde se observa que las estimaciones son bastante estables, y lo mas
importante, las estimaciones son cercanas a los valores verdaderos para el tamano
de muestra considerado.

TaBLA 1: Media y desviaciones estandar simuladas para los EMV de «, (8 y g.

n = 100
a B &(sD) B(SD) a(sD)
1 0,5 0,965(0,219)  0,513(0,043) 2, 642(0, 335)

1,056(0,223)  0,512(0,039)  4,990(0, 122)
1,017(0,204)  0,503(0,041)  7,004(0,019)

- onw|e

1 1 3 0,947(0,118) 1,040(0,121)  2,762(0,411)
0,979(0,118)  1,025(0,076)  4,890(0, 588)
7 0,994(0,114)  1,020(0,088)  6,979(0, 264)

ot

1 2 3 0,996(0,081) 2,061(0,239) 3,004(0, 449)
0,999(0,059)  2,074(0,198)  4,904(0, 564)
7 1,004(0,056) 2,073(0,187)  6,850(0,577)

ot

10 5 3 10,085(0,581) 5,176(0,856) 3,093(0,419)
5 9,977(0,430)  5,211(0,637)  4,953(0, 574)
7 10,020(0,240)  5,070(0,573)  6,954(0, 540)
n = 200

a B g a(sD) B(SD) a(sD)
1 0,5 3 0,938(0,148) 0,508(0,031) 2,659(0,338)
5 1,010(0,166)  0,502(0,029) 5,016(0,095)
7 1,010(0,136)  0,504(0,028)  7,002(0,010)

1 1 3 0,987(0,103) 1,011(0,063) 2,882(0,441)
0,988(0,067)  1,030(0,065) 4, 756(0, 498)
7 0,996(0,077)  1,003(0,052)  6,943(0, 298)

ot

1 2 3 0,998(0,060) 2,025(0,183) 3,010(0,393)
0,978(0,046)  2,055(0,158)  4,851(0,570)
7 0,994(0,045) 2,016(0,131)  6,838(0, 530)

ot

10 5 3 10,043(0,390) 5,058(0,521) 3,063(0,365)
5 9,964(0,264) 5,097(0,440)  4,927(0, 514)
7 9,971(0,212)  5,069(0,439)  6,860(0,513)
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4. Conclusiones

La nueva familia introducida, llamada distribuciéon Slash-Weibull, presenta un
coeficiente de kurtosis mayor que la distribucion Weibull de dos pardmetros con-
siderada; este hecho puede ser tutil para el ajuste de un conjunto de datos con
una kurtosis mayor que la distribucién Weibull ordinaria. El estudio de simula-
cion desarrollado muestra que el modelo Slash-Weibull puede producir un ajuste
mucho mejor que el modelo Weibull. Ademas, también se puede decir desde el
estudio de simulacion que los EMV presentan un comportamiento bastante bueno
en términos del sesgo empirico y el error cuadratico medio.
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Resumen

En este articulo se describe un procedimiento para la estimacién de pa-
rametros fijos y aleatorios en modelos multinivel para proporciones. El pro-
cedimiento de estimaciéon se basa en el método de los minimos cuadrados
generalizados. Una vez que se formula el modelo, se demuestra que es posi-
ble aplicar la teoria asintotica de estimacion en el marco del modelo lineal
general. Se elabora un algoritmo que permite calcular los estimadores pro-
puestos. La aplicacién se ilustra con un ejemplo de meta-anélisis. Se concluye
que el procedimiento presentado puede ser una estrategia favorable en inves-
tigaciones aplicadas.
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Abstract

This paper describes a procedure for the estimation of fixed and random
parameters in multilevel model for proportions. The estimation procedure
is developed using Iterative Generalized Least Squares. Once the model is
formulated, we demonstrate that it is possible to apply the asymptotic es-
timation theory in the framework of the general lineal model. An algorithm
to calculate the proposed estimators is elaborated. We illustrate the appli-
cation using an example of meta-analysis. It is concluded that the proposed
procedure can be favorable strategy to do applied research.
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1. Introduccién

La flexibilidad de la modelaciéon multinivel ha implicado un papel cada vez mas
importante de esta técnica dentro de la teoria estadistica y las aplicaciones; sin
embargo, la inferencia estadistica acerca de los modelos multinivel para propor-
ciones es una problematica que presenta dificultades tedricas y computacionales
aun sin resolver. Para evitar la carga computacional y la inestabilidad asociada
con la compleja integraciéon numérica que implica la estimaciéon de parametros de
modelos multinivel no lineales se han desarrollado varios métodos. Entre los maés
comunes se encuentran los que se basan en aproximaciones de la integral involucra-
da en la verosimilitud marginal, los métodos bayesianos basados en algoritmos de
Monte Carlo mediante Cadena de Markov (MCMC), los métodos EM estocasticos
y los métodos de verosimilitud simulada (Fotouhi 2003). Estos métodos, aunque
en principio aplicables con cierto éxito, presentan diversos inconvenientes; una de
las mas notables desventajas es su alto costo computacional.

En la actualidad, continta siendo de particular interés explorar nuevos méto-
dos que le brinden al investigador herramientas adecuadas para la estimacion de
parametros en modelos multinivel para datos categoéricos. El objetivo de este ar-
ticulo es fundamentar la racionalidad del método propuesto por Montero, Castell
& Ojeda (2007). Este enfoque se basa fundamentalmente en la integracion de tres
estrategias estadisticas: 1) El uso, como base fundamental para elaborar métodos
de inferencia para tablas de contingencia, de modelos asociados a la distribuciéon
asintética gaussiana de un vector de transformaciones de las frecuencias obser-
vadas; 2) El uso de aproximaciones simplificadoras para la matriz de covarianza
asintotica de los errores aleatorios de nivel-1 en el modelo multinivel propuesto y
3) La aplicacién de minimos cuadrados generalizados iterativos para la estimacién
de parametros de los modelos gaussianos resultantes.

En la seccién[2lse describe brevemente la filosofia del anélisis multinivel para da-
tos categoricos. En la seccion Blse formula un modelo multinivel para proporciones
y en la seccion M se demuestra que los estimadores propuestos tienen propiedades
que permiten aplicar la teoria de estimacién para muestras grandes. En la misma
seccion se demuestra la consistencia de los estimadores, tanto de los parametros
asociados a efectos fijos como a componentes de la varianza. En la seccién 5 se
presenta el algoritmo de estimacién descrito en el anexo. Finalmente, en la seccion
[6l la aplicacion del método se ilustra con un ejemplo.

2. Motivacién para el analisis multinivel de
proporciones

Muchos problemas practicos tratan datos categoéricos que conllevan al analisis
de un conjunto de tablas de contingencia. Ejemplos importantes se pueden en-
contrar en problemas de meta-analisis (Glass 1976, Hedges & Olkin 1985), en el
analisis de datos de panel (Hsiao 1995, Hamerle & Honning 1995), en los estudios
de casos y controles multicentro (Lubin, Blot, Berrino, Flamant, Gillis, Kunze,
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Schméwhl & Visco 1984, Fears & Brown 1986, Breslow & Zhao 1988) y en pro-
blemas de estimacion en dreas pequenias (Rudas 1986). En todos estos casos, los
individuos se seleccionan de diferentes grupos y es posible reconocer que las obser-
vaciones pertenecientes a un mismo grupo son més parecidas entre si que las que se
encuentran en grupos diferentes. Ignorar la estructura de grupos puede provocar
serios problemas inferenciales (Snijders & Bosker 1999).

Cuando se analizan datos en un conjunto de tablas de contingencia es posible
establecer una estructura jeradrquica de datos de dos niveles, en la que los grupos
que conforman las tablas se reconocen como las unidades de nivel-2 y los indivi-
duos anidados dentro de los grupos se identifican como las unidades de nivel-1.
Un enfoque que distingue los diferentes niveles de las variables explicativas y to-
ma en cuenta explicitamente la varianza dentro y entre grupos es la modelacién
multinivel (Goldstein 1995). En los modelos multinivel, también conocidos como
modelos jerarquicos (Brik & Raudenbush 1992) o modelos de coeficientes aleato-
rios (Longford 1995), algunos parametros varian de grupo a grupo, lo que permite
tratarlos como efectos aleatorios.

Frecuentemente, el interés del estudio en tablas de contingencia se centra en el
anélisis de un gran numero de funciones de las probabilidades de las celdas. Uno
de los modelos mas utilizados es el de regresion logistica multinivel (Efron 1996,
Hartzel, Liu & Agresti 2001, Lee & Nelder 2002); sin embargo, la apariciéon de
problemas cada vez mas complejos exige que otras funciones (Forthofer & Lehnen
1981) diferentes de las conocidas funciones logit o probit, también sean tomadas
en consideracion.

La idea basica del enfoque descrito en este articulo es usar funciones de las
probabilidades como las variables dependientes en un modelo lineal multinivel
(Montero 2006). Este enfoque se basa en el uso de los minimos cuadrados pon-
derados o minimos cuadrados generalizados para datos categoéricos. El empleo de
esta metodologia, presentada por primera vez por Grizzle, Starmer & Koch (1969)
se habia limitado sélo al caso donde los parametros del modelo son fijos (Grizzle
et al. 1969). En este articulo esta estrategia se extiende al caso multinivel.

La aplicacién del método se ilustra a través de un ejemplo de meta-analisis, que
puede considerarse como un problema estadistico multinivel, ya que la informacion
dentro de los estudios se combina en presencia de una heterogeneidad potencial
entre los estudios.

3. El modelo lineal multinivel para proporciones

En esta seccion se describe la estructura jerarquica impuesta por un conjunto
de tablas de contingencia y se formula un modelo multinivel para proporciones.
Para simplicar la futura discusién de la teoria de estimacién que se presenta en la
seccion [ el modelo se expresa en términos matriciales.

Sea Y una variable respuesta con R categorias. Sean X7, Xo,..., X, un con-
junto de variables explicativas. Sea G un factor de estratificacion en J grupos (uni-
dades de nivel-2). Sea A el conjunto formado por las diferentes combinaciones de
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los valores de X1, Xa, ... X;. Sean I el cardinal del conjunto Ay C={1,2,---T}.
A cada elemento de A se le hace corresponder biunivocamente un elemento ¢ de
C. Todos los individuos (unidades de nivel-1) con la misma combinacion de valores
(z1,x2,...x¢) se tratan como un subgrupo dentro de los grupos determinados por
G. De cada subgrupo se seleccionan muestras aleatorias independientes de tama-
no nj;. Sea nj; el nimero de individuos en la muestra del i-ésimo subgrupo del
j-ésimo grupo, clasificados en la r-ésima categoria de respuesta (i = 1,2,...,1;
i=12,...,J;r=12,...R).

Sea 7, ;; = P(Y =] c¢=1,g= j). Se supone que (nj;1,nji2,. .., Nji) parai—
j fijos sigue una distribucion multinomial con probabilidades (1, T2(ji, - - - , Tryji)
y que las muestras correspondientes a diferentes subgrupos y/o diferentes grupos
son independientes. La estructura de datos descrita anteriormente puede resumirse
en J tablas de contingencia I x R como la que se muestra en la tabla [l

TaBLA 1: Tabla de contingencia para el j-ésimo grupo.
Categorias de la respuesta

Subgrupo 1 2 e R Total
1 njil Nji2 e Nj1R nj1
2 Njo1 Njo2 - njaR N2
I njr M2 MGIR n;1

El vector de probabilidades, m;, asociado a la j-ésima tabla se puede escribir co-

_ / / Y dond _ / R .

mo my; = (ﬂ'jl,ﬂ'j2, NN 7TrjI) , donde 7 ; = (71'1‘]‘7;, 72‘]‘7;, . '77TR\ji) con Zlﬂ'TUi g
=

1, para cada (4,7). Cada conjunto de probabilidades tiene R — 1 elementos fun-
cionalmente independientes. Los J vectores de probabilidades en cada tabla de

contingencia conforman un tnico vector m = (7}, 7, ..., 7)".
Sea Fy, (w;),m=1,2,...,aun conjunto de funciones de 7 ;. Definase F (7;) =
[F1(m;),Fa(m;),...,Fq(m;)] el vector de funciones de 7 para j=1,2,...,J

y a < I (R —1). Estas funciones expresan la estructura relevante de los datos den-
tro de los grupos. La estructura entre grupos se toma en cuenta al definir un tnico
vector F () = [F (m,)",F (wy),..., F (7)']" de funciones de probabilidades de
orden (aJ x 1). Ya que se supone que la estructura dentro de los grupos es la
misma para todos los grupos, se aplican las mismas funciones a cada uno de ellos.

Diferentes tipos de funciones pueden representarse en una manera relativamen-
te simple usando notaciéon matricial (Grizzle et al. 1969, Forthoper & Koch 1973).
En la seccién [6] se presenta un ejemplo con la funcién logit.

Para investigar acerca de la relacion de la funcién de las probabilidades con
las variables explicativas consideradas sobre la misma poblacién objeto de estudio,
Montero et al. (2007) proponen el siguiente modelo lineal multinivel.

Para cada uno de los J grupos se postula un modelo de nivel-1:

F(Tl'j):Xjﬁj, j:1,2,...,J
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donde X j es una matriz de disefio de orden (axt) y rangot; B; = (815, B2j, - - -, Bt5)’
es un vector de parametros aleatorios de orden (¢ x 1), donde (; es el coeficiente
de la variable X} en la la ecuacion j.

La variabilidad de los J coeficientes (81, Bk, - - -, Brs) de la k-ésima variable

(k = 1,...,t) puede explicarse a través de un conjunto adicional de variables
21,23, ..., 24, medidas a nivel de grupo, asi:

ﬂkj:Z;ch‘k—l—ukj, k:1,...,t, jZl,?,...,J (1)

donde Ty, es el vector de orden (gx x 1) de coeficientes asociados a las variables
medidas en el nivel-2, Z;; representa las observaciones de las g variables en el
nivel-2, en la j-ésima tabla y uy; son los errores aleatorios no observables.

La ecuacion en (1) puede describirse de una forma més compacta, de manera
que el modelo en el nivel-2 se define como:

Bi=2Z;T+u;, j=12,...,J

donde Z; = diag ( ’1j, Z/zj, RN Z;j) es una matriz diagonal en bloques de orden
(txQ),con Q@ =¢qg+¢g+ ...+ q y cuyos elementos son los valores de las
variables explicativas en el nivel-2; T es el vector de efectos fijos de orden (Q x
1) y u; es el vector de errores aleatorios de orden (¢ x 1). Se asume E (u;) =
0 y Cov(uy) se denota por €2,;. En la matriz de covarianza €, se utilizara
Oupp (k" =1,2,...,t) para denotar las componentes de la varianza del nivel-2.
Ademas, Cov (uj,u;+) =0, para (j,j* =1,2,...,J).
Una forma conveniente de expresar el modelo es mediante la formulacién ma-
tricial dado en
F(m)= AT+ Xu (2)

donde A = (Z&X’l,ZéXé,...,Zf,Xf])/, con X; = X« para todo j # j*, es
una matriz de dimension (aJ X Q) y X = diag(X1,X3,...,X s) es una matriz
de dimension (aJ x tJ). El vector T' esta formado por los @ efectos fijos y u =
(u1,ug, ... uy) .

Se supone que los efectos aleatorios de grupos diferentes son mutuamente inde-
pendientes, F(u) =0 y Cov (u) = Q,, con Q,, = [IJ ® Quj], donde ® representa
el producto de Kronecker. De aqui que E [F (7)] = AT y Var [F (7)] = V p(x),
donde: V p(ry = X, X'

Es importante destacar que, a diferencia del caso en el que los parametros
del modelo son fijos y las inferencias conciernen sélo a los grupos especificados
(clases, regiones, etc.), en el modelo multinivel para proporciones el interés de
las inferencias se dirige hacia la poblacién de grupos, no sélo a aquellos que pa-
san a representar la muestra. Los grupos de individuos que conforman las tablas
pueden considerarse como unidades anénimas, de la misma forma que lo son las
observaciones elementales.

Una vez formulado el modelo multinivel, es posible aplicar la teoria asintética
en el marco del modelo lineal general. En la proxima secciéon se muestran los
resultados tedricos que permiten demostrar la validez de este enfoque.
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4. Estimacién

Para estimar los efectos fijos y los componentes de la varianza de modelos
multinivel del tipo definido en la ecuacion (@), se propone aplicar un enfoque
basado en los minimos cuadrados generalizados.

Supoéngase que se han hecho observaciones en J grupos diferentes segun la
estructura de datos definida en la seccion Bl Asociado a la muestra del i-ésimo
subgrupo de la j-ésima tabla existe un vector de proporciones muestrales p;; =
(pjilypji% . 7pjiR)/ y donde Pjir = njl-r/nji. Sea, pj = [p;l,pgz, . ,p;j]’ la esti-
macién muestral de ;. Cuando las muestras de los I subgrupos son independien-
tes, la matriz de covarianza de p; esta dada por V., la cual es una matriz diagonal
en bloques de dimension (IR x IR), con las matrices V. = 1/n;;[Dy,, —wjiw;i],
parat = 1,2,..., Iy j =1,2,...,J, sobre la diagonal principal, donde Dy, es
una matriz diagonal de dimension (I x I) con elementos del vector m;; sobre la
diagonal principal.

Los J vectores de proporciones observadas en cada tabla de contingencia con-
forman un Gnico vector p = [p},ph,...,p ;] con media 7 y matriz de covarianza
Vz, la cual involucra a las matrices de covarianza de p;. Cuando las observacio-
nes de diferentes grupos son independientes, la covarianza entre observaciones de
diferentes grupos es cero, por tanto, la matriz de covarianza de p tiene forma de
una matriz diagonal en bloques con las matrices V », sobre la diagonal principal.

Se puede demostrar por el teorema central del limite multivariado (Rao 1973, p.
128) que las propociones muestrales (y las proporciones muestrales condicionadas)
tienen distribucion asintéticamente normal. Por el método delta (Agresti 2002, p.
577), las funciones (y funciones condicionales) de tales proporciones, son también
asintoticamente normales. El teorema [Il a continuacién, especifica las distribucio-
nes de tales funciones.

Teorema 1. Sea F (p) la estimacion muestral de F (w). Se supone que F tiene
derivadas parciales continuas de seqgundo orden en una region abierta que contiene
a w. Sea H la matriz jacobiana de la funcion F (7) , evaluada correspondiente-
mente, la cual se supone no nula.

Entonces:
)F(p) | u N (AT + Xu, HV . H')

ii\F(p) 4 N (Ar, XX + HV,,H')

La demostracion del teorema es consecuencia directa de aplicar el método delta.

En esta fase del anélisis es posible postular el siguiente modelo en términos de
las proporciones observadas:

F(p)=AT + Xu+e (3)

donde e se reconoce como el vector de errores aleatorios en el nivel-1. A, ', X y
u se definen como en la ecuacion en ().
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La parte aleatoria del modelo comprende dos errores: uno para cada nivel. Se
supone que u ~ N(0,9,)y e~ N(0, HV . H'), donde las matrices de covarianza
para los errores de nivel-2 y los errores de nivel-1 son funciones de los parametros
u y 7, respectivamente. Sin embargo, como sugirié Goldstein (1987), se puede in-
troducir una simplificacién y requerir simplemente que las varianzas de los errores
en el nivel-1 sean inversamente proporcional es a nj;. Si ademds de la reparame-
trizacién se supone una variacion simple aleatoria a través de las tablas, entonces
se puede suponer que la varianza entre tablas es la misma para cada uno de los
subgrupos. En este caso e ~ N(0,,), donde €2, es una matriz diagonal con los
elementos 02 /n;; en la diagonal principal.

El hecho de que hay mas de un término de error anade una complicacién a
los procedimientos de estimacion. Existen tres tipos de parametros que pueden ser
estimados: los efectos fijos, los coeficientes aleatorios del primer nivel (que pueden
ser estimados o no, porque el modelo general que resulta de sustituir los modelos
del nivel-2 en el modelo de nivel-1 no depende de ellos) y los componentes de la
varianza y covarianza. A continuacién se proponen los estimadores para los efectos
fijos y los componentes de la varianza. El desarrollo para los efectos fijos y los
componentes de la varianza hace uso de las ideas presentadas en Castells (1985).

4.1. Efectos fijos

Bajo las suposiciones de los errores del modelo en (B]), éste se puede escribir
como un modelo lineal con pardmetros no aleatorios, tal que:

F(p)=AT'+ e* donde e = Xu-+e 4)

Dado el modelo en @) y de acuerdo con (Rao 1973, p. 306), se tiene que el
mejor estimador lineal de T' es el estimador minimo cuadrado generalizado:

T=(AV'A) " A'V'F(p)

donde V, = XQ,X' + Q..

La existencia del estimador T esta sujeta a la existencia de las inversas involu-
cradas. Siendo el estimador T' de la forma dada, esta claro (Rao 1973, p. 307) que
es insesgado para I' y que

Var (f‘) = (A’V;lA)71

N
Sea C el vector que resulta de escribir las columnas de una matriz cualquie-

ra C, una debajo de las otras. Entonces la matriz V) depende del pardmetro
—

Q . — . . )
A= | % | ysiéste fuese conocido, I' y su matriz de covarianza serian calcula-
e

bles. Suponer A conocido significaria una restricciéon para la aplicacién practica de
estos estimadores. Una situacién mucho mas realista seria suponer A desconocido,
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estimar éste y sustituir las expresiones de sus estimadores en I' logrando asi un
estimador en dos etapas para I' de la forma:

2 P -1 _
r=(av, 1A) AV 'F(p)
donde ‘7,\ es la estimacion de V'y.

4.2. Componentes de la varianza

Un procedimiento para estimar las componentes de la varianza es el siguiente:
el vector de errores e* se puede escribir en la forma: e* = w0 §; + ©@2&,, donde:
w1 =X, we=1I1,5,&1=uyé& =e con: E(£)=0Vi=1,2; Cov(€&;) = Qy;
Cov (&) = Q; Cov (€1,&,) = Cov (€5,&,) = 0; por tanto: Var (e*) = w1 Q)+

Queda claro que éste es un modelo de componentes de la varianza.
Sea L (A) el espacio generado por las columnas de la matriz A; [L (A)]J‘ el
espacio complemento ortogonal de L (A); R = [I —A (A'A)_1 A'] el proyector

sobre [L (A)]*, y 7 (C) el rango de una matriz cualquiera C. Entonces r (R) =
aJ—r(A) = n. Sea M una matriz de orden nx aJ tal quer (M) =ny MA = 0.

Definase F = MF (p); se tiene que

E (17“) — E(MF (p)) = MAT = 0
Cov (17“) = Cov (MF (p)) = MV \M’

Como F (p) 4N (AF,V)) entonces F (p) 4N (0, MV, M)

Se tiene que:

popey : Q.
E (FF) =MV, M = (Mwlw’lM’ : MM’) < = ) =Z*A

N P T — !
donde z* = Mwiwi M MM’ |y A=|Q,:Q,

- -
Sea el modelo lineal dado por: FF' = Z*X + pu, con p = (FF' - Z*A) ,
E(p) =0y Cov(p) =V}, donde V7 tiene la expresion:

(%) (57) - (%)= 57)
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pero
LEFF LEFF . L FF

Kﬁ) (ﬁ)% FoFFF . fofyFF . fof FF
PR FF T fFF . Fif.EF

donde ;‘; es la i-ésima columna de la matriz F.

Calculando F (}j};f‘?" ) , empleando el momento de orden 4 de una distri-
bucién normal multivariada (ver Anderson 1958), se obtiene:

E(f.f;FF) =R+ [raR(j) 2R (), ... i R ()]
+ [leR(i) ,TjQR(i) gooe ,TjnR (’L)]
=7;R+R ()@ R(j)+ R (j) ® R(4)

En la expresion anterior, y con el objetivo de simplificar la formulacion mate-
matica, se ha denotado: MV M’ = Ry R (i) una columna cualquiera de R.

Se ve facilmente que:

E

(F—)F) (F—)F)] ~R®R+[R®R(1),R® R(2),...,R® R(n)]

+ [R’(l)@l—%:R’(Q) ©R,...Rn)oR
.
~R®R+[R®R(1),R®R(2),.... RoR(n)]+ R @ R

Por otra parte:

£(#F) o (7F) | - (R) (R) -Fo R

Entonces:

Cov (ﬁ) = [R®R|+[R®R(1),R&R(2),..., R® R(n)]
:Vj\o

—_—

f‘? —Z*\ con:

Minimizando, respecto a A, la norma H
V’;g

Vi, = [((MV\M') & (MV, M')]
+ [(MVA\M')® (MV\M)(1)...(MV M) ® (MV\,M') (n)]
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donde Ay es un valor inicial para A. Este valor podria obtenerse de la siguiente
manera: se puede buscar el estimador minimo cuadrado generalizado para I'; su-
poniendo Cov (€;) = 0, y luego, examinando los residuos, obtener un valor inicial
para A.

El estimador para los componentes de la varianza tendra la forma:
R , , - =
A=(z'viz)z'vy, (F F’) (5)

(se ha utilizado el simbolo B~ para indicar la inversa generalizada de una matriz
B cualquiera). La expresion de A se da en funcién de la inversa generalizada porque
las inversas involucradas nunca existen.

4.3. Propiedades de los estimadores

En esta secciéon se prueba que el estimador X en [l es un estimador del tipo
)\O—MINQUE propuesto por Kleffe (1976).

Teorema 2. El estimador 3\,\0 es un estimador del tipo Ag-MINQUE.

Demostracion. Solo hay que considerar el resultado del teorema [3] del anexo
(dado por Castells 1985) y probar que Ay, es una solucién de la ecuacion:

Sz (Ao) A =U (Ao, F (p))
donde
U,=F(p) M' (MV,M')" ME;M' (MV,,M')"' MF;M’
con

Sar (o), = tr (MV A\, M') " MF,M' (MV\,M')" MF;M', j=1,2

Fi=1,, Fy = ww)
El elemento ¢ del vector (A’V;; INJ‘F" ) se puede escribir de la siguiente forma:
—-= —\ - =
(A’V;OFF’) = (MiFiM’> vy, FF'
(

— ! -
MFiM’> O 'FF'

1 -1 . = —1 =7
Str[(MVa,M) T MEM (MV, M) FF|
1
2

F (MV,,M')" MF,M' (MV\,M')"'F

'En inglés: minimum norm quadratic unbiased estimation.
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El elemento i-j de la matriz (A'V;OA) viene expresado por:

(A'V,A), = (MﬁM’)Iv;O (MEM’)
- %tr [(MFM) (Mvs, M) (MF;M) (MV3, M)

1 * - -1 * -1 Ty
Str [(MVAOM’) (MFM')  (MV3, M) (MFjM'ﬂ
lo cual prueba que X,\U es un estimador del tipo definido Ao-MINQUE. |

5. Validacién del algoritmo de estimacién

Como parte de la estrategia de estimacién, en este articulo se presentan (ver
anexo) los pasos basicos de un algoritmo de minimos cuadrados generalizados ite-
rativos siguiendo el enfoque propuesto. La validez del procedimiento se ha venido
explorando a través de varios estudios de simulacién para conjuntos de datos ba-
lanceados (el tamafio de las muestras es el mismo para todos los subgrupos) y
desbalanceados (el tamafo de las muestras de los subgrupo es diferente). En to-
dos los casos se utiliz6 un modelo de regresion logistica donde los logaritmos de
la razon de riesgo (log odds ratios) se reconocen como efectos aleatorios de una
poblacién de grupos. El interés de la investigacién se centré en el andlisis de las
estimaciones de los dos parametros fijos y la varianza al nivel de grupo.

En el caso balanceado (Montero, Castell & Ojeda 2008) se examiné la influencia
de diferentes tamanos de muestras y magnitudes de la varianza de los efectos
aleatorios sobre la precisiéon de las estimaciones. Se consideraron setenta disenos
diferentes, dados por las combinaciones de cinco ntimeros de tablas de contingencia
(10, 25, 50, 75, 100), siete tamanos de muestra (10, 25, 50, 75, 100, 200, 300) de
los subgrupos y dos magnitudes de varianza, una grande y otra pequena. Los
resultados indican que las estimaciones de los parametros fijos son precisas para
muestras de tamano moderadamente pequenas, pero se necesita un mayor nimero
de observaciones para alcanzar un comportamiento razonable del estimador para la
varianza de nivel-2. En general, para alcanzar mayor precisiéon en las estimaciones
es més importante un namero grande de individuos por subgrupos (= 200) que
un namero grande de grupos. La diferencia en precision de las estimaciones para
disenos con 50 o mas tablas de contingencia no es sustancial.

En el caso desbalanceado se encontr6 que en ciertas situaciones, las estimacio-
nes de la varianza producen sesgos grandes y estimaciones negativas. Para mejorar
los resultados se propuso corregir el algoritmo aplicando una técnica basada en
la descomposicién de valores singulares truncados en la solucién de los minimos
cuadrados generalizados para estimar los componentes de la varianza. Mediante
simulacién se mostro la efectividad de la técnica en cuanto a la reduccion del sesgo
de los estimadores (Montero & Guerra 2005). En el estudio se fij6 el numero de
tablas. Los tamanos muestrales en los subgrupos se generaron a partir de tres dis-
tribuciones uniformes diferentes, dando lugar a tres tipos de disefios (ligeramente
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desbalanceado, moderadamente desbalanceado y muy desbalanceado). Se conside-
raron dos magnitudes de varianza de nivel-2, las mismas que en el caso balanceado.
Para las especificaciones consideradas los resultados mostraron niveles aceptables
de sesgo y precision. Se observé ademas que la calidad de las estimaciones no se
afecté por el grado de desbalance de los datos.

Para todos los casos se encontré que el método de estimacién se comporta
mejor cuando la varianza de los efectos aleatorios es pequena.

6. Ejemplo

Para ilustrar el enfoque discutido en este articulo, se usaron los datos repor-
tados en Turner, Omar, Yang, Goldstein & Thompson (2000), consistentes en 22
ensayos clinicos realizados para investigar el efecto de descontaminacion selectiva
del tracto digestivo, sobre el riesgo de infeccién del tracto respiratorio. Se selec-
cionaron aleatoriamente pacientes de unidades de cuidados intensivos, ya sea para
recibir un tratamiento de combinacion de antibiéticos o para no recibir tratamien-
to. En la tabla B (ver anexo) se presenta la proporcion de pacientes infectados en
cada tratamiento para cada uno de los ensayos, asi como los logaritmos de la razén
de riesgo (log odds ratios) y sus varianzas.

Los datos pueden considerarse dentro de una estructura jerarquica, donde los
subgrupos de pacientes (tratamiento y control) se anidan dentro de los ensayos.
De esta manera, los subgrupos de pacientes se consideran como las unidades del
nivel-1 y los ensayos, las unidades de nivel-2.

El meta-analisis de los ensayos con respuesta binaria se realiz6 ajustando un
modelo de regresion logistica en el que se fijan los efectos de los tratamientos y se
permite que los logaritmos de la razon de riesgo (log odds ratios) varien a través
de los J ensayos (Turner et al. 2000):

J
logit (m;j) = Bojxij + Zﬁkaij en el nivel-1 ( “dentro” de los ensayos) (6)
k=1

Boj = 6+u; enelnivel-2 ( “entre” los ensayos) (7
Uy~ N (O, 0'3)

donde 7;; es la probabilidad de infectarse para los individuos del i-ésimo subgrupo
en el j-ésimo ensayo, x;; = 0/1 indica su subgrupo control/tratamiento, y el
conjunto de D1;j,...,Dy;; = 0/1, su pertenencia al ensayo.

Sustituyendo [7 en [6] se obtiene el siguiente modelo:

J
logit (mij) = (0 + uj) x5 + Zﬁkaij (8)
k=1

donde 6 (log odds ratio) representa el efecto promedio de interés.
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Las estimaciones de los parametros del modelo en (8), obtenidas mediante el
enfoque de minimos cuadrados generalizados (GL) propuesto en este articulo,
se comparan con las mostradas por Turner et al. (2000), utilizando otros métodos
disponibles en el sistema de programas MLwiN (Goldstein, Rasbash, Plewis, Dra-
per, Browne, Yang, Woodhouse & MJR 1998): el método de cuasi-verosimilitud
marginal (MQL), el método de cuasi-verosimilitud penalizada (PQL) y un méto-
do Bootstrap paramétrico (ver Goldstein & Rasbash 1996, Kuk 1995, para una
discusion detallada de los métodos).

En la tabla2lse muestran los valores estimados de § y 02 y los correspondientes
intervalos de confianza Wald. Notese que la estimacion GLS de 6 es muy similar a
la obtenida por el método Bootstrap de correccion de sesgos. En el caso de o2, la
estimacion GLS de o2 es la mas extrema.

TABLA 2: Estimaciones del meta-analisis de los datos de infecciéon del tracto respiratorio.

Método Log OR (IC 95 %) Varianza entre ensayos  (IC 95 %)

0 o2
MQL 143 (—1,80, —1,07) 0,46 (0,08, 0,84)
PQL 1,49 (-1,90, —1,07) 0,64 (0,14, 1,14)
PQL-Bootstrap —1,66 (—2,26, —1,05) 0,71 (0,00, 1,13)
GLS ~1,63  (—2,06, —1,04) 1,06 (0,44, 1,69)

Para completar la comparaciéon de enfoques, las estimaciones GLS se compa-
ran con las obtenidas aplicando un método completamente bayesiano, que utiliza
el muestreador Gibbs para Monte Carlo mediante Cadena de Markov (MCMC)
(Schmidt, Spiegelhalter & Thomas 1995), y con las obtenidas mediante aproxima-
ciones al modelo completamente bayesiano (Abrams & Sanso 1998), propuestas
para reducir los calculos requeridos. Estos métodos se pueden implementar en
sistemas como el BUGS (Gilks, Thomas & Spiegelhalter 1994).

La estimacion GLS de 6 se presenta con el valor més extremo (—1,63 comparado
con el —1,49 del completamente bayesiano y el —1,50 del bayesiano aproximado)
y la estimacion de o2 exhibe un valor muy cercano al obtenido mediante los otros
métodos (1,06 comparado con el 1,09 del completamente bayesiano y 0,96 del
bayesiano aproximado).

Como se ha podido observar, el procedimiento propuesto produjo estimaciones
de los parametros, razonablemente cercanas a las obtenidas por otros métodos
ya conocidos. De esta forma, se pretende poner de manifiesto las importantes
posibilidades que ofrece un método de estimacién computacionalmente muy simple
de aplicar en comparacién con otros métodos basados en estrategias mas complejas.

?En este articulo los métodos de estimacion utilizados se identifican por sus siglas en inglés.
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7. Conclusiones

El procedimiento de estimacion presentado en este articulo ubica al analisis
de un conjunto de tablas de contingencia en una clase de problemas que pueden
tratarse utilizando minimos cuadrados generalizados.

Una de las principales ventajas del enfoque propuesto es que puede usarse en
situaciones donde otros métodos imponen la solucién de complicadas expresiones
matematicas. Otra ventaja importante es la facilidad que le ofrece al investigador
para construir una amplia familia de funciones de particular interés para el analisis
multinivel de las proporciones esperadas en un conjunto de tablas de contingencia.

En general, el enfoque propuesto ofrece una herramienta muy 1atil para mode-
lar una gran variedad de situaciones que ocurren frecuentemente en la préactica,
constituyendo asi una eficaz alternativa a la modelacién multinivel para datos
categoricos jerarquicos.

[Recibido: abril de 2009 — Aceptado: octubre de 2010]
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Apéndice A.
Teorema 3. Sean las matrices:

Vi =R QR+[RR(1),R®R(2),...,RR(n)] vy
©=2(R ®R),

y A y B dos matrices simétricas cualesquiera de orden n X n, entonces se cumple:

— —
i) ViB=0B o
ii)A'Vi B=A0"'B
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Algoritmo de minimos cuadrados generalizados

iterativos

TABLA 3: Infecciones del tracto respiratorio en los grupos tratamiento y control de 22
ensayos para la descontaminacion selectiva del tracto digestivo.

Ensayo Infeccion / Total Odds ratio Log OR  Varianza (Log OR)
Tratamiento Control
1 7/47 25/54 0,20 -1,59 0,24
2 4/38 24/41 0,08 —2,48 0,38
3 20/96 37/95 0,41 —0,89 0,11
4 1/14 11/17 0,04 317 1,33
5 10/48 26/49 0,23 —1,46 0,21
6 2/101 13/84 0,11 —2,20 0,60
7 12/161 38/170 0,28 —1,27 0,12
8 1/28 29/60 0,04 —3,23 1,10
9 1/19 9/20 0,07 —2,69 1,26
10 22/49 44 /47 0,06 -2,89 0,44
11 25/162 30/160 0,79 —0,23 0,09
12 31/200 40/185 0,66 —0,41 0,07
13 9/39 10/41 0,93 —0,07 0,28
14 22/193 40/185 0,47 ~0,76 0,08
15 0/45 4/46 0,10 927 2,27
16 31/131 60,/140 0,41 —0,88 0,07
17 4/75 12/75 0,30 1,22 0,36
18 31/220 42/225 0,71 ~0,34 0,07
19 7/55 26/57 0,17 —-1,75 0,23
20 3/91 17/92 0,15 -1,89 0,42
21 14/25 23/23 0,03 3,62 2,20
22 3/65 6/68 0,50 —0,69 0,53

1. Obtener estimaciones iniciales de los parametros fijos utilizando un ajuste
de minimos cuadrados generalizados para datos categoricos, asumiendo que
los errores aleatorios en el nivel-2 tienen varianza 0.

2. A partir de estas estimaciones formar los residuos “crudos”

F(p) = F (p) - AT

3. Calcular la matriz de productos cruzados: F (p)* = F (p) F (p)'.

$k T
4. Formar el vector: F (p)”" = F (p)~.

—
5. Similarmente, construir el vector V'y.
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La relacion entre los vectores definidos en los pasos 4 y 5 se puede expresar
mediante el modelo lineal: E (F (p)™") = Z*X, donde z* es la matriz de
disefio para los parametros aleatorios (o sea, los elementos de €2, y €.).
Luego, en este paso es posible postular el modelo: F (p)™* = Z*X + R.

Para estimar A se aplica minimos cuadrados generalizados, o sea:
-~ / -1 /
X=(2"viz) Z'ViF®"

donde V3 = ‘7)\ ® ‘A/',\.

. Las estimaciones de €2,, y {2, obtenidas en el paso anterior se sustituyen en:

Vyi=XQ,X +Q,
Se calculan nuevas estimaciones de los efectos fijos mediante el estimador

minimo cuadrado generalizado, utilizando la estimacién en el paso 8 para la
matriz de varianza y covarianza, obteniéndose asi:

- (A’f/;lA)_l AV, F (p)

10. Retornar al paso 2, pero utilizando T en lugar de T.

El algoritmo alterna entre las estimaciones de los parametros fijos y aleatorios

hasta que el procedimiento converja.
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Resumen

Combinando la teoria de rachas desarrollada por Corzo (1989) y la idea
de Modarres & Gastwirth (1996), que utilizan el nimero de rachas que que-
dan después de recortar la sucesiéon dicotomizada, se proponen tres pruebas
de rachas para la hipoétesis de simetria. Utilizando la técnica de linealizacion
de Taylor se aproxima el valor esperado y la varianza, y se realiza un es-
tudio de aproximacién de la distribucién del estadistico por la distribucién
normal. Las pruebas propuestas son comparadas en términos de su potencia
con algunas de las pruebas no paramétricas mas recientes y comunes para
dicho problema en tamafios de muestra n = 10(1)25, n = 30, n = 50(50)250
y n = 500. Para la comparacion se utilizaron métodos de Monte Carlo, y
las muestras fueron generadas de nueve distribuciones pertenecientes a la
familia lambda generalizada (DLG). Las simulaciones indican que para una
gran variedad de alternativas asimétricas las pruebas propuestas son maés
potentes que las pruebas existentes en la literatura.

Palabras clave: distribuciéon lambda generalizada, potencia, pruebas de ra-
chas, pruebas para simetria.

Abstract

Combining the runs theory developed by Corzo (1989) and the idea of
Modarres & Gastwirth (1996), which uses the number of runs left after cut-
ting the dichotomized succession, three families of statistics based on runs
and three tests for the hypothesis of symmetry are proposed. Using the li-
nearization Taylorts technique, the expected value and variance of two from
the three proposed families is approximated. A study to aproximate the dis-
tribution of the statistics through the normal distribution for the studied
sample sizes is realized. The proposed tests are compared in terms of their

2Egresado de maestria en estadistica. E-mail: jgbabativam@unal.edu.co
bProfesor asociado. E-mail: jacorzos@unal.edu.co
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power with some other recent and common nonparametric tests for Symme-
try, for the sample sizes n = 10(1)25, n = 30, n = 50(50)250 and n = 500.
For this comparison, Monte Carlo methods were used and the samples we-
re generated from nine distributions obtained from the generalized lambda
distribution. The simulations indicate that, for a wide variety of asymmetric
alternatives in the generalized lambda distribution, the tests proposed are
more powerful than the existing tests in literature.

Key words: Lambda distribution, Power, Runs test, Symmetry test.

1. Introduccion

Entre los métodos no paramétricos existen pruebas que exigen simetria de la
distribucién, de la cual provienen las observaciones; este es el caso de las pruebas
para la alternativa de localizacién en una muestra, basadas en estadisticos lineales
de rangos, uno de cuyos casos particulares es la prueba del rango designado de
Wilcoxon, ampliamente utilizada en diferentes dreas del conocimiento. Si este su-
puesto se cumple, dicha prueba es localmente méas potente para la alternativa de
localizacion. Otro caso es el andlisis de regresion basada en rangos donde la sime-
tria desempena un papel importante en la estimacién de la matriz de covarianzas
de la distribucién asintética normal multivariada, a la cual converge la distribuciéon
del estimador por rangos del vector de parametros (ver Hettmansperger 1984, pp.
241-243). En ambos casos, si el supuesto de simetria de la distribucién muestreada
no se cumple, las pruebas tienden a no conservar su tamano.

Son varias las pruebas que se han propuesto para este problema bajo el supues-
to de que se conoce alguna medida de localizacion. Lehmann (1986), Randles &
Wolfe (1979) y Gibbons & Chakraborti (1992) son algunos de los autores que men-
cionan las pruebas de rangos méas conocidas para juzgar la hipotesis de simetria
de una distribucién. En los ultimos 20 anos, varios investigadores han propuesto
pruebas para determinar si la distribuciéon muestreada es simétrica alrededor de
un centro conocido. Algunos de ellos son Cohen & Menjoge (1988), McWilliams
(1990), Castillo (1993), Modarres & Gastwirth (1996), Corzo & Rojas (1999) y
Baklizi (2003, 2007), quienes han desarrollado pruebas de rachas; por otra parte,
Tajuddin (1994) y Baklizi (2008) utilizan pruebas de rangos; Cheng & Balakrish-
nan (2004) emplean la informacion de los signos; Mira (1999) usa la medida de
sesgo de Bonferroni, mientras que Modarres & Gastwirth (1998) y Thas, Rayner
& Best (2005) usan informacion mixta combinando los signos y los rangos.

La hipoétesis de simetria puede formularse como sigue: sea Xi,...,X, una
muestra aleatoria de una funcién de distribucién continua F' con funcién de densi-
dad f con mediana conocida, la cual, sin pérdida de generalidad, se puede asumir
igual a cero. Se considera el problema de testear la siguiente hipotesis:

HO : Fx(.’L') =1- Fx(—{L‘)

frente a la alternativa:
K;: Fx(x)#1— Fx(—x)
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La hipétesis nula indica que la funcion de distribucion F es simétrica alrededor
de cero; en otras palabras, el interés se centra en probar si f(z) = f(—=z) para
todo = o si f se aparta de la hipétesis de simetria.

En la siguiente seccién, presentamos tres pruebas de rachas. El procedimiento
combina la teoria desarrollada por Corzo (1989) y la idea de Modarres & Gastwirth
(1996) de utilizar como criterio de informacion el namero de rachas que quedan
después de hacer un recorte en la sucesiéon dicotomizada. Bajo la hipotesis nula
de simetria se dan aproximaciones del valor esperado y de la varianza de los es-
tadisticos de prueba utilizando la técnica de linealizaciéon de Taylor. En la seccién
3, se presenta un estudio de Monte Carlo que muestra que las pruebas propuestas
son mas potentes que las pruebas de la literatura con las que se realizé la com-
paracién, y por ende més potentes que las pruebas con las que los demés autores
habian hecho sus comparaciones.

2. Pruebas propuestas

Sea | X[y, ..., |X|n) la sucesion de los valores absolutos ordenados. Definimos
| Xp,| = |X|y) ( = 1,...,n), donde Dj es el antirrango de |X|(;); esto es, D;
es el subindice que tenia originalmente |X|(;) en la sucesiéon de valores absolutos
| X1],-..,|Xn|. La sucesion 71, ...,n, se denomina la sucesion dicotomizada, y en
ella se representan las observaciones positivas por unos y las negativas por ceros,
de la siguiente manera:

o 1 SiXDj>0 .
i = {O en otro caso Jg=1L..n (1)

Para contar el nimero de cambios que hay en la sucesién dicotomizada se
definen las siguientes indicadoras:

L =1
1 1 - .
I = SLj—1 71 i=2....n
0 sinj_1=mn;

A partir de estas, el nimero de rachas hasta la j-ésima observacion en la
sucesion dicotomizada se calcula como:

J
T :ka, para j=1,2,...,n
k=1

A la sucesion rq, ..., 7, se le denominara la sucesion de rachas. El estadistico
que cuenta el namero de rachas en la sucesiéon dicotomizada es:

n

R+:Tn:ZIk
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bajo la hipétesis alternativa, muchas observaciones negativas o muchas observa-
ciones positivas tienden a generar agrupaciones y resultardan pocas rachas; esto
significa. que la hip6tesis nula serd rechazada para valores pequefios de RT — 1.
Bajo Hy, la distribucion exacta de RT —1, dada en McWilliams (1990), es binomial
con pardmetros n — 1y 1/2.

Como lo mencionan Modarres & Gastwirth (1996), “bajo la hipdtesis nula se
cumple P(I;, = 1) = P(Ix = 0) = 1/2, mientras que bajo la alternativa P(I} =
1) # P(I = 0) y depende de k, para k = 2,...,n. Esto sugiere que una prueba
basada en la posicién relativa, k, de las rachas podria ser més potente que RT.
Teniendo en cuenta que para alternativas sesgadas, las rachas deberian aparecer
en las colas, se propone modificar la prueba R — 1 dando un mayor peso a estas
rachas”.

Entonces, siguiendo la metodologia propuesta por Corzo (1989) y tomando la
idea de recortar observaciones de la muestra presentada por Modarres & Gastwirth
(1996), y Modarres & Gastwirth (1998) se proponen los siguientes tres estadisticos
de prueba:

n

1 .
Ry = - Z P(riy1)d; (2)
" i=[np]+1
R, =~ D i) (3)
n i=[np]+1
Cp = Z B(ri,)6; (4)
n i=[np]+1
donde
. ri—prn, S i>np
(;5(7‘2',1) = {
0 en otro caso
o 1 si Xp,>0 .
52—{_1 § Xp <0 i=1,....n

?

{ 1/ny si Xp, >0 i=1....n

—1/n§y st Xp, <0

p es una proporcion de recorte; [np] es la parte entera de np; n§ y nj son el namero
de ceros y el nimero de unos en la sucesiéon dicotomizada después de hacer el
recorte; 7, es el nimero total de rachas en la sucesién dicotomizada, mientras que
r) es el nimero total de rachas después de recortar la sucesiéon dicotomizada. En
el caso de R, y Ry, si p = 0 se obtiene el estadistico estudiado por Castillo (1993);
y en el caso de Cy, si p = 0 se obtiene el estadistico estudiado en Corzo & Rojas
(1999).

Los argumentos para la construccién de la regién critica son los mismos que
los utilizados por McWilliams (1990). Si la hipotesis nula de simetria es cierta,
entonces para b > a > 0 se cumple que P(a < X < b) = P(—b < X < —a), luego
en la sucesion dicotomizada P(n = 0) = P(n = 1), lo cual equivale a que P(Xp, >
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0) = P(Xp, <0) =1/2,y por tanto se espera que se alternen los valores positivos
y negativos de los sumandos de cualquiera de los estadisticos propuestos, haciendo
que tomen valores cercanos a cero. Bajo la hipotesis alternativa de asimetria P(a <
X < b) # P(—b < X < —a); por consiguiente tanto, se espera que en las colas
aparezcan agrupamientos de unos o de ceros y como consecuencia de esto los
valores de los estadisticos R, R, y C, estaréan lejos de cero, apoyando la hipétesis
alternativa.

Del analisis anterior y teniendo en cuenta que, por construccién, bajo Hy la
distribucion de R, es simétrica alrededor de cero, se concluye que la prueba rechaza
la hipotesis nula de simetria a favor de la alternativa de asimetria cuando |R,| >
T1—a/2, donde ry_, /o corresponde al 100(1—q/2)-ésimo percentil de la distribucién
de Rp; de igual manera ocurre para las pruebas R y C7.

Para calcular la distribucion exacta de Ry, R; o Cp en un tamatio de muestra n,
se deben considerar los 2™ arreglos distinguibles de unos y ceros para incluir todas
las posibilidades de la sucesién dicotomizada. A partir de estos se calculan los va-
lores de los mismos y se construye la distribucion de frecuencias. El programa que
hace los calculos de la distribucion exacta para cualquiera de los estadisticos pro-
puestos se encuentra en www. docentes.unal.edu.co /jacorzos/docs/PruebaSimetria/

A continuacién se enuncian dos teoremas que fueron demostrados utilizando la
técnica de linealizaciéon de Taylor. Todas las demostraciones se pueden encontrar
en www.docentes.unal.edu.co/jacorzos/docs/PruebaSimetria/

Teorema 1. Sean X1,..., X, variables aleatorias independientes con funcién de
distribucion continua y simétrica F, funcion de densidad f y mediana cero, en-
tonces:

E(R,) =0
)
E (R;) =0
Teorema 2. Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes con funcion de

distribucion continua y simétrica F, funcion de densidad f y mediana cero; p un
nimero real en el intervalo (0,1); r,, el total de rachas en la sucesion dicotomizada;
¢(ri i) y 0; como se definieron en (@, entonces la varianza aprozimada (VA) es:

1

VA (R,) = m {n(n®+ 3n+2) — [np] ([np)* + 3[np] — 4)
+3p*(n — 1)(n® = n[np] +4)
—3p (n® +n®+ 2n — nnp]®> — n[np] + 4[np]) + 6}
)
o1 n(n? + 3n — [np] ([np]? np| —
VA (Ry) = 3(n_[np]+1)2{ (n* +3n +2) — [np] ([np]® + 3[np] — 4)

+3p*(n — 1)(n* — n[np] + 4)
—3p (n3 +n2 + 2n — n[np)® — n[np] + 4[np]) + 6}
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3. Estudio de Monte Carlo

En esta seccién se presentan los resultados de una simulacién por métodos de
Monte Carlo donde se compara la potencia de las pruebas propuestas frente a otras
ocho pruebas de la literatura. Las pruebas con las que se realiz6é la comparacion
son:

1. La prueba del rango signado de Wilcoxon referenciada para hipotesis de simetria
por Gibbons & Chakraborti (1992):

W= kn
k=1

2. La prueba propuesta por McWilliams (1990), basada en:

3. La prueba condicional de Tajuddin (1994), basada en la prueba de localizacion
de Wilcoxon para dos muestras:

Wom > k= 3 Ry
k=1 k=1

donde n; es el nimero de observaciones positivas y Ry, corresponde al rango de
X en la sucesién de valores absolutos ordenados.

4. La prueba M, propuesta por Modarres & Gastwirth (1996) que utiliza:

n

M,= Y k)
k=[np]+2
donde
k—[np] si k>np
(k) = {0 "
en otro caso.

donde [np] corresponde a la parte entera de nﬂ

5. La prueba hibrida en dos etapas propuesta por Modarres & Gastwirth (1998),
la cual usa en la primera etapa la prueba del signo y en la segunda etapa una
modificacion de la prueba de Tajuddin (1994):

IModarres & Gastwirth (1996) tratan a np como un entero para evitar la notacién de parte
entera.
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Etapa I: Utilizar la prueba del signo para decidir si hay evidencias de sime-
triall

S—n/2
n/4

=
Etapa II: Sien la etapa I se concluye que hay evidencias de simetria, utilizar
la siguiente modificacion de la prueba de Tajuddin (1994):

n

Wo= 3 eh)m

k=[np]+1
donde 1, es definido como en ().

6. La prueba de Mira (1999) que detecta la asimetria de una funcion de distribu-
cién con media pp y mediana fip desconocidas, mediante la medida de asimetria
de Bonferroni. Sean X,, y X,, la media y la mediana de una muestra de tamafio
n, respectivamente. La prueba de Mira utiliza el siguiente estadistico:

() =2 (Yn — f(n)

7. La prueba de Baklizi (2003) basada en la distribucién condicional de Rt dado
el namero de unos y de ceros en la sucesiéon dicotomizada, ny y ng, respec-
tivamente. Dicha distribucion esta dada en Gibbons & Chakraborti (1992) y
corresponde a:

2( ny—1 )( ng—1 )
rn/2—1)\rn/2—1 :
(r70) sir, > 1y par

7o

fr+(rn/no,n1) =
((r:1_1)1/2>((rzog)lgi)ligészl_a‘)lﬂ)((r:0_1)1/2) Si T > 1 e impar
ng

si ny =0 o0 ng =0 entonces P(r, =1) = 1.

8. La prueba propuesta por Cheng & Balakrishnan (2004) que usa la informacién
de los signos, donde el estadistico de prueba es:

Co=1Mp—s+-+nn ()

Se seleccionaron nueve casos de la DLGE| que son los més utilizados en la lite-
ratura, ver por ejemplo: McWilliams (1990), Tajuddin (1994), Modarres & Gast-
wirth (1996); Modarres & Gastwirth (1998), Baklizi (2003), Cheng & Balakrishnan
(2004) y Thas et al. (2005). El caso 1 representa la aproximacion de la distribu-
cion normal (caso simétrico) para el cual la hipotesis nula es verdadera, mientras

2El articulo original de Modarres & Gastwirth (1998) se utiliza n'/2/4 en el denominador
de Z,. Sin embargo, en el parrafo anterior es claro que S tiene una distribucién binomial (n,p),
E(S)=n/2y V(S)=n/4.

3En el ordenamiento de los casos difiere de los utilizados por otros autores, debido a que en
este trabajo se ordenaron por grupos segun el coeficiente de asimetria.
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que los otros ocho casos varian en su grado de asimetria y permiten comparar la
potencia de las pruebas.

Las nueve funciones de densidad de la DLG seleccionadas se pueden apreciar
en la figura[ll En la tabla[I]se muestran los valores de los parametros de los nueve
casos de la DLG utilizados, los coeficientes de asimetria y curtosis. Notese que los
casos 1,2 y 3 conforman un grupo de tres densidades muy cercanas a la hipotesis
nula de simetria, los casos 4 y 5 son dos densidades en las que ya se nota cierto
grado de asimetria y los casos 6 al 9 son densidades que tienen un grado tal de
asimetria que toda la probabilidad est&4 acumulada en la cola del lado derecho. En
los tres grupos aumentan simultaneamente los coeficientes de asimetria y curtosis.

TABLA 1: Valores de los parametros de la DLG de los nueve casos seleccionados para el estudio
de potencia.

Caso A1 A2 A3 A4 Qs Qu
1 (Nula) 0,000000 0,197454 0,134915 0,134915  0,0000 3,0000
2 —-0,116734 —0,351663 —0,130000 —0,160000 0,8000 11,4000
3 0,000000 —1,000000 —0,100000 —0,180000 2,0000 21,2000
4 3,586508 0,043060 0,025213 0,094029  0,9000 4,2000
5 0,000000 —1,000000 —0,007500 —0,030000 1,5000 7,5000
6 0,000000 1,000000 1,400000 0,250000  0,5000 2,2000
7 0,000000 1,000000 0,000070 0,100000 11,5000 5,8000
8 0,000000 —1,000000 —0,001000 —0,130000 3,1600 23,8000
9 0,000000 —1,000000 —0,000100 —0,170000 3,8800 40,7000

Para estimar la potencia de las diferentes pruebas se realiz6 un programa en
SAS IML. El algoritmo utilizado es el siguiente:

1. Seleccionar una muestra aleatoria uq,...,u, de tamafio n de la distribucion
U(0,1).
2. Transformar la muestra uq,...,u, en la sucesién «7,...,z}; utilizando la fun-

ciéon percentil de la DLG, que se define por:

A3 A
u® — (1 —wu)™ .

mf:>\1+%7 i=1,...,n (6)
con lo que se consigue que la sucesiéon z7,...,x;, sea una muestra aleatoria de

una DLG con pardmetros A1, Az, A3 ¥ Aq.
3. Transformar x; = ] — 6 para que la distribucién de 7, ..., z} tenga mediana

cero, donde
0,5% —0,5M

0=\ +—7-—""— (7)

A2

4. Calcular los valores de los estadisticos que se van a comparar usando las obser-
vaciones de la muestra x1,...,z,.
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F1cUuRrA 1: Funciones de densidad de los casos seleccionados de la DLG. Continuacién
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Caso7 Caso 8

0.0 01 0.2 03 04 0.5 08 0.7 00 05 10 15 20 25 30 35

Caso 9

Fi1GURA 1: Funciones de densidad de los casos seleccionados de la DLG.
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5. Realizar las respectivas pruebas de hipoétesis, y para cada una determinar si
se rechaza la hipétesis nula, aleatorizando la prueba.

6. Aplicar el anterior proceso m veces, y estimar la potencia de cada una de las
pruebas, asi:

Nuamero de rechazos en las m réplicas

7
m
Para este trabajo se estim6 la potencia de todas las pruebas usando m = 25.000

réplicas. El maximo ntmero de réplicas usado en los articulos consultados para este
trabajo fue de 10.000 (Thas et al. 2005, Cheng & Balakrishnan 2004).

3.1. Estudio de potencia para n < 25

Para n < 30 las pruebas 7" y W, no fueron incluidas porque estdn basadas en
estadisticos condicionados al niimero de unos y ceros en la sucesién dicotomizada;
esto hace que se requieran unos calculos distintos a los hechos en este trabajo para
llegar a la distribucién exacta de las pruebas, lo cual implicaria programas con otros
algoritmos. Por ejemplo, para calcular la distribucién exacta de los estadisticos
propuestos para un tamafo de muestra n = 15 es necesario generar 2'5 arreglos
de unos y ceros, mientras que para 1"y W), es necesario generar (Z) arreglos para
k=0,1,...,7, lo que implica muchos mas calculos que no estaban planeados desde
el comienzo. Para n > 30 se utiliz6 la distribucién asintética de estas.

Por otra parte, las pruebas de Butler (1969), Rothman & Woodroofe (1972)
y Hill & Rao (1977) fueron superadas ampliamente por la prueba propuesta por
McWilliams (1990), razén por la que no fueron incluidas en este trabajo.

En las tablas [2] a [10] se presentan los resultados del estudio de Monte Carlo. A
partir de las tablas se extraen las siguientes conclusiones:

Bajo la hipotesis nula, caso 1 (tabla , el tamano de todas las pruebas esté
alrededor del nivel de significacion o = 5% a excepcion de la prueba v, (F,,) de
Mira (1999) que resulté ser una prueba conservativa, para la cual se observo que
su error de tipo I ain no alcanzaba el 5% para n = 500. Por lo anterior, dicha
prueba no fue incluida en las comparaciones de las potencias.

Para el caso 2 (tabla, ninguna prueba supera ampliamente a las demés. Sin
embargo, la prueba C%, en general tiene las mayores potencias. Por ejemplo, para
n = 19, las tres pruebas con las potencias mas altas son C%, C*, y Rt con el
5,6%,5,5% y 5,46 %, respectivamente.

En el caso 3 (tabla, la prueba C%; es la que tiene las mayores potencias para
n < 20, y para los demds tamanos de muestra estudiados las pruebas R go, R
y C%g son las que tienen ventajas, es decir, en este caso las pruebas propuestas
resultan mas potentes que todas las pruebas con las que se comparé.

Con muestras provenientes del caso 4 (tabla [5]), nuevamente la prueba C%, es
la que tiene las mayores potencias cuando n < 20, para n = 20; la prueba R,
es la que obtiene el mejor resultado y desde n = 21 hasta n = 25, las mayores
potencias las tienen las pruebas R go, Ry y C%,. Por ejemplo, para n = 21 la
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potencia de las pruebas R gy, R, y C%, esta alrededor del 14,5 % seguidas por
C%, con el 13,3 % y posteriormente por M o5 con el 12,6 %; es decir que para este
caso las pruebas propuestas resultan més potentes que las pruebas consultadas en
la literatura.

Para el caso 5 (tabla@, la prueba C%j, es la que presenta las mayores potencias
cuando n < 17; para n = 17 la prueba M 55 logra ligeras ventajas sobre las demas
pruebas, mientras que para 18 < n < 20 la prueba con las mayores potencias es
R%,, v para los demés tamaflos de muestra (hasta n = 25) las pruebas R gg, R
y C% son las mas potentes, lo cual reafirma que las pruebas propuestas son las
que tienen las mayores potencias en los tamanos de muestra estudiados, logrando
para n = 25 grandes diferencias con respecto a las competidoras de la literatura;
R, es la mejor prueba de las propuestas en el tamano de muestra mencionado
con una potencia del 26,8 %, mientras que la mejor prueba de las competidoras es
Cs Cheng & Balakrishnan (2004) con una potencia del 23 %.

En el caso 6 (tabla , las pruebas con el mejor desempeno para n < 21 son
M,, p =0,10%,20% y 25 %, aunque con n = 22 las pruebas Rgy y C%, tienen
potencias del 38,6 % y 38,3 %, respectivamente, alcanzando a estar en segundo y
tercer lugar después de M o5, que tiene una potencia del 39%. Sin =24 o0n =25
las pruebas R go, R ¥y Cgo son las que logran las mayores potencias.

TABLA 2: Estimacion de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 1.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R g0 4,97 5,08 4,71 4,92 5,13 4,90 4,94 490 5,09 4,89 4,95 5,04 5,18 5,00 5,06 4,85
R.go |4.99 502 4,95 4,93 508 501l 5,06 4,95 4,95 4,87 4,94 5,10 5,02 4,96 4,97 5,06
c.*ll) 5,14 5,12 5,17 4,78 5,05 5,30 5,10 5,18 4,97 4,88 5,20 4,97 5,23 5,02 5,06 4,98
C_"20 5,24 5,15 5,31 4,94 4,84 4,94 5,18 4,90 5,00 4,86 4,98 5,07 5,21 5,00 5,20 5,06
C%o |5:05 5,00 4,70 4,94 5,07 5,11 5,24 4,93 4,91 4,99 4,96 5,04 4,98 5,04 5,30 5,09
C*%o |5.03 4,96 5,04 4,91 5,06 4,94 501 4,94 4,94 4,92 4,92 5,14 5,04 4,96 4,96 5,07
R.*60 4,90 5,12 4,72 4,94 4,84 5,18 5,08 5,33 5,11 4,72 4,86 5,09 5,06 5,08 4,91 5,06
R.*SO 5,03 5,12 4,97 4,99 4,91 5,10 5,00 4,84 4,97 4,84 4,81 5,10 5,07 5,03 5,04 5,04
5,05 5,25 4,83 4,84 5,28 5,23 4,86 4,90 5,01 481 4,95 4,94 5,05 5,08 5,21 4,66
Rt 5,09 4,97 4,00 4,79 5,01 4,95 4,96 4,88 5,11 4,93 5,07 5,12 5,02 4,99 5,08 5,08
R 5,25 499 4,91 4,88 4,86 4,98 5,01 5,06 5,17 4,95 5,11 5,09 5,01 5,09 5,00 5,26
Cg 4,93 5,22 4,85 4,97 4,99 5,21 5,02 4,81 5,06 4,79 4,88 5,13 4,98 5,03 5,08 5,07
My 5,15 5,01 4,77 4,68 4,93 5,12 4,96 4,85 5,06 5,03 5,05 4,93 5,08 4,95 4,81 5,00
Mo |5.13 5,04 4,76 4,78 4,94 5,31 5,03 4,88 5,05 5,07 5,08 5,00 5,08 4,87 5,00 5,00
M 59 | 5,00 510 4,81 4,76 5,02 5,23 505 4,72 5,12 5,04 5,17 5,10 4,92 4,80 4,78 5,28
M o5 4,99 5,10 4,82 4,88 5,04 5,23 5,14 4,76 5,10 5,06 5,09 5,24 5,06 4,91 4,97 5,20
~1(Fn) | 0,25 4,70 1,21 2,65 0,54 4,54 1,87 2,67 0,90 4,10 2,09 2,48 3,22 3,67 2,04 2,14

TaBLA 3: Estimacién de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 2.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R go | 5,12 5,30 5,29 5,10 5,23 5,05 5,36 5,22 5,17 5,33 5,15 5,65 5,33 5,87 5,26 5,57
R.go | 5,15 5,16 5,08 5,23 5,26 5,27 5,25 5,30 5,32 5,26 5,41 5,65 5,47 5,89 5,54 5,91
c.*ll) 5,34 5,33 6,01 4,98 4,99 5,34 5,39 5,25 5,34 5,50 5,52 5,46 5,60 5,88 5,35 5,81
c.*ZU 5,37 5,78 5,78 5,17 5,37 5,52 5,42 5,36 5,69 5,61 5,57 5,57 5,60 5,93 5,55 5,75
C%o | 5,22 5,30 5,28 5,14 5,13 5,21 5,47 5,17 5,39 5,24 527 541 5,19 548 5,73 5,55
C*%o | 5,08 5,27 5,19 5,08 5,17 5,17 5,23 5,24 529 524 540 5,64 543 587 5,53 5,93
R%, | 5,06 5,35 532 508 510 523 523 578 534 5,14 5,18 5,66 5,18 5,66 5,32 5,47
R.*SO 5,12 5,41 5,13 5,00 5,00 5,21 5,25 5,30 5,27 5,17 5,59 5,72 5,32 5,96 5,56 5,88

w 5,00 5,05 5,03 5,09 4,97 5,05 5,29 4,78 4,96 5,26 5,12 5,33 5,07 5,13 5,11 5,01
Rt |5,24 5,44 529 5,03 5,18 5,22 5,18 5,31 5,28 5,46 5,21 5,13 5,20 5,17 5,11 5,28
R 5,37 5,50 5,28 5,12 5,23 5,17 5,15 5,34 5,35 5,36 5,25 5,17 5,16 5,18 5,24 5,30
Cg |5,07 5,18 5,18 5,07 5,24 5,19 5,26 5,26 5,24 5,34 5,29 5,56 5,23 5,68 5,43 5,61
My 5,30 5,46 5,33 5,16 5,29 5,19 5,31 5,19 5,25 5,36 5,29 5,37 5,47 5,51 5,22 5,29
M 10 | 5,21 5,38 5,33 5,13 5,37 5,17 5,42 5,24 5,23 5,41 5,26 5,40 5,44 5,39 5,31 5,26
M g | 5,16 5,35 5,38 5,02 547 5,15 5,53 525 525 533 535 545 5,32 5,38 5,07 5,40
M o5 | 5,18 5,35 5,36 5,18 5,60 5,14 5,55 5,27 5,24 5,25 5,40 5,53 5,34 5,58 5,29 5,32
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TaBLA 4: Estimacién de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 3.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

R go | 5,69 5,89 6,09 5,96 6,28 6,46 6,74 7,77 7,52 8,09 8,08 8,19 9,00 8,62 9,54 9,81
Rgg | 5,55 5,96 6,18 6,32 6,43 6,60 7,25 7,62 7,76 8,14 8,13 9,14 9,93 9,98 10,72 11,22
_*10 6,29 6,84 7,94 6,96 7,22 7,45 7,65 7,59 7,42 7,86 8,32 8,40 9,00 8,84 9,23 9,40
C_*20 6,27 6,82 7,58 6,96 7,39 7,86 7,82 8,05 8,07 8,69 8,87 8,78 9,53 9,81 10,07 10,49
C%o | 5,90 6,04 6,21 584 6,63 6,65 6,88 7,21 7,54 7,36 7,24 7,92 7,24 8,23 8,68 8,68
C*%o | 5,70 5,31 5,23 5,58 5,86 6,26 6,84 7,41 7,58 7,98 8,05 9,01 9,82 9,95 10,67 11,20
R* | 5,48 5,76 6,02 6,16 6,24 6,82 6,64 8,24 7,16 7,57 7,25 7,90 8,45 8,43 8,91 8,81
R.*SO 5,57 5,85 6,52 6,38 6,45 6,78 7,13 7,71 7,90 8,36 8,28 9,04 9,95 9,93 10,51 11,09
w 5,21 5,41 5,45 5,20 5,03 5,31 5,43 5,46 5,34 5,58 5,32 5,42 5,71 5,50 5,74 5,47
Rt |5,75 6,08 6,10 6,18 6,35 6,27 6,05 6,76 6,52 6,98 6,79 6,86 6,95 7,21 7,15 7,28
R 6,06 6,26 6,32 6,52 6,59 6,57 6,36 6,81 6,78 7,17 7,05 7,17 7,20 7,46 7,37 7,57
Cg |5,28 551 561 5,84 6,14 6,14 6,38 7,17 7,00 7,60 7,69 8,19 883 897 9,61 9,78
Mg | 5,95 6,46 6,66 6,79 6,84 6,93 6,86 7,55 7,28 7,68 7,54 8,01 8,15 839 815 8,48
M 10| 5,8 6,39 6,54 6,71 6,88 7,01 6,89 7,68 7,44 7,68 7,67 8,14 8,22 8,39 8,45 8,62
M oo | 5,76 6,24 6,72 6,72 6,88 7,00 6,95 7,76 7,57 7,65 7,67 8,38 8,16 8,36 8,23 09,04
M o5 | 5,70 6,24 6,72 6,90 6,93 7,04 6,95 7,78 7,61 7,65 7,66 8,11 8,36 8,70 8,60 8,95

TABLA 5: Estimacion de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 4.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R go | 6,51 6,67 7,00 7,48 8,36 9,22 9,48 10,82 11,12 11,82 13,30 12,54 13,31 14,24 14,56 15,60
R.go | 6,19 7,08 7,53 7,92 8,24 8,58 9,66 10,68 10,97 12,11 12,72 14,71 15,89 16,90 18,02 19,08
C_*lo 7,49 7,98 9,94 8,94 9,17 9,64 9,51 10,64 10,49 10,89 12,08 12,39 12,89 13,13 13,53 14,38
C.*2O 7,46 9,13 9,42 9,50 9,57 10,55 10,64 11,60 11,76 12,58 13,31 13,35 13,71 14,12 14,60 16,25
C%p | 6,92 7,05 7,29 7,28 8,33 9,41 9,06 9,41 10,53 10,46 9,97 11,08 10,41 11,88 13,30 13,16
C*%o | 6,48 5,54 5,64 6,48 7,17 7,78 9,01 10,19 10,52 11,79 12,54 14,46 15,68 16,76 17,96 19,05
R.*6O 6,17 6,74 6,67 7,65 8,23 9,34 9,30 11,08 9,99 10,68 11,50 11,51 12,24 13,02 13,34 14,00
R?‘SO 6,43 6,90 7,53 7,93 8,43 8,88 9,79 11,14 11,38 12,47 13,69 14,41 15,57 16,81 18,03 19,15

W |5,58 5,47 5,13 5,69 5,48 5,87 5,69 6,19 6,01 5,78 6,24 6,48 6,10 6,47 6,40 6,44
Rt |6,73 6,88 7,08 7,74 8,27 8,30 8,17 8,70 8,79 9,31 9,17 9,36 9,50 9,71 10,12 10,27
R 7,63 7,49 7,79 8,16 8,53 8,84 8,69 9,29 9,30 9,55 9,73 9,85 10,00 10,16 10,19 10,83
Cg |5,40 5,75 6,00 6,61 7,12 8,00 830 9,33 9,84 10,66 11,81 12,44 13,25 14,42 15,42 16,38
Moy 7,08 7,88 8,17 8,69 9,13 9,57 9,74 10,59 10,58 11,04 11,52 11,37 12,39 12,65 12,60 13,16

M 19 | 6,99 7,80 8,07 88l 9,20 9,93 9,83 10,77 10,83 11,41 11,73 11,80 12,59 12,83 13,28 13,44
M oo | 6,57 7,77 8,27 8,87 9,35 10,14 10,34 11,16 11,10 11,64 12,00 12,24 12,72 12,94 13,29 14,22
M o5 | 6,47 7,77 8,44 9,20 9,58 10,29 10,35 11,32 11,30 11,78 12,20 12,67 13,06 13,61 13,84 14,34

TaBLA 6: Estimacién de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 5.

n =] 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Rgo | 7,37 7,38 8,567 9,34 10,34 11,36 12,560 14,04 14,74 15,82 17,39 16,96 18,59 18,91 19,96 21,88
Rgo | 6,561 7,93 846 9,06 9,30 9,85 12,41 13,34 14,12 15,07 15,87 20,14 22,01 22,68 24,52 26,35
C*p | 890 9,96 12,02 10,96 11,56 11,84 12,37 12,65 13,43 13,78 15,62 16,13 16,93 17,05 17,65 18,70
C%o | 8,67 10,96 11,78 11,65 12,21 13,05 13,72 14,20 14,68 15,47 17,00 17,69 18,49 18,62 19,26 21,38
C¥%o | 7:84 8,04 893 9,00 10,20 11,24 11,58 11,56 12,38 12,76 13,14 13,98 13,41 14,44 15,79 16,38
%0 |721 590 6,14 7,05 7,89 8,68 11,15 12,39 13,45 14,58 15,63 19,64 21,70 22,50 24,40 26,30
R%, 7,07 7,20 803 9,40 9,82 11,27 12,00 14,19 13,25 13,76 14,72 15,33 16,70 16,92 17,68 19,41
R¥% | 6,68 7,87 8,28 9,25 9,43 10,24 12,60 14,00 15,08 16,35 17,86 19,68 21,83 22,63 24,73 26,79
5,63 561 586 6,01 581 6,21 6,16 6,48 6,72 6,61 6,73 6,86 7,36 7,18 7,15 7,26
Rt |7,54 795 822 9,11 9,80 9,72 9,86 10,34 10,42 10,97 11,43 11,54 11,80 12,19 12,52 13,23
R |8,63 876 9,25 9,98 10,12 10,74 10,80 11,09 11,13 11,48 12,28 12,24 12,65 12,84 12,97 14,09
Cg¢ |591 622 6,89 7,69 847 9,22 10,36 11,92 12,91 14,08 15,60 16,77 18,32 19,32 21,06 22,95
My |8,53 9,13 9,84 10,87 11,20 11,93 12,56 13,37 13,55 14,02 14,86 15,16 16,28 16,56 16,66 17,67
M 1o |8,60 9,24 9,85 11,15 11,49 12,32 12,72 13,72 13,87 14,39 15,19 15,62 16,76 16,66 17,45 18,15
Moo | 8,00 9,12 10,29 11,16 11,72 12,74 13,20 14,22 14,39 14,73 15,60 16,46 16,94 16,98 17,66 19,14
M 95 | 7,90 9,12 10,42 11,57 11,98 13,02 13,19 14,52 14,87 15,06 15,84 16,53 17,37 17,77 18,49 19,28

Para los casos 7 a 9 (tablas , donde la asimetria es evidente, la prueba
M 55 siempre tiene las potencias mas altas. Sin embargo, para n cerca de 25 las
diferencias con las pruebas R.go, RY%, y C% no son grandes. Por ejemplo, en el
caso 9 para n = 25 la mayor potencia la tiene M 55 con el 76, 4 %, mientras que las
pruebas R%,, R.so y C%, tienen potencias del 71 %, 70 % y 69 %, respectivamente,
estando por encima de pruebas como R (Baklizi 2003), Rt (McWilliams 1990) y W
(Wilcoxon) que obtuvieron potencias del 52,6 %, 49,5 % y 13 %, respectivamente.

Para examinar si la potencia de las pruebas R, R} y C} sigue mejorando cuan-
do n crece, se realizaron también simulaciones para n = 30, 50, 100, 150, 200, 250
y 500 con p = 60% y 80 %. Ademaés se agregaron las pruebas T' y W, propuestas
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TaBLA 7: Estimacién de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 6.

n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.go | 8,64 8,06 10,60 12,18 13,24 17,64 17,56 20,18 22,11 24,75 26,01 24,36 26,42 28,06 30,56 32,80
Rgo | 7,55 10,26 11,01 11,59 12,40 13,24 18,40 20,24 21,71 23,37 24,82 35,50 38,63 41,83 45,08 47,86
%o 10,22 11,25 13,52 12,66 13,06 13,13 13,70 14,76 14,94 15,70 17,10 17,91 17,86 18,82 19,43 19,59
Cc%o | 9,84 13,39 14,10 13,88 14,16 14,52 15,04 16,05 16,52 17,54 18,93 19,50 19,82 20,52 21,55 22,90
%0 | 9,54 10,27 11,44 11,90 14,12 16,65 15,37 15,36 17,43 17,38 16,97 16,89 16,03 17,21 19,90 19,40
C*%o | 7,36 6,88 7,34 8,87 10,28 11,47 16,81 18,91 20,78 22,78 24,40 34,98 38,29 41,62 44,93 47,73
R¥so | 7.62 8,72 9,73 12,04 14,10 17,05 17,59 21,49 20,80 22,79 25,15 24,96 27,83 28,47 30,26 34,01
R*%, | 7,43 9,38 10,41 11,32 12,43 13,04 18,35 20,88 23,22 26,28 28,18 33,88 37,65 40,99 44,68 48,33
w 5,55 5,83 5,99 6,15 6,53 6,32 6,55 6,74 6,94 7,70 7,50 7,54 7,73 7,83 7,90 8,09
Rt | 9,57 10,83 11,66 13,09 14,73 14,94 16,18 17,28 18,11 19,71 20,26 21,79 22,35 23,72 25,23 26,04
R |11,72 12,48 13,31 14,65 15,66 17,02 18,05 18,75 19,71 20,62 22,30 23,47 23,87 25,40 26,36 28,12
Cg 5,87 6,78 7,58 8,76 10,37 12,34 14,59 17,02 19,64 23,02 25,82 28,90 32,32 35,09 39,69 43,48
Mg |10,43 12,83 14,66 16,64 18,76 20,48 23,03 24,95 26,73 28,70 31,09 33,14 35,08 37,23 39,08 41,18
M q0 | 10,23 12,82 14,64 17,04 19,39 21,21 23,74 25,66 27,62 20,84 32,42 34,46 36,42 38,50 41,13 43,01
Moo | 9,25 12,54 15,09 17,26 19,64 21,96 24,93 27,03 28,74 31,08 34,13 36,63 37,66 39,80 42,34 45,72
M o5 | 8,94 12,54 15,34 17,75 20,18 22,60 25,12 27,53 29,43 31,83 34,77 36,64 39,01 41,56 44,19 46,41

TaBLA 8: Estimacién de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 7.

n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.go | 11,88 12,07 16,30 20,02 22,22 20,00 28,84 32,34 35,00 30,28 42,24 38,00 41,85 43,84 47,20 51,37
R.go | 8,40 12,59 13,35 14,26 14,89 15,568 24,48 26,43 27,84 29,68 30,74 50,59 53,90 56,30 59,48 62,27
C*o | 14,65 15,77 20,19 18,62 19,00 19,83 20,26 21,55 22,73 23,95 25,70 27,35 28,04 28,49 28,95 30,82
*o | 18,92 20,67 21,33 20,46 20,75 21,61 21,77 23,68 24,85 26,99 27,86 29,47 30,21 31,26 32,00 34,43
%o | 18,78 15,37 17,79 18,77 22,29 27,29 23,98 24,39 25,73 26,45 26,24 24,25 23,04 23,14 28,00 26,78
C¥%o | 7,70 7,20 7,47 9,40 11,45 13,27 21,55 23,99 26,40 28,73 30,18 49,40 53,32 55,90 59,28 62,11
R%o [ 10,01 11,62 14,15 17,93 21,70 26,19 27,23 32,68 32,17 34,84 37,97 39,40 43,17 44,00 45,85 51,54
Ry, | 7,94 10,93 11,98 13,41 13,68 14,17 25,36 28,34 30,25 33,51 35,43 48,92 53,81 56,24 59,33 64,70
w 5,80 6,67 7,00 7,49 7,47 805 8,36 8,26 871 09,41 951 10,01 10,32 10,41 11,16 11,06
Rt |13,86 15,53 17,18 19,08 21,87 22,43 24,27 25,77 27,15 30,04 30,02 32,82 33,75 35,09 37,97 38,51
R |17,44 18,12 19,90 21,98 23,28 25,62 26,91 28,15 29,04 31,55 32,81 35,16 35,87 37,73 39,48 41,35
Cg 7,11 9,00 11,21 13,56 16,58 20,38 24,00 28,15 32,40 37,38 41,16 46,34 50,85 54,36 58,89 63,70
Mg | 16,60 19,82 22,80 25,57 28,65 31,81 34,98 37,56 40,28 43,54 45,83 48,32 51,94 53,27 55,79 58,48
M 10 | 16,52 20,09 23,23 26,29 29,64 32,61 36,04 38,95 41,71 45,19 47,70 50,06 53,64 54,74 58,18 60,50
M 9q | 14,62 20,10 24,35 27,01 30,44 33,67 37,71 40,72 43,19 46,59 49,61 52,51 55,18 56,26 59,67 63,30
M o5 | 13,80 20,10 24,84 27,97 31,19 34,51 37,82 41,30 44,21 47,50 50,53 53,85 56,64 58,19 61,42 63,97

TABLA 9: Estimacién de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 8.

n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R go | 13,42 15,78 190,85 25,38 28,23 35,056 35,44 39,562 43,09 46,60 50,97 46,32 49,69 52,53 56,06 59,59
R.go | 8,60 13,58 14,48 15,38 15,91 16,62 27,50 29,14 30,70 31,98 33,23 56,51 59,94 62,43 64,90 67,24
C*o | 17,12 17,90 23,20 22,19 22,41 24,08 23,45 25,36 26,87 27,41 30,27 31,55 32,68 33,82 35,07 35,51
C%o | 16,08 24,73 24,72 24,48 24,04 25,56 25,50 27,18 28,77 30,69 33,60 33,68 35,49 36,65 37,70 39,78
%o | 15,64 18,73 21,77 23,26 27,69 33,36 28,96 29,49 30,83 31,98 32,49 28,21 28,25 27,73 32,71 31,88
C%o | 840 7,30 8,34 9,85 11,97 14,01 23,55 26,35 28,89 30,82 32,61 55,20 59,12 62,00 64,60 67,07
R%o | 11,55 13,50 16,32 21,73 25,62 30,86 32,77 39,30 38,96 41,33 45,39 46,17 50,70 52,38 54,01 59,49
R%o | 8,14 11,73 12,55 13,94 13,85 14,20 28,17 31,70 33,02 35,03 36,47 54,73 59,83 62,88 65,47 69,55
w 6,70 7,31 7,77 8,65 9,06 8,71 9,21 9,26 10,48 10,63 10,89 11,28 12,23 12,60 12,70 12,88
Rt |16,21 18,92 20,38 23,17 26,20 27,57 28,75 30,77 33,18 36,23 37,34 38,88 40,39 42,04 45,16 46,06
R |20,24 21,78 23,75 26,48 27,67 31,19 31,68 33,71 36,65 37,52 40,62 41,47 42,92 45,03 46,61 49,14
Cg 8,40 10,62 13,39 17,13 20,87 24,82 29,79 35,04 40,39 44,65 49,72 54,33 59,27 63,66 67,74 71,75
Mg |20,07 24,44 27,93 31,65 34,82 38,66 41,93 45,11 48,82 51,22 54,90 57,09 60,16 61,88 64,23 67,07
M 10 | 20,34 24,99 28,50 32,36 36,11 39,73 43,13 46,33 50,28 52,87 56,72 58,84 61,94 63,68 66,56 69,16
Moo | 18,24 24,86 20,87 33,30 37,02 40,60 45,04 48,20 51,91 54,53 58,53 61,06 63,59 65,28 68,02 71,83
M o5 | 17,47 24,86 30,51 34,78 37,84 41,61 45,25 49,09 52,890 55,32 59,31 61,04 65,07 66,92 69,74 72,66

por Tajuddin (1994) y Modarres & Gastwirth (1998), respectivamente, para la

comparacion.

3.2. Estudio de potencia para n = 30, 50, 100, 150, 200, 250 y 500

Con base en las tablas

a[I7] se concluye que:

Para tamatios de muestra n > 150, la prueba Cj no fue incluida porque su
desempeno desmejord frente a las pruebas R gg y R, sin que necesariamente la
potencia de la prueba C%, estuviera por debajo de algunas de las competidoras
de la literatura.
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TaABLA 10: Estimaciéon de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 9.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R go | 14,17 16,32 21,13 27,37 30,50 38,19 37,74 41,54 44,73 49,18 53,39 48,45 51,35 54,73 59,11 61,72
R.go | 870 13,99 14,85 15,68 16,34 16,86 28,29 30,00 31,44 32,91 33,99 59,23 61,69 64,46 67,00 68,97
C.*lO 18,09 18,39 24,20 23,11 23,97 25,23 24,64 25,89 27,14 28,09 31,00 31,91 33,22 34,68 35,71 36,69
C_*20 16,95 25,35 25,98 25,10 25,39 26,37 26,76 27,56 29,21 31,54 34,26 34,33 35,74 36,74 38,39 40,04
C%o0 | 16,47 19,53 23,03 24,75 29,84 36,08 31,59 31,92 33,08 33,85 34,03 29,92 29,86 29,96 34,90 32,86
Cho | 852 7,26 8,45 9,77 12,11 14,15 24,43 27,20 29,50 31,65 33,28 57,79 60,92 63,98 66,75 68,84
R¥g, [ 11,90 14,21 17,74 22,84 27,68 33,55 34,33 40,97 40,36 43,56 48,27 49,56 53,11 54,88 57,40 62,00
Rfso 8,34 12,38 13,28 13,97 13,64 13,74 28,31 32,16 34,84 36,62 37,48 56,80 61,31 64,09 66,75 70,99
6,69 7,47 7,83 8,78 9,02 9,06 9,71 9,82 10,78 10,93 11,61 11,92 12,02 12,77 13,29 12,98
Rt |17,60 19,47 21,54 23,95 28,21 29,51 31,56 33,42 35,49 39,15 39,57 42,24 43,67 45,04 49,23 49,55
R 21,99 22,59 25,10 27,71 29,88 33,19 34,62 36,30 39,07 40,62 42,90 44,86 46,24 49,15 50,81 52,62
Cg 8,67 11,12 14,33 18,07 22,63 27,31 31,94 36,87 42,20 47,74 52,58 57,93 62,06 66,67 70,99 74,49
Mg |21,65 25,43 20,54 32,94 37,58 41,58 45,30 48,85 51,53 55,25 57,86 60,80 64,18 66,74 69,11 71,41
M 10| 21,98 26,13 30,25 33,91 38,83 42,94 46,61 50,35 53,23 56,98 59,78 62,76 65,84 68,38 71,42 73,36
M oo | 19,68 26,27 31,75 35,06 39,88 44,30 48,26 52,30 54,88 58,57 61,92 65,04 67,56 69,88 73,05 75,94
M o5 | 18,85 26,27 32,50 36,57 40,72 45,28 48,72 53,01 56,21 59,46 62,79 66,70 68,83 71,63 74,47 76,46

La prueba W, referenciada para la hipotesis de simetria por Gibbons & Cha-
kraborti (1992), es la que tiene el desempenio mas bajo de todas las pruebas que
se compararon.

Existen grandes diferencias entre las potencias de las pruebas R gy y R con
respecto a algunas de sus competidoras. Por ejemplo, para n = 200 con muestras
provenientes del caso 4, la potencia de las pruebas Rgg y R, es del 98,3% y
97,9 %, respectivamente, mientras que las pruebas R™, R, T'y W tienen potencias
del 33,2 %, 34,1 %, 64,9 % y 21,4 %, respectivamente, las pruebas My, M 19, Moy y
M 95 tienen potencias del 56 %, 58 %, 61 % y 62 %, respectivamente, y la potencia
de la prueba Cgs es del 93 %, notéandose claramente el dominio de las pruebas
propuestas sobre las competidoras mencionadas.

Se podria decir que las pruebas Wrg y Wgo son las competidoras méas directas
que se tienen, pues siguiendo con el ejemplo de n = 200, estas tuvieron potencias
del 98% y 99 %, respectivamente. Sin embargo, no existe una diferencia clara
entre las pruebas propuestas y estas; es mas, en la tabla (potencia para n = 30)
se puede observar que las diferencias son minimas para los casos 1 al 5 donde las
potencias de Wy son muy similares a las de R g9 y R, y que para los demés casos
(6 al 9) las pruebas propuestas tienen las mayores potencias. Ademaés, recordemos
que la prueba W, utiliza dos estadisticos por ser una prueba hibrida, lo que hace
un poco mas complicado usarla.

4. Conclusiones y discusién

En general, para los tamanos de muestra menores o iguales a 25 se concluye:

En los casos 2, 3,4 y 5 de la DLG y para n < 20, la potencia de la prueba C%j
es mayor que la potencia de las pruebas M,, R, R*, Cs y W.

En los casos 2 al 6 y para 20 < n < 25, se observa que la potencia de las
pruebas R so, R%, y C%, es mayor que la potencia de las pruebas M,, R, R*, Cs
y W consultadas en la literatura.

Para los casos 7 al 9, las potencias de las pruebas propuestas R g0, R0 ¥ Co
son mayores que las potencias de las pruebas R (Baklizi 2003), R+ (McWilliams
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TaBLA 11: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 30.
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Reo | 5,13 5,61 10,99 18,47 25,48 36,86 54,93 64,70 66,67
Rso | 5,19 6,02 1323 2565 36,17 71,07 86,86 91,43 9353
R, | 497 546 10,00 16,89 22,86 41,51 59,94 68,57 71,62
R%, | 522 592 12,87 24,77 3434 69,57 84,01 8843 90,20
C*%, | 521 574 989 1591 2023 2146 2825 33,28 34,28
Ch | 532 649 12,05 21,52 30,08 62,24 80,71 87,08 89,90
Rt | 516 5,28 7,68 11,49 14,40 30,17 4530 54,33 57,78
R | 531 533 808 12,19 1548 33,03 4845 57,37 61,00
w | 493 506 598 693 7,63 9,04 12,72 15,03 15,69
T | 468 551 955 1391 18,72 23,30 39,10 48,56 50,91
Cs 5,17 5,81 11,64 21,65 30,42 60,96 79,37 85,74 88,43
Mo | 515 554 9,36 1553 20,89 50,62 68,66 77,15 80,84
Mo | 5,11 5,53 9,61 15,79 21,65 53,28 71,11 79,01 82,81
Moo | 4,89 521 939 1579 21,62 54,63 72,53 80,18 84,19
Mos | 495 5,27 941 16,05 22,17 55,97 73,63 81,06 84,89
Wro | 4,18 5,31 12,93 2545 36,45 60,58 82,10 88,18 90,39
Waso | 3,70 4,81 11,94 24,07 34,03 60,94 74,38 77,77 78,90

TABLA 12: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 50.
CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R.60 4,85 6,54 16,91 31,66 43,87 54,19 75,11 82,54 83,19
R.s0 4,87 7,07 22,10 4591 62,68 88,90 97,34 98,77 99,18
R*, 493 6,32 1554 29,81 41,55 63,69 83,84 89,66 90,72
R, 4,87 6,98 20,39 42,24 5795 91,46 97,84 98,87 99,29
C%o 497 596 9,17 16,43 22,39 57,50 81,71 89,38 91,48

R+ 4,86 534 8,8 1448 20,22 49,04 67,22 76,62 81,24
R 523 5,64 947 1561 21,66 51,54 69,73 78,76 82,88
w 488 508 68L 892 10,65 12,22 18,61 2331 24,23
T 4,76 592 12,76 21,72 29,85 37,15 60,23 70,65 73,29
Ce 481 6,81 19,89 43,10 59,30 95,13 98,99 9958 99,73

M, 4,79 554 11,20 21,96 31,13 76,14 90,32 9475 96,55

M1 4,76 567 11,55 22,79 32,42 7870 91,88 9582 97,34
M.20 4,75 584 12,04 23,92 33,99 81,35 93,34 96,77 97,81
M 95 4,64 568 12,14 24,19 34,49 82,33 93,88 97,09 98,01
W70 4,45 6,66 22,15 46,12 63,67 87,16 97,47 99,06 99,37
W.s0 4,09 6,33 21,67 48,77 67,02 9452 9921 99,77 99,86

1990) y W (Wilcoxon), y se mantienen cerca de las potencias obtenidas por la
prueba M o5 que fue la que alcanzoé los mejores resultados.

Para los casos 7 al 9 de la DLG, donde las pruebas C%, R.so, RY%y y C%y no
tienen las mayores potencias (aunque estdn por encima de pruebas reconocidas)
es mas facil, por su forma distribucional, hacer un anélisis descriptivo y detectar
la asimetria; es decir que la asimetria se puede detectar de forma sencilla para los
casos donde las pruebas propuestas no tienen su mejor desempeno, mientras que
para los casos donde la asimetria no es tan severa y se requiere una prueba, la
mayor potencia se obtiene usando las pruebas propuestas.

En general, para los tamanos de muestra mayores que 25 se concluye:
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TABLA 13: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 100.
CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R.60 5,16 8,40 32,15 58,21 73,00 77,87 93,67 96,49 97,01
R 80 5,12 10,53 45,62 80,79 92,40 98,97 99,95 99,99 99,99
Ry, 507 8,13 30,60 57,44 74,12 87,81 97,77 99,01 99,29
R¥, 506 9,66 41,50 76,86 90,34 99,70 99,99 100,00 100,00
C%o 494 658 13,57 22,00 23,60 5444 8582 93,50 96,08

Rt 4,73 5,87 1127 21,28 31,72 78,60 92,96 96,63 98,00
R 450 558 10,91 2064 31,36 78,37 9297 96,54 97,94
147 482 534 919 13,00 16,80 2046 3534 4229 43,99
T 4,84 7,00 21,75 38,32 52,38 6324 8832 9430 95,24
Cs 489 882 37,15 74,99 88,72 99,98 100,00 100,00 100,00

Mo 484 6,47 1555 3527 51,37 97,34 9967 99,94 99,99

Mg 4,86 6,51 1624 36,81 53,56 98,00 99,81 99,97 99,99
M .20 4,83 6,66 16,92 3854 5562 98,62 99,87 99,98 100,00
M.a5 4,91 6,63 17,33 39,36 56,72 98,84 99,89 99,99 100,00
W0 508 10,31 46,12 79,97 92,77 99,28 99,99 100,00 100,00
W s0 4,99 10,88 4953 8563 9570 99,92 100,00 100,00 100,00

TABLA 14: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 150.

CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R.60 4,82 9,94 45,42 75,58 88,96 88,82 98,24 99,49 99,58
R g0 4,77 12,76 62,72 93,84 98,74 99,89 100,00 100,00 100,00
R*, 490 9,89 44,62 76,64 90,21 9516 99,55 99,88 99,94
R 4,46 11,62 58,39 92,13 98,34 99,99 100,00 100,00 100,00

R+ 4,96 582 12,99 2828 41,34 92,01 9880 99,53 99,81
R 4,73 542 12,43 2747 40,56 91,80 98,77 99,53 99,81
w 4,86 5,69 11,19 17,18 2382 2893 4831 57,73 60,57
T 510 8,01 30,21 5349 70,29 80,31 97,05 99,09 99,48
Ce 4,64 10,38 47,63 87,75 96,31 100,00 100,00 100,00 100,00

Mo 524 6,61 19,53 46,97 67,04 99,76 99,99 100,00 100,00

Mg 534 6,73 20,40 49,07 69,53 99,85 100,00 100,00 100,00
Moo 533 6,72 21,26 51,52 71,83 99,93 100,00 100,00 100,00
M.os5 528 6,66 21,74 52,77 73,16 99,95 100,00 100,00 100,00
W7o 5,04 12,57 64,02 93,70 98,78 99,97 100,00 100,00 100,00
W.s0 4,91 1327 68,15 96,47 99,54 100,00 100,00 100,00 100,00

La prueba W, referenciada para la hipotesis de simetria por Gibbons & Cha-
kraborti (1992), es la que tiene el desempenio mas bajo de todas las pruebas que
se compararon.

Las pruebas Ry y R’ tienen las mayores potencias en vecindades de la hi-
potesis nula, lo que permite conjeturar que las pruebas propuestas son localmente
mas potentes.

Para n > 30, como se sospechaba, la potencia de las pruebas R gy y Ry, mejord
para los casos 7 al 9, tanto asi que para n = 30 resultan ser las pruebas con el
mejor desempeno en cualquiera de los casos de la DLG seleccionados, es decir, que
la potencia de las pruebas R gy y R es siempre mayor que la potencia de todas
sus competidoras de la literatura en el tamano de muestra mencionado.
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TABLA 15: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 200.

CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R.60 5,30 12,46 58,51 87,10 95,86 94,28 9954 9991 99,92
Rso 5,17 16,05 76,59 98,27 99,83 99,99 100,00 100,00 100,00
R%, 516 11,89 57,42 87,72 96,49 98,07 9991 9998 99,99
R*, 5,15 15,09 73,47 97,94 99,80 100,00 100,00 100,00 100,00

R+ 531 6,17 14,79 33,25 50,46 97,08 99,77 99,96 99,99
R 552 641 1522 34,12 51,27 97,27 99,80 99,97 99,99
147 510 6,09 13,09 21,40 29,85 36,67 6037 71,11 72,85
T 501 947 3936 64,87 8223 90,16 9935 9993 99,94
Ce 503 11,85 54,85 93,03 98,34 100,00 100,00 100,00 100,00

Mo 520 691 22,66 56,14 77,68 99,98 100,00 100,00 100,00

M.10 5,12 7,06 2354 5838 79,85 99,99 100,00 100,00 100,00
M.20 505 7,00 2464 60,96 82,11 100,00 100,00 100,00 100,00
M.o5 508 7,09 2549 62,50 83,29 100,00 100,00 100,00 100,00
W7o 4,86 15,78 77,18 98,03 99,83 100,00 100,00 100,00 100,00
W.so 4,89 16,53 80,80 99,12 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00

TABLA 16: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 250.

CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R.60 5,04 14,08 67,21 92,36 98,23 9825 99,90 100,00 100,00
R.s0 4,66 18,85 84,36 99,55 99,96 100,00 100,00 100,00 100,00
R%, 5,03 13,66 66,93 93,16 98,67 99,20 99,99 100,00 100,00
R, 471 17,78 82,17 99,39 99,96 100,00 100,00 100,00 100,00

R+ 485 640 16,59 38,83 57,82 9907 99,97 100,00 100,00
R 472 629 1637 3848 57,58 99,06 99,97 100,00 100,00
w 5,11 643 1569 2576 3641 44,10 70,09 80,04 81,97
T 4,90 1048 47,40 74,31 8963 9542 99,88 99,97 99,99
Cs 485 12,78 60,36 9556 99,14 100,00 100,00 100,00 100,00
Mo 4,96 7,05 26,71 64,76 84,84 100,00 100,00 100,00 100,00

Mo 492 7,10 28,23 67,27 86,68 100,00 100,00 100,00 100,00
M.20 4,97 7,23 2954 70,07 88,57 100,00 100,00 100,00 100,00
M.25 4,97 7,25 30,23 7146 89,60 100,00 100,00 100,00 100,00
W7o 475 18,90 8547 99,47 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00
W.so 4,66 19,98 88,95 99,88 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

Recientemente, Baklizi (2007) sugiere el uso de la longitud de la racha maés
larga en la cola derecha de la sucesién dicotomizada, y en su trabajo de 2008
propone eliminar la primera etapa de la prueba de Modarres & Gastwirth (1998),
con lo cual se logra incrementar su potencia. En la tabla , se
incluyen los valores de las potencias de las pruebas propuestas en los dos articulos
mencionados anteriormente y las potencias de las pruebas propuestas. Comparando
con las pruebas L*, Ly ;s y L propuestas en Baklizi (2007), se observa que:

e Para n = 20, las pruebas propuestas tienen un mejor desempeno en algunos
casos.

e Para n = 30, las pruebas propuestas tienen las mayores potencias en todos
los casos.
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TABLA 17: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 500.

CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R.60 4,74 23,81 92,40 99,74 99,99 99,92 100,00 100,00 100,00
R.80 4,86 34,09 98,96 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
R, 478 23,60 92,60 99,82 100,00 99,98 100,00 100,00 100,00
R*, 5,02 32,94 98,76 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

R+ 512 6,72 2441 61,40 83,08 100,00 100,00 100,00 100,00
R 5,00 6,81 2448 61,70 83,24 100,00 100,00 100,00 100,00
w 4,95 8,00 2654 46,09 62,11 72,76 93,85 97,56 98,16
T 4,91 16,66 76,19 9597 99,53 99,90 100,00 100,00 100,00
Cs 4,91 16,39 74,95 99,09 99,93 100,00 100,00 100,00 100,00

Mo 525 7,68 41,58 89,33 98,40 100,00 100,00 100,00 100,00

M1 521 7,73 4363 91,16 98,85 100,00 100,00 100,00 100,00
Moo 5,16 7,905 4578 92,77 99,18 100,00 100,00 100,00 100,00
M.o5 5,16 8,15 4691 9345 99,35 100,00 100,00 100,00 100,00
W7o 5,06 33,94 9922 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W.so 4,98 3641 99,58 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

e Para n = 50 y n = 100, las pruebas propuestas superan las pruebas de
Baklizi en los casos 2 al 5, y en los casos 6 al 9 coincide la potencia de las
pruebas comparadas.

[Recibido: marzo de 2009 — Aceptado: octubre de 2010]
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Apéndice A. Desempeno de las pruebas propuestas
con las pruebas de Baklizi (2007, 2008)

TABLA 18: Potencia de las pruebas recientemente sugeridas por Baklizi y de las pruebas
propuestas.

Caso n L 2,0.8 L Rzoos R§0 Rso
20 5 5,5 5,5 4,5 4,8 4,9
30 5,1 5,4 4,8 4,5 5,2 5,2
50 4,9 5 5,8 5 4,9 4,9
100 5,5 5,4 4,9 5,1 5,1 5,1
20 5,7 6,2 4,6 5,8 5,6 5,4
30 5 6,3 5,8 6,2 5,9 6,0
50 5,8 6,2 5,3 7,5 7,0 7,1
100 5,3 6,6 6,5 10,6 9,7 10,5
20 5,7 8,8 7 11,4 8,3 8,1
30 6,9 12,8 8,8 15,6 12,9 13,2
50 7,5 145 14,1 25,3 20,4 22,1
100 12,2 22,8 23,3 48,6 41,5 45,6
20 7,2 13,8 8,7 18,7 13,7 12,7
30 10 229 14,2 28,7 24,8 25,7
50 14,4 30,3 314 49,9 42,2 45,9
100 33,3 57,2 59,5 81,8 76,9 80,8
20 9,5 16,5 12 25,4 17,9 15,9
30 13,1 33,3 21,9 40,4 34,3 36,2
50 23 45,7 45,5 66,8 58,0 62,7
100 55,6 76,9 78,4 93,9 90,3 92,4
20 13,6 26,7 19,1 42 28,2 24,8
30 25,6 64,9 46,9 65,3 69,6 71,1
50 64,2 90,8 914 89,4 91,5 88,9
100 99,5 100 100 99,4 99,7 99,0
20 22,6 33 31,4 59,3 35,4 30,7
30 444 82,3 68,9 85,4 84,0 86,9
50 86 97,8 98 98 97,8 97,3
100 100 100 100 100 100,0 100,0
20 29,5 36,6 38,9 66,6 32,6 33,2
30 55,5 87,6 79 91,3 88,4 91,4
50 93 99,1 99,1 99,3 98,9 98,8
100 100 100 100 100 100,0 100,0
20 32,2 35,9 428 69,2 37,5 34,0
30 60,8 89,8 82,1 92,4 90,2 93,5
50 95,3 99,3 99,5 99,5 99,3 99,2
100 100 100 100 100 100,0 100,0
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Resumen

A partir del analisis de correspondencias clasico aplicado a las tablas de-
nominadas de correspondencias, se desarrolla la teoria para dicho analisis a
partir de una muestra probabilistica. El enfoque de esta teoria se encamina
a la estimaciéon de los valores y vectores propios asociados a las matrices
por diagonalizar, ya sea en el andlisis simple o en el miultiple, para luego
establecer las estimaciones de los vectores propios que conducen a los ejes
factoriales, permitiéndose una representaciéon grafica para mejorar la inter-
pretacion en el analisis. Se realizan ademads estimaciones de las medidas de
calidad asociadas a la representacién, como son: inercia, contribuciones y
cosenos cuadrados.

Palabras clave: analisis de correspondencias, muestreo probabilistico, Boots-
trap, Jackknife.

Abstract

From the classic analysis of correspondences applied to the denominated
tables of correspondences, the theory for this analysis from a probabilistic
sample is developed. The approach of this theory directs to the estimation of
eigenvalues and eigenvectors associated to the matrices to be diagonalized,
either in a simple analysis or in the multiple one, to establish estimations
of the eigenvectors that lead to the factorial axes, allowing a graphical re-
presentation to improve performance in the analysis. Estimates of quality
measures associated to the representation are made, such as inertia, contri-
butions and squares cosines.

Key words: Correspondence analysis, Probability sampling, Bootstrap, Ja-
ckknife.
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1. Introduccién

Una de las técnicas de los métodos factoriales que analiza la asociaciéon entre
dos o méas variables categoricas es el denominado andlisis de correspondencias.
A través del anélisis de correspondencias simples (ACS) aplicado a las tablas de
contingencia, se construyen las representaciones de las asociaciones entre filas y
columnas de estas tablas, basados en la distancia x2. Se trata de tablas de efectivos
obtenidos cruzando las modalidades de dos variables cualitativas definidas sobre
una misma poblacion de n individuos Escofier & Pagés (1992). Por otra parte,
con el analisis de correspondencias multiples el cual es una extension del domi-
nio de aplicacion del ACS, se describen grandes tablas de variables categoricas,
representando las categorias de las variables como puntos en un espacio de pocas
dimensiones Clausen (1998).

Ahora bien, un requisito fundamental para este tipo de analisis es la obten-
cion de los valores y vectores propios, y por ende las coordenadas sobre los ejes
factoriales que permiten la interpretacion de las asociaciones entre las variables ca-
tegéricas. En este trabajo se presenta una metodologia de estimaciéon de los valores
y vectores propios de las matrices por diagonalizar en los anélisis de correspon-
dencias simples y multiples, a partir de una muestra probabilistica. Con ellos se
obtienen los ejes, las coordenadas factoriales y las relaciones de transicion entre los
espacios, la estimacion de la inercia, las contribuciones y los cosenos cuadrados.
Lo que se tiene entonces es una complementaciéon entre los disenos de muestreo
probabilistico y el analisis de correspondencias, lo que permite describir no solo el
comportamiento o la asociacién entre variables categoéricas obtenidas a través de
una muestra probabilistica tomada de alguna poblacién bajo estudio, sino también
inferir acerca de dicho comportamiento y el grado de asociacién entre las variables
de estudio, siguiendo la metodologia dada por Martinez (1998).

En la seccién [2] se presenta la propuesta de estimaciéon de los elementos de
base en el andlisis de correspondencias simples y miltiples, al igual que las de-
mas medidas que intervienen en el andlisis; por otra parte, se propone el calculo
de la varianza de los valores propios estimados mediante las técnica Jackknife y
Bootstrap, donde en la seccion [ se muestra un ejemplo de aplicacién, en el que
se comparan estas dos técnicas y se llega a discusiones importantes. Por tltimo en
la seccion @] se presentan los métodos computacionales utilizados, y en la seccién
se dan a conocer las conclusiones del trabajo.

2. Resultados y discusion

2.1. Analisis general

El procedimiento para efectuar un analisis factorial para métricas y matrices de
peso cualesquiera es diagonalizar la matriz A = X'LX M, donde M corresponde
a la métrica y L a la matriz, de masa o peso, para encontrar los ¢ valores propios
maés grandes de dicha matriz y a partir de estos obtener las coordenadas factoriales
necesarias para llevar a cabo el anélisis.
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En general, si se desea efectuar un procedimiento de anélisis factorial como el
de correspondencias a partir de una muestra probabilistica el interés se centra en la
diagonalizacion de la matriz estimada, A = X'LX M a partir del disefio muestral
empleado, para asi obtener los valores propios estimados de esta matriz (Lebart,
Morineau & Piron 2000).

El polinomio caracteristico dado por la ecuacion ()
|[A—X|=0 (1)
resulta ser de la forma
p(A) = (=1)" (A" + by N7 - bid+bg) =0 2)
el cual es posible estimarlo con la expresion
p (X) = ‘2— XI‘ =(=1)" (XT b N T A+ bo) =0 (3)

donde 7 es el ntmero de modalidades de estudio y b,_1, ..., by son valores numeéri-
cos que se pueden escribir como funciones de totales poblacionales estimados. De
esta manera se puede establecer que los valores estimados de A son de la forma

X:f(%\lviév"'v%\?“) (4)

donde #; son los estimadores de los totales poblacionales que conforman la matriz

A.

Asi, obtenidos estos valores, es posible efectuar por completo el analisis factorial
a partir de la informacion de la muestra, dado que con los valores y vectores
propios estimados se pueden construir las demas componentes del andlisis (Lebart
et al. 2000).

2.2. Analisis de correspondencias simples a partir de una
muestra probabilistica

Dada la poblacion U = {1,..., N}, suponga que a los elementos de U se les
miden dos variables, digamos Z; y Z> con p; y p2 modalidades, respectivamente. La
matriz de datos, resultado de la medicién de las variables sobre los N individuos,
es como sigue

Z = |:21:Z2:|
donde _ _
le DY le DY lem
L ZNl PR ZNZ DY ZNp/'n ]
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con

P 1, si el sujeto [ seleccioné la modalidad ¢ de la pregunta Z,,
e 0, si el sujeto ! no selecciond la modalidad 7 de la pregunta Z,,

asi, param=1,2, z;;, =16 z;, =0paral=1,2,....Nei=1,2,...,Dm.

2.2.1. Tabla de contingencia

La tabla de contingencia a partir de las matrices Z; y Z5 es

c=127z,
es decir ~ _
kll klg k1p2
C=| ka ki Kip,
kpi1 kp.j Ep.p
donde
N
ki =Yz (5)
=1

corresponde a un total de un dominio, en este caso el total de individuos que
respondieron la modalidad ¢ de la pregunta Z; y la modalidad j de la pregunta Z»
simultdneamente con:

1, si zy=1y z3=1

Zijl = Zil X Zjl = . .
* ¢ J 0, si zzg=0 6 z;=0

2.2.2. Tabla de contingencia estimada

Basados en una muestra probabilistica S obtenida a través del disefio p(-) (ver
Sarndal, Swensson & Wretman 1992), con probabilidades de inclusién m; para los
elementos de U, podemos estimar cada total en la ecuacion (@), a través de un 7
estimador de la siguiente forma:

= Zigl
kijr = Z fl (6)

les

donde los m; son las probabilidades de inclusion de cada individuo; asi, la matriz
de correspondencias estimadas es:

C=z'n"'z, (7)
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donde n corresponde a los individuos de la muestra, ahora la matriz de cédigo
binario asociado a las dos variables es

Zl 1 PR Zli PR le/'n
Zn | 21 0 oz Zip,
L an DY an DY anm ]

para m = 1,2 con matriz de probabilidades de inclusién

m™ -~ 0 -+ 0
II= 0 v 0
i 0 N | T, |

entonces la matriz de correspondencias estimada (7)), tendra la siguiente forma

k‘llﬂ— N kljﬂ- ce klpzﬂ—
C = kﬂﬂ- N kijﬂ- e kip2ﬂ-
L kpiin oo kpign oo Kpipan |

con k;jr representando la estimacion de cada total de la matriz de corresponden-
cias, definida en la ecuacion (@), donde

~ 1 ~
kﬂ:ZE:N (8)
les

2.2.3. Criterio por maximizar y matriz por diagonalizar

En el espacio de las columnas RP2, el interés es maximizar la suma ponderada
de los cuadrados de las proyecciones sobre el eje, es decir, dada la muestra s,
maximizar la ecuacién

Mg { 3 Fi(6,0) ©)
i
lo que es equivalente a maximizar la expresion
WD, F'D,'FD,}u (10)
con la restriccion R
u'D =1 (11)

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 273-293]



278 Javier Ramirez & Guillermo Martinez

donde © es el vector propio de la matriz estimada
S=FD'FD (12)
asociado al valor propio estimado A més grande diferente de 1. La matriz E co-

rresponde a la matriz de frecuencias relativas estimadas de término general f;;, es
decir

F={fi} (13)
donde R
kljﬂ'
fij = - (14)
y las matrices de margenes filas ﬁ y columna f.j estan dadas por:
p1 = diag{fi.} (15)
parat=1,2,....,.p1y 75 =1,2,...,p2
p2 = diag{f,} (16)
respectivamente, donde:
P2 7 P17
~ kiw = k.
A R
=k = k

con

b2 D1
ki»ﬂ' = § kijﬂ' k»jﬂ' = E kl]ﬂ'
=1 i=1

De esta forma se tiene en RP? que la métrica M es D;; y la matriz de pesos
N es D;ll; asi, la matriz por diagonalizar es:

= {85} (17)

de término general

L
Rl
1=l

para j,j7 =1,2,...,p2 (18)

De la misma forma, en el espacio de las filas estimadas RP!, se busca maximizar
la cantidad

v'D, ' FD,,' F'D,}'d (19)
con la restriccion R
"D,y =1 (20)
donde v es el vector propio asociado a un valor propio de la siguiente matriz
T _ np-lp/p-1
T=FD, F’Dp1 (21)
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Asi, de acuerdo con Lebart et al. (2000), la métrica M en RP! es ﬁ;ll y la
matriz de pesos N es ﬁp}l. Para la diagonalizacién de la matriz Sa partir de una
muestra probabilistica, definida en (I2)), podemos obtener un estimador de A segtn
la metodologia definida en Sérndal et al. (1992), seccién Bl Entonces, siguiendo a
Sérndal et al. (1992), A se puede escribir como una funcion de totales estimados
de la forma

~

A= f (kllﬂa kl?ﬂ'a . '7k1p27'r7k217r5 k227‘r; . '7k2p271'7 ] kpllﬂ'vkp127ra RS kplpgﬂ)

El estimador anterior se encuentra resolviendo el polinomio caracteristico

‘§ | = (—1)2 (W by A2 1By +30) =0 (22)

donde Eijﬂ es definido en la ecuacion (@) y

~

br - f (Ellak\lQ; e aE1p25E2177€\227 cee 7752;02; e 77€\p1177€\p127 ce. 77€\p1p2) (23)

2.3. Estimacion de la varianza (ACS)

De acuerdo con Sarndal et al. (1992, cap. 5) el 7 estimador propuesto

~

A= f (kllﬂa kl?ﬂ'a . '7k1p27'r7k217r5 k227‘r; H '7k2p271'7 ] kpllﬂ'vkp127ra RS kplpgﬂ)

es un estimador aproximadamente insesgado para .

Esto se puede demostrar a través de la técnica de linealizacién de primer orden
de la serie de Taylor alrededor del punto k;;, parai =1,2,...,p1yj=1,2,...,p2;
procediendo como en Martinez (1998), se tiene por aproximacion de primer orden
de Taylor una aproximacién al estimador h) por un pseudo estimador XO de la
forma

/): = /):0 =+ Z Qg5 (Eijﬂ — kij) (24)
%7
donde
of
Qi) = —=—
81%7,

Como Eijﬂ es el total de un dominio de estudio, entonces

P (S) - TSk o

Q!
les leUu leu
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luego, en vez de ([24)), se tiene que

E (X) =5 (Xo)

=X+ aij(B(kijx) — kij)
i

=X+ ag(kiy — ki)
i

=A

Por tanto, E(X) R E(X)

Nuestro objetivo ahora es obtener una medida de la calidad de la estimacién
de \. Entonces, siguiendo el método de funciones de totales dado en Sérndal et al.
(1992), definimos u; = Z” aijzij1 y @ = w/m donde a;; estd dado en (24)); asi,
la varianza y un estimador de la varianza Horvith-Thompson para funciones de

totales es R
AV ()\) = Z Z Ayt (26)

leul’'eu

Dado que las cantidades u; dependen de valores desconocidos, el estimador de

la aproximacién de la varianza de Horvitz-Thompson AV (X) bajo la técnica es

v (X) =33 Aw ::—j :i (27)

lesl’es

up = E Q5 Zij1
,J

y los coeficientes @;; se obtienen como

donde

~ af
aj; = —— 28
= (28)

2.3.1. El estimador Jackknife

Dada la cantidad de parametros por calcular para estimar la varianza de
Horvitz-Thompson, se estudian los métodos de Jackknife y Bootstrap para la esti-
macién de la varianza, los cuales son usados para este tipo de situaciones dada su
simplicidad de calculo y los supuestos para su aplicacion; por tanto, la estimacion
para la varianza de A, segun el método Jackknife presentado en Wolter (1985), se
define para este estimador como

2
n—1x~ [~ 1 o=~
="y (x S A> (29)
=1

I'=1
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Luego este estimador se conoce como el estimador Jackknife (delete-1) de

Vv (Xn) , donde

~ ~ ~ ~

An—10=f (kll‘ff(nfm ) k12‘ff(n71) AR kpll‘ff(nfm ) kp12‘ff(n71)7 T kmmﬂ'(na)) (30)

—~ Zi 14
Kijrn—1,0) = Z # (31)
res—qy

Es decir, Xn_u es el estimador del valor propio correspondiente, basado en
la muestra de tamano n — 1 que resulta luego de eliminar el individuo [-ésimo
de la muestra, y kjjr(n—1,)) s la estimacién de un dominio eliminando la misma
observacion.

2.3.2. El estimador Bootstrap

Teniendo en cuenta la importancia de utilizar el método de remuestreo Boots-
trap para estimar valores propios, Milan & Whittaker (1995) realizan una aplica-
cion del Bootstrap paramétrico a modelos que incorporan valores singulares, donde
se desarrollan discusiones importantes sobre el efecto de la variacién de muestreo
en las estimaciones.

Para calcular los valores propios mediante el método el remuestreo Bootstrap,
se realizan los siguientes pasos:

1. Dada la muestra de tamano n, calcular X La distribucién de esta muestra
se considera equivalente a la distribucién de la poblacién y A es el estimador
muestral del parametro poblacional A.

2. Generar B muestras Bootstrap de tamano n mediante muestreo con remplazo
de la muestra original, y calcular los correspondientes valores A\*', A\*2 ... \*B
para cada una de las B muestras Bootstrap.

3. Estimar el error estandar del parametro estimado A calculando la desviacién
estandar de las B réplicas Bootstrap.

Asi, obtenemos que el error estandar es

2 (v )

¥ = = 2
o B-1) 0BOOT (32)
donde
B
= 1 .
A= >N (33)
b=1

corresponde al promedio de los valores propios calculados en cada remuestra.
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2.4. Estimacion de las coordenadas factoriales

Siguiendo la metodologia definida en Lebart et al. (2000), para andlisis facto-
rial ponderado, es decir el caso general, podemos obtener los cosenos cuadrados,
inercia, para el analisis de correspondencias a partir de una muestra probabilistica.

Las coordenadas factoriales estimadas, analizando los perfiles fila ?—] en el espacio

de las columnas RP? y los perfiles columna % en el espacio de las filas RP! vendran
J.J

dados respectivamente por:

Yo = D' FD, ', (34)
$o = D) F'D,,' 5, (35)
con términos generales
~ LNy
Vai = Y =gy (36)
j=1 i.J-J
P1 ]/C\ )
Paj =Y = %Vai (37)
i=1 fi.fg

respectivamente. Ahora se presentan las relaciones entre los espacios, fruto de la
estimacion de los vectores propios asociados a los valores propios estimados.

1 ~~
~ 1
Vo = ——FD, ',
Ao
1 ~ ~
~ IN—1~
u, = —FD_"v,
>\a p1

2.4.1. Relaciones de transicion

Las relaciones fundamentales existentes entre los puntos fila y puntos columna
sobre el eje o son llamadas relaciones de transicién, y se calculan asi:

P2 ’\
fui= ——5 L5, (38)
\/;a j=1 fi.
P17 N
Bog = ——=S L85, (39)
\/g i=1 f-j

donde —— es el coeficiente de dilatacion estimado.

VAa
2.4.2. Estimacioén de la inercia, contribuciones y cosenos cuadrados
Siguiendo a Lebart et al. (2000), se presentan a continuacion los estimadores

muestrales de la inercia, las contribuciones a los ejes factoriales y los cosenos
cuadrados estimados en el analisis de correspondencias.
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Inercia. La inercia total estimada para el caso de analisis de correspondencias
simple es

(40)

donde \, es valor propio estimado definido en la seccion 2.3

Contribuciones.

La estimacién de las contribuciones mediante los perfiles fila,
es decir en el espacio RP?, es:

(42)

Cosenos cuadrados. Los cosenos cuadrados estimados para los perfiles fila son:

N - 2

N R (o, gy,

Cos? (i) = = Vo (,\ Lk ]) (43)
& (i,G) K23 (i, Q)

y para los perfiles columna

52 B (o, g,
oy Pai =17, Vo
Cosy, (j) = =+~ = (AQAQ . ) (44)
@ (j,G) k%d? (4, G)

donde en los perfiles fila la distancia de un punto ¢ al centro de gravedad tendra
la siguiente estimacion

p2 i 2 p2 7 N N 2
Pa) =3 = (& _ f.j> . (@ _ ’i—]) (45)
j; fi\fi 2 kg \ ki

Jj=1

mo (7 L2k (ke R
& (j,Q) = T<#—ﬁ.> =) = (Jﬂ’ A> (46)
i=1 J1- f.j kz k_j k
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2.5. Analisis de correspondencia miultiple a partir de una
muestra probabilistica

Extendiendo el anélisis de correspondencias a partir de una muestra probabilis-
tica del espacio U = {1, ..., N} al caso de m variables con py, ..., p,, modalidades
respectivamente, se obtienen las expresiones a este caso méas general a través de
un disefio p(-); luego la matriz S definida en caso simple puede ser extendida al
caso miltiple como:

1 1
S=FDJFD;'=—27'72D'= —BD™! 47
N P m m ( )
donde -~ ~
Z11 . 214 N Z1p
Z = Zl1 N 213 . Zlp
_ZNl .-+ ZNj ZNp_
con

L 1, si el sujeto [ seleccioné la modalidad j
i 0, si el sujeto [ no seleccioné la modalidad j

Entonces z;j =16 23 =0conl =1,2,...,. Ny j=1,2,...,p. La matriz D
es diagonal de orden (p,p) obtenida a partir de la matriz de Burt, B = Z'Z, sin
pérdida de generalidad, definimos p = E;nzl pj. Asi, la matriz de Burt esta dada
por:

N N N

Doim1 FilZil Diq FaZi2 o D ZilZip
N N N

B—27'7 Doimy Fi2Zil Doy Fi2Ziz ctc Dli—y Zi2%ip
N N N

Doim1 FipFil Dy ZipFi2 vt Qi ZipZip

Entonces los elementos de S son de la forma
N

1
8jj' = > iy (48)

mz i
I =1

donde
N

Z.j/ = E Zij/

=1

Asi, s;j;» es una funcién de totales poblacionales de las variables z; y z;; =
zjzj. Entonces el polinomio caracteristico de S de acuerdo con la ecuacion ()
viene dado por

p(A) =[S = AL |= (=1)” (AW’ + byt AP 4+ + by A+ bo) (49)
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donde cada b; en el polinomio caracteristico es funcién de los valores s;;» que a su
vez son funciones de totales poblacionales, asi

br:f(tzl,...,tz_,,...,tzp,...,tzll,...,tz..,,...,tzpp) (50)

J J3

donde

N
=1

N
bayy = Z ZijZig!
i=1
Por tanto se puede asumir que A es también funcién de totales poblacionales
A= f (tzl,...,tzj,,...,tzp,...,tzll,...,tzjj,,...,tzpp) (51)

Asi, t,; puede ser estimado a través de un 7 estimador basado en una muestra
probabilistica s de tamano n, como sigue

—~ Zi Sr
oy = E J
T

€S
y
tejjr = E -
- T
1€8

De esta manera, se puede establecer que un estimador aproximado para A es
de la forma

~

A:f(flf]?fn?f> (52)

23

resultado de resolver el polinomio caracteristico estimado a partir de la muestra s
de la matriz

S=z1"'2,D"=BD"! (53)
dado por
p(A) = ’é’\— XI’ =(-1)? (Xp +/b\p—1/):p_l + .- /b\l/): +30> (54)

donde los b, estan definidos en la ecuacion (B0), la matriz de Burt estimada en la
ecuacion (B3)) es
B=2z'1"'Z2, (55)

la matriz diagonal estimada obtenida a partir de la matriz de Burt, corresponde a
una matriz de orden (p, p), dada por

D = diag{Z/1"'Z,} (56)
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y II es la matriz diagonal de probabilidades de inclusion

II = diag{m1,...,mn} (57)
entonces
Z11 Z12 <o Zlp
Z921 Z99 )
Z, =
Znl  2n2 cee Znp
donde
[—n ZilZil n  2il%i2 n  RilZip)
Diml T sl e el
g i y
n  Ri2%il n  Ri2%42 n  Ri2%ip
I D D S DY
B=27Z,11"'Z, = i i :
Zn ZipZil Zn ZipZi2 Zn ZipZip
i 1=1 T 1=1 T e =1 T

v la matriz diagonal estimada

- 9 -
S0 0
T
2
n %
N : A ! 0 Zi:l _2 0
D = diag {Z,11"'Z, } = U
2
n %
i 0 0 Yo ﬂ_—j

2.6. Estimacion de la varianza (ACM)

El 7 estimador propuesto

~ ~ ~

. -
N A TS S N RS AP

)
)
~—

es un estimador aproximadamente insesgado para .

Esta prueba es analoga como en (27); entonces para el caso multiple

Uy = § QpZri
r

donde
N of
Ar = —<
ot

Nuevamente las formas explicitas para u; son muy complicadas de calcular en
la préctica; ende tanto se hace necesario establecer un estimador para la varianza
del 7 estimador A, a través del método Jackknife o Bootstrap, como sigue.
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2.6.1. El estimador Jackknife

La expresion del estimador para la varianza es como en (29)), donde

An—1i=f (%\zl(nfl,i)u . 7%\217(77,71,1')7 . -?zu(nq,i), e ,tAzjj,(nfu) e @pp(nq,i))

con

o~ Zl ;
tszr(n—l,i) = Z = (58)

T
leS—{i}

También es posible utilizar aproximaciones “apropiadas” de v,x que requieran
menos calculos.

Shao & Tu (1995) introducen dos métodos computacionales para desarrollar
el Jackknife delete-1 en la estimacién de varianza, el método de agrupamiento
y el método de submuestreo aleatorio; sin embargo en este trabajo se compara
Jackknife con Bootstrap, mostrando que el remuestreo Bootstrap resulta ser mas
eficiente.

2.6.2. El estimador Bootstrap
El estimador de la varianza es similar como en la ecuacion (32), donde se define

la desviaciéon Bootstrap; el procedimiento para la estimacién es analogo.

2.7. Estimacion de los elementos de base en el andlisis de
correspondencias miltiples

Construcciéon de las nubes. Suponga el conjunto de las coordenadas fila una
nube de N puntos en el espacio de las p columnas. Cada punto ¢ tiene por coor-

o
denadasen RP { 225 = 1,2, ... p ¢ y cada punto j tiene por coordenadas en R
Zi.
{@;i_ 1,2,...,N}
Z.5

Seleccion de distancias. En RV la distancia estimada y? entre modalidades
es

d%'wziﬁ(ﬁ—@f (59)

P Z.j Z.j/

y en RP la distancia estimada entre dos individuos es

1< N
P0,i) = — 0 =z — )’ (60)

conzj =tz =3 s 25 y N = Z?:l dies %ﬂ
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2.7.1. Coordenadas factoriales estimadas

Retomando los resultados del analisis de correspondencias se tiene

~ 1 - »
F = —=—7Z de término general f;; = i—]
Nm Np
~ 1 ~ ~ Z
D, = —D de término general [ = §;; —~
b Nm & L ’ Nm
~ 1 L. ~ 0y
Dy = —=Iy de término general f; = —=
N N

donde Iy es la matriz identidad de orden (]V, N) y 0;; =1sli =7y cero sino.

Para encontrar los ejes factoriales u, se diagonaliza la matriz

~ 1 ~ s~~~
St=—D'BD'B

m
donde D es la matriz diagonal de orden (p,p) de la matriz B=177%.
En RP, la ecuacién del a-ésimo eje factorial estimado es
1., -1 -1 NI
—Z, 117" Z, D" U, = A\ U, (61)
m
la ecuacion del a-ésimo factor estimado es

1 ~ ~
ED_lzgn_lzn(ﬁa = )\a(ﬁa (62)

del mismo modo se escribe el a-ésimo factor estimado en RN como
1
m

[znn—lﬁ—lz;} Do = Ata (63)

Las coordenadas factoriales estimadas de un individuo i sobre el eje « estan
dadas por

{[J\ai = - = = Pai (64)

— =Y 0 (65)

Pai = —=
VAo i€I0)

donde p(i) designa al conjunto de modalidades seleccionadas por el individuo ¢,
y por otra parte I(j) designa al conjunto de los individuos que seleccionaron la
modalidad j en la muestra.

2.7.2. Relaciones de transicion

Los factores estimados ¢, y ;Za de norma Xa representan las coordenadas
estimadas de los puntos fila y los puntos columna sobre el eje factorial «; luego las
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relaciones de transicién vienen dadas por:

1 - ~
Po = ——=D"Z/ T 14, (66)
\ Aa
' 1
~ N
1/’& = — [ZnH 1} Pa (67)
ma/ Aa
respectivamente.

2.7.3. Estimacion de la inercia, contribuciones y cosenos cuadrados

Por otra parte, la estimacion de los elementos de base en el analisis, como la
inercia, las contribuciones y los cosenos cuadrados, se presenta a continuacion:

Inercia. Para el caso del anélisis de correspondencias multiple, la inercia I (j)
de una modalidad j se puede estimar a través de la expresion:

= . 1 Dics ok
I =—|1-—"
() m( = ) (68)
donde
N Pq Zij
Foy Yy
jq=14i€S

Con z;;, variable dic6toma, asi, es igual a uno, si el individuo i respondié la
modalidad j de la pregunta ¢, y cero en otra modalidad de la misma pregunta. La
inercia I (q) de una pregunta g esta dada por:

Entonces la inercia total estimada es:

1=Y"1(q)

Contribuciones. Las contribuciones estimadas en el anélisis de corresponden-
cias para los puntos fila (RP) y columna (R™), respectivamente, son:

Cra (i) = 225y G, (j) = 3% (69)
Tal\l) = =< o = ==
o ! D= N
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Cosenos cuadrados. Los cosenos cuadrados para los puntos fila (RP) y columna
(R™) son:

~,

2 -2
Cos? (i) = =—2— Cos? (j) = =—2— 70
)= g v 0ot ) = 5o (70)

respectivamente, donde en los puntos fila la distancia de un punto ¢ al centro de
gravedad tendra la siguiente estimacion:

~ 2 ~
1 i~ N

20,6 = = Q—f.j =— -1 (71)
j=1 7 f’L ZJ

3. Ejemplo de aplicacién

Esta aplicacion se refiere a las condiciones de vida de una poblacién que se
encuentra descrita por 150 UPM (unidades primarias de muestreo), las cuales se
emplean para realizar un estudio por muestreo probabilistico a través de una mues-
tra correspondiente al 30 % de las UPM, seleccionada bajo un disefio de muestreo
bietapico con MAS en la primera etapa y MAS en la segunda etapa. En la siguiente
tabla figuran las etiquetas de las modalidades de las cuatro preguntas:

TABLA 1: Descripcion de variables.

1d Preguntas Modalidades
1  Se siente bien en el hogar FAOQL. “Si” FA02. “No”
Los gastos de vivienda son DLO1. “Despreciable” DLO02. “Sin problema”

DLO03. “Gran carga” DLO04. “Carga muy pesada”
3 Ha sufrido de dolor de espalda  MAO1. “Si” MAOQ02. “No”
4 Se impone restricciones REO1. ‘Si” RE02. “No”

El objetivo de este ejemplo es comparar los resultados de aplicar un anélisis de
correspondencias multiple a la poblacién descrita anteriormente y a una muestra
aleatoria seleccionada de dicha poblacion a través de un diseno de MAS-MAS.
Se verifica luego que hay seis valores propios poblacionales y estimados no nulos
(6 =10 — 4 = p — m) que se muestran a continuacion:

TaBLA 2: Comparacién de valores propios poblacionales y estimados.

Valores poblacionales Valores estimados Jackknife

No V.P. % Ine. % Acum. V.P. % Ine. % Acum. ECM;k cve

1 0,11531 29,04 29,04 | 0,11927 30,14 30,14  0,0000417  0,0442
2 009634 24,26 53,31 | 0,08805 22,47 52,61  0,0001527  0,1028
3 0,06356 16,01 69,31 | 0,06331 16,00 68,61  0,0000071  0,0409
4 0,05298 13,34 82,66 | 0,05327 13,46 82,07 0,0000351 0,1114
5  0,04353 10,96 93,62 | 0,04402 11,12 93,19 0,0000142  0,0850
6 0,02532 6,38 100 | 0,02694 6,81 100  0,0000076  0,0869

En la tabla 2] notamos que el primer plano factorial poblacional, conformado
por los dos primeros valores propios diferentes de cero, proporcionan un porcentaje
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de inercia del 53,31 %, mientras que el primer plano factorial estimado presenta
un porcentaje de variacion del 52,61 % y coeficiente de variacion del 10 %, lo cual
es un buen indicio de estimacion; ademas se puede observar la precision en las
estimaciones de manera puntual a cada uno de los valores propios, y finalmente es
de resaltar la calidad de las estimaciones, a través de los coeficientes de variacion,
ya que resultan bastante efectivos.

TABLA 3: Comparacion de valores propios poblacionales y estimados.

Valores poblacionales Valores estimados Bootstrap

No V.P. % Ine. % Acum. V.P. % Ine. % Acum. ECMpoor cve

1 0,11531 29,04 29,04 | 0,11666 29,25 20,25  0,0000158  0,0442
2 009634 24,26 53,31 | 0,10082 25,27 54,52 0,0000421  0,1028
3 0,06356 16,01 69,31 | 0,06351 15,92 70,44  0,0000090  0,0409
4 0,05298 13,34 82,66 | 0,04982 12,49 82,93 0,0000480 0,1114
5 0,04353 10,96 93,62 | 0,04307 10,80 93,73  0,0000132  0,0850
6 0,02532 6,38 100 | 0,02501 6,27 100  0,0000061  0,0869

Se aprecia en la tabla [ que utilizando el método Bootstrap, las estimaciones
resultan ser un poco mas eficientes que mediante el método Jackknife teniendo en
cuenta la simulacién realizada, en particular para los valores propios méas grandes
basandose en el error cuadratico medio y demas estimaciones. Cabe destacar que
se realizaron 2000 simulaciones con B = 500 remuestras Bootstrap; estos valores
se consideraron teniendo en cuenta que no se presentaron cambios significativos
para un ndmero mayor de simulaciones en las estimaciones.

Las estimaciones de los elementos de base en el analisis de correspondencias se
presentan en el anexo.

4. Métodos computacionales

Una vez seleccionada la muestra probabilistica de la poblacién de interés, y de-
terminados los factores de expansion a partir del diseno de muestreo seleccionado,
es posible aplicar algunas rutinas de programas estadisticos como SAS, SPAD o
XLSTAT para estimar los elementos de base del analisis de correspondencias. Esto
se logra incluyendo la variable “Peso” en el andlisis correspondiente (en nuestro
contexto, a los factores de expansion del disefio). Mas explicitamente: mediante
SAS, consiste en cargar el paquete PROC CORRESP con la opcion Weigth p, donde
p es la columna que contiene los factores de expansién del anélisis por muestreo
probabilistico. Mediante SPAD, consiste en establecer una columna en la base de
datos de la muestra como los factores de expansion, la cual se colocara como “pon-
deracion” en los pardmetros del software. Mediante XLSTAT, consiste en insertar
la matriz de Burt, Disyuntiva Completa, o Individuos Variable, en la opcién que
especifica la matriz con la cual se realizaré el andlisis, en nuestro caso la matriz
de Burt, y después en la opcién Peso se insertan los factores de expansion.
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5. Conclusiones

e Dado que los valores propios por estimar se pueden escribir como funciones
de las variables observadas en la muestra, como totales, razones y dominios
poblacionales, es posible determinar medidas de calidad para las estimacio-
nes. La varianza de estos estimadores se puede obtener a través de técnicas
de aproximaciéon de varianza, como es el caso de la técnica de linealizacion
de primer orden de Taylor, y su estimacién se puede realizar mediante méto-
dos robustos como el Jackknife y Bootstrap, siendo este ultimo maés eficiente
teniendo en cuenta la simulacién realizada.

e Los disenos de muestreo probabilistico pueden ser utilizados para estimar
los elementos de base en el andlisis de correspondencias dando resultados
confiables.

e Es posible utilizar disenios de muestreo mas complejos, a través del muestreo
en dos fases, utilizando como estimador de la varianza el estimador Jackknife,
presentado por Pacheco & Martinez (2007).

Agradecimientos

Los autores del presente trabajo agradecen de manera muy especial a todas
aquellas personas que contribuyeron en la elaboracién y correccién del mismo. En
particular agradece al Departamento de Matematicas y Estadistica de la Univer-
sidad de Cérdoba.

[Recibido: abril de 2009 — Aceptado: octubre de 2010]

Referencias

Clausen, S. E., ed. (1998), Applied Correspondence Analylis: An Introducction,
number 121 4n ‘Series on Quantitative Applications in the Social Sciences’,
Sage University Papers, Thousand Oaks, California.

Escofier, B. & Pagés, J. (1992), Andlisis factoriales simples y miltiples: objetivos,
métodos e interpretacion, Universidad del Pais Vasco, Bilbao.

Lebart, L., Morineau, A. & Piron, M. (2000), Statistique Ezploratoire Multidimen-
stonnelle, Dunod, Francia.

Martinez, G. (1998), Estimacion de los coeficientes de un anélisis en componentes
principales a partir de una muestra probabilistica, Trabajo final, Departamen-
to de Estadistica, Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Colombia,
Bogota, Colombia.

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 273-293]



Andlisis de correspondencias a partir de una muestra probabilistica 293

Milan, L. & Whittaker, R. J. (1995), ‘Application of the Parametric Bootstrap to
Models that Incorporate a Singular Value Decomposition’; Applied Statistics
44(1), 31-49.

Pacheco, M. & Martinez, G. (2007), ‘Un estimador jackknife de varianza en mues-
treo en dos fases con probabilidades desiguales’, Revista Colombiana de Es-
tadistica 30(2), 203-212.

Shao, J. & Tu, D. (1995), The Jackknife and Bootstrap, Springer-Verlag, New York.

Sarndal, C. E., Swensson, B. & Wretman, J. H. (1992), Model Assisted Survey
Sampling, Springer-Verlag, New York.

Wolter, K. M. (1985), Introduction to Variance Estimation, Springer-Verlag, New
York.

Apéndice A. Tablas

TaBLA 4: Comparacion de las coordenadas poblacionales y estimadas.

Modalidad Coordenadas poblacionales Coordenadas estimadas
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
FAOL  —0,05 0,25 006 —0,15 —0,16 0,12 0,25 0,05 —0,11 —0,21
FA02 0,11 -0,54 -0,12 0,33 0,36 —0,22 —0,48 —-0,09 0,21 0,40
DLO1  —0,60 0,81 025 1,15 —0,07 —0,03 1,04 003 1,18 0,09
DL02  —0,30 —0,23 —0,06 —0,21 0,09 —0,37 —0,03 —0,04 —0,21 —0,02
DL03 0,62 0,19 -0,36 0,06 —0,20 0,65 —0,24 —0,42 0,05 —0,07
DL04 0,66 —0,11 1,71 —0,14 023 0,550 —0,21 1,53 —0,05 0,25

MAO1 0,05 0,40 —0,07 —0,10 0,32 026 0,33 —0,08 —0,20 0,32
MAO2  —0,04 —0,37 0,07 0,09 —0,29 —0,21 —0,26 0,07 0,16 —0,26
REO1 0,40 —0,02 001 0,02 001 033 —0,13 0,01 0,03 —0,04
RE02  —0,60 0,03 —0,01 —0,04 —0,02 —0,59 0,24 —0,02 —0,06 0,07

TaBLA 5: Comparacion de los cosenos cuadrados poblacionales y estimados.

Modalidad Coordenadas poblacionales Coordenadas estimadas
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
FAO1 0,02 052 0,03 0,19 023 0,10 0,47 0,02 009 0,33
FA02 0,02 0,52 003 0,19 0,23 0,10 047 0,02 0,09 0,33
DLO1 0,14 027 002 0,554 001 001 043 0,01 056 0,01
DL02 0,41 023 002 0,20 004 064 001 0,01 021 0,01
DL03 0,57 0,06 0,19 0,05 0,06 0,54 0,07 0,23 0,01 0,01
DLO4 0,12 001 0,83 0,05 002 009 002 084 001 0,02

MAO1 0,01 057 002 004 040 020 033 002 0,13 0,31
MA02 0,01 057 002 004 037 020 033 002 0,13 0,31
REO01 0,82 001 00l 00l 00l 068 011 001 001 0,01
RE02 0,82 001 001 00l 00l 068 0111 001 001 0,01
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Resumen

En este trabajo se analiza el comportamiento del funcional ¢ asociado
al estimador de correlacion bicuadratico —g—, asumiendo que se observan
vectores aleatorios con distribucién normal bivariada. Esto, con el objetivo de
verificar si este estimador robusto es un estimador insesgado del coeficiente
de correlaciéon —p—.

El trabajo se desarrollé a partir de las propiedades de la funciéon genera-
dora de momentos de una distribucion.

De acuerdo con los resultados, ¢ > p cuando p < 0, ¢ < p cuando p > 0,
y 0 = 0 cuando p = 0, e indican que el estimador propuesto 9 no es un
estimador insesgado del coeficiente de correlacion.

Lo anterior plantea como reto modificar el estimador ¢ con el objetivo
de obtener un estimador robusto insesgado o asintéticamente insesgado del
coeficiente de correlacion.

Palabras clave: coeficiente de correlacién, distribucién truncada, estima-
cion robusta, estimador M.

Abstract

In this paper, we have analized the behavior of the functional g, associated
to the biweight correlation estimator —g—, assuming the sampled population
has a bivariate normal distribution. The purpose is to verify if the estimator
0 is an unbiased estimator of the correlation coefficient p.

The results show o > p when p < 0, o < p when p > 0, y 0 = 0 when
p = 0. This results indicate g is not an unbiased estimator of the correlation
coefficient.

Key words: Correlation coefficient, M-estimate, Truncated distribution,
Robust estimation.

2Profesor asistente. E-mail: cealonsom@unal.edu.co
bProfesor especial. E-mail: jmartinezc@unal.edu.co
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1. Coeficiente de correlaciéon bicuadratico

En la practica es importante estudiar el desempeno de los procedimientos es-
tadisticos ante incumplimientos de los supuestos, variaciones en los supuestos que
son comunes en la cotidianidad de un usuario. Esto con el objetivo de hallar si-
tuaciones en las cuales no se recomienda usar la herramienta, y al tiempo plantear
herramientas no tan sensibles ante el incumplimiento de los supuestos.

En este sentido, en Wei (2006) y Valcarcel (2007) se ha mostrado que el esti-
mador clasico de la funcion de autocorrelacion (FAC) es altamente sensible ante
la presencia de valores extremos, sensibilidad que contrasta con la relevancia de
este estimador en el andlisis de series de tiempo, porque a partir de los valores
estimados de la FAC se puede identificar el modelo, se construyen los estimadores
de los parametros y se analizan los residuales, entre otros. De lo anterior se ha
planteado un estimador robusto del coeficiente de correlacion, y posteriormente
un estimador robusto de la FAC, estimador que se presenta a continuacion.

Dada una muestra aleatoria (21, y1), (22,y2), - - ., (Zn, Yn), €l estimador del coe-
ficiente de correlacion propuesto esta dado por,
52
~ Ty
Ozy = (1)
! Oualyy
con .
82, = nk*[MAD,][MAD,|———= — (2)
(£ve) (Even)

donde k es una constante positiva de estandarizacionll, ¥(-) y ¥'(+) son la funcién de
bicuadratica planteada por Beaton & Tukey (1974) y su derivada, respectivamente.
La funcion bicuadratica esta dada por

2(1—2%)? paralz| <1
¥(z) = 3)
0 para |z| =1

x¢—Med,

con z; = , Med, = mediana{x1,2a,...,2,} y MAD, = mediana|x; —

EMAD,
Med,|. Para utilizar el estimador 9, en la estimaciéon de la FAC —pj,—, para una
serie de tiempo estacionaria yi,ys, ..., yr, la ecuacion (2) se transforma en
T—|h|

t; T/J(Zyt )w(zur+\h|)

on = Tk*MAD; (4)

(£ ve) (T;h 'y <zyt+h>>

'La propuesta de Lax (1975) es k = 9, valor planteado desde las propiedades de una distri-
bucién N(u,02), donde MAD = %0; asi, si k = 3d, se tiene que kM AD =~ d x o, es decir al
construir el estimador no se tienen en cuenta las observaciones a mas de d desviaciones estandar
de la media.
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A partir de (@) el estimador de pj, esta dado por

~ Ph
Ph = % (5)

2. Resultados

Uno de los resultados intermedios del trabajo es la generalizacion del concepto
de covarianza, resultado que se muestra porque a partir de este se desarrolla el
funcional asociado a 0y

2.1. Generalizacion de la covarianza del coeficiente de
correlaciéon

Definiciéon 1 (¢-Covarianza). Dadas dos variables aleatorias X y Y, con fun-
cion distribucién conjunta y segundos ¢-momentos finitos (E [¢?*(X)] < ooy
E [¢*(Y)] < ), la ¢-covarianza entre X y Y se define como:

T EW(Z)) B (Z)

(6)

Un caso particular de esta definicién se obtiene haciendo (x) = z, ¢/'(x) =
W) 1,2, = X~EXyZ,=Y—EY,dedonde vy, = E[(X — EX)(Y — EY)),
que es la deﬁn1c10n de covarianza clasic

Definicién 2 (¢-Correlacion). Dadas dos variables aleatorias X y Y, con vy, <
00 Y Vypyy < 00, la 1p-correlacion entre X y Y se define como:

Vbxy (7)
(’Y’QL'XX Ybvy )

Oypxy =

1
2

De lo desarrollado, es claro que el coeficiente de correlaciéon de Pearson es un
caso particular de esta definicion.

2.2. Funcional asociado a p,,

Se define

_ f1/) Za;) (zy )an _

?Esto se plantea inicialmente para polinomios.
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donde F,, es la funcion de distribucién muestral. Asociado a ?gy se tiene el funcional

donde F' es la funcién de distribucién poblacional. Unido a lo anterior se puede
mostrar que

=2
Tmy

Ozy = ==

(10)
A partir de las ecuaciones (@) y (I0), se tiene que el funcional asociado al

estimador planteado en () es el coeficiente de - Correlacion presentado en la

definicion 2] ecuacion (@), con () la funcion bicuadratica definida en (3.

El objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento de este funcional, es
decir
Txy
Opxy = (11)
* Yoxx Vpyy

asumiendo que el vector (X, Y) tiene distribucion N (0,0, 1,1, p). En lo que sigue se
mencionaran vy, ¥ Yuxy como funciones de varianza y covarianza bicuadrética
respectivamente. En este mismo sentido, gy, se llama en adelante coeficiente de
correlacién bicuadraticdd.

2.3. Varianza bicuadratica

Si se asume que el vector (X,Y) tiene distribucion N (0,0, 1,1, p), las variables
aleatorias X y Y tienen distribucion univariada N(0,1), y

Medx = Medy =0 y MADx = MADy = 0,67448975

resultados que conllevan a que las variables estandarizadas estén dadas por Z, = %
Yy Zy = %, Il =k x 0.67448975, k constante de estandarizaciéon definida en (IZDEl

Si se define la variable aleatoria M = I;x<;; X la varianza bicuadrética de X,
se puede escribir en términos de M como

Dy 4bs 68 —4ls g Ly
Toxx = 5 a2 (12)
(1- 6% +5%)

donde E, = E(M"). La funcién de densidad de M esta dada por fi(m) =
d’(;l") I{imi<ty, fum(-) es la funcién de densidad resultante de truncar a dos co-
las la funciéon de densidad asociada a una distribucién normal estandar ¢(-), y

a=P-l<X<l).

3Esto indica una distribucién normal bivariada con parametros E(X) = E(Y) =0, V(X) =
VY)=1y Corr(X,Y) = p.
4Los valores de k con los cuales se realizé este trabajo son k = 3,6, 9.
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Si se nota la derivada de orden r de la funcién generatriz de momentos de la

M
variable M, por m(r)(t) = %ﬁi), esta derivada cumple con la siguiente recu-

rrencia
m" (&) =(r — DmT=2 (&) + tm "V (1)

e le—%ﬁ [e—lt+(_1)kelt]

1 (2m)2

para r > 2 (13)

Esta ecuacién permite obtener el valor de los momentos de la variable aleatoria
M no es dificil observar que los momentos de orden impar son cero.
2.3.1. Varianza bicuadratica

A partir de la ecuacién (I3) se obtienen los momentos de la variable M, y a par-

tir de estos, usando la ecuacion (I2), se hallan valores de la varianza bicuadrética
para k = 9,6, 3, resultados que se presentan en la tabla [l

TABLA 1: Valores de la varianza bicuadratica para una distribucion N(0,1).

Valor de k
3 6 9
Voxx  0,491377330220 0,066819506434 0,027637604055

2.4. Coeficiente de correlacién bicuadratico

Si se define el vector aleatorio M = (My, Ms)T, con M = Inxi<yv)<nX, X =
(X,Y) vector aleatorio con distribucion N (0,0, 1,1, p), la funcion de covarianza
bicuadratica de X en funcién del vector M estd dada por,

e e e
—L (14)
[1-6% +5%]

Toxy =

con E., = E(MIM}), E, = E(M?) = E(M3), para r y h enteros. Anslogo
a lo realizado para el caso de la varianza bicuadratica, la distribucién del vec-
tor aleatorio M es resultado de truncar una distribuciéon normal bivariada; de
lo anterior la funcion de densidad conjunta de M esta dada por fyr(my,ms) =
‘b(mcliflﬂl{‘xm)‘ym}, donde ¢(-,-) es la funcion de densidad conjunta de una dis-
tribucion N(0,0,1,1,p), y co = P(|X| < 1,|Y| < 1).

SE(MT) = E(MY), dado que X y Y tienen la misma distribucion.

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 295-305]



300 Carlos Eduardo Alonso & Jorge Martinez

2.4.1. Covarianza bicuadratica - caso p =0

Si se supone p = 0, de la definicion del vector M = (M7, M), se sigue que las
variables aleatorias M7 y M son independientes. Este resultado conlleva a que la
ecuacion (I4)) se transforme en

Ezg\ﬁ) _ 4E(Mfl)f(M1) + 2E(Mfl)ﬁE(M1)

Voxy /p=0 = 2
v 10 +5%]

4200 _  POREMY) | B ()

[1- 6% + 3R]

=0 (15)

El denominador es distinto de cero, y en el numerador s6lo se tienen momentos
de orden impar. Dado que la funcién de densidad de M; es simétrica alrededor de

cero, los valores esperados en el numerador son cero, de donde se tiene vy, .. Jp=0 =
0.

2.4.2. Covarianza bicuadratica - caso p # 0

A partir de la ecuacion ([Id), el camino por seguir para el caso p # 0, es cal-
cular los momentos conjuntos del vector M, tarea que se realiza usando la funcién
generatriz. El valor de los momentos univariados de M; y My, ya se desarrollaron
en la seccion 231

El trabajo con distribuciones normales truncadas no es nuevo. Pearson ini-
cialmente trabajo en los anos de 1930 sobre estas distribuciones, con el propésito
de generar algunas tablas (tomado de Rosenbaum 1961, p. 405); posteriormente
trabajaron sobre este tipo de distribuciones Cohen (1955), Singh (1960), Rosen-
baum (1961), Tallis (1961), Finney (1962) y Khatri & Jaiswal (1963). Si se nota
m = (my,m2)T y t = (t1,t2)7, la funcién generatriz del vector M esté dada por

1tTxt -3 B
-1 -1l

donde | -| indica determinantdd. Para hacer més corta la escritura, las derivadas de

r+h t .
(hr) = aricMﬁl(). Los momentos conjuntos
NI,

de orden 7 y h de M (r y h enteros nonegativos), alrededor al origen, estan dados
por

la funcién generatriz se notan como D

E(M{IMg) - D(h)r) t1=0,t2=0 (16)

SEl valor de acotamiento I = k x 0, 67448975 usado en el calculo de varianza bicuadratica,
seccion 2.2
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A partir de que la distribuciéon normal cumple con las condiciones de regulari-
dad (ver Bickel & Docksum 1977, p. 378), se tiene que

DO = G (t)(ty + pto)
~ Billitaste) = Ba(=litast) — p[Bs(lit2 t1) — Ba(=1,t2, t1)]
co(2m)2

(17)

con

[pot—p?)w]?

2(1—p2) P(_|U| < é’] < |’U|) j = 172,3,4

2
_ v
ﬁj(v7uaw) —e 2(1,pz)+vu+

donde &1,&5,&3 y &4 son variables aleatorias cuyas distribuciones se presentan a
continuacion:

&~ N (pl+ (1= p*)ta;1 = p?), §o~ N (—pl+ (1= p)ta; 1 = p?)
&~ N(pl+(1—p)ti;1—p%) y  &~N(=pl+(1—p*)ti;1—p?)
y para h > 2y r > 1 se tiene
D) = pph=1r=1) 4 (p, — 1)D"=27) 4 DR=L1) (1) 4 pty)

[1h=1(B1 + (—1)"B2) ) + pI" (B3 — (—1)7By) "= 10)] 18
- o (2m)3 (18)

donde

o5 (By % f2)
D501

9" (Bs £ Ba)

— :l: (nvm)
ey or (B3 £ Ba)

= (B % f2)*7) y

2.4.3. Valores de gy,

A partir de los desarrollos mostrados en la seccion 2.4.2] se obtienen los valores
de los momentos conjuntos del vector M. Una vez calculados estos, se consiguieron
los valores de la covarianza bicuadratica utilizando la ecuacion ([Id]), valores que
hacen posible calcular el coeficiente de correlaciéon bicuadratico mediante la ecua-
cion (). Los valores de la varianza bicuadratica ya habian sido obtenidos (ver
seccion 223.T]).

Los resultados muestran que el valor de g, (p) — p cuando k crecd (ver
figuras[Il Ry tabla2). Para k = 9 las diferencias entre g, y p son de tal magnitud
que las lineas se superponen, razén por la cual se muestra una ampliacién de la
misma grafica en el cuadrante (0,4; 0,7) (ver figura[2]).

"La linea delgada indica la identidad, es decir p = p, los puntos el valor de p; lo ideal es que
o =~ p, es decir que las dos lineas coincidan.
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FI1Gura 1: Valores de p para k =3y k = 6.
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Figura 2: Valores de g para k= 9.
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TABLA 2: Valores de p de acuerdo con los valores de p y k.

Valor de k
Valor de p 3 6 9
0,001 0,000497 0,000914 0,000982
0,100 0,049966 0,091461 0,098207
0,200 0,101565 0,183422 0,196523
0,300 0,156766 0,276384 0,295054
0,400 0,218223 0,370858 0,393911
0,500 0,289691 0,467366 0,493201
0,600 0,376515 0,566446 0,593034
0,700 0,486181 0,668655 0,693520
0,800 0,628749 0,774574  0,794769
0,900 0,815515 0,884808 0,896891
0,999 1,010647 0,998821 0,998964

3. Conclusiones

Asumiendo que el estimador del correlacion bicuadratico presenta un compor-
tamiento analogo al comportamiento del funcional aqui estudiado, los resultados
sugieren que el estimador bicuadratico subestima el valor p cuando p > 0, y so-
breestima su valor cuando p < 0.

[Recibido: marzo de 2010 — Aceptado: octubre de 2010
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Abstract

In non- and semiparametric testing, the wild bootstrap is a standard
method for determining the critical values of tests. If the null hypothesis
is also semi- or nonparametric, then we know that at least asymptotically
oversmoothing is necessary in the pre-estimation of the null model for gener-
ating the bootstrap samples. See Hardle & Marron (1990, 1991). However,
in practice this knowledge is of little help. In this note we highlight that this
bandwidth choice problem can become quite serious. As an alternative, we
briegly discuss the possibility of subsamplingEl

Key words: Bandwidth choice, Bootstrap tests, Nonparametric specifica-
tion tests.

Resumen

En contrastes no- y semiparameétricos el wild-bootstrap es un método es-
tandar para la determinacion de los valores criticos de los estadisticos de con-
trastes. Si la hipdtesis nula es no o semiparameétrica, sabemos que al menos
asintéticamente es necesaria una sobre-suavizacion en la pre-estimacién del
modelo bajo la nula para generar las muestras bootstrap, ver por ejemplo
Hardle & Marron (1990, 1991).

No obstante, en la practica este conocimiento es de poca o ninguna ayuda.
En este articulo, ponemos de manifiesto que el problema de la seleccion de
la banda de suavidad para procedimientos de contraste puede ser muy se-
rio. Como alternativa, discutimos brevemente la posibilidad de usar sub-
muestras.

Palabras clave: ancho de banda, contrastes de especificaciéon no-paramétricos,
contrastes bootstrap.
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1. Introduction

In both applied and mathematical statistics, non- and semiparametric speci-
fication testing is still quite a popular research field. Unfortunately, only a few
papers address the problem of choosing an appropriate smoothing parameter. This
a problem is fundamental for the reasonable use of these methods. There has been
a growing amount of literature on adaptive testing where the adaptiveness refers
to the smoothness of the alternative and deals with the smoothing of the test or
the alternative.

However, these papers typically concentrate on testing problems where the
null hypothesis is fully parametric. Here we are interested in testing qualitative
restrictions, i.e. where the null hypothesis is semi- or nonparametric; think e.g. of
additivity tests. When bootstrap is used to determine the critical value, these tests
entail at least one more parameter choice problem: pre-estimating the model under
the null hypothesis to later generate the bootstrap samples. This is necessary as
in most cases the bandwidths for the estimation and the bootstrap should have
different rates. See Hirdle & Marron (1990, 1991). As in practical applications
this problem has hardly been addressed, in most published procedures for testing
or constructing confidence bands with a semi- or nonparametric null hypothesis,
there is no guarantee that the bands meet the nominal coverage probability. This
has been confirmed in the work of Dette, von Lieres, Wilkau & Sperlich (2005).
In the latter paper, the problem is avoided by using subsampling.

To study the problem outlined in more detail, we concentrate on the problem of
testing additivity. We limit ourselves to two test statistics proposed in Dette et al.
(2005) and Roca & Sperlich (2007) but we extended this to different modifications
including subsampling. The aim is not to find the most efficient additivity test or
to propose new ones. Our focus is only directed at highlighting the size problem
when the null hypothesis and the resampling method are non- or semiparametric.
After areview of the additivity tests considered here, we study some of the typically
proposed procedures for bandwidth choice. Unfortunately, we have not found a
generally valid method. Our conclusion is that further research is necessary to
find a proper bootstrap bandwidth.

2. Estimators and test statistics for additive
models

Assume we face (not necessarily) independent and identically distributed (i.i.d.)
data {(X;Y;)};_, € R¥xR, where

n, (1)

with m : R? — R an unknown function of interest, m(z) = E(Y | X = x), and u;
i.i.d. random errors with E[u;] = 0 and finite variance o?(z;). The internalized
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Nadaraya-Watson estimator is defined as

(x) = 3 vile, X,)Ys, with vog(e, X;) = (fk(xi))_l Ki(z— X)) (2)

=1

where fi,(X;) = L5  Ki(X; — X;) is a kernel density estimator with a multi-
plicative kernel, i.e. for w = (wy,...,wq) € IR? we think of K (w) = Hizl K (wy),
Kip(we) = k'K (wak_l). Commonly, the kernel is assumed to be Lipschitz con-
tinuous with compact support and [ |K(z)|dz < oo, [ K(z)dx = 1. Furthermore,
k is the bandwidth, assumed to go to zero for sample size n going to infinity, but
nkd gomg to 1nﬁn1ty Let Vi be the nxn matrix whose (7, i) element is vi (X;, X;),
then m(z)=Vi (2)Y

We are interested in the additive model, which we write in terms of

d
E(Y|X=2)=ms(z) =0+ ma(ra) (3)
where we set Ex, {ma(Xa)} = [ ma(z)fo(z)dz = 0 Va for identification. Here,
Mea, @ = 1,...,d are the marglnal 1mpact functlons for each regressor. Therefore,

¥ is a constant equal to the unconditional expectation of Y. Writing m(X) =
Mo (Xa) + m_a(X_n) where X_, is the vector X of all explanatory variables
without X, ie. X_o = (Xi,..., Xi(a—1), Xi(at+1)s---»Xia), We can use the
identification condition directly to estimate m,,. The so called marginal integration
idea is based on that for z, fix we have

Ex__ [m(za,X /m Ty o) foa (T—a) H dxg =1+ me (Ta)
Bt

Substituting for m(-) a nonparametric pre-estimator such as the one given in
@), a sample average for the expectation, and for ¢ simply ¢ = L 3" | y; gives

(:Ea) = Z Wah (:Eou Xia) Y;
i=1
where for a bandwidth % (the one fixing the smoothness of our Hy model)

oo (Xi-a)

Wh, (xaaXai) = Kh (xa - Xza) =
f( 1) z,—a)

(4)

Finally, we set ms( i) = ¥+ Z _1Ma(Xja) foreach j =1,2,...,n. Note
that defining W), = Za:l Wan (zo) with Wy, (24) being the n x n matrices with
Wan (X;,X;) as elements, one has mg (z) =y + Wy, (z)Y

As mentioned before, we do not introduce new testing procedures but rather
study two modified statistics which have already been studied in the above men-
tioned papers, and which performed excellently in the study by Roca & Sperlich
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(2007) though in a different context. The null hypothesis of interest is Hy : m(-) =
ms(-) versus Hy : m(-) # mg(-). We consider the following two test statistics:

n= 3 (X0 — s (X)) w(Xo)
=1

2

Ien| 1 & _
= > pow UK (X — X;) (V) — s (X;) | w(Xs)
i=1 j=1
where €, = Y; — mg (X;), i.e. the residuals under the null hypothesis, and

u; = Y; — m(X;), the residuals without restrictions. We included also a weight
function w(-) which typically is just used for trimming at the boundaries or re-
gions where data are sparse. Note that in our simulation study we will make use
of the trimming at the boundaries. Obviously, 7, calculates directly the integrated
squared difference between the null and alternative models. Alternatively, 7o seeks
to mitigate the bias problem inherited from the estimate m, which suffers from the
“curse of dimensionality”. In Dette et al. (2005) it is proved that, for both tests
7j, the nk? (1; — p;) converge under the null to a normal variable with mean zero
and variances vjz for j = 1,2 with

w1 = Eg, {1} = # /UQ(I)w(ZE)d,T/KQ(SC)dCC +o0 (#)
e = By (2} = [ (K40 (@) do [ 0*(a) P2 (o)ute) do
and
vi =Varg, {n} = 2/04(:10)1112 (x)dx/ (K «K)? (z) dz
vy = Varg, {r2} = / o () f*(z)w? (z) d

All tests have been proven to be consistent in the sense that under the alter-
native they converge with n to infinity. Let us also mention that we have studied
many more test statistics, e.g. those given in Dette et al. (2005) or Roca & Sper-
lich (2007) but not presented here. These, however, showed even less satisfactory
performance, so we have skipped them in our presentation.

3. The resampling

Asymptotic expressions are of little help in practice for several reasons: Bias
and variance contain unknown expressions which have to be estimated nonpara-
metrically, and the convergence rate is quite slow for large d. For this reason, it
is common to use resampling-mostly bootstrap-methods to approximate the crit-
ical value for the particular sample statistic. These can be bootstrap methods or
subsampling procedures. Unfortunately, for the bootstrap it is not known how to
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choose the smoothing parameter in practice for the pre-estimation of the model
that is used to generate the bootstrap samples. From theory, it is known that one
should somewhat oversmooth.

We give the general bootstrap procedure first and then discuss the details:

1. With bandwidth h, calculate the estimate mg under the null hypothesis of
additivity and its resulting residuals &;, i = 1,...,n.

2. With bandwidth k, calculate the estimator m for the conditional expecta-
tion without the additivity restriction, and the corresponding residuals s,
1=1,...,n.

3. With the results from step 1 and 2, we can calculate our test statistics 7, and
T2.

4. Repeat step 1 with a bandwidth h;. We call the outcome ’fl\’LbS, respectively
GZ:}/Z—ﬁ’LbS(XZ),Z: 1,...,TL.

5. Draw random variables e} with E[(e¥)/] = u] (respectively & or €/, see dis-
cussion below) for j = 1,2,3 (respectively j = 1,2, see below again). Set
Y = mb(X;) +ef, i =1,...,n, ie. generate wild bootstrap samples. Re-

peat this B times. This defines B different bootstrap samples {(Xl-,Yi*’b) L,
b=1,...,B.

6. For each bootstrap sample from steps 4 and 5, calculate the test statistics T;’b,
j=12,b=1,...,B. Then, for each test statistic 7;, j = 1,2, the critical
value is approximated by the corresponding quantiles of the distribution of the
B bootstrap analogues: F*(u) = + Zle I{T;’b < u}. Recall that they are
generated under the null hypothesis.

In step 2, the bandwidth k£ has simply to obey the different assumptions re-
quired for each specific test. It can be chosen in such a way that it maximizes the
power of the test for a given size. Therefore, different from Dette et al. (2005)
we apply the adaptive testing approach introduced in Spokoiny (1998, 1996). He
considers simultaneously a family of tests {7%, k € K}, where & = {k1, k2,...,kp}
is a finite set of reasonable bandwidths. The theoretical maximal number P de-
pends on n, but is of no practical relevance. For details, see Horowitz & Spokoiny
(2001). They define

T — Eo[r*]
eR Varl/2[rk]
where Fy[-] indicates the expectation under Hp. A particularity of the resampling
analogues of 7% is that one first needs to calculate the resampling statistics
(7F)*? for all k € & to afterwards get (7m%)**, Note that for each k, the empirical
moments of the resampling statistics (7¥)*® can be used as a substitute for Fo[r*],
respectively Var'/2[7*], in practice.

In step 5, the wild bootstrap (see Hirdle & Mammen 1993) it is let open which
residuals should be taken w;, €; or ¢;. While theory says clearly that the best
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power can be reached when taking the residuals of the alternative, i.e. u;, our
simulations (not shown) confirm the findings of Dette et al. (2005) that in practice
€; should be taken. Next, it is often sufficient if we allow for heteroscedasticity of
an unknown form using e} = g;¢;, where the ¢; are i.i.d., drawn either from the
golden-cut distribution, i.e.

~ [=(VB+1)/2  with probability p = (v5+1)/(2V5)
(VB2 with probability 1—p

or from the Gaussian normal N(0,1). This answers the question up to order the
moment of the bootstrap errors have to coincide with the residual moments. In
the simulation section, we will compare golden-cut with Gaussian bootstrap.

In step 4, bandwidth hp has to be chosen along the arguments of Hirdle &
Marron (1990, 1991): For the mean of my(z) — m(z) under the conditional dis-
tribution of Y1,...,Y, | Xi,..., Xy, respectively of m}(z) — mp, (z) under the
conditional distribution of Y7*,...,Y,* | X1,..., X, , it is well known that

7 i () — () = 00D )
i (@) — () ~ 2220t (2 ©

where y(K) = [u?K(u)du. Obviously, we need that mj, (z) —m”(x) — 0. The
optimal bandwidth h; for estimating the second derivative must to be larger (in
rates) than bandwidth h for estimating the function itself. We can even give the
optimal rate. For example, the optimal rate to estimate m/ is of the order n=1/9
(instead of n~1/%), an observation we make use of in our simulation studies. There
it will be seen that the typical comment hy has to be oversmoothing, is unhelpful in
practice. Intuitively, one may think that a proper choice for h; depends strongly
on h. This might be true numerically, looking at equations (@) and (6) in the
asymptotics the “h-effect” seems to cancel out as long as h/h, goes to zero (a
necessary condition for the consistency of bootstrap inference here) for n going
to infinity. As one wants check whether the best possible additive model is an
adequate fit, one therefore can concentrate on those bandwidth selectors for h
which aim to optimize mg like cross validation or some plug-in methods do.

After all, it might be interesting to also have a look at subsampling as an
alternative to bootstrapping (see Politis, Romano & Wolf 1999). Neumeyer &
Sperlich (2006) introduce subsampling in a slightly context, other than that we
discuss here, because there the bootstrap failed. There exists an automatic choice
of the adequate subsample size m. As we remodeled this method to serve as a
procedure for finding hy, we introduce subsampling and the automatic choice of
the subsample size m in more detail:

Let Y = {(X;,Y:) | i =1,...,n} be the original sample, and denoted by 7(Y)
the original statistic calculated from this sample, leaving aside index j = 1,2, 3 for
a moment. To determine the critical values we need to approximate

Q(z)=P (m/k_dT ) < z) (7)
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Recall that under Hj this distribution converges to an N (uj,vjz), for p; and
v;, j = 1,2, see above. For finite sample size n, drawing B subsamples )}, -each
of size m- we can approximate Q under Hy by

Q)= bzif (/i o) < <) ®

Note that the awkward notation comes from we have to adjust all bandwidths
for the new sample size m. For example, imagine k = ko-n° for ko being constant.
Then, 7hm is calculated like 7 but with bandwidth k,, = kon®m 9.

Certainly, under the alternative Hy, both nvVkdr (3) and m+/kd, 7% (V) con-
verge to infinity. When demanding m/n — 0 guarantees that nv/k?r () converges
(much) faster to infinity than the subsample analogues. Then, @ underestimates
the quantiles of @, which yields the rejection of Hy.

The optimal m is actually a function of the level a. Again, one applies resam-
pling methods: Draw some pseudo sequences Y*!, I =1,..., L of Y of size n with
the same distribution as ). For the desired level «, test Hj : m(z) — mg(x) =
m(x) —mg(x) the same way as you want to test Hy : m(z) = mg(z), i.e. applying
your particular test statistic to H and using subsampling. From the L repetitions
you can determine the empirical rejection level (estimated size) for your given a.
Now, find an m such that this empirical rejection level is &~ «. In practice, you
choose from a grid of possible m the one whose estimated rejection level for H
is closest to o from below. Note that Hy is always true up to an estimation error
that should be almost the same as in your original test. The only drawback of this
procedure is the enormous computational effort. For further details and examples,
see Politis et al. (1999) or Delgado, Rodriguez & Wolf (2001).

4. Simulation results

We give here only a summary of our large simulation study. The model con-
sidered is as follows: As in Dette et al. (2005), we draw n = 100 i.i.d. X € R3
with

1 02 04
Xi ~ N(O,Ex) with EX = 0.2 1 0.6
0.4 0.6 1

to generate
Y, = Xl,i =+ X2211 +2 Sin(Tl'ngi) =+ 'UX277:X3)7; +e, 1=1,...,n

with i.i.d. standard normal errors e;, v = 0 being an additive separable model, or
v = 2 for an alternative.

In both test, statistics we use the weighting function w(-) for a possible trim-
ming: We cut the outer 5% or nothing (0%) of the sample, where “outer" refers
to the tails of the explanatory variables. This is done to get rid of the boundary
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effects in the statistics. To speed up our simulation studies, the presented results
are calculated from 250 replications using only 200 bootstrap samples (or subsam-
ples respectively). We used the multiplicative quartic kernel throughout but note
that we know from our simulations in Dette et al. (2005) as well as from three
years simulation experiences for the studies in Barrientos (2007), that the results
change hardly for larger bootstrap samples.

We first looked for an average cross validation bandwidth h, which turned
out to be hopr = 0.78 for the direction of interest, and 6hop: for the nuisance
directions, cf. Dette et al. (2005). This was done not only for computational
reasons but also because otherwise the size of the tests would also depend on the
randomness induced by the estimation of h. For the k-adaptive test procedure,
k ran over an equispaced grid of 10 bandwidths from ki, = 0.1 - range(X7) to
kmax = range(Xy).

We will study now the results for several choices of h; with different bootstrap
generating methods, i.e. golden-cut vs. Gaussian bootstrap errors. To have hy as
a function of h, to take also into account h/hy — 0, and validate the rate n=1/9
(motivated above) we set hy = hn'/®~1/% and try different x < 9.

Table [ shows the results for the k-adaptive bootstrap tests. We compare
the size and power for different h;, golden-cut vs Gaussian bootstrap, trimming
boundary effects vs no trimming, and finally also a bit 71 vs 72 (though the latter
is not the aim of this paper).

First, the results basically show that the size problem is not solved simply by
different smoothing in the pre-estimation. Oversmoothing, in contrast to the the-
oretical findings, seems to go in the wrong direction, at least for 7. In particular,
the hope that the ideas of Hérdle & Marron (1990, 1991) (see equations (B and
(6)) might give us a hint or even provide a rule of thumb for the choice of h; is
not confirmed here.

Second, following to some extent the findings of (Delgado et al. 2001), we
find a clear improvement for the Gaussian compared to the golden-cut bootstrap.
Actually, when using the golden-cut method, then 71 does not hold the size for
several h, (k respectively). Even worse, it rejects more often under Hy than it
does under H;. This phenomenon is not observed for the simpler Gaussian wild
bootstrap.

Third, boundary effects seem not to be the reason of our size and power prob-
lems. Surely, we get different numerical results for different weighting (i.e. trim-
ming) functions, but cutting at the boundaries does not substantially change our
general findings.

Finally, it is obvious that 7 outperforms 7 throughout. When recalling the
motivation of the construction of 72, cf. Neumeyer & Sperlich (2006) and Roca &
Sperlich (2007), it is obvious that the size problem comes from the bias rather from
the variance. Or, in other words, bootstrap can capture pretty well the variance of
a statistic but not its bias. There are two possible reasons for the surprising fact
that 7 sometimes rejects more under Hy than under H;. First, while it is clear
that the bias distorts the rejection level, it is not clear in what direction; moreover,
the distortion effect certainly changes with the true underlying data generation
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TABLE 1: Rejection levels of the two k-adaptive test statistics with and without trim-
ming. Critical values are determined with golden-cut respectively Gaussian
wild bootstrap, using hy = hn'/>~1/* for the pre-estimation.

Golden Cut Gaussian Residuals
HO (’UZO) H1 (’1}22) HQ (’UZO) H1 (’1}22)
Trim | % | K | 71 T el T el Ty T T
0% 5 4 | .000 .024 | .016 .364 | .000 .024 | .004 .440
5| .012 .020 | .016 .332 | .008 .024 | .020 .380
6 | .056 .020 | .028 .344 | .056 .020 | .100 .376
71 .136 .024 | .044 332 | .124 .028 | .168 .368
8 | .196 .016 | .072 .360 | .172 .020 | .244 .3&4
9| .244 .016 | .088 .388 | .216 .016 | .320 .396
10 | 4 | .000 .068 | .064 .572 | .012 .088 | .068 .672
5 1.024 .052 | .068 .464 | .024 .060 | .076 .508
6 | .100 .048 | .084 .440 | .032 .036 | .076 .492
7| .188 .040 | .092 .452 | .036 .036 | .096 .464
8 | .252 .040 | .104 .468 | .056 .036 | .108 .488
9 | .308 .040 | .124 476 | .068 .036 | .132 .508
5% 5 4 |.004 .024 | .060 .352 | .004 .020 | .008 .420
5 1.024 .020 | .048 .324 | .028 .020 | .040 .348
6 | .112 .016 | .068 .336 | .096 .020 | .144 .360
71 .180 .016 | .100 .316 | .164 .020 | .236 .348
8 | .276 .012 | .132 .348 | .216 .016 | .328 .360
9 | .360 .012 | .152 .372 | .292 .016 | .436 .388
10 | 4| .016 .072 | .108 .568 | .064 .088 | .120 .664
5| .036 .048 | .100 .460 | .052 .052 | .108 .500
6 | .164 .044 | .116 .428 | .068 .036 | .104 .460
71 .256 .036 | .144 .448 | .092 .036 | .144 .460
8 | .356 .036 | .184 .460 | .120 .032 | .176 .4&84
9 | 432 .036 | .228 476 | .128 .040 | .224 .504

process. Second, making the tests k—adaptive entails a normalization by the
estimated variance. In the unfortunate situation where the variance estimation is
getting larger, the power of the test decreases. Both effects together lead here to
the counter-intuitive performance of 7.

In the last section we introduced subsampling as an alternative resampling
method to bootstrap. Therefore, we also provide a simulation study where the
critical values are approximated by subsampling, trying several subsample sizes
m. Recall that the different subsample sizes have a similar effect here like it has
the choice of hy, for bootstrap tests. The results are given in Table lfor k-adaptive
tests. For 71 we see here basically the same bad behavior we observed when using
golden-cut bootstrap to determine the critical values. In contrast, 7 seems to
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TABLE 2: Rejection levels of the two k-adaptive test statistics with and without trim-
ming. Critical values are determined with subsampling, using subsamples of
sizes m.

Trim | % | m | 7 Ty T T2

0% 5 80 | .000 .000 | .000 .000
70 | .000 .000 | .000 .000
60 | .056 .000 | .020 .036
50 | .276 .020 | .076 .292
40 | 516 .212 | .168 .732
10 | 80 | .000 .000 | .000 .000
70 | .020 .000 | .016 .000
60 | .272 .008 | .072 .144
50 | .584 .104 | .256 .644
40 | .816 .476 | 480 .912
5% 5 80 | .000 .000 | .000 .000
70 | .000 .000 | .000 .000
60 | .016 .000 | .000 .032
50 | .060 .020 | .012 .276
40 | 152 .216 | .024 .712
10 | 80 | .000 .000 | .000 .000
70 | .004 .000 | .000 .000
60 | .060 .008 | .016 .164
50 | .200 .092 | .024 .636
40 | .380 .460 | .120 .908

work-though with less power than we observed when using Gaussian bootstrap,
cf. Table[Il

Recall that our main focus is the size distortion of resampling tests. Therefore
our last two studies are about the automatic choice of m in subsampling and hy
in (Gaussian) bootstrap, respectively.

A quite time consuming simulation study evaluating the automatic choice of m
indicates that this procedure does unfortunately not work at all. Nevertheless, our
last study is to apply this idea for getting an automatic choice of hy. In order to do
s0, we first have to adjust the procedure for an automatic choice of the subsample
size m to now find an adequate bootstrap bandwidth hy.

This can be done as follows, described here in detail for 5. To make nota-
tion and calculation easier, we consider the non-k-adaptive version but fix & =
range(X1)/2. Let now {Y;*,z}}?_, := Y* be a member of the pseudo sequence
introduced above. Then, for testing Hf : m(x) — mg(z) = m(r) — mg(z) with
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sample V*, an analogue to 7 would be

n

1 = 1 * * * ~ *
TSZ;Z[WZKh(Xi - X)) {Y) - ms(X7)}

i=1 j=1

2
- Kn (X7 = X){Y; - ﬁls(Xj)}] w(X7) (9)
Other statistics are thinkable certainly, e.g.

1 - 1 - * * -~ *
LY | DU - X0 s (X))
i=1 j=1

= Kn(X; = X;){Y; — ms (X))} w(Xi)

but they should all be asymptotically equivalent to ([@). The procedure was per-
formed with only L = 100 pseudo samples Y*. As the results varied widely we
were forced either to enlarge L considerably or to reduce o, considerably. For
computational reasons we decided on the second option and repeated the study
with o, = 0.1.

Some results are summarized in Table Bl As et can be seen, this time we
emphasize the possibility of undersmoothing much more. You first have to look at
TQ‘j to find the x giving the rejection level closest to o = 5% from below. Here, this
is always x = 3. Note that this might also change depending on the trimming, «,
sample size, etc. It is important to understand that the lines of 75 can always be
calculated, i.e. without knowing the true data generating process. Therefore we
call this method fully automatic. Now look at the lines for 7, the test of interest.
Obviously, k = 3 is indeed the best possible choice; it has the strongest power
among all k respecting the nominal level. This could be taken as indicating that
our suggestion for selecting h, works. Unfortunately, this method does not work
that well for all possible «; specifically, it becomes quite incorrect for o > 10%.
Even worse, it did not work for 71 (not shown).

5. Conclusions

Our main focus is the bootstrap and its size distortion in practice when the
sample size is small or moderate. These points are illustrated along the popular
problem of additivity testing. Naturally, one looks for an optimal trade-off between
controlling for size under the null hypothesis Hy and maximizing power. Even
though these problems have already been discussed and studied in theory, as yet,
it is unclear how to set the smoothing parameter for the bootstrap prior estimates
in practice. We show that theory is not just unhelpful here; at present, a reasonable
application of bootstrap tests of these kinds is questionable.
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TABLE 3: Rejection levels of 7 and 7'2ﬁ for a = 5%, with and without trimming, using

Gaussian bootstrap with hy, = hn'/>~Y/* for the pre-estimation, and k =
range(X1)/2.
K
Trim 1 2 3 4 b) 6 7
Hy 0% Tg 012 063 .028 .030 .032 .031 .029
(v=0) To 680 392 .032 .012 .012 .012 .016

5% | 7 | .012 .062 .028 .030 .032 .031 .029
™ | 676 380 .024 .012 .012 .012 .020

H, 0% | 7% [.001 019 .042 .022 015 .011 .009
(v=2) ™ | 972 932 632 .380 272 .260 .264
5% | 75 | .001 .019 .042 .023 .015 .011 .010
T | 968 936 .620 .368 .260 .252 .264

Further, we have shown that subsampling is an interesting alternative to boot-
strap which in addition provides a procedure for the analogue problem of subsam-
ple size choices.

Finally we introduced the idea of extending the procedure of subsample size
selection to smoothing parameter (h;) selection in bootstrap testing problems.
However, further research is necessary to provide reliable procedures for the non-
parametric testing problems considered here.

[Recibido: marzo de 2010 — Aceptado: octubre de 2010]

References

Barrientos, J. (2007), Some Practical Problems of Recent Nonparametric Proce-
dures: Testing, Estimation and Application, Tesis doctoral, Departamento de
Fundamentos del Anélisis Econémico, Universidad de Alicante, Espana.

Delgado, M. A., Rodriguez, J. M. & Wolf, M. (2001), ‘Subsampling Cube Root
Asymptotics with an Application to Manski’s MSE’, Economics Letters
73, 241-250.

Dette, H., von Lieres, C., Wilkau, C. & Sperlich, S. (2005), ‘A Comparison of
Different Nonparametric Method for Inference on Additive Models’, Journal
of Nonparametric Statistics 17, 57-81.

Hardle, W. & Mammen, E. (1993), ‘Comparing Nonparametric Versus Parametric
Regression Fits’, Annals of Statistics 21(1926-1947).

Hardle, W. & Marron, J. S. (1990), ‘Semiparametric Comparison of Regression
Curves’, Annals of Statistics 18, 63—89.

Hardle, W. & Marron, J. S. (1991), ‘Bootstrap Simultaneous Bars For Nonpara-
metric Regression’, Annals of Statistics 19, 778-796.

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 307-319]



The Size Problem of Bootstrap Tests when the Null is Non- or Semiparametric 319

Horowitz, J. L. & Spokoiny, V. (2001), ‘An adaptive, rate-optimal test of paramet-
ric mean-regression model against a nonparametric alternative’, Econometrica
69, 599-631.

Neumeyer, N. & Sperlich, S. (2006), ‘Comparison of separable components in
different samples’, Scandinavian Journal of Statistics 33, 477-501.

Politis, D. N., Romano, J. P. & Wolf, M. (1999), Subsampling, Springer Series in
Statistics, Springer-verlag, New York.

Roca, J. & Sperlich, S. (2007), ‘Testing the Link when the Index is Semiparamtric -
A Comparison Study’, Computational Statistics and Data Analysis 12, 6565—
6581.

Spokoiny, V. (1996), ‘Adaptive Hypothesis Testing using Wavelets’, Annals of
Statistics 24, 2477-2498.

Spokoiny, V. (1998), ‘Adaptive and spatially adaptive testing of a nonparametric
hypothesis’, Mathematical Methods of Statistics T(245-273).

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 307-319]






Revista Colombiana de Estadistica
Diciembre 2010, volumen 33, no. 2, pp. 321 a[339]

Una revisiéon de los algoritmos de particién mas
comunes en el andlisis de conglomerados: un
estudio comparativo

A Review of the Most Common Partition Algorithms in Cluster
Analysis: A Comparative Study

Susana A. LEIVA—VALDEBENITOH, FRANCISCO J. TORRES-AVILESH

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y CIENCIA DE LA COMPUTACION, FacuLtaD DE CIENCIA,
UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE, SANTIAGO, CHILE

Resumen

Este estudio esta enfocado en comparar diversos métodos de particiéon del
analisis de conglomerados, usualmente conocidos como métodos no jerarqui-
cos. En este trabajo, se realizan estudios de simulacién para comparar los
resultados obtenidos al implementar los algoritmos k-medias, k-medianas,
PAM y Clara cuando los datos son multivariados y de tipo continuo. Adi-
cionalmente, se efectia un estudio de simulacién con el fin de comparar
algoritmos de particién para datos cualitativos, confrontando la eficiencia de
los algoritmos PAM y k-modas. La eficiencia de los algoritmos se compara
usando el indice de Rand ajustado y la tasa de correcta clasificacién. Final-
mente, se aplican los algoritmos a bases de datos reales, las cuales poseen
clases predefinidas.

Palabras clave: algoritmos de conglomerados, medida de similaridad, si-
mulacién.

Abstract

This study is oriented to compare several partition methods in the con-
text of cluster analysis, which are also called non hierarchical methods. In
this work, a simulation study is performed to compare the results obtained
from the implementation of the algorithms k-means, k-medians, PAM and
CLARA when continuous multivariate information is available. Additionally,
a study of simulation is presented to compare partition algorithms qualitative
information, comparing the efficiency of the PAM and k-modes algorithms.
The efficiency of the algorithms is compared using the Adjusted Rand Index
and the correct classification rate. Finally, the algorithms are applied to real
databases with predefined classes.

Key words: Clustering algorithm, Similarity measure, Simulation.
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1. Introduccién

El analisis de conglomerados es una técnica de andlisis exploratorio, defini-
do dentro de los métodos multivariantes de clasificacion, que permite separar en
diferentes clases o grupos a un conjunto de objetos o individuos, de modo que
todos los que pertenecen a una misma clase son homogéneos entre si y dife-
rentes de aquellos objetos que pertenecen a una clase distinta. Este método de
agrupacion es muy utilizado hoy en dia en diferentes areas, tales como, estudios
de segmentacion de clientes en el area financiera (Abonyi & Feil 2007), biologia
(Quinn & Keough 2002, Der & Everitt 2006), ecologia (McGarigal, Cushman &
Stafford 2000), entre otros, puesto que la mayoria de las veces no utiliza ningin
supuesto estadistico para llevar a cabo el proceso de agrupaciéon. Los algoritmos
de agrupamiento méas conocidos son los métodos jerarquicos y los métodos de par-
ticiébn o no jerarquicos, aunque existen otros métodos basados en densidades o
modelos probabilisticos (Kamber & Han 2006).

En los métodos de particiéon, el conjunto de datos es inicialmente distribuido
en un niumero pre-especificado de conglomerados k, el que puede ser aleatorio, y
luego iterativamente se asignan las observaciones a los conglomerados hasta que
se satisface algun criterio de parada. Entre estos métodos, el més utilizado es el
algoritmo k-medias (MacQueen 1967, Anderberg 1973), sin embargo, existen otros
algoritmos denominados k-medianas, PAM y Clara (Kaufman & Rousseeuw 1990),
los cuales no han sido ampliamente difundidos, razon por la cual no se utilizan con
frecuencia.

El presente trabajo tiene como propoésito entregar un panorama acerca de los
métodos de particiéon més comunes, abordando su estructura algoritmica e im-
plementacion. La contribucién estd relacionada con comparar la efectividad de
los algoritmos para determinar y separar los grupos, usando distintos esquemas
de simulacion que incluyen datos generados a partir de distribuciones normales y
Skew-Normales para el caso cuantitativo y distribuciones multinomiales para el
caso cualitativo (ver Leiva 2008).

En una primera etapa, el presente trabajo entrega resultados relacionados con
la comparacion de los métodos de clasificacion k-medias, k-medianas, PAM y Clara
cuando se dispone de datos numéricos continuos, en diversos escenarios de agru-
pacion. Luego, se comparan los algoritmos k-modas y PAM cuando se dispone de
datos cualitativos. A partir de estudios de simulacién se extraen las caracteristicas
y diferencias mas relevantes, para posteriormente aplicarlos a bases de datos reales
expuestos en la literatura. La implementacién y aplicacién se realizan usando el
software libre R (R Development Core Team 2010).

El trabajo estara organizado de la siguiente manera. En la secciéon [2] se defini-
ran los algoritmos de particién que intervendrén en el presente estudio. La seccion
Bl presentara los esquemas de simulacion y resultados bajo los cuales se implemen-
taron considerando la presencia de datos continuos y categoéricos separadamente.
La seccion [ mostrara los resultados de aplicar los algoritmos a bases de datos
reales, expuestos en la literatura, para finalmente, en la seccién [, presentar las
conclusiones més relevantes.

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 321-339]



Una revision de los algoritmos de particion 323

2. Algoritmos de particién

Se definen como algoritmos que permiten construir k£ particiones de las obser-
vaciones, donde cada particién representara a un conglomerado, segmento o grupo,
y son utiles cuando existe ignorancia del investigador frente a la clasificacion de
observaciones, y éste dispone simultidneamente de un significativo nimero de varia-
bles o caracteristicas. El algoritmo inicia considerando una division inicial, luego,
busca encontrar el mejor agrupamiento reubicando los objetos de un grupo a otro,
hasta que se optimice una funcién objetivo especifica, la cual actiia como crite-
rio de parada (Kamber & Han 2006). Intuitivamente, una clasificacién adecuada
deberia considerar que la dispersiéon dentro de los grupos sea la menor posible.

Estos algoritmos son en general de implementacion rapida, pero sufren incon-
venientes en la especificacion de semillas o particiones iniciales (Hartigan 1975).
Este problema puede ser solucionado aplicando algiin método jerarquico previo,
tal como se hard mas adelante. En las subsecciones siguientes se presenta la meca-
nica y las principales caracteristicas de los algoritmos involucrados en el presente
estudio.

2.1. k-medias

El algoritmo k-medias es uno de los métodos de particion més difundidos y po-
pulares. La génesis del algoritmo menciona a MacQueen (1967) como su precursor,
a partir del cual se presentan diversas variaciones tales como aquellas propuestas
por Anderberg (1973) y Hartigan (1975).

El algoritmo funciona como sigue. Dado un nimero inicial de conglomerados
k, el objetivo del algoritmo es minimizar la distancia euclidea de los elementos
dentro de cada conglomerado, respecto a su centro. La similitud de los objetos
dentro de cada conglomerado es medida respecto a su vector de promedios, llamado
generalmente centroide. El criterio de parada usado es el error cuadratico medio

definido por
k

E=> Y (X-M)(X-M) (1)
=1 Xec;

donde X es el punto en el espacio que representa a los objetos dados y M; es el
vector de promedios del conglomerado c;, ambos vectores de RP. Existen varias
formas de implementar el algoritmo, pero bésicamente sigue los pasos expuestos
en el algoritmo 2111

2.1.1. Algoritmo

1. Seleccionar arbitrariamente los k objetos que seran los centros o centroides
iniciales de los conglomerados.

2. Se asigna cada objeto al conglomerado con el centroide méas cercano, con
base en el valor medio de los objetos en el conglomerado.
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3. Se recalculan los centros de los conglomerados es decir se actualiza la media.

4. Se iteran los pasos 2 y 3 hasta que se alcance la convergencia del criterio de
parada, o hasta que los centroides se modifiquen levemente.

Caracteristicas relevantes de este algoritmo es que a menudo termina en un
6ptimo local, es escalable y eficiente en procesos que involucran grandes conjuntos
de datos, y la complejidad computacional del algoritmo es del orden de nkt, donde
t es el namero de iteraciones y n el numero de objetos o individuos (Han, Kamber
& Tung 2001). Es de célculo rapido y trabaja bien con valores faltantes o “missing”;
sin embargo, es sensible a valores extremos, ya que distorsiona la media y el criterio
de parada.

Entre sus mayores debilidades podemos senalar su sensibilidad a la selecciéon de
los centroides iniciales. Méas ain, si las elecciones de diferentes centroides producen
finales diferentes o la convergencia es muy lenta, quizds no existan agrupaciones
naturales en los datos. La mayoria de las variaciones que existen del algoritmo
difieren en la eleccion de los centroides iniciales, no obstante, es usual que esta
selecciéon se realice de forma aleatoria dentro del conjunto total de datos. Otra
opcién esta relacionada con que el propio investigador especifique los centroides.

Una alternativa mas objetiva para seleccionar el nimero de centroides iniciales
se basa en determinarlos a partir de la aplicacién previa de algin método de
conglomerados jerarquico aglomerativo (Pefia 2002), induciendo al algoritmo 212

2.1.2. Algoritmo

1. Aplicar un método de conglomerado jerdrquico y guardar los k centros que
resulten del anélisis.

2. Se asigna cada objeto al conglomerado con el centroide mas cercano, con
base en el valor medio de los objetos en el conglomerado.

3. Se recalculan los centros de los conglomerados, es decir, se actualiza la media.

4. Se iteran los pasos 2 y 3 hasta que se alcance la convergencia del criterio de
parada, o hasta que los centroides se modifiquen levemente.

El algoritmo [2.1.2 ser4 denominado méas adelante k-medias jerarquico.

2.2. k-medianas

Descriptivamente, la mediana es una medida méas robusta que la media, puesto
que no se ve influida por valores extremos; el algoritmo k-medianas funciona de
forma similar al algoritmo k-medias, sustituyendo el vector de promedios por el
correspondiente vector de medianas como centro del conglomerado. En este caso se
utiliza la distancia de Manhattan en vez de la distancia euclidea al cuadrado como
medida de disimilitud (Anderson, Gross, Musicant, Ritz, Smith & Steinberg 2006).
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Los vectores de medianas de los objetos en cada conglomerado seran denotados
por Me ={Mey,...,Mey}.

Usando la medida de distancia de Manhattan, la funcién por minimizar esta
dada por la siguiente expresion:

POV Me) = >0 37 WX~ Ml 2
=1 Xeq
donde Me; es el vector de medianas del I-ésimo conglomeradoy W = [Wh, ..., W]

es una matriz de pesos con dimensién n x k, cuyos vectores columnas son W; =
k

(wig, ..., ww), paral =1...,k, con >,_; wy = 1, donde wy € (0,1), para todo

i=1,....n,j=1,... k.

2.2.1. Algoritmo

1. Seleccionar arbitrariamente los k objetos que seran los centros o centroides
iniciales de los conglomerados. El tipo de seleccion inicial de centroides es
analogo a los presentados en el algoritmo k-medias.

2. Asignar cada punto al conglomerado con el centroide méas cercano, a través
de la distancia de Manhattan.

3. Calcular el nuevo conjunto de centroides de los conglomerados, calculando
la mediana de los nuevos grupos formados.

4. Se iteran los pasos 2 y 3 hasta que se minimice la funcién objetivo (2), o
hasta que los centroides apenas se modifiquen.

El algoritmo k-medianas tiene la misma complejidad computacional que el
algoritmo k-medias. Al ser bastante similar al algoritmo k-medias, es también
sensible a la seleccion de los centroides iniciales; la ventaja que presenta es que la
mediana no esta influida por los valores extremos, por lo que se logra un método,
en teoria, mas robusto. Notese que este algoritmo no estd implementado en los
softwares tradicionales.

2.3. k-medoids

Estos métodos fueron introducidos por Kaufman & Rousseeuw (1987). Estan
basados en el uso de objetos actuales del conjunto de datos para ser los repre-
sentantes de los conglomerados, denominados medoids. Estos medoids se definen
como los puntos localizados lo mas al centro posible de cada conglomerado y son
representativos de la estructura de los datos. Cada objeto restante es agrupado
con el medoid mas cercano, e iterativamente estos algoritmos realizan todos los
intercambios posibles entre los objetos representativos y los que no lo son, hasta
que se minimice una medida de disimilitud entre los k-medoids y los vectores de
observaciones que forman los conglomerados (Kamber & Han 2006).
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En este grupo encontramos los algoritmos “Partition Around Medoids” (PAM)
y “Clustering Large Applications” (Clara). Tanto el algoritmo PAM como el Clara
se encuentran implementados en el software R-gui y permiten ingresar una matriz
de disimilitudes definida por el analista. Esto presenta una ventaja, pues es posible
incorporarlo al proceso de particién cuando se dispone de datos cualitativos.

2.3.1. Algoritmo PAM

El algoritmo “Partitioning Around Medoids” (PAM) es un método tipo k-
medoid que intenta determinar k particiones de n objetos determinando los objetos
representativos de cada conglomerado (Ng & Han 1994). Para encontrar los k me-
doids, PAM empieza con una seleccion arbitraria de k objetos representativos. En
cada iteracion hace un intercambio entre un objeto seleccionado, O;, y uno no
seleccionado, Oy, si y solo si el intercambio mejora la calidad del agrupamiento.

El efecto de tal intercambio entre O; y O se mide a través de una funcién
de costo, es decir, el algoritmo calcula los costos Cj;, para todos los objetos no
seleccionados O;. Segin el caso en el cual O; se encuentre, C;, puede ser definido
por una de las siguientes expresiones:

Caso 1: Suponga que actualmente O; pertenece al conglomerado representado
por O;. Ademaés, O; es mas similar a Oj2 que a Op, donde O;z es el segun-
do medoid maés similar a O;. Entonces, si O; es remplazado por O, como
un medoid, O; perteneceria al conglomerado representado por Ojs. De esta
forma el costo del intercambio es dado por:

Cjin = d(Oj, 0j2) — d(0;, 0;)
Esta ecuacion siempre da un valor no negativo.

Caso 2: Suponga que O; pertenece actualmente al conglomerado representado
por O;. En este caso O; es mds similar a O que a Oj2. Entonces, si O; es
remplazado por Oy, O; perteneceria al conglomerado representado por Oy,.
El costo es dado por:

Cjin = d(0j,0n) — d(0;, 0;)
A diferencia del caso anterior, Cj;, puede ser positivo o negativo.

Caso 3: Suponga que O; pertenece actualmente al conglomerado representado
por Ojz y O; es mas similar a O;2 que a Oy,. Entonces, aun si O; es rempla-
zado por Oy, O; permaneceria en el conglomerado representado por Ojz. De
esta manera el costo seria:

Cjih =0

Caso 4: Suponga que O; pertenece actualmente al conglomerado representado
por Ojz, pero O; es menos similar a Oj2 que a Op. Entonces, remplazando
O; por Oy, causaria que O; fuese representado por Oy, desde el conglomerado
Ojz. De esta manera el costo es dado por:

Cjin = d(Oy,0n) — d(0;, 0j2)
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Este costo es siempre negativo.

Combinando los cuatro casos, el costo total de remplazar O; por Oy, esta dado
por TC;, = Zj Cjin. La funcion d(-) es una la medida de distancia o disimili-
tud que se utiliza entre los objetos. Por defecto se usa la distancia euclidea. La
estructura del algoritmo PAM se puede visualizar en el algoritmo

2.3.2. Algoritmo

1. Seleccionar arbitrariamente k£ objetos representativos, los cuales seran los
k-medoids iniciales.

2. Calcular T'Cy;, para todos los pares de objetos O;, O donde O; es actual-
mente un medoid, y Op, no lo es.

3. Seleccionar el par O;, Oy, el cual corresponda al ming, o, {T'Cip}- Si el minimo
TC; es negativo, se intercambia O; con Op; regresar al paso 2.

4. Repetir el paso 2 y 3 hasta que no haya cambio.

5. Asignar cada objeto a su medoid més cercano.

La principal ventaja del algoritmo PAM es la robustez del método en presencia
de ruido u “outliers”, pues el calculo del medoid estd menos influido por ellos u
otros valores extremos. PAM comienza a ser muy costoso a medida que el tamano
muestral n y el nimero de iteraciones k£ aumentan, siendo una de las principales
desventajas de este algoritmo, razén por la cual es eficiente s6lo para bases de
datos pequenas (Han et al. 2001).

2.3.3. Algoritmo Clara

El algoritmo Clara, separa multiples muestras de la base completa y aplica
el algoritmo PAM sobre cada una de ellas; luego, encuentra los conjuntos de k-
medoids de las muestras. El principal motivo de Kaufman & Rousseeuw (1990)
para proponer este algoritmo fue debido a la deficiencia del algoritmo PAM pa-
ra trabajar con bases de datos con grandes voltimenes de informacién. Si estas
muestras son realmente representativas de toda la base de datos, los medoids de
las muestras deberian acercarse a aquellos que se hubiesen escogidos de la base de
datos completa. Segin estos autores, los resultados experimentales indican que 5
muestras con (40 + 2k) objetos cada una, producen resultados satisfactorios. La
calidad del agrupamiento es medida con la disimilitud media de todos los datos,
y no solo aquellos objetos considerados en las muestras (Ng & Han 1994).

2.3.4. Algoritmo

1. Para ¢ =1 a 5 repetir los siguientes pasos.
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2. Seleccionar una muestra aleatoria de s = (40 + 2k) objetos de la base com-
pleta.

3. Ejecutar el algoritmo PAM sobre la muestra, para encontrar los k medoids
de esta muestra.

4. Para cada objeto O; de la base completa, determinar su medoid més cercano
y agruparlos.

5. Calcular la disimilaridad media del agrupamiento obtenido. Si este valor es
menor al minimo actual, usar este valor como el minimo actual y conservar
los k& medoids obtenidos en el paso 3 como el mejor conjunto de medoids
obtenidos.

6. Retornar al paso 1 y comenzar con la préxima iteracién.

La efectividad de Clara depende tanto del tamano de la muestra como de
su calidad. Note que PAM busca los mejores k medoids entre un conjunto total
de datos, mientras que Clara busca los mejores k& medoids entre las muestras
seleccionadas del conjunto total de datos. Clara no podria encontrar la mejor
agrupacion si los mejores k medoids no son seleccionados dentro de las muestras.

El algoritmo Clara presenta una complejidad mayor en cada iteracion, puesto
que depende adicionalmente del tamano de la muestra seleccionada (Han et al.
2001).

2.4. k-modas

La mayoria de las aplicaciones realizadas bajo los algoritmos de particién se
ha centrado en datos numeéricos, cuyas propiedades pueden ser explotadas para
definir naturalmente las funciones de distancia entre los objetos. Sin embargo,
las aplicaciones en segmentacion contienen conjuntos de datos que incluyen datos
categoricos cuyas funciones de distancia o disimilitud no estédn definidas natural-
mente.

Una debilidad importante del algoritmo k-medias es su incapacidad de trabajar
con datos que no sean numeéricos. Huang (1998) present6 un algoritmo para traba-
jar con un entorno categorico. La idea de Huang fue extender el algoritmo k-medias
al ambito categoérico denominandolo k-modas, teniendo en cuenta algunas modi-
ficaciones, tales como: usar una medida de disimilitud de correspondencia simple
para datos categoricos, remplazar las medias de los grupos por sus respectivas
modas y utilizar un método basado en frecuencias para actualizarlas.

El algoritmo k-modas utiliza el mismo proceso que el k-medias, lo que preserva
su eficiencia y es altamente deseable en los andlisis de agrupaciéon de datos.

Es asi como X = (Xy,...,X,) representa un conjunto de n objetos descri-
tos por un conjunto de m atributos y frecuencias denotadas por A; y p;, res-
pectivamente. Entonces, los objetos X; son representados por un vector del tipo
[®i1, Ti2, - - ., Tim]. Ademés X; = X, si y solo si z;; = z,; para 1 < j < m, que
significa que los dos objetos tienen iguales categorias para los distintos atributos.
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Como medida de disimilitud entre dos objetos categéricos, se usard el total
de discordancias de los correspondientes valores de los atributos entre dos objetos
(Kaufman & Rousseeuw 1990), definido por:

XMX Zé xzkax]k (3)
k=1

donde
0, (zir =xjk)

O(wig, Tj1) = { 1, (zik # zjK)

Al usar la medida de disimilitud para objetos categoricos (3), la funcién obje-
tivo por minimizar es:

kK n m
= Zzzw1l5 :Z:’Lj)qu (4)

1=1 i=1 j=1

sujeto a
k

Zwilzlywue(O,l)conlgign,lglgk
=1

donde w;; € W, W es una matriz de n X k, y los elementos w;; = 1 indica que el

objeto X; es asignado al claster C;. Ademés, @ = [Q1, ..., Qx| es un conjunto de
vectores de modas representantes de los k grupos, es decir, la matriz @) actia como
centroide, donde Q; = (qi1,---,qm)’, | = 1,..., k. De acuerdo con lo propuesto

por Andreopoulos, An & Wang (2006), en la practica es utilizado el algoritmo
241

2.4.1. Algoritmo
1. Seleccionar las k modas iniciales para cada claster.
2. Para cada objeto X

e Calcular la disimilitud entre el objeto X y las modas de todos los clis-
ters.

e Insertar el objeto X dentro del claster cuya moda sea la mas similar al
objeto X

e Actualizar las modas de los clusters.

3. Calcular de nuevo la disimilitud de los objetos con las modas actuales. Si un
objeto es mas similar a la moda de otro cluster que su actual moda, reasignar
el objeto a ese clister y actualizar ambas modas.

4. Repetir 3 hasta que los objetos no hayan cambiado después de probar el ciclo
completo del conjunto de datos.
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Tal como el algoritmo k-medias, los resultados arrojados por el k-modas pro-
duce 6ptimos locales, éstos dependen de las modas iniciales y del orden de los
objetos en el conjunto de datos. Su complejidad computacional es igual a la del
algoritmo k-medias.

El algoritmo k-modas original (Huang 1998) presenta ciertas debilidades tanto
en la asignacion de los objetos como en la seleccién de los centros de los conglo-
merados, ya que la medida de disimilitud usada no considera la relacién implicita
integrada en los valores categoricos y esto produce grupos con una similitud interna
mas débil (He, Xu & Deng 2007).

Por las razones antes mencionadas se han realizado diversos estudios para me-
jorar el algoritmo k-modas original, como He, Deng & Xu (2005) que modifica el
algoritmo considerando las frecuencias de los valores del atributo en la medida de
disimilitud. Ng, Li, Huang & Zengyou (2007) abordan de manera mas pertinente
el algoritmo presentado en He et al. (2005). Recientemente He et al. (2007) pre-
sentaron diversos esquemas para ponderar el valor del atributo en el agrupamiento
k-modas.

3. Simulaciéon

3.1. Simulacién para datos continuos

Los algoritmos por comparar en esta seccion son k-medias, k-medianas, PAM y
Clara, y adicionalmente un quinto algoritmo, el cual es una variacion del algoritmo
k-medias, pero con la eleccion de los centroides iniciales resultantes de un agrupa-
miento por método jerarquico (método de Ward), que para efectos de notacion sera
denominando “k-medias jer.”. La literatura usual aborda la aplicacién de estos mé-
todos considerando sélo datos reales. Recientemente, un estudio desarrollado por
Velmurugan & Santhanam (2010), compara la eficiencia de los algoritmos k-medias
y k-medoids a través de datos simulados en términos del tiempo, concluyendo que
el algoritmo k-medias demora mas que k-medoids.

Lo anterior motivo a realizar el estudio usando siete tipos de esquemas de con-
glomerados y aplicAndolos a 5 y 8 grupos, respectivamente, tal como se ilustra en
la figura [ siguiendo aquellos expuestos en algunos textos especializados y las re-
ferencias que éstos contienen (SAS Institute Inc. 2008). El trabajo de Velmurugan
& Santhanam (2010) no presenta los distintos esquemas analizados en esta inves-
tigacion y que efectivamente se pueden dar en la practica. Esto hace la diferencia
de otros articulos, donde la aplicacion de éstos considera sélo tres conglomerados
en datos reales y simulados (Hae & Chi 2009), siendo diez el méaximo de grupos
analizados bajo sélo dos esquemas de conglomerados, encontrado en Velmurugan
& Santhanam (2010). Para esta investigacion, la eficiencia de los algoritmos se
mide en cada escenario, a través de los indices de Rand ajustado o “ARI” (Hubert
& Arabie 1985) y las respectivas tasas de correcta clasificacion (TCC) consideran-
do un determinado algoritmo. El total de simulaciones por cada esquema fue de
50, considerando que se obtuvieron los mismos resultados al aplicar una cantidad
mayor de éstas.
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3.1.1. Resultados de las simulaciones

Analizando las tablas[yR2len forma global, es posible observar que el algoritmo
que tiene, en promedio, ambos indices menores tanto para cinco como para ocho
grupos, considerando todos los esquemas, es el algoritmo k-medias. A pesar de no
existir grandes diferencias entre los otros cuatro algoritmos, el que presenta indices
medio mayores es el algoritmo PAM y k-medias jerarquico.

TaBLA 1: Medias del indice de Rand ajustado y de la tasa de correcta clasificacion en 5
grupos. Datos simulados - caso cuantitativo.

5 clasters

Esquema k-medias  k-medias jer.  k-medianas PAM Clara

Bien separados  ARI 0,9141 0,9991 0,9991 0,9991  0,9985
TCC  0,9279 0,9996 0,9996 0,9996  0,9995

Skew-Normal ARI 0,8706 0,9995 0,9995 0,9996  0,9995
Bien Sep. TCC 0,8726 0,9998 0,9998 0,9998  0,9998
Confundidos ARI 0,7843 0,7884 0,7820 0,7873  0,7611
TCC  0,9035 0,908/ 0,9053 0,9078  0,8945

Skew-Normal ARI 0,8156 0,8286 0,8067 0,8281  0,8049
confundidos TCC 0,9173 0,9257 0,9155 0,9219  0,9139
Diferente Tam. ARI 0,8490 0,9537 0,9529 0,9547  0,9504
y dispersion TCC  0,8604 0,9729 0,9721 0,9736  0,9712
Alargados ARI 0,6181 0,6389 0,6130 0,7251  0,7122
TCC  0,7449 0,7716 0,7568 0,8762  0,8673

No convexos ARI 0,6927 0,7181 0,7535 0,7558  0,7356
TCC 0,8193 0,8641 0,8859 0,8848 0,8721

Media ARI 0,7921 0,8466 0,8438 0,8642 0,8517
TCC  0,8637 0,9203 0,9193 0,9377 0,9312

SD ARI 0,1041 0,1423 0,1454 0,1177  0,1268
TCC 0,0642 0,0825 0,0851 0,0528  0,0580

Al realizar la comparacion entre el ARI y el TCC por cada esquema, se nota
que las conclusiones sobre los algoritmos son semejantes, teniendo en cuenta que
los valores de las tasas de correcta clasificacién son valores més altos que los del
indice de Rand ajustado. Considerando lo anterior, a continuacion se analizan los
resultados de forma independiente para cada esquema sélo por medio del indice
de Rand ajustado.

Se analizan los indices medio obtenidos por cada algoritmo en cinco y ocho
clusters, resaltando el algoritmo k-medias jerdrquico para los cuatro primeros es-
quemas, seguido muy de cerca por el algoritmo basado en medoids, PAM. Este
dltimo presenta los mejores indices para los esquemas de grupos con “Diferente
tamano y dispersion” y “Alargados”. Finalmente, el esquema de grupos “No con-
vexo” muestra que el indice asociado al algoritmo k-medianas es el que presenta
una mejor agrupacion de los datos simulados.
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TaBLA 2: Medias del indice de Rand ajustado y de la tasa de correcta clasificacion en 8
grupos. Datos simulados - caso cuantitativo.

8 clusters

Esquema k-medias  k-medias jer. k-medianas PAM Clara

Bien separados  ARI 0,8740 0,9997 0,9997 0,9997  0,9994
TCC 0,8972 0,9999 0,9999 0,9999 0,9997

Skew-Normal ARI 0,8171 0,9994 0,9990 0,9994 0,9989
Bien Sep. TCC  0,8148 0,9998 0,9996 0,9997  0,9995
confundidos ARI 0,7272 0,7396 0,7264 0,7371  0,6468
TCC  0,8550 0,871/ 0,8600 0,8695  0.7877

Skew-Normal ARI 0,7691 0,8333 0,8156 0,8316 0,7899
Confundidos TCC 0,8548 0,9213 0,9127 0,9202 0,8925
diferente Tam.  ARI 0,8901 0,9655 0,9653 0,9665 0,9600
y Dispersion TCC  0,9083 0,9799 0,9826 0,9831  0,9797
Alargados ARI 0,5986 0,5925 0,5901 0,6878  0,6743
TCC 0,6956 0,7521 0,7431 0,8354 0,8049

No convexos ARI 0,7368 0,8364 0,8514 0,8498 0,7429
TCC  0,7659 0,9167 0,9274 0,9235 08175

Media ARI 0,7733 0,8523 0,8497 0,8674  0,8303
TCC 0,8274 0,9201 0,9179 0,9330 0,8974

SD ARI 0,0997 0,1511 0,1538 0,1262 0,1534
TCC 0,0756 0,0884 0,0927 0,0649 0,0955

3.2. Simulacién para datos cualitativos

En presencia de datos cualitativos, se propone comparar los algoritmos k-modas
y PAM, puesto que este ultimo permite la incorporacion de la matriz de distancias
o disimilitudes, en lugar de los datos originales. Respecto a la simulacién, estas
variables se generaron asumiendo distribuciones multinomiales con 2, 3 y 4 cate-
gorias. Ademaés, se consideraron probabilidades para las categorias, de tal forma

que tres grupos estén bien definidos, variando el namero de objetos en cada grupo
(k=3).

En la figura 2] se presenta un resumen de los esquemas de simulacion utilizados.
Para comparar ambos algoritmos se emplea una matriz de disimilitudes construida
a través del calculo del coeficiente general propuesto por Gower (1971), medida
adecuada en presencia de este tipo de datos.

[ Dos variables gor n distinto
3 categorias
n muy distinto
2 categorias —
[ Tres variables 3 categorias

4 categorias —
n muy distinto

FiguraA 2: Esquema de simulacién para datos categoricos.
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3.2.1. Resultados de las simulaciones

El indice de Rand ajustado y la tasa de correcta clasificacién media obtenida
en los diferentes esquemas se presentan en la tabla Bl

TaBLA 3: Medias del indice de Rand ajustado y tasa de correcta clasificacion. Datos
simulados - caso categdrico.

Dos variables Tres variables
n k-moda PAM k-moda PAM
Igual ARI 05234 0,3977  0,6598  0,5539
TCC 0,8140 0,7469 0,8286 0,8215
Distinto ARI 0,4486 0,4109 0,4028 0,4592

TCC  0,7787 0,7582  0,7613  0,7811
Muy distinto ARI  0,3984  0,3419  0,2970  0,3006
TCC  0,7547 0,7332  0,6718  0,6685

Media ARI  0,4568 0,3835  0.4199  0,4379
TCC 0,7808 0,7461  0,7539  0,7570
SD ARI 00629 0,0366 0,1322 0,1280

TCC 0,0302 0,0126 0,0787  0,0793

El valor medio del indice es relativamente bajo en todos los esquemas, apro-
ximadamente menor a 0,56; sin embargo, se puede decir que para el caso de dos
variables, el algoritmo que obtuvo mejores resultados fue el k-modas, y al aumen-
tar la cantidad de variables a tres, se presenta una mejora en los indices medios
obtenidos por PAM, considerando los esquemas en donde n es “Distinto” o “Muy
distinto”. Los indices medios més altos fueron obtenidos cuando n era igual para
todos los grupos, y apunta a que el algorimto k-modas presenta la mejor agru-
pacién de la informacién. Esto tltimo sucede de la misma manera con la tasa de
correcta clasificacion, con la diferencia de que toma valores més altos, alcanzando
un 83 % aproximado como méximo, en el caso de tres variables con n igual.

4. Aplicaciones

Las bases de datos reales se obtuvieron del UCI Machine Learning Reposi-
tory (Asuncion & Newman 2007). Para el caso continuo se utilizan seis conjuntos
de datos del UCI Repository, de los cuales todos contienen atributos continuos y
atributos de clase. En la implementacion categérica se utilizan cinco conjuntos de
datos, utilizados por He et al. (2007), de los cuales todos contienen solo atributos
categoricos y atributos de clase. Para ambos casos, los resultados son presenta-
dos considerando el respectivo indice de Rand ajustado y la tasa de clasificacion
correcta.

4.1. Resultados obtenidos de bases de datos continuos

La distribuciéon de las frecuencias de las clases se puede observar en la tabla
[ Una vez que se aplican las metodologias, tal como se observa en la tabla [l los
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cinco algoritmos no obtuvieron grandes diferencias en las tres primeras bases de
datos; sin embargo, en “Wine” y “Ecoli” PAM presenta una disminucién importante
en ARI y en su TCC. Estas dos bases de datos tienen las frecuencias con las
clases menos homogéneas, lo que puede provocar que PAM no entregue 6ptimos
resultados. En la ultima base de datos, “Image Segment”, PAM presenta mejores
resultados en comparacién con el resto de los algoritmos.

TABLA 4: Frecuencias de las clases en las bases de datos continuas.
Base de datos Clases  Atributos Casos Distribucion de las clases

Iris 3 4 150 50 ¢/u
Breast Cancer 2 30 569 357/212
Bank 2 6 200 100 c/u
Wine 3 13 178 71/59/48
Ecoli 4 7 336 143/116/52/25
Imag. Segment. 7 19 210 30 c/u

TasLA 5: Indice de Rand ajustado y tasa de correcta clasificacion para datos continuos.

Base de datos k-medias k-medias jer.  k-medianas PAM Clara
Iris 0,893 0,893 0,887 0,893 0,900
Breast Cancer 0,854 0,854 0,866 0,868 0,868
Bank 1 1 0,990 0,990 0,980
Wine 0,966 0,966 0,961 0,910 0,938
Ecoli 0,738 0,866 0,880 0,676 0,735
Imag. Segment 0,519 0,580 0,595 0,633 0,491
Media 0,828 0,860 0,863 0,828 0,819

4.2. Resultados obtenidos de bases de datos categoéricos

Tal como lo muestra la tabla[6l la distribucion de frecuencias de las primeras
bases de datos contiene frecuencias homogéneas para cada uno de los atributos.
A diferencia de los primeros ejemplos, las dos tultimas bases de datos contienen
frecuencias desbalanceadas, con valores extremos en algunos casos.

TABLA 6: Frecuencias de las bases de datos categoéricas.

Base de datos Clases  Atributos  Casos Distribuciéon de las clases
Voting 2 16 435 168/267

Breast Cancer 2 9 699 241/458
Soybean 4 35 47 10/10/10/17
Lymphography 4 18 148 2/4/61/81

Z00 7 17 101 4/5/8/10/13/20/41

Como se observa en la tabla [ para “Breast Cancer”, “Soybean” y la base de
datos de los votos del congreso (“Voting”), el algoritmo PAM muestra mejores
resultados que los entregados por el algoritmo k-modas. Sin embargo, en los dos
altimos conjuntos de datos, el algoritmo k-modas funciona mejor que el algoritmo
de los medoids.
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TaBLA 7: Tasa de clasificacion correcta de datos categoricos.
Base de datos PAM  k-modas

Voting 0,86} 0,859
Breast Cancer 0,937 0,85
Soybean 0,936 0,819
Lymphography 0,412 0,661
Zoo 0,743 0,829
Media 0,778 0,804

Una razoén por la cual el uso del algoritmo PAM con datos categéricos no da
buenos resultados en los dos tltimos conjuntos de datos podria deberse a que las
frecuencias de las clases que componen los datos difieren mucho entre si, es decir,
las frecuencias de las clases de “Lymphography” y “Zoo” son menos homogéneas
que las del resto.

5. Conclusiones

Dada la importancia que ha tomado el andlisis de conglomerados en los diversos
estudios de aplicacién, se ha querido abordar la presentacién, implementacién y
comparacién de los algoritmos de particiéon de mayor uso en la literatura. En este
trabajo se presenta un estudio de simulacién y aplicacién con el fin de exponer y
comparar los algoritmos de particion, segin distintos esquemas de agrupacion.

En el estudio de simulaciéon realizado, en el caso continuo, los algoritmos que
dieron mejores resultados fueron el k-medias jerarquico y PAM, en donde este tl-
timo sobresale en los esquemas con grupos con “Diferente tamafio y dispersion” y
“Alargados”. El algoritmo k-medianas da resultados sobresalientes en los esquemas
“No convexos”, esquema que en general tiene problemas con los valores iniciales y
con la convergencia a una dnica solucién. El algoritmo Clara present6 resultados
similares a PAM en el esquema de grupos con “Diferentes tamanos y dispersion”;
sin embargo, es mas inestable ya que trabaja con base a muestras. Para el caso
categorico, el algoritmo k-modas obtuvo mejores resultados que PAM; no obstan-
te los resultados de PAM mejoraron al aumentar la cantidad de variables. Cabe
acotar que k-modas, a diferencia de PAM, presenta resultados coherentes al consi-
derar esquemas donde las frecuencias de las clases son aproximadamente iguales.
Es evidente que si el nimero de observaciones o el tamano muestral aumenta, la
complejidad de los algoritmos también lo hara, lo que llevard a proponer la apli-
cacién de otros métodos para optimizar el tiempo de ejecucién y reducir el costo
computacional.

En las aplicaciones realizadas a datos continuos en promedio el algoritmo mas
débil fue k-medias y en cuatro conjuntos de datos los demas algoritmos dan resul-
tados muy semejantes. Por otro lado, PAM fues el que obtuvo un indice menor que
el resto en los datos asociados a “Wine” y “Ecoli”. Sin embargo, en “Imag. segment.”
el algoritmo PAM es el que da una mejor tasa de buena clasificacion. Al comparar
PAM con k-modas sucede que en las bases de datos en donde la distribucion de
las frecuencias de las clases son relativamente homogéneas, PAM entrega mejores
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resultados que k-modas, pero PAM no es eficiente al tener las frecuencias de las
clases muy heterogéneas.
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