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Sergio Yañez, M.Sc.
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Francisco Javier Dı́az, Ph.D.
The University of Kansas, Kansas, USA

Enrico Colosimo, Ph.D.
Universidade Federal de Mina Gerais, Belo Horizonte, Brazil

Rafael Eduardo Borges, M.Sc.
Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela

Julio da Motta Singer, Ph.D.
Universidade de São Paulo, São Paulo, Brazil

Edgar Acuña, Ph.D.
Macchiavelli, Ph.D.

Universidad de Puerto Rico, Mayagüez, Puerto Rico
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Ernestina Castells, Mario M. Ojeda & Minerva Montero
Procedimiento y algoritmo de estimación en modelos multinivel para

proporciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233-250

Giovany Babativa & Jimmy A. Corzo
Propuesta de una prueba de rachas recortada para hipótesis de simetŕıa . . 251-271
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ßà áàâãäåàãäæå ç àèãäæå éêë ìêâ íîïðêâ ç àéîïâñàâ òï àóàë ñäïåïå éëêáîåòê
àëëàäðê ïå ìà ôäâñêëäà òï ìà ôîõàåäòàòö ç ïâñ÷å òêãîõïåñàòàâ òïâòï ìêâ éëäõäñäøêâ
íîïðêâ òï òàòêâ ïå ìà àåñäðùïòàò ôàâñà ìêâ àãñîàìïâ íîïðêâ òï éæúïë ç àéîïâñàâ ïå
ìûåïà üøïë ýãôþàëñó ÿ���ö ÿ��×�� �ì ðëàå äåñïë�â éêë ìêâ íîïðêâ òï àóàë õêñäøæö âê�ëï
ñêòê à éàëñäë òïì âäðìê ��		ö ïì òïâàëëêììê ñïæëäãê òïì ã÷ìãîìê òï éëê�à�äìäòàòïâ� �å
ìà àãñîàìäòàòö ãêå ïì äåãëïõïåñê òïì ñäïõéê òï êãäê ç ìà àéàëäãäæå òï 
ãàâäåêâ
ïìïãñëæåäãêâ� ö ìêâ íîïðêâ òï àóàë âêå îåà éë÷ãñäãà éàëà õîãôà ðïåñïö ìê �îï âï
òï�ï ëïãêåêãïë ãêõê îå ëäïâðêö éêë�îï ôàç éïëâêåàâ �îï àìãàåóàå îåà àòäããäæå
éàñêìæðäãà à ïâñï ñäéê òï íîïðêâ� 
 ïâñà àòäããäæå âï ìï ãêåêãï ãêõê ìîòêéàñûàö ç ôà
ììïøàòê à �îï ïå òäáïëïåñïâ �éêãàâ ç éàûâïâö ìêâ íîïðêâ ç àéîïâñàâ òï àóàë ôàçàå âäòê
éëêôä�äòêâ� ýäå ïõ�àëðêö ìà ñïåòïåãäà ôà âäòê à ìä�ïëàìäóàë ç ëïðìàõïåñàë ìê �îï
ôêç âäå òîòà ïâ îåà äåòîâñëäà õîåòäàì ïå ìà �îï éàëñäãäéàå ìêâ éëêéäêâ ðê�äïëåêâö
ãêå ìà àéàëäãäæå òï ìàâ ìêñïëûàâ åàãäêåàìïâ�
�å ïâñï ãêåñï�ñêö îåê òï ìêâ õàçêëïâ ëïñêâ ïâ òàëìï ãêåèàåóà ç ãïëñïóà àì íî�ðàòêë ç à ìà âêãäïòàò ïå ãîàåñê à �îï ìêâ ëïâîìñàòêâ òï ìêâ âêëñïêâ âêå àìïàñêëäêâ�

�àç òêâ áêëõàâ �÷âäãàâ ãêå ìàâ �îï âï ôà �îâãàòê òàë ñàì ãêåèàåóà ç ãïëñïóà� ìàéëäõïëàö ãêåñëêìàåòê ïì éëêãïâêö ç éàëà ïììê âï �îâãàå õïíêëïâ ï�îäéêâ éàëà ëïà�ìäóàë ìêâ âêëñïêâö õàçêë îåäáêëõäòàò ïåñëï ìàâ ïâáïëàâ îñäìäóàòàâö ïìïããäæå àìïàñêëäà
òï îëåàâö âêëñïêâ ïå øäøêö ïñã� ßà êñëà áêëõàö ïâ õêâñëàë ïøäòïåãäàâ ïâñàòûâñäãàâ òï
�îï ìêâ ëïâîìñàòêâ âï éîïòïå ãêåâäòïëàë àìïàñêëäêâ� ýê�ëï ïâñê �ìñäõêö ïå ïì �ïäåê
�åäòêö ìà �êõäâäæå �àãäêåàì òï ìà ßêñïëûà ü�àñäêåàì ßêññïëç �êõõäââäêåö �ß��
ëïðîìàòêëà òï ìà ßêñïëûà �àãäêåàìö ñäïåï îå éëêðëàõà òï äåøïâñäðàãäæå éàëà ãêõ�éëê�àë âä ôàç ïìïõïåñêâ òï åê àìïàñêëäïòàò ïå ìêâ òäáïëïåñïâ íîïðêâ òï ìà ßêñïëûà
�àãäêåàì òïì �ïäåê �åäòê üøïë �êçàì ýñàñäâñäãàì ýêãäïñç ÿ���ö ÿ��ÿ ç �åäøïëâäñç
êá ýàìáêëò ÿ���ö ÿ����ö ÿ������

òäãäêåàìõïåñïö ïå ìà ìäñïëàñîëà ïâéïãäàìäóàòà ïå ïâñàòûâñäãà ôàç òäáïëïåñïâ ñëà��àíêâ �îï à�êëòàå éëê�ìïõàâ òï ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ íîïðêâ òï àóàë ç àâéïãñêâ

ëïìàãäêåàòêâ� �åêâ ïåáêãàòêâ à ïâñîòäàë íîïðêâ òï å�õïëêâ òï
d
òûðäñêâö ïå ìêâ �îï

ïì å�õïëê ðàåàòêë âï òïñïëõäåà éêë ìà ï�ñëàããäæå àì àóàë òï d
ïâáïëàâö îâîàìõïåñï

ãàòà îåà éëêøïåäïåñï òï îåà îëåà �îï ãêåñäïåï òäïó ïâáïëàâ åîõïëàòàâ ãêå ìêâ
òûðäñêâ�

0, 1, 2, . . . , 9
� �ñëêâ ñëà�àíêâ âï ïåáêãàå à ìêâ íîïðêâ òï ìêñïëûà òïì ñäéê

k
òï

N,
ïå ìêâ �îï ìà ãêõ�äåàãäæå ðàåàòêëà âï òïñïëõäåà éêë ìà ï�ñëàããäæå àì àóàë òï kïâáïëàâ âäå ëïõéìàóê òï îåà îëåà �îï ãêåñäïåï ïâáïëàâ âäõäìàëïâ åîõïëàòàâ òïì

1
àì

N
� ýê�ëï ïâñï ñäéê òï íîïðêâö ïå �êï üÖ�ÙØ� âï ïâñîòäàå ìàâ éêâä�ìïâ òäâñëä�îãäêåïâ

òï îå ãêåíîåñê òï
k�ñîéìàâö òàòàâ ìàâ áëïãîïåãäàâ õàëðäåàìïâ òï ìêâ å�õïëêâ òïì

1
àì

N
ö ç âï àåàìäóàå òàñêâ òï ìà ìêñïëûà ßêññê ×��� òï �àåàò÷� �å ýñïëå  �ê�øïë üÖ�Ù�� âï ïâñäõà ìà òäâñëä�îãäæå òï õ÷�äõà ïåñëêéûà òï ìêâ �êìïñêâ ãêõéëàòêâ

ïå ìà ìêñïëûà ßêññê ×��� òï �àåàò÷ö �îâãàåòê òïñïëõäåàë å�õïëêâ äõéêéîìàëïâ
éàëà ïì é��ìäãê� �å �êï üÖ���� âï ãîïâñäêåà ìà ïâñëàñïðäà òï ãêõéëàë îå �êìïñê
ãêå îåà

k�ñîéìà òï å�õïëêâ äõéêéîìàëïâ� !êë âî éàëñïö �êôåâêå  "ìêñó üÖ����
òïâàëëêììàå õ�ñêòêâ åîõ�ëäãêâ éàëà ãàìãîìàë ìàâ ïâñäõàãäêåïâ òï õ÷�äõà øïëêâä�õäìäñîò òï ìàâ éëê�à�äìäòàòïâ éàëà ìêâ òäáïëïåñïâ å�õïëêâ òï îåà ìêñïëûàö ç òàå
ïì ïâñàòûâñäãê òï ëàóæå òï øïëêâäõäìäñîò ðïåïëàìäóàòê −2 ln()

éàëà éëê�àë �îï ìêâ
å�õïëêâ âêå ï�îäéëê�à�ìïâ� ïâñêâ õ�ñêòêâ ìêâ àéìäãàå à îå ãêåíîåñê òï òàñêâ òï
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ìà ìêñïëûà ßêññê 
õ�ëäãà� �å �êï üÖ���� âï ê�ñäïåï ìà õêòäèãàãäæå òïì ïâñàòûâñäãê
òï éëîï�à íä�ãîàòëàòà éàëà éëê�àë ìà îåäáêëõäòàò òï ìêâ å�õïëêâ òïì

1
àì

N
ö òàòê

�îï ìêâ å�õïëêâ âï ï�ñëàïå âäå ëïõéìàóêö ç âï àåàìäóàå òàñêâ òï ìà ìêñïëûà ßêññê
×��� òï �àåàò÷� ?äåúïìâñïäå üÖ���� ïâñäõà ìà òäâñëä�îãäæå òï áëïãîïåãäà òï ìêâ å��õïëêâ à ìêâ �îï âï ìïâ àéîïâñà ïå ìà ìêñïëûà òï �àìäáêëåäàö ç éëîï�à ìà ôäéæñïâäâ òï
�îï ìêâ å�õïëêâ éï�îï@êâ âêå õ÷â éêéîìàëïâ� �å Aïåïâñö ßêãúôàëñ  ýñïéôïåâ
üÿ��ÿ� âï òäâãîñï ïì îâê òïì ïâñàòûâñäãê

χ2 éàëà �êåòàò òï àíîâñïö éàëà éëê�àë ìà
ï�îäéëê�à�äìäòàò òï ìà êãîëëïåãäà òï å�õïëêâ òï îåà ìêñïëûàö ïì ãîàì åê âäðîï îåà
òäâñëä�îãäæå

χ2 âäõéìï éêë�îï ìêâ å�õïëêâ âï ï�ñëàïå âäå ëïõéìàóêö ç õîïâñëàå �îï
âî òäâñëä�îãäæå àâäåñæñäãà ïâ ìà òï îåà âîõà éêåòïëàòà òï øàëäà�ìïâ àìïàñêëäàâ

χ2 �ïâñï ëïâîìñàòê ìê îñäìäóàå éàëà ãêõéëê�àë ìà îåäáêëõäòàò òï å�õïëêâ ðàåàòêëïâ ïå
ìà ìêñïëûà ßêññê ×��� òï �àåàò÷� "êåäåð  �ïëõààñ üÿ��ÿ� ãàìãîìàå ìàâ éëê�à�äìä�òàòïâ òï ðàåàë éëïõäêâ ç ïì éàðê ïâéïëàòê ïå ìà ßêññê ôêìàåòïâà� ñàõ�ä�å éëîï�àå
ìà ôäéæñïâäâ òï �îï ìêâ å�õïëêâ ç ãêìêëïâ âï ï�ñëàïå àìïàñêëäàõïåñï� !ïëãç üÿ��×�òïâãëä�ï îåà õïñêòêìêðûà �àçïâäàåà éàëà éëê�àë ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ âêëñïêâ òï
ìêñïëûàö ç ãêåâäòïëà ïì ãàâê òï òàñêâ òï ìà ßêñïëûà �àãäêåàì òïì �ïäåê �åäòê� �å
�êëêåïì�Bëäóäêö�ïëå÷åòïó�Cêåñêçàö�àéàììê  ýãàìàâ üÿ��Ù� âï à�êëòàå ñàõ�ä�å
ìàâ ìêñïëûàâ òïì ñäéê

k/N
õïòäàåñï ìà ê�ñïåãäæå òï ìà õïòäà ç øàëäàåóà òï ìà øàëäà��ìï àìïàñêëäà �îï ëïéëïâïåñà à ìêâ å�õïëêâ ï�ñëàûòêâ� ñàõ�ä�å îâàå ìà òäâñëä�îãäæå

ôäéïëðïêõ�ñëäãàö ç âîâ ëïâîìñàòêâ ìêâ àéìäãàå à ìà ìêñïëûà õï�äãàåà Cïìàñï ç à ìà
ìêñïëûà äñàìäàåà� Dï ïâñà ëïøäâäæå âï òïâéëïåòï �îï ìêâ ïâñîòäêâ ïâñàòûâñäãêâ éàëà ìêâ
íîïðêâ òï ìêñïëûà òïì ñäéê

k
òï

N
âêå øàëäàòêâ� ç àìðîåêâ ôàå éëêéîïâñê õïñêòêìê�ðûàâ éàëà øïëäèãàë ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ ëïâîìñàòêâö ç êñëêâ ôàå ïâñîòäàòê ìà áêëõà

ïå �îï ìà ðïåñï ïìäðï ìêâ å�õïëêâ à ìêâ �îï ìïâ àéîïâñàå�
�å ãîàåñê à ìêâ íîïðêâ òï å�õïëêâ òï

d
òûðäñêâö ïå �ìêñáïìñïë  �êêú üÿ��Ù�âï îâàå òàñêâ òïì íîïðê òï å�õïëêâ òï ìà ìêñïëûà òï Càëçìàåò éàëà éëê�àë ìà ôä�éæñïâäâ òï �îï ìêâ íîðàòêëïâ òï ìêñïëûà ãëïïå �îï ìà éëê�à�äìäòàò òï îå ïøïåñê

òäâõäåîçï ãîàåòê ïâï ïøïåñê ôà êãîëëäòê ëïãäïåñïõïåñï ü
ìà áàìàãäà òïì íîðàòêë��ö
ç ìê ãêõéëîï�àå õêâñëàåòê ãæõê ìàâ àéîïâñàâ éêë ìêâ å�õïëêâ �îï ôàå ðàåàòê
ëïãäïåñïõïåñï òäâõäåîçï ïå ìêâ âêëñïêâ âäðîäïåñïâ� �å Eïê  ßïêåð üÿ��ÿ� âï ïâ�ñîòäà ïì òäâï@ê òï îå õïãàåäâõê òï ãêåñëêì éàëà ïì õàåïíê òï ìàâ àéîïâñàâ ïå îå
íîïðê òï å�õïëêâ òï ãîàñëê òûðäñêâö ïâñê ïâö éàëà òïãäòäë âä ìàâ àéîïâñàâ òï�ïå âïë
àãïéñàòàâ ê ëïãôàóàòàâ éêë ïì êéïëàòêë �îï êáëïãï ïì íîïðê� �å ñ�ëõäåêâ ðïåïëàìïâö
ïì ñïõà òï íîïðêâ òï å�õïëêâ òï

d
òûðäñêâ ôà ëïãä�äòê õîãôà õïåêâ àñïåãäæå ïå ìà

ìäñïëàñîëà ïâéïãäàìäóàòà� âäå ïõ�àëðê ïì ñäéê òï ôïëëàõäïåñàâ �îï âï îñäìäóàå éàëà
éëê�àë ìà àìïàñêëäïòàò òï ïâñêâ ñäéê òï âêëñïêâ éëïâïåñàå àìðîåêâ éëê�ìïõàâ� !êë
ïíïõéìêö îâîàìõïåñï éàëà øïëäèãàë ìà äðîàìòàò òï ìà áëïãîïåãäà òï ìêâ òûðäñêâ ê
ðëîéêâ òï ïììêâ âï àéìäãàå éëîï�àâ àéëê�äõàòàâö ãêõê ìà ñëàòäãäêåàì éëîï�à

χ2 ö�îï ïåñëï êñëêâ äåãêåøïåäïåñïâ ëï�îäïëï ñàõà@êâ òï õîïâñëà ðëàåòïâ éàëà ìêðëàë
�îïåàâ àéëê�äõàãäêåïâ ü�àä  "ëäâôåàõêêëñôç ÿ��×�� êñëê éëê�ìïõà ïâ �îï éàëà
éëê�àë ìà äåòïéïåòïåãäà âï àéìäãàå îâîàìõïåñï éëîï�àâ �îï éëïãäâàå ïì âîéîïâñê
òï åêëõàìäòàò�
�ì ê�íïñäøê òïì éëïâïåñï àëñûãîìê ïâ éëêéêåïë àìñïëåàñäøàâ òï âêìîãäæå à ìêâ

òêâ éëê�ìïõàâ àåñïëäêëïâ� !àëà ïì éëäõïëêö ïå ìà âïããäæå ÿ âï éëêéêåï îñäìäóàë ïì
éëêãïòäõäïåñê �àçïâäàåê �àâàòê ïå ìà òäâñëä�îãäæå õîìñäåêõäàì �îï åê ëï�îäïëï
ëïâîìñàòêâ àâäåñæñäãêâ� !àëà ïì âïðîåòê éëê�ìïõàö ïå ìà âïããäæå � âï éëêéêåï ïì îâê
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òï îåà ãàëñà ðïêõ�ñëäãà ãêõê àìñïëåàñäøà éàëà ïâñàë õêåäñêëïàåòê ïå ñäïõéê ëïàì
ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ ëïâîìñàòêâ òï îå íîïðê òï

d
òûðäñêâ� 
òäãäêåàìõïåñïö ïå ìà

âïããäæå � âï éëïâïåñàå ìêâ ëïâîìñàòêâ òï îå ïâñîòäê òï âäõîìàãäæå õïòäàåñï ïì ãîàì
âï àåàìäóàå ìàâ éëêéäïòàòïâ òï ìà ãàëñà òï ãêåñëêì éëêéîïâñà� �å ìà âïããäæå � âï
àéìäãàå ìêâ éëêãïòäõäïåñêâ éëêéîïâñêâ à îå ãêåíîåñê òï ëïâîìñàòêâ òïì âêëñïê Eëäâö
îå íîïðê éêéîìàë ïå C��äãêö éëêõêøäòê éêë îåà äåâñäñîãäæå é��ìäãà� Cïòäàåñï
àõ�êâ éëêãïòäõäïåñêâ âï òïñïãñàå éëê�ìïõàâ âäðåäèãàñäøêâ ïå ìà àìïàñêëäïòàò òï
òäãôê âêëñïê� !êë �ìñäõêö ïå ìà âïããäæå × âï ôàãï ìà òäâãîâäæå ç âï éìàåñïàå ìàâ
ãêåãìîâäêåïâ òïì ñëà�àíê�

FÝ Þ:9.65.5 5) G*)-9)0-+. 5) 637 5<:+437
�åà éëäõïëà áêëõà òï éëê�àë ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ ëïâîìñàòêâ òï ìêâ íîïðêâ òï
å�õïëêâ òï

d
òûðäñêâ ïâ øïë âä ôàç äðîàìòàò òï áëïãîïåãäà òï ìêâ òäáïëïåñïâ òûðäñêâö çà

âïà ãêåâäòïëàåòê ãàòà îëåà éêë âïéàëàòê ê ñêòàâ à ìà øïó� �âñê âï éîïòï ï�éëïâàëòï õàåïëà ðïåïëàìö ãêåâäòïëàåòê
n
ïåâàçêâ äåòïéïåòäïåñïâ ü

n
âêëñïêâ�

,
òêåòï ãàòà

ïâáïëà ñäïåï éëê�à�äìäòàò
pi

òï âïë ï�ñëàûòàö ãêå pi > 0
ç ∑m

i=1 pi = 1
ö ç âä

Xi
ïâ

ïì å�õïëê òï øïãïâ �îï âï ï�ñëàï ìà ïâáïëà
i,
ïåñêåãïâ ïì øïãñêë

X = (X1, . . . , Xm)âäðîï îåà òäâñëä�îãäæå õîìñäåêõäàì ãêå éàë÷õïñëê
n
ç

p
ö òêåòï

p = (p1, . . . , pm)
�

ßà òïåâäòàò òï éëê�à�äìäòàòïâ õîìñäåêõäàì ïâñ÷ òàòà éêë

f(x1, . . . , xm; n,p) =
n!

x1! · · ·xm!

∏m

i=1
pxi

i

üÖ�
ãêå

n =
∑m

i=1 xi.
�â òï äåñïë�â éëê�àë ìà âäðîäïåñï ôäéæñïâäâ
H0 : p1 = p1,0, . . . , pm−1 = pm−1,0

Ha : pi 6= pi,0
éàëà àìð�å

i = 1, 2, . . . , m − 1

üÿ�
òêåòï ïå ïì ãàâê òïì íîïðê òï å�õïëêâ òï

d
òûðäñêâö

m = 10
ç

pi,0 = 0.1
�

HIJI KLMNOPQ RSNTUPQ UPQPVPQ TO LP VWQXSWUNYWZO [W\YNPVSPVP
�å �àä  "ëäâôåàõêêëñôç üÿ��×� âï àåàìäóàå øàëäàâ éëîï�àâ éàëà üÿ� òêåòï âïîâà òï àìðîåà áêëõà ìà òäâñëä�îãäæå

χ2 � ßà éëäõïë éëîï�àö �îï ïâ ìà îâîàì ç �îï
êëäðäåàìõïåñï òïâàëëêììæ !ïàëâêå ïå Ö���ö âï �àâà ïå ïì ïâñàòûâñäãê òàòê éêë�

χ2
0 =

m∑

i=1

(Xi − npi,0)
2

npi,0

ü��

Bàíê H0
ïâñï ïâñàòûâñäãê âäðîï ïå áêëõà àéëê�äõàòà îåà òäâñëä�îãäæå

χ2
m−1

ãêå
m − 1

ðëàòêâ òï ìä�ïëñàò ü�àä  "ëäâôåàõêêëñôç ÿ��×�ö éêë ìê �îï ìà ôäéæñïâäâ
åîìà ïå üÿ� âï ëïãôàóàö ãêå îå åäøïì òï âäðåäèãàåãäà òï

α
ö âä

χ2
0 ≥ χ2

α,m−1

�
!êë âî éàëñïö ìà éëîï�à òï ìà ëàóæå òï øïëêâäõäìäñîò âï �àâà ïå ïå ïì ïâñàòûâñäãê

R = 2

m∑

i=1

Xi ln

(
Xi

npi,0

) ü��
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�îï âäðîï ïå áêëõà àéëê�äõàòà îåà òäâñëä�îãäæå
χ2

m−1

ãêå
m− 1

ðëàòêâ òï ìä�ïë�ñàò ü�àä  "ëäâôåàõêêëñôç ÿ��×�� �àââ üÖ���� éëêéîâê êñëà àéëê�äõàãäæå à ìà
òäâñëä�îãäæå òï ü��ö ãêå

cχ2
0 ∼ χ2

v

ü��
òêåòï

c = 2E(χ2
0)/V ar(χ2

0)
ç

v = cE(χ2
0)
� �âñàâ ãêåâñàåñïâ âï ê�ñäïåïå üøïë �àä

 "ëäâôåàõêêëñôç ÿ��×�ö à éàëñäë òï

E(χ2
0) = m−1

ç
V ar(χ2

0) = 2(m−1)− (m2 +2m−2)/n+
∑m

i=1
(npi,0)

−1 ü×�
�åà øàëäàåñï éëêéîïâñà éêë �àââ üÖ����ö òï ïâéïãäàì äåñïë�â ïå ïâñï ñëà�àíêö

ïâ ãîàåòê âï ñäïåï äðîàì éëê�à�äìäòàò ïå ìàâ ãïìòàâ òï ìà òäâñëä�îãäæå õîìñäåêõäàìö
ïâ òïãäëö ãîàåòê

pi,0 = 1/m
éàëà ñêòê

i.
�å ïâñï ãàâê âï ôàãï îåà ãêëëïããäæå éêë

ãêåñäåîäòàò éàëà �îï ïì ïâñàòûâñäãê ü�� ñêõï ìà áêëõà âäðîäïåñï�

χ2
c =

∑m
i=1 X2

i − 1

(n/m)
− n

üØ�
ãêå ìê �îï ìà øàëäàåóà òï

χ2
c

ïå ü×� ñêõà ìà áêëõà
2(m − 1)(n − 1)/n

�
�åà éëê�ìïõ÷ñäãà òï ïâñàâ éëîï�àâ éàëà øàìäòàë ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ íîïðêâ òï

àóàë òï d
òûðäñêâ ïâ �îï âêå àéëê�äõàòàâö ç ëï�îäïëïå øàìêëïâ ðëàåòïâ ïå ïì å�õïëê

òï âêëñïêâö ìê �îï ëïâñëäåðï âî àéìäãàãäæå� �å �àä  "ëäâôåàõêêëñôç üÿ��×� âïõîïâñëà �îï ìàâ éëîï�àâ àéëê�äõàòàâ éîïòïå ñïåïë îå äåàòïãîàòê ãêõéêëñàõäïåñê
éàëà ñàõà@êâ òï õîïâñëà éï�îï@êâ ç éàëà

pi,0
éï�îï@êâö �îï âïëûàå ìàâ âäñîàãäêåïâ

òï õàçêë äåñïë�â ïå ïì ãàâê òï íîïðêâ òï å�õïëê òï
d
òûðäñêâö çà �îï éàëà ïõéïóàë

pi,0 = 0.1
�

?äåàìõïåñï ïâ äõéêëñàåñï àðëïðàë êñëàâ øàëäàåñïâ âê�ëï ìàâ �îï ï�äâñïå õîãôêâ
ñëà�àíêâ ïå ìà ìäñïëàñîëàö �îï îâàå ìà àéëê�äõàãäæå

χ2 éàëà éëê�àë ìà ôäéæñïâäâ ïå
üÿ� éêë ïì õ�ñêòê òï äåñïëøàìêâ òï ãêåèàåóà� �âñàâ øàëäàåñïâ ãêåâäâñïå ïå ïâñäõàë
äåñïëøàìêâ òï ãêåèàåóà âäõîìñ÷åïêâ éàëà ìàâ

m
éëêéêëãäêåïâ

pi
òïì õêòïìê õîìñä�åêõäàì üøïë éêë ïíïõéìê ýäâêå  Aìàó Ö���ö �êîö �ôäàåð  Eàä ÿ����� �ì éëäõïë

ñëà�àíê âê�ëï ïì éàëñäãîìàë ïâ ïì òï ]îïâïå�ïëëç  �îëâñ üÖ�×��ö ç îåà õïíêëà
òï ïâñïö �àâñàåñï á÷ãäì òï äõéìïõïåñàëö ïâ ìà éëêéîïâñà éêë Aêêòõàå üÖ�×��ö �îï
âï@àìà �îï îå äåñïëøàìê âäõîìñ÷åïê àéëê�äõàòêö ãêå îåà ãêåèàåóà òï

100(1 − α)éàëà ãàòà îåà òï ìàâ
pi

âï ê�ñäïåï ãêå�

B + 2xi ± {B [B + 4xi(n − xi)/n]}
1/2

2(n + B)

üÙ�
òêåòï

B
ïâ ïì

100 × (1 − α/m)
éïëãïåñäì âîéïëäêë òï ìà òäâñëä�îãäæå

χ2 ãêå îå
ðëàòê òï ìä�ïëñàò�

HIHI KLXTSOPXW^P UP_TQWPOP
Dàòê ïì õêòïìê õîìñäåêõäàì üÖ�ö ìà øïëêâäõäìäñîò ãêëëïâéêåòäïåñï ïâñ÷ òàòà

éêë
L(p1, . . . , pm; n, X) ∝

m∏

i=1

pxi

i

ü��
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 éëäêëäö éàëà ïì õêòïìê õîìñäåêõäàì âï éîïòï îñäìäóàë âî ãêåíîðàòà üBïëåàëòê ýõäñô Ö����ö �îï ïâ ìà òäâñëä�îãäæå Däëäãôìïñ

(m, α)
�

π(p1, . . . , pm) =
1

B(α)

m∏

i=1

pαi−1
i

üÖ��

òêåòï
pi > 0,

∑m
i=1 pi = 1, αi > 0, α = (α1, . . . , αm)

ç

B(α) =

∏m
i=1 Γ(αi)

Γ (
∑m

i=1 αi)

�êå
αi = 1

éàëà ñêòê
i
ö âï ìêðëà îåà òäâñëä�îãäæå à éëäêëä åê äåáêëõàñäøà� �åà

éëêéäïòàò äåñïëïâàåñï ïâ �îï âä
p
ñäïåï îåà òäâñëä�îãäæå Däëäãôìïñ

(m, α)
ö ïåñêåãïâ

ìà òäâñëä�îãäæå õàëðäåàì òï
pi

ïâ îåà òäâñëä�îãäæå Bïñà (αi, α0 − αi)
ö ãêå

α0 =∑m
i=1 αi.


òïõ÷â ìà òäâñëä�îãäæå õàëðäåàì òï ãîàì�îäïë âî��øïãñêë òï îåà Däëäãôìïñïâ ñàõ�ä�å Däëäãôìïñ� éêë ïíïõéìê ìà òäâñëä�îãäæå õàëðäåàì òï
(pi, pj , 1 − pi − pj)ïâ Däëäãôìïñ

(αi, αj , α0 − αi − αj)
�

Dï ü�� ç üÖ�� âï ãêåãìîçï �îï ìà òäâñëä�îãäæå éêâñïëäêë ïâñ÷ òàòà éêë

π(p1, . . . , pm | X) ∝

m∏

i=1

pxi

i

m∏

i=1

pαi−1
i

∝
m∏

i=1

pαi+xi−1
i

üÖÖ�

�îïö âàìøê éêë îåà ãêåâñàåñïö ãêëëïâéêåòï à îåà òäâñëä�îãäæå Däëäãôìïñ
(m, α∗),ãêå

α∗ = (α1 + x1, . . . , αm + xm)
� Dï ïâñà õàåïëàö ãêå �àâï ïå üÖÖ� âï éîï�òï ôàãïë äåáïëïåãäà éàëà

p = (p1, . . . , pm),
ìê �îï éïëõäñï ï�éìêëàë ìà ôäéæñïâäâ

üÿ� ê ïì ãàâê éàëñäãîìàë òï äåñïë�â ïå ìêâ íîïðêâ òï å�õïëê òï
d
òûðäñêâö òêåòï

m = 10
ç

pi,0 = 0.1
� !àëà ï�éìêëàë ìà òäâñëä�îãäæå éêâñïëäêë ëïâîìñà ãêåøïåäïåñï

ê�ñïåïëìà éêë âäõîìàãäæå� éêë ïíïõéìê ïå ïì âêáñþàëï ìä�ëï `ö �îï âï éîïòï �àíàë òïabbcdeefg�higjcgkl mfbikgn íîåñê ãêå ïì éà�îïñï opopqrstö �îï àì ãàëðàëìê éîïòï
ðïåïëàë ìà òäâñëä�îãäæå éêâñïëäêë ãêå ìà áîåãäæå uvwxybzhkw{zgzfaymb

x
ö
α∗

ö wföòêåòï
x = (x1, . . . ,xm)

ç wf ïâ ïì å�õïëê òï ëïàìäóàãäêåïâ �îï âï �îäïëï òï p | X
�

Eàõ�ä�å éîïòï âïë òï îñäìäòàò ìà áîåãäæå {{zgzfaymb (p, α)
�


ìñïëåàñäøàõïåñï à ìà âäõîìàãäæå âï éîïòï ëïãîëëäë à ìàâ ï�éëïâäêåïâ àåàìûñäãàâ�!êë ïíïõéìêö òï àãîïëòê ãêå ìê �îï âï òäíê àåñïâö ìà òäâñëä�îãäæå õàëðäåàì éêâñïëäêë
òï ãîàì�îäïëà òï ìàâ

pi
ïâ îåà Bïñà (αi+xi, α

∗

0−(αi+xi))
ö ãêå

α∗

0 =
∑m

i=1 (αi + xi) .
âûö éàëà ãîàì�îäïë
pi

âï ñäïåï �îï

π(pi | X) =
Γ (α∗

0)

Γ (αi + xi) Γ (α∗

0 − (αi + xi))
pαi+xi−1

i (1 − pi)
α∗

0
−(αi+xi)−1 üÖÿ�

!àëà ï�éìêëàë ïâñà òäâñëä�îãäæå âï éîïòï ðëàèãàë éàëà àìðîåà
i
ç øïë �î� ñàåñàâ

éêâä�äìäòàòïâ âï ìï òà à
pi = 0.1,

çà âïà ãàìãîìàåòê îå äåñïëøàìê òï éëê�à�äìäòàò
éàëà

pi
ãêå ìêâ ãîàåñäìïâ

qγ2
ç

q1−γ2
òï ìà òäâñëä�îãäæå

π(pi | X),
ê �äïå ãàìãîìàåòê

Pr(pi > 0.1 | X)
ê

Pr(pi < 0.1 | X)
�
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�ì éëêãïòäõäïåñê òïâãëäñê ñàõ�ä�å âï éîïòï àíîâñàë á÷ãäìõïåñï éàëà éìàåñïàë ìà
àìïàñêëäïòàò òï ðëîéêâ òï òûðäñêâ� Bàâñà ôàãïë ìêâ àíîâñïâ ïå ïì õêòïìê õîìñäåêõäàì
ãêëëïâéêåòäïåñï� �ì éëêãïòäõäïåñê òïâãëäñê åê ëï�îäïëï àéëê�äõàãäêåïâ àâäåñæñäãàâö
éêë ìê �îï âï éîïòï àéìäãàë ïå ãîàì�îäïë õêõïåñêö àòïõ÷â òï âïë õ÷â äåáêëõàñäøê
àì ê�ñïåïë ìà òäâñëä�îãäæå éêâñïëäêë éàëà

p
ê ìàâ

pi
òï äåñïë�â�

|Ý Þ05)})05)0-+. 1 230+43*)3 5) *)7964.537
!îïòï éàâàë �îï ãêå �àâï ïå ìàâ éëîï�àâ òï ìà âïããäæå àåñïëäêë âï òïãìàëï �îï ìà

áëïãîïåãäà ãêå ìà �îï êãîëëï ãàòà òûðäñê ïâ âäõäìàë� âäå ïõ�àëðê ïâñê åê ïâ âîèãäïåñï
éàëà àâïðîëàë ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ ëïâîìñàòêâö çà �îï éîòäïëêå òàëâï ëàãôàâ òï
âêëñïêâ �îï áàøêëïãäïëàå à ãäïëñêâ òûðäñêâö éïëê �îï àì ãêõ�äåàë ñêòà ìà äåáêëõàãäæå
ç ëïâîõäë ìàâ áëïãîïåãäàâö ïâñàâ ëàãôàâ �îïòïå êãîìñàâ� !êë ïììê âï ëï�îäïëï ñàõ�ä�å
øïëäèãàë ìà äåòïéïåòïåãäà ïåñëï ìêâ ëïâîìñàòêâ âîãïâäøêâ�

ßà áêëõà ñëàòäãäêåàì òï øïëäèãàë ïâñà äåòïéïåòïåãäà ïâ øïë ìêâ ëïâîìñàòêâ òï
îåà îëåà à ñëàø�â òï ìêâ òäáïëïåñïâ âêëñïêâ ãêõê îåà âïëäï òï ñäïõéêö ç ãàìãî�ìàë ìà àîñêãêëëïìàãäæå éàëà õïòäë ìà ãêëëïìàãäæå ïåñëï ìêâ øàìêëïâ òï ìà âïëäï üøïë
�êçàì ýñàñäâñäãàì ýêãäïñç ÿ��ÿ�� ýïà xj

îåà âïëäï òï
n
øàìêëïâ

(j = 1, 2, . . . , n)
ö ïì

ãêïèãäïåñï òï àîñêãêëëïìàãäæå âäõéìï
rk

ãêå ëïñàëòê
k
ö ñûéäãàõïåñï âï ïâñäõà ãêå

rk =

∑n−k
t=1 (xt − x) (xt+k − x)

∑n
t=1 (xt − x)2

üÖ��

òêåòï
x
ïâ ìà õïòäà àëäñõ�ñäãà òï ìà øàëäà�ìï

x
ïå ìà âïëäï� �â îâîàì ãàìãîìàë

rk
éàëà

øàëäêâ øàìêëïâ òï
k
ö îâîàìõïåñï éï�îï@êâ� �åà éëîï�à ñûéäãà òï äåòïéïåòïåãäà òï

ìàâ âïëäïâ ïâ ìà òï Bê�  !äïëãï üÖ�Ø��ö �îï âï �àâà ïå ïì âäðîäïåñï ïâñàòûâñäãê�

Q (r) = n

t∑

k=1

r2
k

üÖ��

�îï àâäåñæñäãàõïåñï ñäïåï îåà òäâñëä�îãäæå
χ2 ãêå

t
ðëàòêâ òï ìä�ïëñàòö éêë ìê

�îï âï ëïãôàóà ìà äåòïéïåòïåãäà òï ìà âïëäï âä
Q (r) > χ2

1−α.
�å ßíîåð  Bê�üÖ�ØÙ� âï éëêéêåï îåà õêòäèãàãäæå à ìà éëîï�à òï Bê��!äïëãïö �îï ñäïåï îå õïíêë

òïâïõéï@ê ãîàåòê âï âàñäâáàãï ïì âîéîïâñê òï åêëõàìäòàò� ßà éëêéîïâñà âï �àâà
ïå ïì ïâñàòûâñäãê

L(r) = n (n + 2)
t∑

k=1

(n − k)−1 r2
k

üÖ��

�îï éàëà
n
ðëàåòï âï òäâñëä�îçï ãêõê

χ2
t

� �ì �îï ïâñàâ éëîï�àâ ëï�îäïëàå åêëõàìä�òàòö õîïâñëàâ ðëàåòïâ ç ïì ôïãôê òï àéêëñàë éêãà ïøäòïåãäà ðë÷èãàö âêå ìäõäñàåñïâ
äõéêëñàåñïâ éàëà âî àéìäãàãäæå éë÷ãñäãà ïå íîïðêâ òï ìêñïëûà�
�åà àìñïëåàñäøà à ìàâ éëîï�àâ òï äåòïéïåòïåãäà âïëûà õêåäñêëïàë ìêâ ëïâîìñàòêâ

òï ìêâ âêëñïêâ ïå ñäïõéê ëïàì ç åê îå à@ê ê òêâ òïâéî�âö ãîàåòê ñêòê ïâ ôäâñêëäà� �â
ëïãêåêãäòê �îï ìàâ ãàëñàâ òï ãêåñëêì âêå îåà òï ìàâ õïíêëïâ áêëõàâ òï õêåäñêëïàë
éëêãïâêâ ëïéïñäñäøêâ üAîñä�ëëïó  òï ìà �àëà ÿ����ö éêë ìê �îï òàòê �îï ãàòà âêëñïê
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òï îå íîïðê òï àóàë ïâ îåà ëïéïñäãäæå ïå ìà ëïàìäóàãäæå òï îå éëêãïâêö âï éëêéêåï
õêåäñêëïàë ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ íîïðêâ òï àóàë õïòäàåñï ãàëñàâ òï ãêåñëêì�
�åà áêëõà éë÷ãñäãà ï äåñîäñäøà òï õêåäñêëïàë ìêâ ëïâîìñàòêâ òï îå íîïðê òï

å�õïëêâ òï
d
òûðäñêâ ïâ øäïåòê ïì òûðäñê �îï ëïâîìñæ ïå ïì õ÷â ëïãäïåñï âêëñïê ç

àåàìäóàë ôàãï ãî÷åñêâ âêëñïêâ üïåâàçêâ� ôà�ûà àéàëïãäòê ñàì òûðäñê� òï ïâñà õàåïëàö
âä

Y
ïâ ïì å�õïëê òï ïåâàçêâ ê âêëñïêâ �îï ñëàåâãîëëäïëêå éàëà �îï àéàëïãäïëà

åîïøàõïåñï ñàì òûðäñêö ïåñêåãïâ �àíê ïì âîéîïâñê òï àìïàñêëäïòàòö
Y

ñäïåï îåà
òäâñëä�îãäæå ðïêõ�ñëäãà ãêå éàë÷õïñëê

p = 0.1
ö éêë ìê �îï

f(y | p) = Pr(Y = y | p) = (1 − p)y−1p
üÖ×�

ãêå
y = 1, 2, . . .ßà òäâñëä�îãäæå àãîõîìàòà ïâñ÷ òàòà éêë

F (y | p) = Pr(Y < y | p) = p

y∑

i=1

(1 − p)i−1 = 1 − (1 − p)
y üÖØ�

�ì ìûõäñï òï ãêåñëêì âîéïëäêë ü
LCS

� ï äåáïëäêë ü
LCI

� äåòäãàå òæåòï âï ïâéïëà
ïâñ�

Y
�àíê ïì âîéîïâñê òï àìïàñêëäïòàò� ýä âï èíà îåà éëê�à�äìäòàò òï ïëëêë ñäéê

	 äðîàì à
γ
ö ïåñêåãïâ ïâñêâ ìûõäñïâ âï ê�ñäïåïå ãêå

Pr(Y > LCS | p) = γ2
ç

Pr(Y < LCI | p) = γ2
� ýäå ïõ�àëðêö ãêå ìà òäâñëä�îãäæå ðïêõ�ñëäãà ãêå

p = 0, 1âï ê�ñäïåï �îï
P (Y = 1) = 0, 1

ö éêë ìê �îï òàòê �îï îâîàìõïåñï ìêâ øàìêëïâ òï
γ
âêå

éï�îï@êâ üïì øàìêë õ÷â ãêõ�åõïåñï îâàòê ïå ãêåñëêì òï éëêãïâêâ ïâ
γ = 0, 0027

�ö
ïåñêåãïâ åê âï òï�ï îâàë

LCI
ö éêë ìê �îï

Pr(Y > LCS | p) = γ.
Dï à�îû �îï

Pr(Y > LCS | p) = 1 − Pr(Y ≤ LCS | p)

= 1 − F (LCS + 1 | p)

= (1 − p)
LCS+1

= γ

Dïâéïíàåòê à
LCS

òï ïâñà �ìñäõà äðîàìòàòö âï ê�ñäïåï �îï ïì øàìêë àéëê�äõàòê
éàëà ïì

LCS
ïâñ÷ òàòê éêë

LCS =
ln(γ)

ln(1 − p)
− 1

üÖÙ�

�æñïâï �îï éàëà ìà àéìäãàãäæå ïâéïãûèãà òï ìà ãàëñà ïâ åïãïâàëäê éàëñäë òï �îï
p = 0.1

� âä åê áîïëà àâûö ïåñêåãïâ ìà äåãïëñäòîõ�ëï âê�ëï
p
ìà éêòëûà àéêëñàë îåà

òäâñëä�îãäæå Bïñàö ç ôàãïë äåáïëïåãäà ãêå ìà òäâñëä�îãäæå éêâñïëäêë ãêëëïâéêåòäïåñï�
�å Aîñä�ëëïó üÿ��×� âï éëïâïåñà îåà øïëâäæå �àçïâäàåà éàëà îåà ãàëñà òï ãêåñëêì
�àíê ïì âîéîïâñê àåñïëäêë� ßà øïëâäæå áëïãîïåñäâñà òï ìà ãàëñà ðïêõ�ñëäãà ç àìðîåêâ
òïñàììïâ òï âî ãàëàãñïëäóàãäæå âï éîïòïå ãêåâîìñàë ïå ~àåðö�äïö"îëàìõàåä  Eâîä
üÿ��ÿ��

ýä
γ = 0.0027

ö ïåñêåãïâ ïì ìûõäñï òï ãêåñëêì âîéïëäêë
LCS

âï éîïòï ñêõàë äðîàì
à �×ö çà �îï

Pr(Y > 56 | p = 0, 1) = 0, 002739.

òïõ÷â òï ìêâ ìûõäñïâ òï ãêåñëêì

ïâ îâîàì ïâñà�ìïãïë êñëàâ óêåàâ �îï àçîòàå à òïñïãñàë êñëêâ éàñëêåïâ åê àìïàñêëäêâ
ïå ïì ãêõéêëñàõäïåñê òïì éëêãïâê üøïë Aîñä�ëëïó  òï ìà �àëà ÿ����� ýäå ïõ�àëðêö
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ïå ïì ãàâê òï ìà ãàëñà òï ãêåñëêì ðïêõ�ñëäãà åê ïâ éêâä�ìï îñäìäóàë ìàâ óêåàâ ñûéäãàâòï�äòê à ìà áêëõà òï ìà òäâñëä�îãäæå ðïêõ�ñëäãàö �îï ñäïåï îåà áêëõà ï�éêåïåãäàìòêåòï àãîõîìà ìàâ éëê�à�äìäòàòïâ õ÷â àìñàâ à ìêâ å�õïëêâ ïåñïëêâ õ÷â éï�îï@êâ�
�êõê àìñïëåàñäøà âï éëêéêåï ðïåïëàë ãäåãê óêåàâ ãêå îåà ãê�ïëñîëà àéëê�ä�õàòà òï �öÿ� ïå ìà éëê�à�äìäòàò éàëà ìêâ ãêëëïâéêåòäïåñïâ øàìêëïâ òï

Y
� �âñàâ

óêåàâ âï òïñàììàå ïå ìà ñà�ìà Öö ç âï ôàå ê�ñïåäòê ãêå ïì àéêçê òï ìà òäâñëä�îãäæå
àãîõîìàòà üÖØ�� �êõê ïå ïì íîïðê òï å�õïëêâ òï

d
òûðäñêâ ìê �îï âï �îäïëï ðà�ëàåñäóàë ïâ ìà àìïàñêëäïòàòö ïåñêåãïâ ïâñê âïë÷ ï�îäøàìïåñï à ê�âïëøàë îå éëêãïâê

üíîïðê� �àíê ãêåñëêì ïâñàòûâñäãê ïå îåà ãàëñà ðïêõ�ñëäãàö ïå òêåòï ìà éëêéêëãäæå
òï éîåñêâ ïå ìàâ òäáïëïåñïâ óêåàâ à ìê ìàëðê òï ìà ãàëñà òï ãêåñëêì âïà ãêåâäâñïåñï
ãêå ìà éëê�à�äìäòàò äåòäãàòà ïå ìà ñà�ìà Ö� ßà âïéàëàãäæå òï ìàâ óêåàâ òï ìà ñà�ìà
Ö éîïòï òàëâï ãêå ïì øàìêë õïòäê �îï ìàâ âïéàëàö àâû

lA = 2, 5, lB = 5, 5, lC = 9, 5,
lD = 16, 5.

����� �� �� &� � �& �&��& �� �� ���� ���������&"
�êåà �àìêëïâ òï

Y
!ëê�à�äìäòàò

A {1, 2} 0, 19000

B {3, 4, 5} 0, 21951

C {6, 7, 8, 9} 0, 20307

D {10, . . . , 16} 0, 20212

E {Y ≥ 17} 0, 18530

Dï ïâñà áêëõàö éàëà õêåäñêëïàë ïì ãêõéêëñàõäïåñê òï
Y

ïå îå íîïðê òï å�õïëê
òï

d
òûðäñêâö ìà ê�âïëøàãäæå âï éîïòï ãïåñëàë ïå ãàòà îåà òï ìàâ îëåàâ ãêå ìàâ �îï

îâîàìõïåñï âï ðïåïëàå ìêâ òûðäñêâ òïì íîïðê� Cêåäñêëïàåòê ïå áêëõà âïéàëàòà ãàòà
îëåà ç ììïøàåòê îå ëïðäâñëê üãàëñà� éàëñäãîìàë éàëà ãàòà òûðäñê �éàëà ïììê ãàòà øïó�îï âï ëïàìäãï îå âêëñïê âï øï �î� òûðäñê áîï ï�ñëàûòê òï ìà îëåà �àíê àå÷ìäâäâ�ö âïàåàìäóà ãî÷åñêâ âêëñïêâ áîïëêå åïãïâàëäêâ éàëà �îï øêìøäïëà à àéàëïãïë ñàì òûðäñêö
ãêå ìê �îï ïå ãàòà âêëñïê âï ñäïåï ïì øàìêë òï

Y
� !àëà àéìäãàë ìà ãàëñà òïâòï ïì

éëäõïë âêëñïêö âï éîïòï âîéêåïë �îï ïå ïì âêëñïê ãïëê âàìäïëêå ñêòêâ ìêâ òûðäñêâ�
ýä âï øäïëà îå éîåñê áîïëà òïì

LCS
ö âï òï�ïë÷ øïë �î� éàâæö éàëñäãîìàëõïåñï

�î� òûðäñê
i
ïâö éêë�îï ïâñê äòïåñäèãàë÷ ìà ïâáïëà �îï ôà ñàëòàòê òïõàâäàòêâ âêëñïêâ

ïå âàìäëö ïâ òïãäëö ïâñê âîðïëäë÷ �îï
pi < 0, 1

� 
ì ãêåâäòïëàë �îï ∑10
i=1 pi = 1

ö ç âä
pi < 0, 1

éàëà àìð�å
i
ö ïåñêåãïâ ïâñê äõéìäãà ïå ãêåñëàâñï �îï

pj > 0, 1
éàëà îåà ê

õ÷â
j = 1, . . . 10

ö ãêå
j 6= i.

�âñêö ñëàâìàòàòê ïå ìà ãàëñà òï ãêåñëêìö âï ëï�ïíàë÷ ïå
�îï õäïåñëàâ ìêâ øàìêëïâ òï

Y
éàëà ìà ïâáïëà

i
ö
Yi,

ñïåòïë÷å à âïë õ÷â ðëàåòïâö ìêâ
øàìêëïâ òï

Yj
ñïåòïë÷å à âïë õ÷â éï�îï@êâ� 
õ�àâ ãêâàâ âï òïñïãñàë÷å ïå ìàâ óêåàâòï ìà ãàëñà òï ãêåñëêì� �âñà ïâñëîãñîëà òï òïéïåòïåãäà éìàåñïà ìà åïãïâäòàò òï ôàãïë

îå õêåäñêëïê âäõîìñ÷åïê ï äåòäøäòîàìäóàòê éàëà ñêòàâ ìàâ ïâáïëàâ� ýäõîìñ÷åïê ïå
ïì âïåñäòê �îï âï ñïåðà ãìàëê �îï à �îäïå âï ïâñ÷ õêåäñêëïàåòê ïâ à

Y
üå�õïëê

òï ïåâàçêâ ê âêëñïêâ �îï ñëàåâãîëëäïëêå éàëà �îï âàìäïëà åîïøàõïåñï ïì òûðäñê �îï
àãà�à òï àéàëïãïë�ö éïëê äåòäøäòîàìäóàòê éêë�îï âï éëêéêåï �îï ïì øàìêë òï

Y
âï

ëïðäâñëï ïå ìà ãïìòà üãàëñà� �îï ìï ãêëëïâéêåòï à ãàòà òûðäñê�
Dï ïâñà õàåïëà ïå ãàòà ãàëñàö éàëà ãàòà òûðäñêö âï òï�ï øäðäìàë øäâîàìõïåñï

�îï àéëê�äõàòàõïåñï ìà �îäåñà éàëñï òï ìêâ øàìêëïâ òï
Y

ãàäðàå ïå ãàòà îåà òï

#½$À¾¿Ã %»Â»ÇÊÀÃÕÃ Ï½ Å¾¿ÃÏ&¾¿ÀÎÃ '' ()*+*, +-./+0*
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ìàâ óêåàâ òï ìà ãàëñà� ýä ôàç âêâéïãôàâ òï �îï ïâñê åê ïâñ÷ êãîëëäïåòê éàëà îå
òûðäñêö éêë�îï éêë ïíïõéìê ôàç îåà ëàãôà ìàëðà òï éîåñêâ òêåòï ìêâ øàìêëïâ òï

Yñäïåòïå à ãàïë ïå ìàâ �ìñäõàâ óêåàâ òï ìà ãêëëïâéêåòäïåñï ãàëñà òï ãêåñëêì� ïâñê
ñàõ�ä�å âï ëï�ïíàë÷ ïå áêëõà êéîïâñà ïå éêë ìê õïåêâ êñëà óêåà òï êñëê òûðäñêö
òêåòï âï ñïåòë÷å õîãôêâ éîåñêâ ïå ìàâ éëäõïëàâ óêåàâ òï ìà ãàëñà òï ãêåñëêì�
	òïåñäèãàòê ïâñêö éàëà øïëäèãàë áêëõàìõïåñï ìàâ éêâä�ìïâ ëàãôàâ òï éîåñêâ �îï
âäðîïå îå éàñëæå åê àìïàñêëäê âï ñäïåïå òêâ éêâä�äìäòàòïâ� �å ìà éëäõïëà âï éàëñï
òï îå õêòïìê õîìñäåêõäàì éàëà ïì òûðäñê

i
ãêå ìêâ ãäåãê âîãïâêâ òàòêâ éêë ìàâ óêåàâòï ìà ãàëñàö ïâ òïãäëö îå õêòïìê õîìñäåêõäàì ãêå

p = (pA, pB, pC , pD, pE)
ö òêåòï

âï ê�âïëøàå
xi

øïãïâ ìà ïâáïëà
i
� ïåñêåãïâ ìà òäâñëä�îãäæå õàëðäåàì éêâñïëäêë éàëà

ãîàì�îäïëà òï ìàâ
pk

üãêå
k = A, . . . , E),

âï ê�ñäïåï à éàëñäë òï üÖÿ�ö éàëà éëïãäâàë
õïíêë �îï �îïòï ìê äåòäãàòê ãêõê ìà òäâñëä�îãäæå à éëäêëä åê äåáêëõàñäøàö

αk = 1
�

�âéïãûèãàõïåñï ìà òäâñëä�îãäæå ïâ Bïñà(1 + wk, 5 + xi − (1 + wk))
�

π(pk | xi, wk) =

Γ (5 + xi)

Γ (1 + wk) Γ (5 + xi − (1 + wk))
p1+wk−1

k (1 − pk)5+xi−(1+wk)−1 üÖ��
òêåòï

wk
ïâ ïì å�õïëê òï éîåñêâ �îï ãàçïëêå ïå ìà óêåà k

òï ìà ãàëñà òï ãêåñëêì
éàëà ïì òûðäñê

i.

 éàëñäë òï ïâñà òäâñëä�îãäæå õàëðäåàì âï éîïòï ãàìãîìàë îå äåñïë�øàìê òï éëê�à�äìäòàò éàëà øïë âä �âñï äåãìîçï àì ãêëëïâéêåòäïåñï øàìêë òï

pk
òàòê

ïå ìà ñà�ìà Ö� 
òäãäêåàìõïåñï âï éîïòïå ãêõ�äåàë òêâ ê õ÷â òï ìàâ óêåàâ òï ìà
ñà�ìà Öö ç ôàãïë ìêâ àå÷ìäâäâ ãêëëïâéêåòäïåñïâ õïòäàåñï üÖ���
�ì êñëê ãëäñïëäê éàëà øïëäèãàë ëàãôàâ òï øàìêëïâ òï

Y
�îï åê âäðàå îå éàñëæå

àìïàñêëäê ïâ ìà àéìäãàãäæå òï ìà òäâñëä�îãäæå �äåêõäàì� ýîéæåðàâï �îï ôàç îåà ëàãôà
âêâéïãôêâà òêåòï

h
òï

t
éîåñêâ ãêåâïãîñäøêâ ãàçïëêå ïå ìà óêåà k

òï ìà ãàëñà
ðïêõ�ñëäãàö ãêåâäòïëàåòê �îï ìà óêåà k

éîïòï âïë àìðîåà òï ìàâ äåòäãàòàâ ïå ìà
ñà�ìà Öö ê �äïå îåà ãêõ�äåàãäæå òï àìðîåàâ óêåàâ òï ïâñà ñà�ìà î êñëàâ �îï ëï�åàå
àìð�å êñëê ãëäñïëäê� �åñêåãïâ ïâ ãìàëê �îï �àíê ïì âîéîïâñê òï àìïàñêëäïòàòö ìà
éëê�à�äìäòàò òï �îï ñàì ëàãôà êãîëëà ïâñ÷ òàòà éêë ìà òäâñëä�îãäæå �äåêõäàì

(t, pk)
ö

òêåòï
pk

ïâ ìà éëê�à�äìäòàò òï ìà óêåà k
ãêåâñëîäòà ãêõê âï ôà äåòäãàòê� !êë ñàåñê

Pr(h | t) =

(
t

h

)
ph

k(1 − pk)t−h üÿ��

!êë ïíïõéìêö âîéæåðàâï �îï ïå ìà óêåà A
òï ìà ãàëñà òï ãêåñëêì ðïêõ�ñëäãà

éàëà àìð�å òûðäñê ãàïå ñëïâ éîåñêâ ãêåâïãîñäøêâö ìê �îï âäðåäèãà �îï ñàì òûðäñê âàìäæ
ãêõê ëïâîìñàòê ïå ñëïâ âêëñïêâ ãêåâïãîñäøêâ ê ãàâä ãêåâïãîñäøêâ� !àëà ãàìãîìàë ìà
éëê�à�äìäòàò òï ïâñêö âï ñäïåï �îï

h = 3
ö
t = 3

ç
pk = 0, 19

�ç òï àãîïëòê ãêå üÿ��ö ìàéëê�à�äìäòàò òï ñàì ëàãôà ïâ äðîàì à
0, 006859.

�âñà éëê�à�äìäòàò ïâ âîèãäïåñïõïåñï
�àíà ãêõê éàëà éàâàë éêë àìñê ìà âäñîàãäæå� éêë ñàåñê ìê �îï âï âîðäïëï ôàãïë ïâ
ïøàìîàë òï ãïëãà ìê �îï ïâñ÷ éàâàåòê ãêå ïì éëêãïâê òï àìïàñêëäóàãäæåö ãêõê éêë
ïíïõéìê âï éêòëûàå âäõîìàë âêëñïêâ éàëà ãêëëê�êëàë ìà âêâéïãôà ãêå õ÷â òàñêâ� �å
ìà âïããäæå �ö òêåòï âï àåàìäóàå òàñêâ òï îå ãàâê éë÷ãñäãêö âï àéìäãà üÿ�� éàëà øàëäàâëàãôàâ âêâéïãôêâàâ�
!àëà àåàìäóàë ïì áîåãäêåàõäïåñê òï ìà ãàëñà éëêéîïâñà âï ôàãï ïì âäðîäïåñï ïâ�ñîòäêö ç àòïõ÷â õ÷â àòïìàåñï âï øïë÷ ïì ãàâê éë÷ãñäãê òïì âêëñïê Eëäâ�
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!àëà àåàìäóàë ç øäâîàìäóàë ïì áîåãäêåàõäïåñê òï ìà ãàëñà ðïêõ�ñëäãà éëêéîïâñà
ïå ìà âïããäæå éëïøäà âï ôäóê îå ïâñîòäê Cêåñï �àëìê� ßàâ ëîñäåàâ áîïëêå éëêðëà�õàòàâ ãêå ��q���� ýï �îâãæ âäõîìàë ìê �îï êãîëëï ïå îåà îëåà �îï ãêåñäïåï òäïóïâáïëàâ åîõïëàòàâ ãêå ìêâ òûðäñêâö ç ïå ãàòà âêëñïê âï ï�ñëàï îåà� ýï àâäðåæ îåà
éëê�à�äìäòàò òï ï�ñëàããäæå pi

éàëà ãàòà ïâáïëà ç âï âäõîìàëêå ��� õäì ëïéïñäãäêåïâ
òïì âêëñïê� 
òïõ÷â òï ãîàåñäèãàë ìà éëêéêëãäæå òï øïãïâ �îï ëïâîìñæ ãàòà ïâáïëàö
âï ëïðäâñëæ ïì å�õïëê òï âêëñïêâ �îï ñîøäïëêå �îï éàâàë éàëà �îï øêìøäïëà à âàìäë ïì
õäâõê ëïâîìñàòêö ïâ òïãäë âï ãîàåñäèãæ

Y
ö íîåñê ãêå ìà éëêéêëãäæå òï øïãïâö ëïâéïã�ñê àì ñêñàì òï âêëñïêâ ïå �îï ïì øàìêë òï

Y
áîï âîéïëäêë àì ìûõäñï òï ãêåñëêì âîéïëäêë

ü
LCS = 56

�� 
òïõ÷âö éàëà ãàòà ïâáïëà âï ëïðäâñëæ ìà éëêéêëãäæå òï øïãïâ ïå �îï
ïì øàìêë òï

Y
ãàçæ ïå ãàòà îåà òï ìàâ óêåàâ òï ìà ãàëñà éàëà ãàòà òûðäñê üñà�ìà Ö��

�å ìà ñà�ìà ÿ âï ëïéêëñàå ìêâ ëïâîìñàòêâ éàëà òêâ ãàâêâ� �å ïì éëäõïëê âï âîéîâê
�îï òêâ ïâáïëàâö ìà � ç �ö ñïåûàå éëê�à�äìäòàòïâ òï âïë ï�ñëàûòàâ òï p3 = 0, 07

ç
p4 = 0, 13

ö ç à ìàâ ëïâñàåñïâ âï ìïâ àâäðåæ îåà éëê�à�äìäòàò òï
0, 1
� ýï ê�âïëøà �îï

ìà éëêéêëãäæå ïå ìà �îï ãàòà ïâáïëà áîï ïì ëïâîìñàòê òïì âêëñïê áîï õîç âäõäìàë à
âî ãêëëïâéêåòäïåñï éëê�à�äìäòàò� éêë ïíïõéìêö ïì

7, 0 %
òï ìàâ êãàâäêåïâ ìà ïâáïëà

� áîï ïì ëïâîìñàòê òïì âêëñïêö ç ìà ãîàñëê îå
13, 0 %

òï ìàâ øïãïâ� !êë êñëê ìàòêö
ïå ãîàåñê à ìêâ øàìêëïâ òï

Y
ïå ìàâ óêåàâ A

à
E

éàëà ãàòà ïâáïëàö âï øï �îï ïå
ïì ãàâê òï ìà ïâáïëà �ö ìàâ éëêéêëãäêåïâ éàëà ìàâ éëäõïëàâ ñëïâ óêåàâ áîï òï

0, 138
ö

0, 168
ç

0, 172
ö �îï âêå øäâä�ìïõïåñï õïåêëïâ à ìàâ ïâéïëàòàâö òï àìëïòïòêë òï

0, 20
�

ïå ãêåñëàâñïö ïå ìà �ìñäõà óêåàö ìà E
ö ñäïåï îåà éëêéêëãäæå òï

0, 313
ö ãêåñëà îåà

ïâéïëàòà òï
0.185

� �å êñëàâ éàìà�ëàâ ìà ïâáïëà ñëïâ ñàëòà�à òïõàâäàòêâ âêëñïêâ ïå
âàìäë� �å ãîàåñê à ìà ïâáïëà �ö ìêâ ëïâîìñàòêâ âêå êéîïâñêâ� õ÷â øïãïâ ãàçæ

Y
ïå

ìàâ éëäõïëàâ óêåàâ òï ìà ãàëñà ç éêãàâ ïå ìàâ �ìñäõàâ� éêë ïíïõéìêö ïå ìà óêåà Eìà éëêéêëãäæå áîï òï
0, 107

ö �îï ïâ ãàâä ìà õäñàò òï ìà ïâéïëàòà �àíê àìïàñêëäïòàò
ü
0, 185)

� �å ìêâ ëïâñàåñïâ òûðäñêâ ìêâ ëïâîìñàòêâ ïå ìàâ òäáïëïåñïâ óêåàâ âêå õîç
âäõäìàëïâ à ìêâ ïâéïëàòêâ �àíê àìïàñêëäïòàò�
!àëà ïì âïðîåòê ãàâê òï ìà ñà�ìà ÿö âï àâäðåæ à ìà ïâáïëà ÿ îåà éëê�à�äìäòàò

òï âïë ï�ñëàûòà òï
p2 = 0, 145

ö ç ïâñï àîõïåñê ëïâéïãñê à
0, 10

âï �îäñæ òï áêëõà
ï�îäñàñäøà àì ëïâñê òï ìàâ ïâáïëàâö ãêå ìê �îï âîâ éëê�à�äìäòàòïâ òï ï�ñëàããäæå áîïëêå
òï

0, 095
� ýï ê�âïëøà �îï ìà éëêéêëãäæå ãêå ìà �îï âàìäæ ãàòà ïâáïëà ïâ õîç âäõäìàë

à ìà éëê�à�äìäòàò àâäðåàòàö éêë ïíïõéìêö îå
14, 5 %

òï ìàâ êãàâäêåïâ ìà ïâáïëà ÿ áîïïì ëïâîìñàòê òïì âêëñïêö õäïåñëàâ �îï ìàâ éëêéêëãäêåïâ òï ìêâ øàìêëïâ òï
Y

éàëà ñàì
ïâáïëà �îï ãàïå ïå ìàâ óêåàâ A

ç
B

âêå òï
0, 271

ç
0, 270

ëïâéïãñäøàõïåñïö àõ�àâ
õîç éêë àëëä�à òï

0, 20
� �âñêâ àîõïåñêâ ãêåñëàâñàå ãêå ìêâ òàñêâ ê�âïëøàòêâ éàëà

ìà óêåà E
ö à ìà �îï ìï ãêëëïâéêåòïå âæìê ïì

8, 0 %
òï ìêâ øàìêëïâ òï

Y
éàëà ìà ïâáïëà

ÿ� �ïâéïãñê òïì ëïâñê òï ìàâ ïâáïëàâö âï åêñà îåà ìäðïëà òäâõäåîãäæå òï ìà éëêéêëãäæå
òï øàìêëïâ òï

Y
éàëà ìà óêåà A

�
�êå ìêâ ëïâîìñàòêâ òï ìàâ âäõîìàãäêåïâ òï ìà ñà�ìà ÿ âï äìîâñëà �îï îå äåãëïõïåñê

ïå ïì éêëãïåñàíï òï ï�ñëàããäêåïâ òï îå òûðäñê ïå éàëñäãîìàë âï éîïòï òïñïãñàëö
àòïõ÷â òï ïå ïì éêëãïåñàíï õäâõêö ïå ìà ãàëñà òï ãêåñëêì õïòäàåñï îå äåãëïõïåñê
òï ìà éëêéêëãäæå òï øàìêëïâ òï

Y
�îï ãàïå ïå ìàâ éëäõïëàâ óêåàâ òï ìà ãàëñà ç îåà

�àíà éëêéêëãäæå òï øàìêëïâ òï
Y

ïå ìàâ �ìñäõàâ óêåàâö éëäåãäéàìõïåñï ïå ìà óêåà
E
ö õäïåñëàâ �îï ãîàåòê âï ñäïåïå éëêéêëãäêåïâ òï ï�ñëàããäæå õïåêëïâ à

0, 1
ö âï

#½$À¾¿Ã %»Â»ÇÊÀÃÕÃ Ï½ Å¾¿ÃÏ&¾¿ÀÎÃ '' ()*+*, +-./+0*
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����� �� ������&��� �� ������� �� �����&��� #&�& ��� �&��� �������� &���"#½¾ÁÂ¿ÃÏ» ¹ÁÕ¿»¾ ¼Á½ºÃ ¹º»Ó»ºÎÀ�Õ Ï½ ÓÁÕ¿»¾ ½Õ ÎÃÏÃ Ì»ÕÃÏ½Â ¾»º¿½» Ï½Â LCS A B C D E¹º»ÊÄ ¿½�ºÀÎÃ pi = 0, 1 0, 100 0, 00027 0, 190 0, 220 0, 203 0, 202 0, 185+
0, 100 0, 00027 0, 188 0, 221 0, 203 0, 206 0, 183)
0, 100 0, 00024 0, 192 0, 219 0, 203 0, 201 0, 186#½¾ÁÂ¿ÃÏ»¾ �
0, 070 0, 00119 0, 138 0, 168 0, 172 0, 209 0, 313ÓÃºÃ Â»¾ �
0, 130 0, 00006 0, 245 0, 255 0, 214 0, 179 0, 107Ï&ËÀ¿»¾� �
0, 100 0, 00025 0, 191 0, 217 0, 204 0, 202 0, 185Î»Õ p3 = 0, 07

-
0, 100 0, 00032 0, 191 0, 220 0, 200 0, 202 0, 186

p4 = 0, 13
� .

0, 100 0, 00035 0, 193 0, 218 0, 203 0, 203 0, 183Ô Â»¾ º½¾¿ÃÕ¿½¾ �
0, 099 0, 00028 0, 191 0, 221 0, 201 0, 196 0, 191ÀËÁÃÂ Ã

0, 1
0

0, 101 0, 00026 0, 190 0, 219 0, 206 0, 202 0, 183*
0, 100 0, 00032 0, 189 0, 219 0, 199 0, 208 0, 185+
0, 095 0, 00035 0, 182 0, 211 0, 197 0, 206 0, 204)
0, 145 0, 00001 0, 271 0, 270 0, 216 0, 163 0, 080#½¾ÁÂ¿ÃÏ»¾ �
0, 095 0, 00033 0, 184 0, 211 0, 198 0, 206 0, 201ÓÃºÃ Â»¾ �
0, 095 0, 00034 0, 180 0, 216 0, 199 0, 202 0, 203Ï&ËÀ¿»¾� Î»Õ �
0, 095 0, 00037 0, 181 0, 215 0, 197 0, 206 0, 201

p2 = 0, 145
-

0, 095 0, 00038 0, 183 0, 215 0, 196 0, 208 0, 198Ô Â»¾ º½¾¿ÃÕ¿½¾ .
0, 095 0, 00037 0, 184 0, 208 0, 203 0, 204 0, 201ÀËÁÃÂ Ã

0, 095
�

0, 094 0, 00036 0, 179 0, 215 0, 197 0, 203 0, 2060
0, 095 0, 00034 0, 182 0, 214 0, 196 0, 203 0, 204*
0, 095 0, 00038 0, 197 0, 207 0, 202 0, 207 0, 202

òïñïãñà ïå ìà ãàëñàö ãêå éîåñêâ áîïëà òïì
LCS

ö õàçêëïâ éëêéêëãäêåïâ òï øàìêëïâ
òï

Y
�îï ãàïå ïå ìàâ óêåàâ D

ç
E,

ç îåà õïåêë éëêéêëãäæå éàëà ìàâ éëäõïëàâ
óêåàâ òï ìà ãàëñà� ßàâ âêâéïãôàâ òï�ïå âïë øàìäòàòàâ ãêå ìàâ éëîï�àâ òïâãëäñàâ ïå
ìà âî�âïããäæå ÿ�ÿ�
�å ëïìàãäæå ãêå ïì îâê òïì

LCS
éàëà òïñïãñàë ãàõ�äêâö éëäõïëê ïâ äõéêëñàåñï

éîåñîàìäóàë ìà éëê�à�äìäòàò òïì ïëëêë ñäéê 	ö �îï ãêåâäâñï ïå òïãìàëàë �îï ôà ôà�äòê
îå ãàõ�äê ãîàåòê ïå ëïàìäòàò åê áîï àâûö éêë ìê �îï ïì ãêëëïâéêåòäïåñï éîåñê áîïëà
òïì

LCS
âïë÷ îåà áàìâà àìàëõà� �å ìà ñà�ìà ÿö âï ôà ïâñäõàòê ìà éëêéêëãäæå òï áàìâàâ

àìàëõàâ òï�äòê à éîåñêâ áîïëà òïì
LCS

� ýï ôà ôïãôê ëïâéïãñê àì ñêñàì òï âêëñïêâö
éêë�îï àì èåàì òï ãîïåñàâ âï ïâñ÷ õêåäñêëïàåòê âæìê îå éëêãïâêö ç ìêâ ëïâîìñàòêâ
âï ëïéêëñàå òï áêëõà âïéàëàòà éàëà ãàòà òûðäñê ãêõê îåà ïâñëàñïðäà éàëà âïéàëàë
áîïåñïâ òï øàëäà�äìäòàò àñëä�îä�ìï ç àâû ìêðëàë îå õïíêë õêåäñêëïê òïì éëêãïâê�

åñï ïâñêö ïì

LCS
âï ôà ïâñà�ìïãäòê ãêå

γ = 0, 002739
ö ãêõê ïâ îâîàì ïå ãàëñàâ

òï ãêåñëêìö òï ñàì áêëõà �îï ïå ãêåòäãäêåïâ òï ãêåñëêì ïâñàòûâñäãê üàìïàñêëäïòàò�
âï ïâéïëàëûà �îï ïåñëï ñêòêâ ìêâ òûðäñêâ âæìê âï ñîøäïëà ïâà éëêéêëãäæå òï áàìâàâ
àìàëõàâ� ýä à

0, 002739
âï ìï òäøäòï ïåñëï òäïóö ïåñêåãïâ âï ïâéïëàëûà �îï ãàòà

òûðäñê àéêëñï
0, 00027

éîåñêâ áîïëà òïì
LCS.

�å ìà ñà�ìà ÿ âï éîïòï øïë �îï ïå ìàâ
ïâáïëàâ �îï ñîøäïëêå

pi = 0, 1
ö âî éëêéêëãäæå òï éîåñêâ áîïëà ïâñ÷ õîç ãïëãà òï

ìê ïâéïëàòêö õäïåñëàâ �îï éàëà ìàâ ïâáïëàâ ïå �îï
pi < 0, 1

âï ñäïåïå õ÷â éîåñêâ
áîïëàö éêë�îï ñàëòà õ÷â ìà ïâáïëà ïå âàìäë ãêõê ëïâîìñàòê� éêë ïíïõéìêö éàëà ìà
ïâáïëà � ïå ïì ãàâê Öö âï ñäïåï �îï ìà éëêéêëãäæå òï éîåñêâ áîïëà áîï òï

0, 00119
ö ïå

ãàõ�äêö âä
pi > 0, 1,

ìà éëêéêëãäæå òï éîåñêâ áîïëà ïâ õîãôê õïåêëö ãêõê âï øï ïå
ìà ïâáïëà � òïì ãàâê Öö òêåòï ñàì éëêéêëãäæå áîï òï

0, 00006
� !êë ñàì ëàóæå ïì ñäéê òï

#½$À¾¿Ã %»Â»ÇÊÀÃÕÃ Ï½ Å¾¿ÃÏ&¾¿ÀÎÃ '' ()*+*, +-./+0*
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éëê�ìïõàâ òï áàìñà òï àìïàñêëäïòàò �îï âï òïñïãñàå ãêå ïì
LCS

âêå à�îïììêâ òêåòï
pi < 0, 1,

ç åê àâû ãîàåòê
pi > 0, 1

ö ïâñê �ìñäõê òï�äòê à �îï ìà ãàëñà ðïêõ�ñëäãà
åê ñäïåï

LCI
�

�êå ìê �îï âï ôà òäãôê ëïâéïãñê àì ïëëêë ñäéê 	ö �îïòà ãìàëê �îï ìà éëê�à�äìäòàò
òï ïâñï ïëëêë

γ,
�îï ïâ ãêå ìà �îï âï ãàìãîìà ïì

LCS
ö âï õàåñïåòë÷ ëïâéïãñê àì

ñêñàì òï âêëñïêâ �àíê ïì âîéîïâñê òï àìïàñêëäïòàòö à éïâàë òï �îï âï ììïøï ïì ëïðäâñëê
éêë âïéàëàòê òï ìêâ òäáïëïåñïâ òûðäñêâ� 
òïõ÷âö òàòàâ ìàâ ìäõäñàãäêåïâ òïì

LCSéàëà òïñïãñàë ãàõ�äêâö ïâ åïãïâàëäê ïì îâê òï ìàâ ãàëñàâ éàëà ãàòà òûðäñê íîåñê
ãêå ìàâ óêåàâ éëêéîïâñàâ ïå ìà ñà�ìà Ö� �âñê äåãëïõïåñà ìà éêñïåãäà éàëà òïñïãñàë
éëê�ìïõàâ õïòäàåñï ìà äòïåñäèãàãäæå òï ëàãôàâ ê éàñëêåïâ ãêå âêâéïãôà òï áàìñà òï
àìïàñêëäïòàò� !ïëê éàëà õàåñïåïë ïå îå åäøïì �àíê ìà éêâä�äìäòàò òï òïãìàëàë ãàõ��äêâ ãîàåòê åê ìêâ ôà ôà�äòêö ïëëêë ñäéê 	 ðìê�àìö ïåñêåãïâ ãîàåòê ôàçà âêâéïãôàâ
òï îåà ëàãôà åê àìïàñêëäà ïå îåà ãàëñà òï ãêåñëêì éàëà îå òûðäñêö ïâñê òï�ïë÷ âïë
ãêëëê�êëàòê ãêå ãëäñïëäêâ éëê�à�äìûâñäãêâö ãêõê ìêâ âîðïëäòêâ ïå ìà âïããäæå àåñïëäêëö
ãêå ìàâ ï�éëïâäêåïâ üÖÿ�ö üÖ�� ç üÿ���

�Ý �}6+-.-+/0 .6 73*4)3 �*+7 5) ���+-3

�ì âêëñïê Eëäâ ïâ îå íîïðê òï
d
òûðäñêâ òï ìà ïõéëïâà !ëêåæâñäãêâ éàëà ìà 
âäâ�ñïåãäà !��ìäãà òïì ðê�äïëåê õï�äãàåê� 	åäãäàìõïåñï ïì éàëñäãäéàåñï âïìïããäêåà�à

ñëïâ òûðäñêâö éêâñïëäêëõïåñï áîï ãàõ�äàòê éàëà �îï ìà âïìïããäæå áîïëà òï ãîàñëê
òûðäñêâö ç ïå ïì à@ê ÿ��Ø âï ñëàåâáêëõæ ïå îå íîïðê òï ãäåãê òûðäñêâö ãêå ìê ãîàì ïì
éàëñäãäéàåñï áêëõà îå å�õïëê ïåñëï ����� ç ������ �ì âêëñïê âï ëïàìäóà ïå áêëõà
é��ìäãàö ç éàëà ï�ñëàïë ìàâ ïâáïëàâ �îï òïèåïå ïì å�õïëê éëïõäàòê âï îñäìäóà îå
òäâéêâäñäøê ïìïãñëêõïã÷åäãê üîëåà�� ßêâ å�õïëêâ ðàåàòêëïâ òïì âêëñïê Eëäâ ïâñ÷å
òäâéêåä�ìïâ ïå ìà é÷ðäåà ���icgkhk�bzfk�ink�iw � !àëà ïâñï ñëà�àíê âï ñêõàëêå ìêâ
ëïâîìñàòêâ òïì òûðäñê �îï áêëõà�à ìàâ îåäòàòïâ òï õäììàëö à ìà �îï âï äòïåñäèãà ãêõê
ìà îëåà �ö éàëà îå ñêñàì òï ��� âêëñïêâ Eëäâ ïåñëï ïì ÿ���Ø�Ö��× üâêëñïê ÿ�Ö�� çïì ÿÙ����Ö��Ø üâêëñïê ��Öÿ�� ßà áëïãîïåãäà ëïâîìñàåñï éàëà ãàòà îåê òï ìêâ òûðäñêâ
ïå ïâñêâ ��� âêëñïêâ ïå ìà îëåà � âï õîïâñëà ïå ìà ñà�ìà ��

����� ¡� ������&��� �� ��� ������� ���� #&�& �& �� & ¢ £� ��&��� �� ����&�¤"¥&ËÀ¿»
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0¦º½ÎÁ½ÕÎÀÃ
48 56 45 52 49 57 56 43 60 34¹º»Ó»ºÎÀ�Õ

0, 096 0, 112 0, 09 0, 104 0, 098 0, 114 0, 112 0, 086 0, 12 0, 068

�â ïøäòïåñï �îï �àíê ìà ôäéæñïâäâ òï âïìïããäæå àìïàñêëäà òï ìàâ ïâáïëàâö ãàòà
òûðäñê ñäïåï îåà éëê�à�äìäòàò ñïæëäãà òï âïë âïìïããäêåàòê òï

0, 1
� ýäå ïõ�àëðêö à

éëäõïëà øäâñà ìêâ ëïâîìñàòêâ òï ìà ñà�ìà � éàëïãïå ãêåñëàòïãäë ïâñà ôäéæñïâäâö òï�äòê
éàëñäãîìàëõïåñï à ìêâ òûðäñêâ ãïëê ç åîïøï� �âñï �ìñäõê âàìäæ ãàâä ïì òê�ìï òï øïãïâ
�îï ïì éëäõïëê� !àëà ãêåèëõàë ïâñàâ âêâéïãôàâ âï éëêãïòï à éëê�àë ìà ôäéæñïâäâ üÿ�ãêå

m = 10
ç

pi,0 = 0, 1
ö õïòäàåñï ìàâ òäáïëïåñïâ éëîï�àâ àéëê�äõàòàâ òïâãëäñàâ

ïå ìà âî�âïããäæå ÿ�Ö� !àëà ïõéïóàëö ìà éëîï�à îâîàì �àâàòà ïå ïì ïâñàòûâñäãê ü��ö

#½$À¾¿Ã %»Â»ÇÊÀÃÕÃ Ï½ Å¾¿ÃÏ&¾¿ÀÎÃ '' ()*+*, +-./+0*
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òêåòï âï ñäïåï �îï

χ2
0 =

10∑

i=1

(xi − 50)
2

50
= 11, 2

üÿÖ�

ãêõê ïì øàìêë ãëûñäãê ïâ
χ2

0,05,9 = 16, 919,
åê âï ëïãôàóà H0

� �âñï åê ëïãôàóê âï øï
ñàõ�ä�å ãêå ïì øàìêë�p éàëà üÿÖ�ö �îï ïâ òï

0, 2622
� 
âûö ïâñà éëîï�à åê àéêëñà

ïøäòïåãäà âäðåäèãàñäøà ïå ãêåñëà òï ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ ëïâîìñàòêâ âäåñïñäóàòêâïå ìà ñà�ìà �� 
ìðê âäõäìàë êãîëëï ãêå ìà éëîï�à òï ìà ëàóæå òï øïëêâäõäìäñîò òïì
ïâñàòûâñäãê ü��ö çà �îï ïì øàìêë òï

R = 11, 703
ö ììïøà à åê ëïãôàóàë H0

ö éîïâñê �îï
ïì øàìêë�p ãêëëïâéêåòäïåñï ïâ äðîàì à

0, 2306
� !êë âî éàëñïö ãêå ìà éëîï�à òï �àââ

�àâàòà ïå ïì ïâñàòûâñäãê üØ�ö âï ñäïåï �îï
χ2

c = 11, 18
ö ç òàòê �îï ìêâ ðëàòêâ òï

ìä�ïëñàò éàëà ìà òäâñëä�îãäæå
χ2 òï ëïáïëïåãäà âêå

v = 9, 02
ö ïåñêåãïâ ïâñà éëîï�à

ñàõéêãê ëïãôàóà H0
� �å ãîàåñê à ìêâ äåñïëøàìêâ âäõîìñ÷åïêâ éàëà ìàâ òäïó pi

ö
�àâàòêâ ïå üÙ�ö ãêå

α = 0, 05,
ñêòêâ äåãìîçïå àì

0, 1
� éêë ïíïõéìê ìêâ äåñïëøàìêâ

éàëà
p1, p9

ç
p10

ïâñ÷å òàòêâö ëïâéïãñäøàõïåñïö éêë
[0, 065, 0, 139], [0, 085, 0, 167]

ç
[0, 043, 0, 107]

ö ãêå
p10

ìà éëê�à�äìäòàò éàëà ïì òûðäñê ãïëê� �êõê ñêòêâ ìêâ äåñïëøàìêâ
äåãìîçïå à

0, 1
ö åê âï ëïãôàóà üÿ� ãêå ïâñà õïñêòêìêðûà� �â òï âï@àìàë �îï ïì äåñïëøàìê

éàëà ïì òûðäñê ãïëê ïâ ïì �îï ïâñîøê õ÷â ãïëãàåê òï åê äåãìîäë àì
0, 1.!àëà àéìäãàë ïì éëêãïòäõäïåñê �àçïâäàåê òïâãëäñê ïå ìà âî�âïããäæå ÿ�ÿö âï ñäïåï�îï

n =
∑10

i=1 xi = 500
ç

α∗

0 = 5 + 500
� �å éëäõïë àâîåñê òï äåñïë�â ïâ ï�éìêëàëìà òäâñëä�îãäæå ãêåíîåñà éêâñïëäêë òï ìà éëê�à�äìäòàò òïì òûðäñê ãïëêö

p10,
ç ìà òïì

åîïøïö
p9.

!àëà ïììê âï ôäóê îåà ãêëëäòà òï òêâ õäì âäõîìàãäêåïâ òï ìà òäâñëä�îãäæå
éêâñïëäêë òï

p
ö îñäìäóàåòê ïì opopqrst òï `ö ãêõê âï äåòäãæ ïå ìà âî�âïããäæå ÿ�ÿ��å ìà éàëñï âîéïëäêë òï ìà èðîëà Ö âï øï îåà õîïâñëà òï ìà òäâñëä�îãäæå ãêåíîåñà

éêâñïëäêë òï
(p10, p9)

ö òï òêåòï âï àéëïãäà ìà éêãà éêâä�äìäòàò �îï âï ìï òà à �îï
p10 ≥ 01

� òï ôïãôêö òï ìêâ òêâ õäì éîåñêâ âæìê Ö� ïâñ÷å à ìà òïëïãôà òï ìà ìûåïà
øïëñäãàì

p10 = 0, 1
ö ìê �îï ïå éëêéêëãäæå âäðåäèãà

0, 007
� �âñàâ ïøäòïåãäàâ ëïáîïëóàåïì ôïãôê òï �îï

p10 < 0, 1
� !êë âî éàëñïö ìà éêâä�äìäòàò òï �îï

p9 > 0, 1
ïâ îå

éêãê õàçêëö çà �îï òï ìêâ òêâ õäì éîåñêâ
165

ïâñ÷å à�àíê òï ìà ìûåïà ôêëäóêåñàì
p9 = 0, 1,

ìê �îï âäðåäèãà îåà éëêéêëãäæå òï
0, 0825.�åà ãêåãìîâäæå âäõäìàë à ìà àåñïëäêë âï ììïðà àì ê�âïëøàë ìà éàëñï �àíà òï ìà

èðîëà Ö �îï õîïâñëà ìà ðë÷èãà òï ãêåñêëåêâ ãêå òäïó ãêëñïâ òï ìà òäâñëä�îãäæå
éêâñïëäêë òï

pm = (p10
ö
p9, 1 − p10 − p9)

ö �îï òï àãîïëòê ãêå ìê ïâñà�ìïãäòê ïå ìà
âî�âïããäæå ÿ�ÿö ïâ Däëäãôìïñüpm, αm),

ãêå
αm = (1 + 34, 1 + 60, 510− 2− 34− 60)

�
�å ïâñà èðîëà âï øï ìà éêãà éêâä�äìäòàò �îï âï ìï òà à ìà ëïðäæå

p10 ≥ 0, 1.Dï ìà õäâõà õàåïëà âï éîïòï ê�ñïåïë ìà òäâñëä�îãäæå éêâñïëäêë õàëðäåàì üÖÿ�éàëà ãîàì�îäïëà òï ìêâ òûðäñêâö �îï âïð�å ìê ïâñà�ìïãäòê ïå ìà âî�âïããäæå ÿ�ÿ ïâ
îåà òäâñëä�îãäæå Bïñà(1 + xi, 510 − 1 − xi).

�êõê ïâ òï éàëñäãîìàë äåñïë�â ôàãïë
äåáïëïåãäà âê�ëï ìêâ òûðäñêâ åîïøï ç ãïëêö òï ìà ñà�ìà � âï øï �îï �âñêâ ñîøäïëêå îåà
áëïãîïåãäà òï

x9 = 60
ç

x10 = 34
ö ëïâéïãñäøàõïåñï� �å ìà èðîëà ÿ âï õîïâñëà ìà

òäâñëä�îãäæå éêâñïëäêë éàëà ïâñêâ òêâ ãàâêâö òï òêåòï ïâ ãìàëê �îï ïå ïì ãàâê òïì
òûðäñê ãïëê âï òï�ï ëïãôàóàë ìà äòïà òï �îï

p10 = 0, 1
ö ãêõê ëï�îäïëï ïì âîéîïâñê

òï àìïàñêëäïòàò� �âñê âï ëïâéàìòà âä âï ãàìãîìàå äåñïëøàìêâ òï éëê�à�äìäòàò éàëà
p10ãêå ìêâ ãîàåñäìïâ

qγ2
ç

q1−γ2
òï ìà òäâñëä�îãäæå

π(p10 | X).
Eêõàåòê

γ = 0, 05,
âï

ê�ñäïåï �îï ïâñêâ äåñïëøàìêâ ïâñ÷å òàòêâ éêë
[0, 0929, 0, 1491]

ç
[0, 0484, 0, 0921]

ö
éàëà

p9
ç

p10,
ëïâéïãñäøàõïåñï�
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�êõê ïå ïì ãàâê òïì òûðäñê åîïøïö ïì øàìêë
p9 = 0, 1

ïâñ÷ òïåñëê òïì ãêëëïâéêå�òäïåñï äåñïëøàìêö ïå ïâñï ãàâê åê âï àìãàåóà à ëïãôàóàë ìà ôäéæñïâäâ òï àìïàñêëäïòàòö
ãêâà �îï âä êãîëëï ïå ïì ãàâê òïì òûðäñê ãïëêö çà �îï

p10 = 0, 1
ïâñ÷ áîïëà òïì ãêëëïâ�éêåòäïåñï äåñïëøàìê òï éëê�à�äìäòàò� Dï ôïãôê ìà éëê�à�äìäòàò òï øïë ïâñï ïøïåñê

ê îåê éïêë ëïâéïãñê à àìïàñêëäïòàòö âï éîïòï ê�ñïåïë ãàìãîìàåòê ïì ÷ëïà ïå ìà ãêìà
òï ìà òäâñëä�îãäæå õàëðäåàì éêâñïëäêëö ïâ òïãäë ãàìãîìàåòê

Pr(p10 > 0, 1 | X)
�îï

ïâ äðîàì à
0, 0056

� �âñê õîïâñëà �îï âï ñäïåï îåà áîïëñï ïøäòïåãäà ãêåñëà ìà àìïàñê�ëäïòàò òïì âêëñïê Eëäâ ïå ïì éïëûêòê àåàìäóàåòê� Cäïåñëàâ �îï ïå ëïìàãäæå àì òûðäñê
åîïøï âï ñäïåï �îï

Pr(p9 < 0, 1 | X) = 0, 0807
ö ìê �îï òà îåà ãäïëñà ïøäòïåãäà ïå

ãêåñëà òï ìà àìïàñêëäïòàòö àîå�îï åê ãêåãìîçïåñï ãêõê çà âï ôà�ûà éîåñîàìäóàòêïå ìà èðîëà Ö�

p
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ýä âï �îäâäïëà îå ïâñäõàòêë éîåñîàì éàëà

p9
ç

p10
ö ïå ìîðàë òï ìêâ ïâñäõàòêëïâ òï

äåñïëøàìê �îï âï ôàå òàòê àåñïâö âï éîïòï ãàìãîìàë ìà õêòà òï ìàâ ãêëëïâéêåòäïåñïâ
òäâñëä�îãäêåïâ õàëðäåàìïâ éêâñïëäêëïâ� �âñàâ õêòàâ ïâñ÷å òàòàâ éêë

p̂9 = 0, 1181
ç

p̂10 = 0, 0669
�

!êë ìê àåñïëäêëö ãêåñëàëäê à ìàâ éëîï�àâ ñëàòäãäêåàìïâ �àâàòàâ ïå àéëê�äõàë òä�áïëïåñïâ ïâñàòûâñäãêâ ãêå ìà òäâñëä�îãäæå
χ2 ö ïì éëêãïòäõäïåñê �àçïâäàåê âû òïñïãñà

�îï ôàç éëê�ìïõàâ ïå ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ ëïâîìñàòêâ òïì âêëñïê Eëäâö ãêõê äå�ñîäñäøàõïåñï âï ïâéïëà�à à éàëñäë òï ìà ñà�ìà ÿö ãêå ìà øïåñàíà àòäãäêåàì òï �îï âï
àéêëñà ïøäòïåãäà òï ìà òäâñëä�îãäæå éêâñïëäêëö ãêåíîåñà ê õàëðäåàìö éàëà ìêâ

pi
ãêå

éëê�ìïõàâ�
!àëà éëê�àë ìà äåòïéïåòïåãäà òï ìêâ ëïâîìñàòêâ òïì âêëñïê Eëäâö ãêå ìêâ òàñêâ

òï ìà îëåà òïì õäììàë òï ìêâ ��� âêëñïêâ âï ãàìãîìæ ïì ãêïèãäïåñï òï àîñêãêëëïìàãäæå
rk
ö éàëà

k = 1, . . . , 24
ö ç âï ê�ñîøê �îï ïì ïâñàòûâñäãê Bê��!äïëãï òï ìà ï�éëïâäæåüÖ�� ñêõà ïì âäðîäïåñï øàìêë�

Q = 500
24∑

i=1

r2
i = 36, 74

�îï ñäïåï îå øàìêë�p = 0, 0464
ö éêë ìê �îï ãêå îåà âäðåäèãàåãäà òï

α = 0, 05âï ëïãôàóà ìà äåòïéïåòïåãäà òï ìêâ ëïâîìñàòêâ òï ìà âïëäï� 
ì àéìäãàë ìà éëîï�à
ßíîåð�Bê� ãêå ïì ïâñàòûâñäãê üÖ��ö âï ê�ñäïåï �îï

L (r) = 38, 00
ö �îï ñäïåï îå

øàìêë�p = 0, 0346704
ö éêë ìê �îï ñàõ�ä�å âï ëïãôàóà ìà äåòïéïåòïåãäà òï ìà âïëäïö

àîå�îï ìà ïøäòïåãäà ðë÷èãà òï ìà áàìñà òï äåòïéïåòïåãäàö åê ëïéêëñàòà ïå ïâñï
ñëà�àíêö éàëà ñêòà ìà âïëäï ïâ éêãê ãìàëà�
�êå ïì èå òï àéêëñàë îåà õïíêë ïøäòïåãäà ðë÷èãà ç õêåäñêëïàë ïì ãêõéêëñà�õäïåñê à ñëàø�â òïì ñäïõéê òï ìêâ ëïâîìñàòêâ òïì âêëñïê Eëäâö éëäõïëêöã êå �àâï ïå

ãàòà òàñê òï ìà âïëäï êëäðäåàì âï ãàìãîìæ
Y
ö ïâ òïãäë âï äòïåñäèãæ �î� òûðäñê áîï ïì

ëïâîìñàòê ç âï ãêåñæ ãî÷åñêâ âêëñïêâ áîïëêå åïãïâàëäêâ éàëà �îï øêìøäïëà à àéàëïãïë
ñàì òûðäñê� !àëà àéìäãàë ìà ãàëñà òïâòï ïì éëäõïë âêëñïêö âï âîéîâê �îï ïå ïì âêëñïê
ãïëê âàìäïëêå ñêòêâ ìêâ òûðäñêâ� �å ìà ñà�ìà � âï õîïâñëà îå ï�ñëàãñê òï ìêâ øàìêëïâ
òï

Y.

����� ¬� ������& �� ��� �&����� �� ­ #&�& ��� #������� �� ������ � �� ����"®»º¿½» + ) � � � - . � 0 +* ++ +) +� +� +� +- +. +� +0 )*
¥&ËÀ¿» 0 0 � ) � � . + � 0 0 * ) � � * ) � - +
Y

+ + � � � � . � 0 � + +) 0 � +* � � +� +0 +)

�êå ìêâ øàìêëïâ òï
Y

éàëà ãàòà òûðäñê âï ê�ñîøäïëêå ìàâ ãêëëïâéêåòäïåñïâ ãàëñàâ
òï ãêåñëêì ðïêõ�ñëäãàâ� !êë ïíïõéìê ïå ìà èðîëà � âï õîïâñëàå ìàâ ãàëñàâ òï ãêåñëêì
éàëà ìêâ òûðäñêâ åîïøï ç ãïëêö �îï çà âï øäê ñäïåïå éëê�ìïõàâ òï ãîõéìäõäïåñê òïì
âîéîïâñê òï àìïàñêëäïòàòö éêë ìê �îï ïâ òï äåñïë�â øïë ãæõê ìê ëï�ïíàå ìàâ ãàëñàâ òï
ãêåñëêì� �å ïì ãàâê òïì òûðäñê ãïëêö ïì éîåñê ÿ× ãêå øàìêë òï

Y = 60
ïâñ÷ áîïëà òïì

LCS
ö ìê �îï äåòäãà �îï ñîøäïëêå �îï éàâàë ×� âêëñïêâ éàëà �îï øêìøäïëà à âàìäë ìà

ïâáïëà òïì òûðäñê ãïëê ïå ìà îëåà òïì õäììàëö ìê �îï åê ïâ ãêåðëîïåñï �àíê ïì âîéîïâñê
òï àìïàñêëäïòàò ïå ïì âêëñïê� 
òïõ÷âö øäâîàìõïåñï éàëïãï ôà�ïë òïõàâäàòêâ éîåñêâ
ïå ìà éàëñï àìñà òï ìà óêåà E

òï ìà ãàëñà� �å éàëñäãîìàë éàëïãï âêâéïãôêâê ïì �îï

#½$À¾¿Ã %»Â»ÇÊÀÃÕÃ Ï½ Å¾¿ÃÏ&¾¿ÀÎÃ '' ()*+*, +-./+0*



123456783949 93 26: ;<3=6: 93 d
9>=856: ÖÙ�

� òï �� øàìêëïâ òï
Y

âïàå õàçêëïâ �îï ÿÿ� !àëà ãêëëê�êëàë ïâñà âêâéïãôà üëàãôà�
õïòäàåñï ìà àéìäãàãäæå òï üÿ��ö âï ñäïåï �îï

h = 9
ö
t = 34

ö ç ãêõê ìà óêåà �àíêâêâéïãôà ïå ìà ãàëñà ïâñ÷ òàòà éêë à�îïììêâ éîåñêâ òï
Y
�îï âêå õàçêëïâ �îï

22
ö

ïåñêåãïâ éàëà ãàìãîìàë ìà éëê�à�äìäòàò òï �îï îå éîåñê ãàäðà ïå ïâñà óêåà âï éîïòïîâàë ìà òäâñëä�îãäæå ðïêõ�ñëäãà àãîõîìàòà
F (y)

òï ìà ï�éëïâäæå üÖØ�ö ãêå
p = 0, 1

�
éêë ñàåñê

pk = Pr(Y ≥ 23) = 1 − F (23 | p = 0, 1) = 0, 0886
ö ïåñêåãïâ àéìäãàåòê

üÿ�� âï ê�ñäïåï �îï ìà éëê�à�äìäòàò òï ìà ëàãôà ëïáïëäòà ïâ äðîàì à
0, 00174

ö ìê �îï ïâ
îåà éëê�à�äìäòàò õîç �àíà� �âñê ãêåèëõà ìà äòïà òï �îï

p10 < 0, 1
éàëà ïì òûðäñê

ãïëê� 
�îû ìà ãàëñà òï ãêåñëêì ôî�äïâï ëïâîìñàòê îå �îïå äåâñëîõïåñê òï õêåäñêëïê
òïì âêëñïêö çà �îï ôî�äïëà àøäâàòê �îï ãêå áëïãîïåãäà éàâà�àå òïõàâäàòêâ âêëñïêâ
ïå òêåòï ìà ïâáïëà ãïëê åê âàìûà ãêõê ëïâîìñàòê�
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�å ìà éàëñï �àíà òï ìà èðîëà � âï õîïâñëà ìà ãàëñà òï ãêåñëêì éàëà ïì òûðäñê
åîïøïö �îï éëïâïåñæ îåà âäñîàãäæå êéîïâñà à ìà òïì òûðäñê ãïëêö çà �îï ìêâ øàìêëïâ òï
Y

ñäïåòïå à âïë õ÷â éï�îï@êâ� éêë ïíïõéìêö ôî�ê åîïøï øïãïâ ïå �îï
Y = 1

ö ìê �îï
äõéìäãà �îï ïå åîïøï êãàâäêåïâ ôî�ê òêâ âêëñïêâ ãêåâïãîñäøêâ òêåòï âï ñîøê ãêõê
ëïâîìñàòê àì åîïøï� 
òïõ÷âö òï ìàâ

60
øïãïâ �îï âàìäæ ïì å�õïëê �ö ïå ñêòàâ

Y < 25
ö

ç ãêõê òï àãîïëòê ãêå üÖØ� âï ñäïåï �îï
P (Y < 25) = F (25 | p = 0, 1) = 0, 9282

ö
àì àéìäãàë üÿ�� ãêå h = 60

ö
t = 60

ç
pk = 0, 9282

ö âï ñäïåï �îï ìà éëê�à�äìäòàò òï
�îï ïå ìêâ âïâïåñà âêëñïêâ êãîëëà �îï

Y < 25
ïâ äðîàì à

0, 011
ö ìê �îï ïâ îåà �àíà

éëê�à�äìäòàò� ßê àåñïëäêë âï âîõà à ìà âêâéïãôà òï �îï ïå ïì éïëûêòê àåàìäóàòêö ïì
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å�õïëê åîïøï âàìûà ãêå õ÷â áëïãîïåãäà òï ìê ïâéïëàòê� �âñê ãêåèëõà ìà îñäìäòàò
òï ìà ãàëñàö ç ïå ïì ãàâê òïì òûðäñê åîïøï âï ñäïåï �îï

p9 > 0, 1
�

	ðîàìõïåñï âï àåàìäóæ ãî÷åñêâ øàìêëïâ òï
Y

ãàçïëêå ïå ãàòà óêåà òï ìà ãêëëïâ�éêåòäïåñï ãàëñà òï ãêåñëêì éàëà ãàòà òûðäñê� ßêâ ëïâîìñàòêâ òï ïâñê âï õîïâñëàå ïå
ìà ñà�ìà �� �êõê éêë òäâï@ê ìà áëïãîïåãäà ãêå ìà �îï ìêâ øàìêëïâ òï

Y
ãàïå ïå ãàòà

óêåà éàëà ãàòà òûðäñê ïâ õ÷â ê õïåêâ âäõäìàëö ëïâàìñàå ìêâ ãàâêâ òï ìàâ ïâáïëàâ �
ç Ù òï�äòê à �îï ìàâ éëäõïëàâ óêåàâ òï âîâ ëïâéïãñäøàâ ãàëñàâ òï ãêåñëêì äåãìîçïå
îåà ãàåñäòàò éï�îï@à òï éîåñêâ� !àëà ïøàìîàë ãêå õàçêë òïñàììï ïâñêö âï îñäìäóàüÖ��� ýä âï éàëñï òïì âîéîïâñê òï �îï

p = 0, 1
ç âä âï íîåñà ìà äåáêëõàãäæå òï ìàâ

óêåàâ A
ç

B,
âï ñäïåï �îï

pAB = pA + pB = 0, 41
üøïë ñà�ìà Ö�� ïåñêåãïâ ïå ïì

ãàâê òïì òûðäñê � âï ñïåòë÷ �îï
xi = 45

ç
wk = 5 + 6

ö ç éêë ìê �îï ìà òäâñëä�îãäæå
éêâñïëäêë òï

pAB
ïâ Bïñà ãêå éàë÷õïñëêâ

(12, 37)
� 
ì ãàìãîìàë ãêå ïâñà òäâñëä�îãäæå

îå äåñïëøàìê òï éëê�à�äìäòàò éàëà
pAB

ãêå îåà ãê�ïëñîëà òï
0, 95

ö âï ê�ñäïåï �îï
ïì äåñïëøàìê ïâ

[0, 1364, 0, 3731]
ö �îï åê äåãìîçï à

pA + pB = 0, 41
ö ìê �îï ïâ îåà

ïøäòïåãäà ãêåñëà ïì âîéîïâñê òï �îï
p3 = 0, 1

éàëà ìà ïâáïëà
3
� ïâñê âï ëàñäèãà âä âï

ãàìãîìà
Pr(pAB > 0.41 | xi, wk) = 0, 0068

ö ìê �îï âîðäïëï �îï à ñëàø�â òïì ñäïõéê
Yéàëà ìà ïâáïëà � åê âäðîäæ îåà òäâñëä�îãäæå ðïêõ�ñëäãà ãêå

p3 = 0, 1
ö ç �îï õ÷â �äïå

éàëïãï �îï
p3 < 0, 1

éêë ìê õïåêâ éêë îå éïëûêòê ìàëðêö ìê �îï ïâ îåà ïøäòïåãäà
õ÷â ãêåñëà ìà àìïàñêëäïòàò òïì âêëñïê Eëäâ�
�å ìà éàëñï âîéïëäêë òï ìà èðîëà � âï õîïâñëà ìà ãàëñà òï ãêåñëêì éàëà ïì òûðäñê

�ö ç ìà ðë÷èãà âîðäïëï òêâ éïëäêòêâ� ïì éëäõïëê ãêå
p3 > 0, 1

ö �îï øà òïì éîåñê Ö
ôàâñà àéëê�äõàòàõïåñï ïì ÿ�ö òêåòï ìêâ øàìêëïâ òï Y

ñäïåòïå à �îï
Y

ñïåðà øàìêëïâ
éï�îï@êâ� éêë ïíïõéìê òïì éîåñê Ö� àì ÖÙö âï òà îåà ëàãôà òêåòï � òï � éîåñêâ
ãêåâïãîñäøêâ ãàïå ïå ìà óêåà A

òï ìà ãàëñà� ìîïðê àéìäãàåòê üÿ�� ãêå h = 4
ö
t = 5ç

pk = 0, 19
ö âï ñäïåï �îï �àíê ïì âîéîïâñê òï àìïàñêëäïòàò ìà éëê�à�äìäòàò òï ñàì

ëàãôà ïâ òï àéïåàâ
0, 005

� !êë ïì ãêåñëàëäêö ïå ìà âïðîåòà éàëñï òï ìà ãàëñà éàëïãï
�îï ìêâ øàìêëïâ òï

Y
ñäïåòïå à âïë õ÷â ðëàåòïâ� éêë ïíïõéìêö ïå ïâñà âïðîåòà éàëñï

âï òà îåà ëàãôà òïâòï ïì éîåñê Ö� ôàâñà ïì �� òêåòï åäåð�å øàìêë òï
Y

ãàçæ ïå ìà
óêåà A

ö ìê �îï âîðäïëï �îï ïå ïâñà âïðîåòà éàëñï òï ìà ãàëñà õ÷â �äïå
p3 < 0, 1

�

ì õïóãìàëâï ïâñêâ òêâ éïëäêòêâ ôàãïå �îï ìà áëïãîïåãäà ñêñàì ãêå ìà �îï ëïâîìñæ
ìà ïâáïëà � åê âîâãäñï åäåðîåà âêâéïãôà òï éëê�ìïõàâ òï àìïàñêëäïòàò� ßê �îï ôà
êãîëëäòê ãêå ìà ïâáïëà � õîïâñëà ìà îñäìäòàò òï ìà ãàëñà òï ãêåñëêì ðïêõ�ñëäãà
éëêéîïâñà éàëà õêåäñêëïàë ìà àìïàñêëäïòàò òï ïâñï ñäéê òï íîïðêâ�
�å ìà ãàëñà òï ãêåñëêì éàëà ïì òûðäñê Ùö �îï åê âï éëïâïåñà à�îû ç �îï ïâ êñëê

ãàâê òêåòï ôàç éêãêâ øàìêëïâ òï
Y

ïå ìàâ óêåàâ A
ç

B,
êãîëëï àìðê ëïìàñäøàõïåñï

âäõäìàë à ìê òïì òûðäñê �� ïå ìêâ éëäõïëêâ Ö� éîåñêâ òï ìà ãàëñàö ÖÙ ãàïå áîïëà òï ìàâ
óêåàâ A

ç
B
ö ìê �îï �àíê ïì âîéîïâñê òï àìïàñêëäïòàò ñäïåï îåà éëê�à�äìäòàò õîç

�àíà òï êãîëëäë òï àéïåàâ
0, 0006.

�å ãàõ�äêö ïå ìà âïðîåòà éàëñï òï ìà ãàëñà ìêâ
øàìêëïâ òï

Y
�îãñ�àå òï ìà õàåïëà ïâéïëàòà�

�å ìà éàëñï äåáïëäêë òï ìà èðîëà � âï õîïâñëà ìà ãàëñà òï ãêåñëêì éàëà ïì òûðäñê
×ö �îï éëïâïåñà îå ãàâê êéîïâñê àì òûðäñê �ö çà �îï ôàç éêãêâ øàìêëïâ òï

Y
ïå ìàâ

óêåàâ D
ç

E
ö ìê �îï äåòäãà �îï ìà ïâáïëà × ñïåòûà à âàìäë òïõàâäàòê éëêåñêö éêë ìê

�îï éàëïãäïëà �îï
p6 > 0, 1

ïå àìðîåêâ éïëäêòêâ� !êë ïíïõéìê òïì éîåñê Ö� àì �Ù âï
éëïâïåñæ îåà ëàãôà òêåòï òï ÿ� éîåñêâ âæìê îåê ãàçæ ïå ìà óêåà E

ö ìê �îï ñäïåï
îåà éëê�à�äìäòàò òï êãîëëäë òï

0, 04
� 
îå�îï åê ïâ îåà ïøäòïåãäà ãêåñîåòïåñïö
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âû àéêçà îå ñàåñê �îï
p6 > 0, 1

òîëàåñï ïâï éïëäêòê� �å àéêçê à ïâñê âï òïâñàãà
øäâîàìõïåñï �îï ñëïâ éîåñêâ ãêåâïãîñäøêâ òï

Y
ãàçïëêå ïå ìà óêåà A

üòïì Ö� àì
Öÿ�ö ç ìà éëê�à�äìäòàò òï �îï ïâñê êãîëëà �àíê ïì âîéîïâñê òï àìïàñêëäïòàò ïâ òï
(pA)3 = (0, 19)3 = 0, 00686

ö �îï âï éîïòï ãêåâäòïëàë �àíà�

����� ¯� °����� ��& �� ��� �&����� �� Y
#�� �� & �� �& �&��& #&�& �� ������ ����"

�� & �� ��� ����&������ A B C D E
���&� ��� LCS� ' �� �� ± �� ¢± �

� �� �� �$ �� ± �$ �
! � $ �! �� �� ¢� �
¢ �! �� �� % �� �� �
� ± ' �� �! % ¢' �
$ �� �¢ �$ ± ' �% �
% �� �! ' �% � �$ �
± � $ ' �� ± ¢! �
' �� �� �! �� �� $� �
� ¢ % $ % �� !¢ �

�å âîõàöõ÷â àìì÷ òïì éêâä�ìï äåãëïõïåñê òïì ïëëêë ñäéê 	 àì ëïãôàóàë ìà ôäéæñïâäâòï àìïàñêëäïòàò ïå ïì éëêãïâê òï ï�ñëàããäæå òï ìàâ ïâáïëàâ òï ìà îëåà òïì õäììàë ïå ïì
âêëñïê Eëäâ àì ïøàìîàë ìà àìïàñêëäïòàò òï òäáïëïåñïâ ëàãôàâö ìê �îï äõéêëñà õêâñëàë
ãêå ìàâ ãàëñàâ òï ãêåñëêì òï ìà èðîëà � ïâ �îï éàëà éëê�àë ìà àìïàñêëäïòàò òï íîïðêâ
òï

d
òûðäñêâ åê �àâñà éëê�àë ìà äðîàìòàò òï ìà áëïãîïåãäà ãêå ìà �îï ìêâ òäáïëïåñïâ

òûðäñêâ àéàëïãïå ãêõê ëïâîìñàòêö ãêõê âï ôäóê ïå ïì ãàâê òïì âêëñïê Eëäâ éàëà ïì
òûðäñê � ç � à ñëàø�â òï ìàâ èðîëàâ Ö à �ö âäåê àòïõ÷â ïâ áîåòàõïåñàì õêåäñêëïàë
ìà ëàéäòïó ãêå ìà �îï ìêâ òäáïëïåñïâ òûðäñêâ àéàëïãïåö ç àâû éêòïë äòïåñäèãàë ëàãôàâ
åê àìïàñêëäàâ ãêå àéêçê òï ìàâ ãäåãê óêåàâ òï ìà ãàëñà ðïêõ�ñëäãà éàëà ãàòà òûðäñêö
ê �îï éïëõäñäë÷ àãñîàë ãêå õàçêë êéêëñîåäòàò ç òï õàåïëà õ÷â éëïøïåñäøà� !ïëê
ãêõê çà âï ôà òäãôêö ïâ äõéêëñàåñï ïøàìîàë áêëõàìõïåñï ìà àìïàñêëäïòàò òï ìàâ
ëàãôàâ âêâéïãôêâàâö éàëà ìê ãîàì âï ôàå éëêéîïâñê ìàâ êéãäêåïâ �îï ëïéëïâïåñàå ìàâ
ï�éëïâäêåïâ üÖ�� ç üÿ���

²Ý ³+7-97+/0 1 -30-697+30)7
�ïëäèãàë ìà àìïàñêëäïòàò ç ìïðàìäòàò òï ìêâ ëïâîìñàòêâ òï ìêâ íîïðêâ òï àóàëïâ îå àâîåñê �îï ñêõà ãàòà òûà õàçêë äõéêëñàåãäà âêãäàìö òàòà ìà ï�äâñïåãäà òï

ïâñêâ íîïðêâ ç âêëñïêâ ñàåñê ïå áêëõàñê ñëàòäãäêåàì ãêõê ïå áêëõàñê ïìïãñëæåäãê
ê ïå äåñïëåïñ� !êë ïììê âï íîâñäèãà éëêáîåòäóàë ïå õïñêòêìêðûàâ ïâñàòûâñäãàâ �îï
àçîòïå à øïëäèãàë ñàì àìïàñêëäïòàò� �å ìà ëïøäâäæå �ä�ìäêðë÷èãà ôïãôà éàëà ïâñï
ñëà�àíê âï òïâñàãà �îï ìêâ íîïðêâ òï å�õïëêâ òïì ñäéê

k
òï

N
ôàå ëïãä�äòê õ÷â

àñïåãäæå éêë éàëñï òï ìêâ ïâñàòûâñäãêâö àîå�îï øàëäàâ òï ìàâ éëîï�àâ éëêéîïâñàâ ïå
ìà ìäñïëàñîëà ïâñ÷å �àâàòàâ ïå ïì ïâñàòûâñäãê

χ2 ö �îï ëï�îäïëï ñàõà@êâ òï õîïâñëà
ðëàåòïâ éàëà ìêðëàë �îïåàâ àéëê�äõàãäêåïâö éêë ìê �îï âïëûà òïâïà�ìï ëïéïåâàë
éëêãïòäõäïåñêâ �îï åê òïéïåòïå òï àéëê�äõàãäêåïâ àâäåñæñäãàâö ãêõê ìàâ êéãäêåïâ
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�àçïâäàåàâ� 
òïõ÷â ïâ äõéêëñàåñï éïåâàë ïå ôïëëàõäïåñàâ éàëà õêåäñêëïàë ïå
áêëõà ãêñäòäàåà ïâñï ñäéê òï âêëñïêâ�
!êë âî éàëñïö ìêâ íîïðêâ òï å�õïëêâ òï

d
òûðäñêâö éëïêãîéàãäæå ãïåñëàì òï ïâñï

ñëà�àíêö ôàå ëïãä�äòê õïåêâ àñïåãäæåö éïëê ñàõ�ä�å ëï�îäïëïå õïíêëïâ áêëõàâ òï
øïëäèãàë âî àìïàñêëäïòàòö çà �îï ìà éëîï�à

χ2 ö �îï ïâ ïì éëêãïòäõäïåñê ïâñ÷åòàë
éàëà øïëäèãàë ìà äðîàìòàò ïå ìà áëïãîïåãäà ãêå ìà �îï àéàëïãï ãêõê ëïâîìñàòê ãàòà
òûðäñêö òïéïåòï òï àéëê�äõàãäêåïâ àâäåñæñäãàâ ç éëïãäâà ñàõà@êâ òï õîïâñëà ðëàå�òïâ� !êë ïììêö ãêõê àìñïëåàñäøà âï éëêéîâê ïå ïâñï àëñûãîìê îñäìäóàë ïì éëêãïòäõäïåñê
�àçïâäàåê �àâàòê ïå îå õêòïìê õîìñäåêõäàìö ìê �îï éïëõäñï ôàãïë äåáïëïåãäà ãêå
�àâï ïå ìà òäâñëä�îãäæå éêâñïëäêë

π(p | X),
�îï ïâ á÷ãäìõïåñï ê�ñïåäòà éêë âäõî�ìàãäæå� 
òïõ÷â âï éîïòïå ê�ñïåïë òäâñëä�îãäêåïâ éêâñïëäêëïâ õàëðäåàìïâ òï îåà ê

øàëäàâ éëêéêëãäêåïâ �îï âï �îäïëàå àåàìäóàë ãêå õàçêë òïñàììï� �âñà àìñïëåàñäøàö
àéàëñï òï åê ëï�îïëäë àéëê�äõàãäêåïâ àâäåñæñäãàâö ïâ îå éëêãïòäõäïåñê âïåãäììê ï
äåñîäñäøê �îï éïëõäñï ðïåïëàë äåáïëïåãäà âê�ëï ïì øàìêë òï

pi
�

�ì ãàâê éë÷ãñäãê àåàìäóàòê ïå ïâñï ñëà�àíê âê�ëï ìêâ ëïâîìñàòêâ òïì âêëñïê Eëäâ
òï C��äãê ôà õêâñëàòê ãìàëàõïåñï ìê àåñïëäêëö çà �îï à éïâàë òï �îï ìà áëïãîïåãäà
òï ìêâ òäáïëïåñïâ òûðäñêâ éàëïãûà åê âïë äðîàì üøïë ñà�ìà ��ö åäåðîåà òï ìàâ éëîï�àâ
ñëàòäãäêåàìïâ òï ìà âî�âïããäæå ÿ�ÿ áîï ãàéàó òï ïøäòïåãäàë ìà áàìñà òï àìïàñêëäïòàòö
ãêâà �îï âû âï ìêðëà ãêå �àâï ïå

π(p | X)
üøïë èðîëàâ Ö ç ÿ��
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!àëà øïëäèãàë ìà àìïàñêëäïòàò òï îå íîïðê òï å�õïëêâ òï
d
òûðäñêâö ñàõ�ä�å ïâ

åïãïâàëäê øïëäèãàë ìà àìïàñêëäïòàò à ñëàø�â òïì ñäïõéê� �å ìà ìäñïëàñîëà âï ïåãêåñëæ
�îï ïâñê âï ôàãï ãêå �àâï ïå éëîï�àâ òï äåòïéïåòïåãäà ïåñëï ïåâàçêâ âîãïâäøêâö
ç �îï îå éëêãïòäõäïåñê îñäìäóàòê âï �àâà ïå îå ïâñàòûâñäãê

χ2 ê�ñïåäòê à éàëñäë
òï ìêâ ãêïèãäïåñï òï àîñêãêëëïìàãäæå üøïë �êçàì ýñàñäâñäãàì ýêãäïñç ÿ��ÿ� ç Bê�  !äïëãï üÖ�Ø��� ýäå ïõ�àëðêö ïâñàâ éëîï�àâ òïéïåòïå òï âîéîïâñêâ òäâñëä�îãäêåàìïâ
ç òï ëïâîìñàòêâ àâäåñæñäãêâ �îï îâîàìõïåñï ëï�îäïëïå ñàõà@ê òï õîïâñëà ðëàåòï�

òïõ÷âö ãîàåòê ïâñàâ éëîï�àâ òïñïãñàå áàìñà òï äåòïéïåòïåãäà àéêëñàå éêãêâ ïìï�õïåñêâ éàëà òäàðåêâñäãàë ïì êëäðïå òïì éëê�ìïõà� !êë ïììêö ç ãêõê àìñïëåàñäøà âï
ôà éëêéîïâñê ïå ïâñï ñëà�àíê ïì îâê òï ìà ãàëñà òï ãêåñëêì ðïêõ�ñëäãà ãêå ãäåãê
óêåàâ éàëà õêåäñêëïàë ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ íîïðêâ òï å�õïëê òï

d
òûðäñêâö çà

�îï ïâñê ëàñäèãà �îï åê âæìê ïâ äõéêëñàåñï øïëäèãàë ìà äðîàìòàò òï ìà áëïãîïåãäà
òï ìêâ òûðäñêâö âäåê àåàìäóàë ìà ëàéäòïó ãêå ìà �îï àéàëïãï ïå ìêâ òäáïëïåñïâ òûðäñêâ�
ßà ãàëñà òï ãêåñëêì ïâ äåñîäñäøàö åê ëï�îäïëï àéëê�äõàãäêåïâ àâäåñæñäãàâ åä âîéîïâ�ñêâ òäâñëä�îãäêåàìïâ àòäãäêåàìïâ� àòïõ÷â éïëõäñï àãñîàë êéêëñîåàõïåñï ãîàåòê âï
òïñïãñïå ëïâîìñàòêâ ê éàñëêåïâ �îï ïøäòïåãäïå ìà áàìñà òï àìïàñêëäïòàò�
Dï ïâñà õàåïëàö ïì ôïãôê òï õêåäñêëïàë ìà øàëäà�ìï

Y
ö �îï ïâ äðîàì àì å�õïëê

òï âêëñïêâ éàëà �îï øîïìøà à àéàëïãïë ãêõê ëïâîìñàòê îå õäâõê òûðäñêö ç ììïøàë îå
ëïðäâñëê âïéàëàòê éàëà ãàòà òûðäñê éïëõäñï òïñïãñàë ïøäòïåãäàâ òïì òïâïõéï@ê òïì
éëêãïâêö ï äòïåñäèãàë ïâéïãûèãàõïåñï ãî÷ì ïâ ìà ïâáïëà üòûðäñê� �îï ïâñ÷ ñïåäïåòê
éëê�ìïõàâ� !àëà áàãäìäñàë ìà äåñïëéëïñàãäæå òï ìà ãàëñà ðïêõ�ñëäãà ï äåãëïõïåñàë
ìà éêñïåãäà éàëà òïñïãñàë ëàãôàâ òï éîåñêâ �îï âï òïâøûïå òï ìà àìïàñêëäïòàòö âï
éëêéîâê òäøäòäë ìà ãàëñà ïå ãäåãê óêåàâ ãêå îåà ãê�ïëñîëà àéëê�äõàòà òï

0, 20ãàòà îåà üøïë ñà�ìà Ö��
ßà àéìäãàãäæå òï ìà ãàëñà ðïêõ�ñëäãà éëêéîïâñà à ìêâ òàñêâ òïì âêëñïê Eëäâ àéêëñæ

ïøäòïåãäà àòäãäêåàì ãêåñëà ìà áàìñà òï àìïàñêëäïòàò òï ìêâ òûðäñêâ � ç �� 
òïõ÷â âï
òïñïãñàëêå êñëêâ éëê�ìïõàâ éàëà êñëê éàë òï òûðäñêâ üïì � ç ïì ×�ö �îï àîå�îï ïå
âîâ áëïãîïåãäàâ ñêñàìïâ åê éàëïãûà �îï ñîøäïëàå éëê�ìïõàâö ìà øïìêãäòàò ãêå ìà �îï
àéàëïãäïëêå õêâñëæ ëàãôàâö òêåòï ïå îå éïëäêòê àéàëïãûàå õ÷â ë÷éäòê ç ïå ïì
êñëê áîï õ÷â ìïåñê� �âñê âï øàìäòæ ãêå ìàâ éëîï�àâ ïâñàòûâñäãàâ éëêéîïâñàâ ïå ìàâ
ï�éëïâäêåïâ üÖ�� ç üÿ���
Dï ïâñà õàåïëàö ìà ãàëñà ðïêõ�ñëäãà éëêéîïâñà ëïâîìñà îå äåâñëîõïåñê �ñäì

éàëà õêåäñêëïàë ìà àìïàñêëäïòàò òï íîïðêâ òï àóàë òïì ñäéê d
òûðäñêâö ñàåñê éêë âîâ

éëêéäïòàòïâ ñïæëäãàâ ãêõê éêë âî âïåãäììïó ç âïåñäòê éë÷ãñäãê�
�å ãäïëñê âïåñäòêö ìêâ éëê�ìïõàâ òïñïãñàòêâ ïå ìà àìïàñêëäïòàò òï ìêâ ëïâîìñàòêâ

òïì âêëñïê Eëäâ âêëéëïåòïå éêë�îï ìà ïõéëïâà ëïâéêåâà�ìï òï ïâñï âêëñïê ïâ îåà
ïõéëïâà é��ìäãà �îï ðêóà òï îå �îïå éëïâñäðäê ïå C��äãê� !ïëê ïâ ãìàëê �îï ëï��îäïëï õïíêëïâ áêëõàâ òï àâïðîëàë ìà àìïàñêëäïòàò òï âîâ âêëñïêâö ãêõê ñàõ�ä�å ìê
ãêåãìîçï �êëêåïì�Bëäóäê ïñ àì� üÿ��Ù�ö àì òïñïãñàë éëê�ìïõàâ òï àìïàñêëäïòàò ïå ïì
âêëñïê Cïìàñï òï ïâñà õäâõà ïõéëïâàö �îï ïâ îå íîïðê òïì ñäéê

k/N
�

[ ´̀sµ¶µ·¸¹ º ��µ̧ ·´ »¼¼½ ¾ ¿s´ÀÁr·¸¹ �´ÀÁµ´Â¶Ã´ ·´ »¼Ä¼]
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Bïëåàëòêö �� C�  ýõäñôö 
� ?� C� üÖ����ö Æ�Çm�z�h ÈamkgÇö �êôå Éäìïçö �ôä�ãôïâñïë�
Bê�ö A� �� !�  !äïëãïö D� 
� üÖ�Ø��ö ÊDäâñëä�îñäêå êá �ïâäòîà 
îñêãêëëïìàñäêåâ äå


îñêëïðëïââäøï�	åñïðëàñïò Cêøäåð 
øïëàðï Eäõï ýïëäïâ CêòïìâËö Ìkxgh�y kÍbam Îwmgzf�h Ïb�bz�bzf�y Î��kfz�bzkh ÐÑö Ö���ÒÖ�ÿ×�
�àäö ~�  "ëäâôåàõêêëñôçö "� üÿ��×�ö Ê��àãñ ýäóï àåò !êþïë !ëêéïëñäïâ êá ?äøïEïâñâ áêë Cîìñäåêõäàì !ëêéêëñäêåâËö vkwwxhzf�bzkh� zh Ïb�bz�bzf�jÏzwxy�bzkh�h{ vkwcxb�bzkh ÓÑö Ö��ÒÖ×��
�ìêñáïìñïëö �� E�  �êêúö !� �� üÿ��Ù�ö ÊEôï 
Aàõ�ìïëËâ ?àììàãç� äå ßêññïëç !ìàçËö

u�h�nmwmhb Ïfzmhfm ÓÔüÖÿ�ö Ö�ÿÖÒÖ�ÿ��
�êëêåïì�Bëäóäêö��ö �ïëå÷åòïó�Cêåñêçàö
�ö �àéàììêö ?�  ýãàìàâö �� üÿ��Ù�ö Êýñà�ñäâñäãàì 
îòäñäåð àåò �àåòêõåïââ Eïâñ êá ßêññê

k/N �Eçéï AàõïâËö ÕaÇ�zf�Î ÓÖ×üÿ��ö ×�Ù�Ò×����
?äåúïìâñïäåö C� üÖ����ö Ê�âñäõàñäåð ñôï ?ëï�îïåãç Däâñëä�îñäêå êá ñôï �îõ�ïëâ

�ïñ êå ñôï �àìäáêëåäà ßêññïëçËö Îccyzm{ u�bamw�bzf� �h{ vkwcxb�bzkh ÐÔüÿ���ö Ö��Òÿ�Ø�
Aïåïâñö��ö ßêãúôàëñö�� 
�  ýñïéôïåâöC� 
� üÿ��ÿ�ö Êχ2 àåò ñôï ìêññïëçËö Ìkxgh�y

kÍ bam ØkÇ�y Ïb�bz�bzf�y ÏkfzmbÇd Ïmgzm� Ù ÚÈam Ïb�bz�bzfz�hÛ ÑÜüÿ�ö ÿ��Òÿ�Ø�
Aêêòõàåö ß� 
� üÖ�×��ö Ê�å ýäõîìñàåïêîâ �êåèòïåãï 	åñïëøàìâ áêë Cîìñäåêõäàì

!ëêéêëñäêåâËö Èmfahkwmbgzf� ×ö ÿ�ØÒÿ���
Aîñä�ëëïóö �� üÿ��×�ö Ê�àëñàâ òï ãêåñëêì �àçïâäàåàâ éàëà àñëä�îñêâ ç ïì ñàõà@ê òï

âî�ðëîéê ðëàåòï ïå ìà ãàëñà
p
ËöØmÝz�b� vkykw�z�h� {m Þ�b�{z�bzf� ßÔüÿ�ö Ö×�ÒÖÙ��

Aîñä�ëëïóö ��  òï ìà �àëàö �� üÿ����ö vkhbgky m�b�{à�bzfk {m f�yz{�{ Ç �mz� �znw�öâïðîåòà ïòåö CãAëàþ��äììö C��äãê�
�êîö �� D�ö �ôäàåðö ��  Eàäö �� �� üÿ����ö Ê
 ?àõäìç êá ýäõîìñàåïêîâ �êåèòïå�ãï 	åñïëøàìâ áêë Cîìñäåêõäàì !ëêéêëñäêåâËö vkwcxb�bzkh�y Ïb�bz�bzf� á Ù�b�Îh�yÇ�z� âÓö ÿ�Ò���
�êïö �� üÖ�ÙØ�ö Ê
å �ëòïëäåð êá Dïéïåòïåãï áêë Däâñëä�îñäêå êá ú�ñîéìïâö þäñô
ééìäãàñäêåâ ñê ßêññê AàõïâËö Èam v�h�{z�h Ìkxgh�y kÍ Ïb�bz�bzf� ÜÑü��ö ÿÿØÒÿ�Ù�
�êïö �� üÖ����ö Ê
 Éäååäåð ýñëàñïðç áêë ßêññê AàõïâãËö Èam v�h�{z�h Ìkxgh�y kÍ

Ïb�bz�bzf� ÜÖü��ö ÿ��Òÿ���
�êïö �� üÖ����ö ÊEïâñâ êá �åäáêëõäñç áêë ýïñâ êá ßêññê �îõ�ïëâËö Ïb�bz�bzf� á Õgkj���zyzbÇ ämbbmg� ÜÐü��ö ÖÙÖÒÖÙÙ�
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�êôåâêåö ��  "ìêñóö �� üÖ����ö Ê�âñäõàñäåð ôêñ �îõ�ïëâ àåò Eïâñäåð �åäáêëõäñç
áêë ñôï ßêññêËö Ìkxgh�y kÍ bam Îwmgzf�h Ïb�bz�bzf�y Î��kfz�bzkh ÖÖü�ÿÿ�ö ××ÿÒ××Ù�

"êåäåðö �� ��  �ïëõààñö C� B� üÿ��ÿ�ö 
 !ëê�à�äìäâñäã 
åàìçâäâ êá ñôï Dîñãô
ßêññêö Eïãôåäãàì ëïéêëñö �åäøïëâäñç êá Aëêåäåðïå� �ïâïàëãô ëïéêëñ�

ßíîåðö A� C�  Bê�ö A� �� !� üÖ�ØÙ�ö Ê�å à Cïàâîëï êá ßàãú êá ?äñ äå Eäõï ýïëäïâ
CêòïìâËö Æzkwmbgzå� ÐÑüÿ�ö ÿ�ØÒ����

�àââö �� 
� A� üÖ����ö ÊEôï ÿ�ñïâñ áêë ýõàìì ��éïãñàñäêåâ äå �êåñäåðïåãç Eà�ìïâö
þäñô ýéïãäàì ?ïáïëïåãï ñê 
ããäòïåñâ àåò 
�âïåñïïäâõËö Æzkwmbgzå� âÐö �×�Ò�Ù��

!ïëãçö D� ?� üÿ��×�ö Bàçïâäàå Cïñôêòâ áêë Eïâñäåð ñôï �àåòêõåïââ êá ßêññïëç
Dëàþâö Eïãôåäãàì ëïéêëñö �åäøïëâäñç êá ýàìáêëòö �ïåñëï áêë �éïëàñäêåàì �ï�âïàëãô àåò 
ééìäïò ýñàñäâñäãâ� �ïâïàëãô ëïéêëñ�

]îïâïå�ïëëçö �� !�  �îëâñöD� �� üÖ�×��ö Êßàëðï�ýàõéìï ýäõîìñàåïêîâ �êåèòïåãï
	åñïëøàìâ áêë Cîìñäåêõäàì !ëêéêëñäêåâËö Èmfahkwmbgzf� Ðö Ö�ÖÒÖ���

�êçàì ýñàñäâñäãàì ýêãäïñç üÿ����ö �ïéêëñâ êå ñôï �àåòêõåïââ êá �� "� ßêññïëç
Aàõïâö Eïãôåäãàì ëïéêëñ� ��ñïåäòêâ ïå âïéñäïõ�ëï òï ÿ��Ø�æôññé���þþþ�åàñìêñãêõõ�ðêø�îú

�êçàì ýñàñäâñäãàì ýêãäïñç üÿ��ÿ�ö �ïéêëñâ êå ñôï �àåòêõåïââ êá �� "� ßêññïëç
Aàõïâö Eïãôåäãàì ëïéêëñ� ��ñïåäòêâ ïå âïéñäïõ�ëï òï ÿ��Ø�æôññé���þþþ�åàñìêñãêõõ�ðêø�îú

ýãôþàëñóö D� A� üÿ����ö Ïx�xg��h ç�h�{xd Èam v��zhk Øm�kgb kh bam ä�� èmn��
Ïbgzc �h{ ÆmÇkh{ö �êîñìïòðïö �ïþ ~êëú�

ýãôþàëñóöD� A� üÿ��×�ö Økyy bam Ækhm�d Èam éz�bkgÇ kÍ ê�w�yzhnö Aêñôàõ Bêêúâö�ïþ ~êëú�
ýäâêåö �� !�  Aìàóö �� üÖ����ö Êýäõîìñàåïêîâ �êåèòïåãï 	åñïëøàìâ àåò ýàõéìï

âäóï Dïñïëõäåàñäêå áêë Cîìñäåêõäàì !ëêéêëñäêåâËö Ìkxgh�y kÍ bam Îwmgzf�h
Ïb�bz�bzf�y Î��kfz�bzkh Ôëü�ÿ��ö �××Ò�×��

ýñïëåö ��  �êøïëö E� C� üÖ�Ù��ö ÊCà�äõîõ �åñëêéç àåò ñôï ßêññïëçËö Ìkxgh�y kÍbam Îwmgzf�h Ïb�bz�bzf�y Î��kfz�bzkh Öâö �Ù�Ò�Ù��
Eïêö �� !�  ßïêåðö ý� C� üÿ��ÿ�ö ÊCàåàðäåð �äâú äå à ?êîë�Däðäñ �îõ�ïë AàõïËö

ÏìÎu ØÞèìÞíââü��ö ×�ÖÒ×Ö��
�åäøïëâäñç êá ýàìáêëò üÿ����ö �àåòêõåïââ êá ñôï ßêññê Dëàþâ� ýîõõàëç êá ?äå�òäåðâö Eïãôåäãàì ëïéêëñö �ïåñëï áêë ñôï ýñîòç êá Aàõ�ìäåð� ��ñïåäòê ïå

âïéñäïõ�ëï òï ÿ��Ø�æôññé���þþþ�åàñìêñãêõõ�ðêø�îú
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�åäøïëâäñç êá ýàìáêëò üÿ�����ö �àåòêõåïââ êá ñôï ßêññê ßîãúç Däéö Eïãôåäãàì

ëïéêëñö �ïåñëï áêë ñôï ýñîòç êá Aàõ�ìäåð� ��ñïåäòê ïå âïéñäïõ�ëï òï ÿ��Ø�æôññé���þþþ�åàñìêñãêõõ�ðêø�îú
�åäøïëâäñç êá ýàìáêëò üÿ�����ö�àåòêõåïââ êá ñôîåòïë�àìì òëàþâöEïãôåäãàì ëïéêëñö�ïåñëï áêë ñôï ýñîòç êá Aàõ�ìäåð� ��ñïåäòê ïå âïéñäïõ�ëï òï ÿ��Ø�æôññé���þþþ�åàñìêñãêõõ�ðêø�îú
~àåðö ��ö �äïö C�ö "îëàìõàåäö ��  Eâîäö "� ß� üÿ��ÿ�ö Ê�å ñôï !ïëáêëõàåãï êá

Aïêõïñëäã �ôàëñâ þäñô �âñäõàñïò �êåñëêì ßäõäñâËö Ìkxgh�y kÍ îx�yzbÇ Èmfaj
hkyknÇ Óâü��ö ��ÙÒ����
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WXYZ[\ ]^_`a1,b c dYXe\ f^Yaa[2,g
1hijklmkniomp qi rsmkqtsmuvkw xkvyzmkq qi {uiovuksw |ou}ilsuqkq r~jiluniomkzr�i�yuiz �knplkw �ko {klzpsw �ioi�yizk

2hijklmkniomp qi {�njymp {uiomt�uvp � rsmkqtsmuvkw hu}usu�o qi {uiovuks xtsuvks ��kmin�muvksw |ou}ilsuqkq �un�o �pzt}klw {klkvksw �ioi�yizk

����
��
�� #������% ��� �%���� ��������� �� � � �� ��� ��% ��� #������%� %����� �%��� ��� � ��� �% �% ���% ��%�� �% ��� �����%� �%��%��� �� � �%� �%��%����� ��������%� #���� ��%�� ��%��� �� ����� ��%� � �%� %������%��� ��� �����%� � �� ��� ���%� ���% � � �� ��%�" ��� � ��% ��� ������� �� ������%��� �� ��%� ����� �� �% %�������% �� �% #�� ��#%� ����%��� �% #%�% ������%�

��� �%����� ����������" �� �� ������� ��� ����� �� � �� ��� ��������  %����%��� ���� � ������ � �� %¡� ���¢ �% £�����% ���� ��%���  %��� %�� �%���� ��������� �� ¤� �¥���%� �����¥% �� �%���%� �� �¦ ���� % ���%�%����%� ���������� ��
5◦ × 5◦

�� ���%� #�������� �� �����% � ����� ��� #%�%
�% ���#��%���% � ����� ���� � �% #����#��%��� #%�% ��� #��§���� %¡��"�%�% ��� %���¨% ������ ��� ������%��� �� ��% �� � ����������� � �% ���¡%� ��� �%���� ��������� ������" ���� ��%�%¨� �����¥% � � ����� ©%����% �� � % �§�� ��� ��� �ª���� «¬­®¯°®­®±² ³´µ¬¶°­¬ ·¸¬¹¯º¬ ����� �»��%����¼�����  ���½% ¾ ��%� � ���¢�� ����� % �� �%� �%���%� �#���� �� � ������%� �� #����#��%��� � ���#��%���% �� ��� �¦ ��� �� ������%��� �� �� �%��� ����� �� ��������%� %���%���� �� �� ¿ �� ������� %� �%� ����������� ���� #���%�����%� ��� �%���� ��������� ������ #%�% ���%� ��� �%��%���� ���������%� �  ���� ����� �� �� ¤� �¥���%" £%�% �� ������� �� ���% � ��� �% ������������À µ¬µºÁ� �� ��%� �� �����% �% ������ ��% � ��� �%� �%���%� �� ��� �������� � �� ����% %���%�� � ÂÁ´¸¬¹º¬´Â®¯� ��� ��% ��¿�% �%� ������ ��%� � ����%����� �����%��� #�� ��� �Ã���#��� ������� ��� ����% ������" �� #�� ��#%�
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 �þ�þ 
þ ��	�ÿ�ÿ�� �	 �� ���	
� ��� �ÿ���ÿ
��ÿ��
����þ
� �þ 	� ��þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� ���&�$þ�þ �þ�þ 	��	 ���	
� � 
þ �	���ÿ�ÿ
ÿ���
�ÿ	�	 
þ�ÿ��þ %���þ $	�	�þ
 ��	 	��þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� ��þ��� �	 þ���	 ���� ��þ
%���ÿ�� �	 
þ ��	�ÿ�ÿ��" *	 	��þ�þ�	�þ �	 %þ�ÿ
ÿ�þ� 
�� ��
��
�� � 
þ ÿ�%	�	��ÿþþ ����	�ÿ��ÿ� �þ ��	 
þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� þ ����	�ÿ��ÿ �þ�þ τij

�	�� �þ�
ÿ(� ��þ
�ÿ���ÿ
��ÿ�� @þ��þ þ
 ����ÿ�ÿ��þ�
þ 	� 	
 �	��� �	 
�� �þ���	����"

+ÉÞËÊÍÔ ,ÇÕÇÓÝËÔÌÔ ×É ÑÊÍÔ×-ÊÍËÏÔ .. /01213 2425026



ßà� ���§�� ���� ¾ â���� ���  �

� ýþ �ÿ���ÿ
��ÿ�� þ ��ÿ��ÿ �þ�þ
θ
þ
 ÿ$�þ
 ��	 �þ�þ

τij
�	 þ���	 @þ��þ ����þ���	���� c, d �����ÿ���" �þ�þ ��ÿ
ÿ�þ� �ÿ���ÿ
��ÿ��	� þ ��ÿ��ÿ �ÿ%��þ� �	þ���	 a = b = c = d = 0, 0001

" <��� ÿ��
ÿ�þ ��	 
þ �	�ÿþ �	 
þ �ÿ���ÿ
��ÿ��
�	�� ÿ$�þ
 þ ß � 
þ �þ�ÿþ��þ �	�� ÿ$�þ
 þ ß�"���� ��� 
� ��	 �	 �����	 ������� �����ÿ�ÿ	��� þ ��ÿ��ÿ ��
�	 
�� �þ���	���� �	
 ���	
�� � �	 
	 �þ ���þ��� (�%þ�ÿ� þ 
þ ÿ�%���þ�ÿ�� ��	 ����		��� 
�� �þ��� �þ�þ 
þ ÿ�%	�	��ÿþ þ
����	�ÿ��ÿ ��
�	 
�� �þ���	����"

� �þ�þ 
þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� þ ��ÿ��ÿ �	 µj
� νj

�	 �	
	��ÿ��� ��þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� ��ÿ%���	�	���ÿ�$ÿ�þ þ �þ
��	� '�ÿ���� �	�� ��� �� þ��
ÿ� �þ�$� ��	 ��
�þ 
�� ���ÿ

	��þ
��	� ��
�	 	���� �þ���	����" G�	�þ�	��	 	� 	��	 �þ�� 
þ 	���$	��ÿþ �	 ��þ
�ÿ���ÿ
��ÿ�� ��ÿ%���	 %þ�ÿ
ÿ�þ 
�� ��
��
�� � þ�	$��þ ��	 
þ� �ÿ���ÿ
��ÿ��	� þ����	�ÿ��ÿ �þ�þ µj

� νj
�	þ� �ÿ���ÿ
��ÿ��	� ����þ
	� þ
 ����ÿ�ÿ��þ�
þ� 	� 	
�	��� �	 
�� �þ���	����"

?þ��� ÿ�%���þ�ÿ�� ��
�	 
þ� �ÿ%	�	��	� 	��	�ÿ'�þ�ÿ��	� �	 
þ� �ÿ���ÿ
��ÿ��	� þ��ÿ��ÿ ��	�	 �	� �����
�þ�þ 	� ?ÿ$�� C @þ�	��þ� �ßààà!"

������ �DFG@DBSHDAKNF C VAFGN@DA@D
#�
ÿ�þ��� 	
 �	��	�þ �	 �þ�	� � þ���ÿ	��� ÿ��	�	��	��ÿþ 	���	 
�� �þ���	����

�	 ÿ��	�(� þ ��ÿ��ÿ� 
þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� ����	�ÿ�� �	
 �	���� �	 �þ���	���� �µj , νj , τij , θ
!

����ÿ�ÿ��þ
 	� 
�� �þ��� X0,X,Y
��	�þ �������ÿ��þ
 þd

p(µj , νj , τij , θ | X0,X,Y) ∝
m∏

j=1

n∏

i=1

τa−1

ij exp(bτij)τijθ
1

2

exp
{
−τij

2

[
(Xij − µj)

2 + θ(Yij − νj)
2
]}

× θc−1 exp
{
−
[
dθ +

τ0

2
(X0 − µj)

2

]} ��!

����	 m = 9 � n = 16
" =��� �	 ��	�	 �
�	��þ�� 
þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� þ ����	�ÿ��ÿ ��

%���þ �þ��	 �	 �ÿ�$��þ %þ�ÿ
ÿþ �	 �ÿ���ÿ
��ÿ��	� �þ�þ�(��ÿ�þ�� ��� 
� ��	 �� 	����ÿ

	 )þ�	� ÿ�%	�	��ÿþ �	 	��þ� �ÿ���ÿ
��ÿ�� 	� %���þ þ�þ
��ÿ�þ" <��	 �þ�
ÿ(� 	� 	

�þ�� �þ�þ 
þ� �ÿ���ÿ
��ÿ��	� �þ�$ÿ�þ
	� þ ����	�ÿ��ÿ �	 
�� �þ���	���� �K	
þ
�ÿ 	� þ
"á��I!� 
þ� ��þ
	� �� ��	�	� �	� �
�	�ÿ�þ� �	�ÿþ��	 ÿ��	$�þ
	� �	 %���þ �	��þ�þ" ���
�þ��� �	 ��ÿ
ÿ�þ� 
�� �(����� ?=?= �þ�þ )þ�	� ÿ�%	�	��ÿþ� $	�	�þ��� ��	���þ�
�	 
þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� þ ����	�ÿ��ÿ �þ�þ ����� �þ���	���� �	������ÿ���" ýþ �(��ÿ�þ ���
��ÿ
ÿ�þ� 	� 	��þ ÿ��	��ÿ$þ�ÿ��� ���� �	 �ÿ&� þ��	�ÿ���	��	� 	� 	
 ��	���	þ��� �	@ÿ

� �@	
%þ�� C F�ÿ�) ßàà�!" �þ�þ �� ÿ��
	�	��þ�ÿ�� 	� �	�	�þ�ÿ� �	�ÿ�þ� 
þ�
�ÿ���ÿ
��ÿ��	� ����ÿ�ÿ��þ
	� ����
	�þ� �	 ����� 
�� �þ���	����"

��� �ÿ��
ÿ�ÿ�þ� �	 ����ÿ�	�þ� 
þ� 	��þ�ÿ��	� ÿ��	�	��ÿ	��	� �	 �þ�þ $�ÿ

þ j
� �þ��	 
þ� �ÿ���ÿ
��ÿ��	� ��� 
þ� �ÿ��þ� �þ�þ �þ�þ ��þ �	 	

þ� � 
� ��	 �þ�
ÿþ ���


�� �þ��� �þ�þ �	� ��ÿ
ÿ�þ��� 	� �þ�þ $�ÿ

þ" *	 þ��� 	� þ�	
þ��	 ��ÿ
ÿ�þ��� �� ��
�
��
���ÿ�	 �þ�þXij , Yij

� τij

� 	��� 	��Xi, Yi
� τi

" F	 ����ÿ�	�þ ��	
X = (X1, . . . , Xn)�

Y = (Y1, . . . , Yn) ��� 
�� �þ��� �ÿ��
þ��� �	
 �
ÿ�þ ��	�	��	 � %����� �þ�þ �����

�� ���	
�� 	� þ
$��þ $�ÿ

þ �þ��ÿ��
þ� j

" Kþ�
ÿ(� �	 	
ÿ�ÿ�þ 	
 ��
���ÿ�	 j
�þ�þ

µj
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� νj
� ��ÿ
ÿ�þ��� µ � ν

" ýþ �ÿ���ÿ
��ÿ�� þ ����	�ÿ��ÿ �	 ���� 	
 �	���� �	 �þ���	�����þ�þ ��þ
��ÿ	� $�ÿ

þ j
�ÿ	�	 
þ %���þd

p(µ, ν, τi, θ | X0,X,Y) ∝ τna
i θc+ n

2
−1

exp
{∑n

i=1

[
bτi − τi

2
((Xi − µ)2 + θ(Yi − ν)2)

]
−
[
dθ + τ0

2
(X0 − µ)2

]} ��!

������ �DFG@DBSHDAKNF HAK�DHDAKCENF C VAFGN@DA@D
� ����	�ÿ� �	 
þ� ����	��ÿ��	� �	
 �
ÿ�þ ��	�	��	 �

µ
!d

p(µ | ν, τi, θ, X0,X,Y) ∝ N

(
µ̃, (

n∑

i=0

τi)
−1

)
��!

����	
µ̃ =

∑n

i=0
τiXi∑n

i=0
τi

� ����	�ÿ� �	 
þ� ����	��ÿ��	� �	
 �
ÿ�þ %����� �
ν
!d

p(ν | µ, τi, θ, X0,X,Y) ∝ N

(
ν̃, (θ

n∑

i=1

τi)
−1

)
�à!

����	
ν̃ =

∑n

i=1
τiYi∑n

i=1
τi

� *ÿ���ÿ
��ÿ�� ����ÿ�ÿ��þ
 �þ�þ θ

p(θ | µ, ν, τi, X0,X,Y) ∝ Γ

(
n

2
+ c,

1

2

n∑

i=1

τi(Yi − ν)2 + d

)
�ß�!

� *ÿ���ÿ
��ÿ�� ����ÿ�ÿ��þ
 �þ�þ 
þ ��	�ÿ�ÿ�� �	
 ���	
� i
�
τi

!d

p(τi | µ, ν, θ, X0,X,Y) ∝ Γ

(
a + 1,

1

2

[
(Xi − µ)2 + θ(Yi − ν)2

]
+ b

) �ßß!

{|�| ������ ���� �� ���� �����������
<� 	��	 �þ�� �	 ������	 �� ���	
� 	� 	
 ��	 	�ÿ��	 ��þ �	
þ�ÿ�� 
ÿ�	þ
 	�A��	 �
ÿ�þ ��	�	��	 � %�����" #
 ÿ$�þ
 ��	 	� 	
 �þ�� þ��	�ÿ��� 
þ� 	��þ�ÿ��	� ���ÿ��	�	��ÿ	��	� �	 
þ $�ÿ

þ ��� �	� 
þ� �ÿ��þ� 	� �þ�þ ��þ �	 	

þ� �þ�ÿþ��� ��
þA�	��	 
�� �þ��� �þ�þ �	� ��ÿ
ÿ�þ��� �þ�þ 
þ $�ÿ

þ j

" F	 	��
	þ þ�	��� 
þ �ÿ��þ
���	��
þ���þ ��	 
þ 	��
	þ�þ þ��	�ÿ���	��	"
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������ QN@AFDJDEDGS� �N EAF �CGAF
<
 ���	
� �����	��� 	� 	��	 �þ�� �þ�þ 	
 �
ÿ�þ ��	�	��	 Xi

� 	
 �
ÿ�þ %�����
Yi

�	
 ���	
� i 	� ��þ
��ÿ	� $�ÿ

þ j 	� 	
 �ÿ$�ÿ	��	d
Xi = µ + ηi

�ßá!

Yi = ν + β(Xi − µ) +
εi√
θ

�ß:!
����	 ηi

� εi
��� þ����ÿ�þ�þ�	��	 ����þ
	� ��� �	�ÿþ 0 � ��	�ÿ�ÿ�� τi

" <� 	��	���	
� �	 	��þ

	�	 ��þ �	
þ�ÿ�� 
ÿ�	þ
 	���	 (Yi − ν) � (Xi −µ)
� ��	 	��� �	'�ÿ�þ��� 	
 �þ���	��� β

" <��þ �	
þ�ÿ�� ��	�	 �	� ���ÿ�ÿ�þ ��þ
��	� ���ÿ�ÿ��� �	 β
! � �	A$þ�ÿ�þ ��þ
��	� �	$þ�ÿ��� �	 β

!" <
 �þ
�� �	 β
�þ�
ÿ(� ÿ��	��ÿ	�	 	� þ��	���� ����d


þ ����	
þ�ÿ�� 	���	 Xi
� Yi

� 
þ �	Eþ
 �	
 �þ�
ÿ� �
ÿ���ÿ�� ������ÿ�þ ��� 	
 ���	
�
i � 	� 
þ ��þ��ÿ'�þ�ÿ�� �	 (Xi−µ) �	���� �	
 ��
��
� �	
 �	�$�" ýþ �	���ÿ�ÿ
ÿ��� �	
Xi

	� ÿ$�þ
 þ 
þ �	
 �þ�� ÿ��	�	��ÿ	��	� �ÿ	���þ� ��	 
þ �	���ÿ�ÿ
ÿ��� �	 Yi

��	�þ
�	 
þ %���þd

Yi | ν, θ, µ, β, Xi, τi ∝
√

θτi exp

{
−1

2
θτi(Yi − ν − β(Xi − µ))2

} �ß !
G��	�	 ��	 �ÿ β ���þ 	
 �þ
�� �	��� 	
 ���	
� �	 �	���	 þ
 �	
 �þ�� ÿ��	�	��ÿ	��	"

=��� 	� 	
 �þ�� þ��	�ÿ��� 	
 �þ���	��� �	 ÿ��	�(� 	� ∆j = νj −µj

� ��	 	� 	
 �þ�
ÿ�
�
ÿ���ÿ�� 	��	�þ�� 	� 
þ $�ÿ

þ j

"

������ �DFG@DBSHD�K C V@DA@D �N EAF VC@�JNG@AF
K���� 
�� �þ���	���� �	 	��	 �þ�� �ÿ	�	� 
þ �ÿ��þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� þ ��ÿ��ÿ ��	

	� 	
 �þ�� ÿ��	�	��ÿ	��	� � �þ�þ 	
 ��	�� �þ���	��� β �	 þ���	 ��þ ��	�ÿþ ��ÿ�%���þ�ÿ�þ ��ÿ%���	 	� 	
 ÿ��	��þ
� (−1, 1)
"

������ �DFG@DBSHD�K VAFGN@DA@
#
 þ�
ÿ�þ� 	
 �	��	�þ �	 �þ�	�� 
þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� ����	�ÿ�� �	
 �	���� �	 �þ���	A���� (µ, ν, τi, β, θ)

��	�þ �������ÿ��þ
 þd
p(µ, ν, τi, β, θ | X0,X,Y) ∝ τna+1−1

i θc+ n

2

exp
{ n∑

i=1

[
−bτi −

τi

2
((Xi − µ)2 + θ(Yi − ν − β(Xi − µ))2)

]

−
[
dθ +

τ0

2
(X0 − µ)2

]} �ßI!
<� %���þ �ÿ�ÿ
þ� þ
 �þ�� ÿ��	�	��ÿ	��	� �	 ��	�	 �
�	��þ� ��	 �þ��� 
þ �ÿ���ÿA
��ÿ�� ����	�ÿ�� ���� 
þ� �ÿ���ÿ
��ÿ��	� �þ�$ÿ�þ
	� �	 
�� �þ���	���� �	 ÿ��	�(�

�� %���þ� �þ��	 �	 þ
$��þ %þ�ÿ
ÿþ �	 �ÿ���ÿ
��ÿ��	� �þ�þ�(��ÿ�þ�� ��� 
� ��	 �� 	����ÿ

	 )þ�	� ÿ�%	�	��ÿþ �	 	��þ� �ÿ���ÿ
��ÿ��	� 	� %���þ þ�þ
��ÿ�þ" ��� ����ÿ$�ÿ	�A�	� �þ�
ÿ(� �	 ��ÿ
ÿ�þ 	
 ��	���	þ��� �	 @ÿ

� �þ�þ )þ�	� ÿ�%	�	��ÿþ ��
�	 �����

�� �þ���	���� �	������ÿ���" �þ�þ 	

� �	 �	�	�ÿ�þ� 
þ� �ÿ���ÿ
��ÿ��	� ����ÿ�ÿ��þ
	�
����
	�þ� �	 
�� �þ���	����� 
þ� ��þ
	� �	 �þ� þ ����ÿ��þ�ÿ��"
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������ �DFG@DBSHDAKNF HAK�DHDAKCENF C VAFGN@DA@D
� ����	�ÿ� �	 
þ� ����	��ÿ��	� �	
 �
ÿ�þ ��	�	��	 �

µ
!d

p(µ | ν, τi, θ, X0,X,Y) ∝ N


µ̃,

(
n∑

i=0

τi + θβ2

n∑

i=1

τi

)
−1

 �ß�!

����	
µ̃ =

∑n

i=0
τiXi − θβ

∑n

i=1
τi(Yi − ν − βXi)∑n

i=0
τi + θβ2

∑n

i=1
τi

=��� �	 �
�	��þ 	� 
þ �ÿ���ÿ
��ÿ�� �ß�!� 
þ ��	�ÿ�ÿ�� � �	�ÿþ �	
 �
ÿ�þ ��	A�	��	 �	�	��	� �	 
�� �ÿ$�ÿ	��	� %þ����	�d 
þ �þ�ÿþ
ÿ
ÿ�þ� �þ���þ
 � 
þ 	%	��ÿA�ÿ�þ� �	 
�� ?=@ 	� ����	��þ� 	
 �
ÿ�þ ��	�	��	 � %�����" ýþ �þ�ÿþ
ÿ
ÿ�þ�
�þ���þ
 �	�	��	 �	 
þ� �þ�þ��	����ÿ�þ� �
ÿ���ÿ�þ� �	 
þ ���þ � $�ÿ

þ� �	�	&þ�þ
	� 
þ ��	�ÿ�ÿ�� �	 
�� �þ��� �
�	��þ��� �

τ0

!" ýþ 	%	��ÿ�ÿ�þ� �	 
þ� ����	�A�ÿ��	� �	
 �
ÿ�þ ��	�	��	 � %����� �	�	��	 �	 
þ� þ����ÿ�þ�ÿ��	� ���(�ÿ�þ�
� �	 
þ� �þ�þ�	��ÿ�þ�ÿ��	� �	 
�� ����	��� %��ÿ��� ��ÿ
ÿ�þ��� 	� 
�� ���	
��
�
ÿ���ÿ���" <��� �	 �	�	&þ 	� 
þ� ��	�ÿ�ÿ��	� �	 �þ�þ ��� �	 
�� ���	
�� �

τi

!"
#�	���� �þ�þ 	
 �
ÿ�þ %������ 
þ 	%	��ÿ�ÿ�þ� �	�	��	 �	 β

� ��	 ���� �	 �ÿ&�þ��	�ÿ���	��	 �ÿ�	 
þ þ���ÿþ�ÿ�� 
ÿ�	þ
 	���	 �
ÿ�þ ��	�	��	 � %�����"
� ����	�ÿ� �	 
þ� ����	��ÿ��	� �	
 �
ÿ�þ %����� �

ν
!d

p(ν | µ, τi, θ, X0,X,Y) ∝ N


ν̃,

(
θ

n∑

i=1

τi

)
−1

 �ß�!
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¬s­®s Ïu ������� ��� ���ô��Ð¼�� ��  �� �����%��� #�� �� ���  ����¢�¸ÇÓÝÆÉ ÅÆÇÏÉ×ÉÌÏËÔ ²ÉÊÏÆËkÏËÑÌÒÔ×,´0 ¹Ì£ÕÔÍÉÆÆÔ ÑÌ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 24 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É 01 ÏÔkÔÊÐÕÖ°+ ¹Ì£ÕÔÍÉÆÆÔ ÑÌ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 22 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É 2¿ ÏÔkÔÊÐ
,¶¹+·Ò°+ ¥ÎÊÍÆÔÕËÔ ÑÌ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 4 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É 02 ÏÔkÔÊÐ
Ñ,Ò¥´¼ ¥ÕÉÓÔÌËÔ ÑÌ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 24 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ·Å×,¾ÐÕÖÒ¹ÒÑØ ¹Ì£ÕÔÍÉÆÆÔ ÑÌ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 22 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ Ú ÉÊÍÔÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É ÏÔkÔ ÓÉÙÏÕÔ×ÔÐ
,¶¹+·0ÒÑØ ¥ÎÊÍÆÔÕËÔ ÑÌ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 4 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É ÏÔkÔ ÓÉÙÏÕÔ×ÔÐ
Ñ,Ò¥´¾ ¥ÕÉÓÔÌËÔ ÑÌ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 24 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ Ú ÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×ÇÔ ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ £ÉÇÊÍÆÑÚÏÇ ÏÇÌ 22 ÏÔkÔÊÐÕ¹Õ,ÒÑØ ÑÊÍÔ×ÇÊ ÕÌË×ÇÊ ÑÌ ÕÔ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 22 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÈÎÉ ÔÛÔ×Ë×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ÜÊÕÔÝÝÐ
Ñ,Ò¥´2 ¥ÕÉÓÔÌËÔ ÑÌ ÕÔ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 24 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ Ú ÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×ÇÔ ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ £ÉÇÊÍÆÑÚÏÇ ÏÇÌ 22 ÏÔkÔÊÐ
,¶¹+·2ÒÑØ ¥ÎÊÍÆÔÕËÔ ÑÌ ÕÔ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 4 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É ÏÔkÔ ÓÉÙÏÕÔ×ÔÐ
,,,ÒÑØ ,ÔÌÔ×Ô ÑÌ ÕÔ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 21 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É ÏÔkÔ ÓÉÙÏÕÔ×ÔÐ±³²ÞÒ°+ ÑÊÍÔ×ÇÊ ÕÌË×ÇÊ ÑÌ ÕÔ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 4 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É 20 ÏÔkÔÊÐß´+,ÒÑØ ¥ÎÊÍÆÔÕËÔ ÑÌ ÕÔ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 4 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É ÏÔkÔ ÓÉÙÏÕÔ×ÔÐ
,±,´2Ò°+ ,ÔÌÔ×Ô ÑÌ ÕÔ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 21 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É 04 ÏÔkÔÊÐ¸,¥+Ò²·Ñ ÑÊÍÔ×ÇÊ ÕÌË×ÇÊ ÑÌ ÕÔ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 4 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É 01 ÏÔkÔÊÐ
,,+¶l¸¹Ñ¶ µÔkÑÌ ÑÌ ÕÔ ÞÉÆÍËÏÔÕ ÍËÉÌÉ 01 ÏÔkÔÊ ÔÍÓÇÊÈÓÆËÏÔÊ ÚÉÊÍÔ ÔÏÇkÕÔ×Ç Ô ÎÌ ÓÇ×ÉÕÇ ÇÏÉÔÌËÏÇ ×É 2¿ ÏÔkÔÊÐ
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QRST UV WXYZS[\]^_S`a\`b1,c d ef`gb[ hV hb[TYi\^j\k\]2,l dmSTR\X mbTS]g\[Yb2,n

1opqrstrupvtw xp yrtpuzt{|r} ~r|��trx xp �v�pv{ps�r} �v{�ps�{xrx xp �tr|rur}�wq{rq�} ��{�p
2opqrstrupvtw xp �v�pv{ps�r �v�wsuzt{|r � �{pv|{r� xp �r �wuq�tr|{�v} ~r|��trxxp �v�pv{ps�r} �v{�ps�{xrx xp �tr|rur} �wq{rq�} ��{�p
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åæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó ôæ éèçõ æö÷óèæöòðêò íêèóèøæçæ ÷æëæ öõçòóæë êèòö÷õé çò
ùèçæ çò îõö÷õðòðêòé úõ éèéêòöæéûü òð õëýæðèøæîèõðòé þíò çòéæëëõóóæð ÷ëõýëæöæé
çò öæðêòðèöèòðêõ ÷ëòùòðêèùõ òð éíé öÿþíèðæéü �æ þíò ÷òëöèêò òéêíçèæë óæ êæéæ
çò �æóóæ çò íð îõö÷õðòðêò îë�êèîõ� �éêæ çèéêëèìíîèïð �íò èðêëõçíîèçæ ÷õë ñòèìíóóú×Ø�×û � ÷õéêòëèõëöòðêò éò ôæð çòéæëëõóóæçõ öíîôõé êëæìæ�õé þíò õêõëýæð íðæ
öæ�õë �ò�èìèóèçæç æó öõçòóõ õëèýèðæó öõçè	îæðçõ éí òéêëíîêíëæ ÷æëæö
êëèîæ� �õë
ò�òö÷óõü �æðýü 
èò � �õô úÖÙÙ�û � �ôòð úÖÙÙÙû êëæìæ�æð éõìëò òó ÷æëÿöòêëõ çò
�õëöæ ÷æëæ õìêòðòë íð öò�õë æ�íéêò çò �íðîèõðòé îõð êæéæ çò �æóóæ îõð �õëöæ çòìæ�òëæ õ îëòîèòðêò� �ôæðý � 
èò úÖÙÙ�û ýòðòëæð íð ðíòùõ öõçòóõ æó èðîõë÷õëæëíð ÷æëÿöòêëõ æçèîèõðæó æ óæ �æöèóèæ çò çèéêëèìíîèõðòé ñòèìíóó îõð çõé ÷æëÿöòêëõé�

åæ �íðîèïð çò çòðéèçæç çò ÷ëõìæìèóèçæç ú�ç÷û çò íðæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ ñòèìíóóçò çõé ÷æëÿöòêëõé òé çò óæ �õëöæ

fX(x | α, β) =
β

αβ
xβ−1e−(x/α)β

, x > 0
ú×û

çõðçò α > 0 òé òó ÷æëÿöòêëõ çò òéîæóæü � β > 0 òé òó ÷æëÿöòêëõ çò �õëöæ� �è Xéò çèéêëèìí�ò òð ñòèìíóó çò ÷æëÿöòêëõé (α, β)
óõ çòðõêæëòöõé ÷õë X ∼ ñ

(α, β)�� ÷æëêèë çò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóóü éò ÷íòçòð çòëèùæë óõé éèýíèòðêòé îæéõé ÷æëêè�îíóæëòé� éè β = 0, 5
ü
X

éò çèéêëèìí�ò �è÷òëò�÷õðòðîèæó� éè β = 1
ü
X

éò çèéêëèìí�ò
ò�÷õðòðîèæó çò ÷æëÿöòêëõ α > 0

�
β = 2

ü êòðòöõé þíò X
éò çèéêëèìí�ò òð �æ�óòèýôçò ÷æëÿöòêëõ α > 0 � �õë õêëõ óæçõü óæ �íðîèïð çò çèéêëèìíîèïð æîíöíóæçæ ú�çæû òé

FX(x | α, β) = 1 − e−(x/α)β

, x > 0
úÖû

� óæ �íðîèïð çò îõð	æìèóèçæç ùèòðò çæçæ ÷õë

RX(x | α, β) = 1 − FX(x | α, β) = e−(x/α)β

, x > 0
ú�û

�òéçò ú×û � ú�ûü êòðòöõé þíò óæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ òé

hX(x | α, β) =
fX(α, β)

RX(x | α, β)
=

β

α

(x

α

)β−1

, x > 0
ú�û

åæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ çæçæ òð ú�û òé çòîëòîèòðêò ÷æëæ β < 1
ü îõðéêæðêò

÷æëæ β = 1
� îëòîèòðêò ÷æëæ β > 1 ��îêíæóöòðêòü óæ ÷ëòõîí÷æîèïð òéêÿ îòðêëæçæ òð çòéæëëõóóæë ò�êòðéèõðòé æ óæ

çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó ÷æëæ óõýëæë íð öò�õë æ�íéêò æ óæ éèêíæîèïð çò îæçæ îõö÷õ�ðòðêò òð òéêíçèõ� �õìëò òéêò öèéöõ ÷íðêõü �æ ò�èéêòð êëæìæ�õé éèöèóæëòé îõöõü ÷õë
ò�òö÷óõü òó çò �ïöòøü �íèðêæðæ � �õëëòé úÖÙÙ�ûü þíò íêèóèøæð óæ �æöèóèæ çò çèéêëè�ìíîèõðòé òó�÷êèîæé ÷æëæ ýòðòëæë íðæ ðíòùæ �æöèóèæ çò çèéêëèìíîèõðòé çòðõöèðæçæé
�óæéô�òó�÷êèîæéü æé� îõöõ íð êëæìæ�õ ëòîèòðêò çò �ïöòøü �óèùæëòé��æîôòîõ � �õó�æ�ëèðò úÖÙÙØûü þíèòðòé ýòðòëæð íðæ ò�êòðéèïð çò óæ çèéêëèìíîèïð �èëðìæíö��æíðçòëéæ ÷æëêèë çòó êëæêæöèòðêõ çò éí  íëêõéèé�

!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)
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�ð òéêò éòðêèçõü óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô îæðïðèîæ éò çò	ðò îõöõ óæ ëæøïð çò çõé
ùæëèæìóòé æóòæêõëèæé èðçò÷òðçèòðêòéü æ éæìòë� íðæ ðõëöæó òéêÿðçæë ú>

(0, 1)
û � íðæ

íðè�õëöò òð (0, 1)
ú?

(0, 1)
ûü çõðçò óæ �ç÷ òé çæçæ ÷õë

p(x) =

{
φ(0)−φ(x)

x2 ,
éè

x 6= 0
1
2φ(0),

éè
x = 0

ú�û

çõðçò φ(·) òé óæ çòðéèçæç ðõëöæó òéêÿðçæë� �éêæ çèéêëèìíîèïð ÷ëòéòðêæ îõóæé öÿé
÷òéæçæé þíò óæ çèéêëèìíîèïð ðõëöæóü � îõöõ îõðéòîíòðîèæü òé íðæ çèéêëèìíîèïð îõð
öæ�õë  íëêõéèé� �óýíðæé ÷ëõ÷èòçæçòé çò òéêæ �æöèóèæ éõð çèéîíêèçæé òð �õýòëé ��í ò� ú×Ø�Öû � òð @õéêòóóòë � �í ò� ú×Ø��û� åõé òéêèöæçõëòé çò öÿ�èöæ ùòëõ�éèöèóèêíç ú�@Aû ÷æëæ óõé ÷æëÿöòêëõé çò óõîæóèøæîèïð � òéîæóæ éõð çèéîíêèçõé òðBæ�æçæë ú×ØCÖû� ñæðý � �òðêõð úÖÙÙDû ÷ëõ÷õðòð íðæ ùòëéèïð é òE öíóêèùæëèæçæ
÷æëæ óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô òéêÿðçæë�

?ðæ ëò÷ëòéòðêæîèïð òéêõîÿéêèîæ ÷æëæ óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô òéêÿðçæë òé çæçæ ÷õë

S =
Z

U1/q

úDû
çõðçò Z ∼ >

(0, 1)
ü
U ∼ ?

(0, 1)
ü
Z òé èðçò÷òðçèòðêò çò U

�
q > 0 � �è q = 1

ü
òðêõðîòé éò õìêèòðò óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô îæðïðèîæü � éè

q → ∞ ü éò õìêèòðò óæ
çèéêëèìíîèïð ðõëöæó òéêÿðçæë�

�õë êæðêõü òó õì�òêèùõ çò òéêò êëæìæ�õü òé òéêíçèæë óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ S òð úDûü
îõðéèçòëæðçõ óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ Z ∼ ñ

(α, β)� �ò óóæöæëÿ æ òéêæ ðíòùæ çòðéèçæç
�óæéô�ñòèìíóó çò ÷æëÿöòêëõé (α, β, q)

ü çòðõêæçõ ÷õë �ñ(α, β, q)� �éêæ ùæëèæìóòæóòæêõëèæ S ÷ëòéòðêæëÿ íðæ öæ�õë  íëêõéèé þíò òó öõçòóõ ñòèìíóó õëèýèðæó ú×û�
ò�òö÷óõ çò çæêõé þíò ÷õéòòð íð öæ�õë �ðçèîò çò  íëêõéèé éõð æþíòóóõé ëòóæîèõðæçõéîõð êèòö÷õ çò �æóóæé çò îõö÷õðòðêòé éõöòêèçõé æ íð òéêë
é î�îóèîõ úùòë �ïöòø
òê æó� ÖÙÙØû�

�éêò êëæìæ�õ òéêÿ õëýæðèøæçõ îõöõ éèýíò� �ð óæ éòîîèïð Öü éò ÷ëòéòðêæ óæ çòðéè�çæç çò óæ �æöèóèæ �óæéô�ñòèìíóóü � öíòéêëæð æóýíðõé îæéõé ÷æëêèîíóæëòé çòëèùæçõéçòó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü éò õìêèòðòð óõé öõöòðêõé � éò òéêíçèæð óõé îõò	îèòðêòéçò æéèöòêë�æ �  íëêõéèé çòó öõçòóõ� �éêæ éòîîèïð 	ðæóèøæ îõð íð æðÿóèéèé çò óæé
�íðîèõðòé çò îõð	æìèóèçæç � êæéæ çò �æóóæ� �ð óæ éòîîèïð �ü éò òéêíçèæð óõé æé÷òîêõéèð�òëòðîèæóòé çòó öõçòóõü òð ÷æëêèîíóæë óõé òéêèöæçõëòé çò öÿ�èöæ ùòëõéèöèóèêíç �
éò ÷ëòéòðêæ íð òéêíçèõ çò éèöíóæîèïð ëòóæîèõðæçõ îõð óõé ÷æëÿöòêëõé èðùõóíîëæçõé�Fèðæóöòðêòü óæ éòîîèïð � òé çòçèîæçæ æ óæé ÷ëèðîè÷æóòé îõðîóíéèõðòé�

Gã H( /-,+1-234-.' I0(,JK5)-2300

�ð òéêæ éòîîèïð éò çò	ðò óæ çòðéèçæç çò óæ �æöèóèæ òéêíçèæçæ � éò öíòéêëæðæóýíðæé çò éíé ÷ëõ÷èòçæçòé ìÿéèîæé� �õë íð óæçõü óæ ëò÷ëòéòðêæîèïð òéêõîÿéêèîæ çòó
öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóó òé çò óæ �õëöæ

W =
X

U1/q

ú�û

!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)
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çõðçò X ∼ ñ

(α, β)
ü
U ∼ ?

(0, 1)
ü
X òé èðçò÷òðçèòðêò çò U

�
q > 0 � �èëòöõéþíò W

éò çèéêëèìí�ò çò æîíòëçõ òð óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô�ñòèìíóó çò ÷æëÿöòêëõé
(α, β, q)

ü çòðõêæëòöõé óæ çèéêëèìíîèïð çò ú�û íéæðçõ óæ ðõêæîèïð W ∼ �ñ(α, β, q)�
LMNM OPQRSTQ UV UVQWSUXU

åæ éèýíèòðêò ÷ëõ÷õéèîèïð öíòéêëæ óæ �ç÷ çò óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô�ñòèìíóóü õìêò�ðèçæ æ ÷æëêèë çò óæ ëò÷ëòéòðêæîèïð òéêõîÿéêèîæ çæçæ òð ú�û�
HJBYB@AZA[; \] ^_` W ∼ ^a

(α, β, q) b cdefdg_hi j` k lm l_ W
_h l`l` mfn

fW (w | α, β, q) =
qβ

αβ
wβ−1TW (w | α, β, q), w > 0

úCû
lfdl_ α, β > 0i q > 0 o TW (w | α, β, q) h_ l_pd_ gfqf

TW (w | α, β, q) =

∫ 1

0

uβ+q−1e−(uw/α)β

du

rstuvwxyz{|}] �òéçò ú�ûü � íéæðçõ óæ èðçò÷òðçòðîèæ çòX
�

U
ü éòæϕ : R

2 → R
2 üóæ êëæðé�õëöæîèïð

ϕ(x, u) = (x/u1/q, u1/q) ÷æëæ u 6= 0
� îõð èðùòëéæ ϕ−1(w, v) =

(wv, vq)
ü òðêõðîòé òó �æîõìèæðõ çò óæ êëæðé�õëöæîèïð èðùòëéæ òé J(w, v) = qvq � �õëêæðêõü

fW (w | α, β, q) =

∫
∞

−∞

fX(wv | α, β)fU (v) | J(w, u) | dv

= q

∫ 1

0

vqfX(wv | α, β) dv

çõðçò fX(· | α, β) òé çæçõ ÷õë ú×û�
åæ 	ýíëæ × öíòéêëæ óæ çòðéèçæç �óæéô�ñòèìíóó ÷æëæ çè�òëòðêòé òóòîîèõðòé çò óõé

÷æëÿöòêëõé α
ü
β
�

q � �ð óæ 	ýíëæ × éò õìéòëùæ îóæëæöòðêò òó ò�òîêõ ÷ëõçíîèçõ ÷õë
òó ÷æëÿöòêëõ q òð òó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü òé çòîèëü ÷ëòéòðêæ îõóæé öÿé ÷òéæçæéþíò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóóü � îõöõ îõðéòîíòðîèæü òó ðíòùõ öõçòóõ êèòðò öæ�õë íëêõéèé�

åõé éèýíèòðêòé îõëõóæëèõé éõð îõðéòîíòðîèæé çèëòîêæé çò úCû � éò õìêèòðòð îõöõ
ò�êòðéèõðòé çò óõé îæéõé ÷æëêèîíóæëòé çòëèùæçõé çòó öõçòóõ ñòèìíóó�
~BJBOIJAB \] �` �`n�`�j_ `j_`efn�` X h_ l�hen���o_ l_ `g�_nlf gfd j` l�hen���g��d^j`h����m_n_�mfd_dg�`j o jf l_dfe`n_qfh mfn X ∼ ^�

(α, q)i gfd klm l`l` mfn
fX(x | α, q) =

q

2
(αx)−1/2TX(x | α, q), x > 0

úØû

lfdl_ α > 0i q > 0 o TW (w | α, q) h_ l_pd_ gfqf
TX(x | α, q) =

∫ 1

0

uq−1/2e−(ux/α)1/2

du
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&È* fW (w | α = 1, β = 0, 5, q)
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0 20 40 60 80

0,
00

0,
02

0,
04

0,
06

0,
08

Variable

D
en

si
da

d

q=0,5
q=5
q=10

&Ð* fX(x | α = 20, β = 5, q)������ �� Û�³ fW (w | α, β, q)
#%�% �%��%� ������� �� ��

(α, β, q)" �% �� �% �� �� �%������#� �� % �% �� ���%� ������� �� ��� #%��������"

~BJBOIJAB �] �` �`n�`�j_ `j_`efn�` X h_ l�hen���o_ l_ `g�_nlf gfd j` l�hen���g��d^j`h��c�mfd_dg�`j o jf l_dfe`n_qfh mfn X ∼ ^c(α, q)i gfd klm l`l` mfn

fX(x | α, q) =
q

α
TX(x | α, q), x > 0

ú×Ùû

lfdl_ α > 0i q > 0 o TW (w | α, q) h_ l_pd_ gfqf

TX(x | α, q) =

∫ 1

0

uqe−(ux/α) du
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~BJBOIJAB �] �` �`n�`�j_ `j_`efn�` X h_ l�hen���o_ l_ `g�_nlf gfd j` l�hen���g��d^j`h���`oj_��� o jf l_dfe`n_qfh mfn X ∼ ^�

(α, q)i gfd klm l`l` mfn

fX(x | α, q) =
2q

α2
xTX(x | α, q), x > 0

ú××û

lfdl_ α > 0i q > 0 o TW (w | α, q) h_ l_pd_ gfqf
TX(x | α, q) =

∫ 1

0

uq+1e−(ux/α)2 du

åæé 	ýíëæé ×úæûü ×úìû � ×úîû öíòéêëæð óæé �õëöæé çò óæ çòðéèçæç ÷æëæ çè�òëòð�êòé òóòîîèõðòé çò óõé ÷æëÿöòêëõé (α, q)
ü ÷æëæ óõé öõçòóõé �óæéô��è÷òëò�÷õðòðîèæóü�óæéô���÷õðòðîèæó � �óæéô��æ�óòèýôü ëòé÷òîêèùæöòðêò�

�çòöÿéü çò óæ ëò÷ëòéòðêæîèïð òéêõîÿéêèîæ çæçæ òð ú�û òé �ÿîèó ýòðòëæë ùæëèæ�ìóòé æóòæêõëèæé çòó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü æ ÷æëêèë çò óæ ýòðòëæîèïð çò ùæëèæìóòéæóòæêõëèæé ñòèìíóó � ?ðè�õëöò�
LMLM ���VQ��W

åõé öõöòðêõé çòó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóó ùèòðòð çæçõé ÷õë óæ éèýíèòðêò ÷ëõ÷õ�éèîèïð�
HJBYB@AZA[; �] ^_` W ∼ ^a

(α, β, q) b cdefdg_hi gfd r = 1, 2, 3, . . . o q > r i
e_d_qfh

E[W r ] =
q

q − r
αrΓ

(
1 +

r

β

) ú×Öû

lfdl_ Γ(u) =
∫
∞

0 tu−1 exp (−t) dti u > 0 �k�dg��d �`qq �̀b
rstuvwxyz{|}] �æçõ þíò X

�
U

éõð èðçò÷òðçèòðêòéü æ êëæù
é çò óæ ëò÷ëòéòðêæ�îèïð òéêõîÿéêèîæ çæçæ òð ú�ûü êòðòöõé

E[W r] = E

[(
X

U1/q

)r]
= E

[
U−r/q

]
E[Xr]

�æ þíò U ∼ ?
(0, 1)

ü éò éèýíò þíò
E

[
U−r/q

]
= q

q−r

ü
q > r

� ÷õë õêëõ óæçõü îõöõX ∼ñ
(α, β)

ü êòðòöõé E[Xr] = αrΓ(1+ r
β )

ü ú�õôðéõðüBõêø � �æóæ ëèéôðæð ×ØØ�û�
?éæðçõ óæ ÷ëõ÷õéèîèïð Öü òé ÷õéèìóò õìêòðòë óæé ò�÷ëòéèõðòé ÷æëæ óæ òé÷òëæðøæ �

ùæëèæðøæ çò óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ W
ü óæé îíæóòé éõð çæçæé òð òó éèýíèòðêò îõëõóæëèõ�

~BJBOIJAB �] ^� W ∼ ^a
(α, β, q)i _defdg_h

E[W ] =
q

q − 1
αΓ

(
1 +

1

β

)
, q > 1

V (W ) = qα2

{
1

q − 2
Γ

(
1 +

2

β

)
− q

(q − 1)2
Γ2

(
1 +

1

β

)}
, q > 2
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LM�M  �V¡RSVQ�V UV XWS�V�¢£X ¤ ¥P¢��WSW
HJBYB@AZA[; �] ^_` W ∼ ^a

(α, β, q) b cdefdg_h _j gf_pg�_de_ l_ `h�q_en¦` _h

√
β1 =

Γ(1 + 3/β)

q2(q − 3)
− 3Γ(1 + 1/β)Γ(1 + 2/β)

q(q − 1)(q − 2)
+

2Γ3(1 + 1/β)

(q − 1)3
[
Γ(1 + 2/β)

q(q − 2)
− Γ2(1 + 1/β)

(q − 1)2

]3/2
, q > 3

ú×�û

o _j gf_pg�_de_ l_ §�nefh�h _h

β2 =

Γ(1+4/β)
q3(q−4) − 4Γ(1+1/β)Γ(1+3/β)

q2(q−1)(q−3) + 6Γ2(1+1/β)Γ(1+2/β)
q(q−1)2(q−2) − 3Γ4(1+1/β)

(q−1)4

[
Γ(1+2/β)

q(q−2) − Γ2(1+1/β)
(q−1)2

]2 , q > 4
ú×�û

rstuvwxyz{|}] ?éæðçõ óõé îõò	îèòðêòé çò æéèöòêë�æ �  íëêõéèé òéêæðçæëèøæçõéü
êòðòöõé

√
β1 =

µ3 − 3µ1µ2 + 2µ3
1

(µ2 − µ2
1)

3/2

�
β2 =

µ4 − 4µ1µ3 + 6µ2
1µ2 − 3µ4

1

(µ2 − µ2
1)

2
,

ú×�û
çõðçò µr = E[W r]

ü îõð r = 1, 2, 3, . . .
�

q > r òé çò	ðèçõ òð ú×Öû�
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&#* "ÃÎ¨ÂÉÎ½¿Î ÐÎ ©ÁÀ¿Ã¾É¾Ä������ ª� Þ������ �� �� %�������% � �������� #%�% �% ����������� ��%�«±������� � ���±���� «�� �% �� �� �%¬� #%�% ������ ��� �%����� �� q
"

åæ 	ýíëæ Ö ÷ëòéòðêæ √
β1

�
β2

îõöõ �íðîèïð çòó ÷æëÿöòêëõ çò �õëöæ� �éêæ	ýíëæ öíòéêëæ òó îõö÷õëêæöèòðêõ çò óõé îõò	îèòðêòé çò æéèöòêë�æ �  íëêõéèé ÷æëæóæé çèéêëèìíîèõðòé �óæéô�ñòèìíóó � ñòèìíóóü ÷æëæ çè�òëòðêòé ùæóõëòé çò q � �çòöÿéüéò ÷íòçò ùòë þíò îíæðçõ òó ùæóõë çò q
éò èðîëòöòðêæü óõé îõò	îèòðêòé çò æéèöòêë�æ�  íëêõéèé êèòðçòð æ óõé îõëëòé÷õðçèòðêòé îõò	îèòðêòé çò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó� �

÷æëêèë çò óæ 	ýíëæ Öúìû éò õìéòëùæ îóæëæöòðêò òó ò�òîêõ ÷ëõçíîèçõ ÷õë òó ÷æëÿöòêëõ
q òð òó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü òé çòîèëü òó ðíòùõ öõçòóõ êèòðò öæ�õë  íëêõéèé�
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ÖÖD Ú�% Û" Ü���%���±³%�«���� Ý����� Þ" Þ�� ���±ß���� à á% ��� á� %������
LM­M OPQRSTQ UV R�Q¡X®S¯SUXU ¤ �XWX UV °X¯¯X

�é òéêæ éòîîèïð éò òéêíçèæð óæé �íðîèõðòé çò îõð	æìèóèçæç � êæéæ çò �æóóæ çòó öõ�çòóõ �óæéô�ñòèìíóóü òé çòîèëü éò îõðéèçòëæ íðæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ T ∼ �ñ(α, β, q)�åæ îõð	æìèóèçæç çò íð îõö÷õðòðêò úõ éèéêòöæû òð òó êèòö÷õ t
ü òé çò	ðèçõ îõöõ

RT (t | α, β, q) = P(T > t) = 1 − FT (t | α, β, q)
ü çõðçò T òé òó êèòö÷õ çò ùèçæ çòóîõö÷õðòðêò � FT (t | α, β, q) òé óæ �íðîèïð çò çèéêëèìíîèïð æîíöíóæçæ çò óæ ùæëèæìóòæóòæêõëèæ T

ü
RT

òé êæöìè
ð îõðõîèçæ îõöõ óæ �íðîèïð çò îõð	æìèóèçæç çò íð îõö�
÷õðòðêò úõ éèéêòöæû� �ð óæ 	ýíëæ � æ÷æëòîò óæ �õëöæ çò óæ �íðîèïð çò îõð	æìèóèçæç
RT (t | α, β, q) ÷æëæ ùæëèæé òóòîîèõðòé çò (α, β, q)�
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RT (t | α, β, q)

#%�% �%��%� ������� �� ��
(α, β, q)"�% �� �% �� �� �% ������#� �� % �% �� ��� �� �� �%�����%� �� �% �� ���%�

������� �� ��� #%��������"
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hT (t | α, β, q)

#%�% �%��%� ������� �� �� (α, β, q)" �%�� �% �� �� �% ������#� �� % �% �� ��� �� �%�% �� �%��% �� �% �� ���%���������� ��� #%��������"

åæ 	ýíëæ � öíòéêëæ óæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ

hT (t | α, β, q) =
fT (t | α, β, q)

RT (t | α, β, q)

îõëëòé÷õðçèòðêò æ óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ T ∼ �ñ(α, β, q)
ü çõðçò fT (t | α, β, q) òé óæ

�ç÷ çò T � �ò óæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ ÷æëæ óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ T
éò çòé÷ëòðçòðóæé éèýíèòðêòé ÷ëõ÷èòçæçòé³ úèû hT (t | α, β, q) ≥ 0, ∀ t

ü � úèèû
hT (0 | α, β, q) = 0 �?ðæ çò óæé ýëÿ	îæé öÿé æö÷óèæöòðêò îõðõîèçæé � íêèóèøæçæé ÷æëæ öõçòóæë êèòö�÷õé çò ùèçæ çò îõö÷õðòðêòé úõ éèéêòöæéû æ êëæù
é çò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó òé óæîíëùæ çò óæ ìæ�òëæ� �ð óæ 	ýíëæ � éò ÷íòçò õìéòëùæë óæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ çòó

!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)



ÖÖC Ú�% Û" Ü���%���±³%�«���� Ý����� Þ" Þ�� ���±ß���� à á% ��� á� %������

öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü � þíò æ êëæù
é çò òéêò òé ÷õéèìóò îõðéêëíèë óæ îíëùæ çò óæ
ìæ�òëæ ÷æëæ çèéêèðêõé ùæóõëòé çò α

ü
β
�

q � �æìò çòéêæîæë þíò æó èë æíöòðêæðçõ òó
ùæóõë çò q

ü òó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóó éò æ÷ëõ�èöæ æó îõö÷õëêæöèòðêõ öõéêëæçõ ÷õëóæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó çò çõé ÷æëÿöòêëõé�
�ð óæ 	ýíëæ �úæûü îõð β < 1

ü éò õìéòëùæ íð îõö÷õëêæöèòðêõ çòîëòîèòðêò òð óæ
îíëùæü çòìèçõ æ þíò éò îõðéèçòëæ þíò óõé îõö÷õðòðêòé òð òó èðèîèõ çò éí íêèóèøæîèïð
÷ëòéòðêæð íðæ æóêæ îæðêèçæç çò �æóóæé þíò ùæ çèéöèðí�òðçõ òð òó êèòö÷õ� �ð óæ 	�ýíëæ �úìûü îõð β = 1

ü éò õìéòëùæ íð îõö÷õëêæöèòðêõ îõðéêæðêò òð óæ îíëùæü çòìèçõæ þíò éò îõðéèçòëæ þíò óõé îõö÷õðòðêòé ÷æéæð ÷õë íð ÷òëèõçõ îõð êæéæé çò �æóóæéîõðéêæðêòé òð òó êèòö÷õ� �ð óæé 	ýíëæé �úîû � �úçûü îõð β > 1
ü éò õìéòëùæ íð îõö�

÷õëêæöèòðêõ îëòîèòðêò òð óæ îíëùæü çòìèçõ æ þíò éò îõðéèçòëæ þíò óõé îõö÷õðòðêòéæó æ÷ëõ�èöæëéò æó 	ðæó çò éí ùèçæ ´êèó æíöòðêæð éíé êæéæé çò �æóóæé òð òó êèòö÷õ�

µã ¶,7)4+6, -'·)1)'4-(0),

� ÷æëêèë çò ú×Öû òé ÷õéèìóò õìêòðòë óõé êëòé ÷ëèöòëõé öõöòðêõé ÷õìóæîèõðæóòé� òéêõé ÷íòçòð éòë íéæçõé ÷æëæ òó îÿóîíóõ çò óõé òéêèöæçõëòé çò öõöòðêõé ÷æëæóõé ëòé÷òîêèùõé ÷æëÿöòêëõé úîõð q > 3
û� �ðêõðîòéü òð òéêæ éòîîèïð ðõé òð�õîæëòöõé

òð òó îæóîíóõ çò óõé �@Aü � éò ëòæóèøæëÿ íð æðÿóèéèé çò éèöíóæîèïð ÷æëæ òéêíçèæë òóîõö÷õëêæöèòðêõ çò óæé òéêèöæîèõðòé�
�MNM ¸W�S�XRSTQ ¹�¢ �º»S�X ¼V¢�WS�S¯S�PU

åæ �íðîèïð çò óõý�ùòëõéèöèóèêíç îõëëòé÷õðçèòðêò æ íðæ öíòéêëæ æóòæêõëèæX1
ü
. . .

ü
Xn

çòéçò óæ çèéêëèìíîèïð �ñ(α, β, q) òð úCû ÷íòçò éòë òéîëèêæ îõöõ

`(θ) = n log q+n logβ−nβ log α+(β−1)

n∑

i=1

log wi+

n∑

i=1

log TW (wi | α, β, q)
ú×Dû

çõðçòü TW (· | α, β, q)
éò çò	ðò òð óæ ÷ëõ÷õéèîèïð ×�

åõé �@A ùèòðòð çæçõé ÷õë óæ öæ�èöèøæîèïð çò ú×Dû� �æçæ óæ �õëöæ çò ú×Dûü òóéèéêòöæ õìêòðèçõ æ ÷æëêèë çò óæ õìêòðîèïð çò óæé ëòé÷òîêèùæé çòëèùæçæé ÷æëîèæóòé çòìòéòë ëòéíòóêõ ðíö
ëèîæöòðêò� åæ öæ�èöèøæîèïð éò ëòæóèøæ ÷õë öòçèõ çò óæ �íðîèïð
½¾¿ÀÁ çòó éõ�êEæëò Âü òó ö
êõçõ òé÷òî�	îõ òé ÃÄÅÆÇÈÄÅ ú��ëçü åíü >õîòçæó �
�ôí ×ØØ�ûü �æ þíò ÷òëöèêò þíò îæçæ ùæëèæìóò èðùõóíîëæçæ éò ÷íòçæ æîõêæë� �éêò
ö
êõçõ îõëëòé÷õðçò æ íðæ öõçè	îæîèïð çòó ö
êõçõ þíæéè�>òEêõð� � îõðêèðíæîèïðéò ÷ëòéòðêæ íð òéêíçèõ çò éèöíóæîèïðü çõðçò òó ÷ëèðîè÷æó õì�òêèùõ òé òéêíçèæë òóîõö÷õëêæöèòðêõ çò óõé òéêèöæçõëòé çò öÿ�èöæ ùòëõéèöèóèêíç ÷æëæ óõé ÷æëÿöòêëõé
α
ü
β
�

q �
�MLM ÉQº¯SWSW UV WS�P¯XRSTQ

�ð òéêæ éòîîèïð éò òéêíçèæð óõé ëòéíóêæçõé çò ùæëèõé òéêíçèõé çò éèöíóæîèïð
ëòóæîèõðæçõé îõð óõé ÷æëÿöòêëõé α

ü
β

�
q � �ó ÷ëèðîè÷æó õì�òêèùõ òé æðæóèøæë òó
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îõö÷õëêæöèòðêõ çò óõé òéêèöæçõëòé çò öÿ�èöæ ùòëõéèöèóèêíç ÷æëæ óõé ÷æëÿöòêëõé
α
ü
β
�

q �
�ó òéêíçèõ òé ëòæóèøæçõ ÷õë óæ ýòðòëæîèïð çò 1.000 öíòéêëæé æóòæêõëèæé éèöíóæ�çæé çò óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô�ñòèìíóó ÷æëæ çè�òëòðêòé ùæóõëòé çò óõé ÷æëÿöòêëõé çòó

öõçòóõ� åíòýõ çòó îÿóîíóõ çò óõé �@A ÷æëæ îæçæ ÷æëÿöòêëõ çòó öõçòóõü ÷æëæ îæçæ
öíòéêëæ ýòðòëæçæü òó ùæóõë öòçèõ � óæ çòéùèæîèïð òéêÿðçæë òö÷�ëèîæ ÷æëæ óæé ×�ÙÙÙ
òéêèöæîèõðòé çò îæçæ ÷æëÿöòêëõ éõð îæóîíóæçæé� �éêõé ëòéíóêæçõé éò ÷íòçòð ùòë òðóæ êæìóæ ×ü çõðçò éò õìéòëùæ þíò óæé òéêèöæîèõðòé éõð ìæéêæðêò òéêæìóòéü � óõ öÿéèö÷õëêæðêòü óæé òéêèöæîèõðòé éõð îòëîæðæé æ óõé ùæóõëòé ùòëçæçòëõé ÷æëæ òó êæöæ�õçò öíòéêëæ îõðéèçòëæçõ�

Ê�ËÌ� �� á���% � �����%��� �� ���� �%� �����%�%� #%�% ��� �áÍ ��
α
�
β
�

q
"

n = 100

α β q α̂(SD) β̂(SD) q̂(SD)

1 0, 5 3 0, 965(0, 219) 0, 513(0, 043) 2, 642(0, 335)

5 1, 056(0, 223) 0, 512(0, 039) 4, 990(0, 122)

7 1, 017(0, 204) 0, 503(0, 041) 7, 004(0, 019)

1 1 3 0, 947(0, 118) 1, 040(0, 121) 2, 762(0, 411)

5 0, 979(0, 118) 1, 025(0, 076) 4, 890(0, 588)

7 0, 994(0, 114) 1, 020(0, 088) 6, 979(0, 264)

1 2 3 0, 996(0, 081) 2, 061(0, 239) 3, 004(0, 449)

5 0, 999(0, 059) 2, 074(0, 198) 4, 904(0, 564)

7 1, 004(0, 056) 2, 073(0, 187) 6, 850(0, 577)

10 5 3 10, 085(0, 581) 5, 176(0, 856) 3, 093(0, 419)

5 9, 977(0, 430) 5, 211(0, 637) 4, 953(0, 574)

7 10, 020(0, 240) 5, 070(0, 573) 6, 954(0, 540)

n = 200

α β q α̂(SD) β̂(SD) q̂(SD)

1 0, 5 3 0, 938(0, 148) 0, 508(0, 031) 2, 659(0, 338)

5 1, 010(0, 166) 0, 502(0, 029) 5, 016(0, 095)

7 1, 010(0, 136) 0, 504(0, 028) 7, 002(0, 010)

1 1 3 0, 987(0, 103) 1, 011(0, 063) 2, 882(0, 441)

5 0, 988(0, 067) 1, 030(0, 065) 4, 756(0, 498)

7 0, 996(0, 077) 1, 003(0, 052) 6, 943(0, 298)

1 2 3 0, 998(0, 060) 2, 025(0, 183) 3, 010(0, 393)

5 0, 978(0, 046) 2, 055(0, 158) 4, 851(0, 570)

7 0, 994(0, 045) 2, 016(0, 131) 6, 838(0, 530)

10 5 3 10, 043(0, 390) 5, 058(0, 521) 3, 063(0, 365)

5 9, 964(0, 264) 5, 097(0, 440) 4, 927(0, 514)

7 9, 971(0, 212) 5, 069(0, 439) 6, 860(0, 513)
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Îã Ï6'403,-6'),

åæ ðíòùæ �æöèóèæ èðêëõçíîèçæü óóæöæçæ çèéêëèìíîèïð �óæéô�ñòèìíóóü ÷ëòéòðêæ íð
îõò	îèòðêò çò  íëêõéèé öæ�õë þíò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó çò çõé ÷æëÿöòêëõé îõð�éèçòëæçæ� òéêò ôòîôõ ÷íòçò éòë ´êèó ÷æëæ òó æ�íéêò çò íð îõð�íðêõ çò çæêõé îõðíðæ  íëêõéèé öæ�õë þíò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó õëçèðæëèæ� �ó òéêíçèõ çò éèöíóæ�îèïð çòéæëëõóóæçõ öíòéêëæ þíò òó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóó ÷íòçò ÷ëõçíîèë íð æ�íéêò
öíîôõ öò�õë þíò òó öõçòóõ ñòèìíóó� �çòöÿéü êæöìè
ð éò ÷íòçò çòîèë çòéçò òó
òéêíçèõ çò éèöíóæîèïð þíò óõé �@A ÷ëòéòðêæð íð îõö÷õëêæöèòðêõ ìæéêæðêò ìíòðõ
òð ê
ëöèðõé çòó éòéýõ òö÷�ëèîõ � òó òëëõë îíæçëÿêèîõ öòçèõ�

¶Ð1(/)4-9-)'+6,

åõé æíêõëòé æýëæçòîòð æ óõé ÿëìèêëõé � æó òçèêõë ÷õë éíé ùæóèõéõé îõöòðêæëèõé��� F� �óèùæëòé��æîôòîõ æýëæçòîò æ óæ �õöèéèïð >æîèõðæó çò �èòðîèæ � �òîðõóõý�æ��õðèî�ê ÷õë 	ðæðîèæë éíé òéêíçèõé çò çõîêõëæçõ òð óæ �õðêè	îèæ ?ðèùòëéèçæç �æ�êïóèîæ çò �ôèóò� åæ èðùòéêèýæîèïð çò �� �� �õëðèçò��ò�òé ôæ éèçõ ÷æëîèæóöòðêò	ðæðîèæçæ ÷õë òó �ëõ�òîêõ �Ñ?�� ÖÖ××�× çò óæ �èëòîîèïð çò Ñðùòéêèýæîèïð � �õéê�ýëæçõ çò óæ ?ðèùòëéèçæç çò �êæîæöæü �ôèóò�
[ÂÒÓÀÔÀÕ½Ö Á×ØÙ½ ÕÒ ÚÛÛÜ Ý ÞÓÒ¾¿×Õ½Ö ½Ó¿ßÔØÒ ÕÒ ÚÛàÛ]

á)·)1)'4-(,

��ëçü �� ��ü åíü ��ü >õîòçæóü �� � �ôíü �� ú×ØØ�ûü â� åèöèêòç @òöõë� �óýõëèêôö
�õë �õíðç �õðéêëæèðòç �÷êèöèøæêèõðãü ^äåæ çf�nd`j fd ^g�_de�pg èfqm�e�d�\éú�ûü ××ØÙê×ÖÙC�

�ôòðü �� úÖÙÙÙûü â�ð >òE �Eõ�÷æëæöòêòë åè�òêèöò �èéêëèìíêèõð Eèêô �æêôêíì��ôæ÷ò õë Ñðîëòæéèðý Fæèóíëò �æêò Fíðîêèõðãü ^e`e�he�gh `dl ënf�`��j�eo �_ee_nh�ìúÖûü ×��ê×D×�
�ïöòøü �� ñ�ü �óèùæëòé��æîôòîõü �� F� � �õó�æëèðòü �� úÖÙÙØûü â�ð ��êòðéèõð õ�

êôò �òðòëæóèøòç �èëðìæíö��æíðçòëé �èéêëèìíêèõðéãü ^e`e�he�gh `dl ënf�`��j�eo�_ee_nh íìú�ûü ��×ê��C�
�ïöòøü �� ñ�ü �íèðêæðæü F� �� � �õëëòéü F� �� úÖÙÙ�ûü â� >òE Fæöèó� �óæéô��èéêëèìíêèõðé Eèêô �óóè÷êèîæó �õðêõíëéãü ^e`e�he�gh `dl ënf�`��j�eo �_ee_nhííú�ûü �×�ê�Ö��
�õôðéõðü >� å�ü Bõêøü �� � �æóæ ëèéôðæðü >� ú×ØØ�ûü èfde�d�f�h îd��`n�`e_ ï�h�

en���e�fdhü éòîõðç òçðü ñèóò�ü >òE ðõë �
Bæ�æçæëü B� ú×ØCÖûü â� �èEòèýôê �÷÷ëõæîô êõ êôò �ðò��æö÷óò �ëõìóòöãü çf�nd`j

fk e�_ åq_n�g`d ^e`e�he�g`j åhhfg�`e�fd ííú��Cûü �×Dê�Ö��
!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)



./0 1231/456/ 71 80 754395:;<56/ =15:;88 Ö�×
@õéêòóóòëü F� � �í ò�ü �� ñ� ú×Ø��ûü ï`e` åd`joh�h `dl �_�n_hh�fdü �ççèéõð�ñòéóò��
�õýòëéü ñ� �� � �í ò�ü �� ñ� ú×Ø�Öûü â?ðçòëéêæðçèðý �õöò åõðý�êæèóòç ��ööò�êëèîæó �èéêëèìíêèõðãü ^e`e�he�gh ñ__nj`dl�` �éü Ö××êÖÖD�
�æðýüð�ü
èòü@� � �õôü>� �� úÖÙÙ�ûü â�êæêèéêèîæó �ðæó�éèé õ� æñòèìíóó ��êòðéèõð@õçòóãü èfqq�d�g`e�fdh �d ^e`e�he�ghò ó�_fno `dl æ_e�flh ��ú�ûü Ø×�êØÖC�
ñæðýü �� � �òðêõðü @� �� úÖÙÙDûü â�ôò @íóêèùæëèæêò � òE��óæéô �èéêëèìíêèõðãüçf�nd`j fk ^e`e�he�g`j ëj`dd�d� `dl ädk _n_dg_ \�éú×ûü ÖÙØêÖÖÙ�
ñòèìíóóü ñ� ú×Ø�×ûü â� �êæêèéêèîæó �èéêëèìíêèõð Fíðîêèõð õ� ñèçò �÷÷óèîæìèóèê�ãüçf�nd`j fk åmmj�_l æ_g�`d�gh \ôü ÖØ�êÖØ��
�ôæðýü �� � 
èòü @� úÖÙÙ�ûü âFæèóíëò �æêæ �ðæó�éèé Eèêô ��êòðçòç ñòèìíóó�èéêëèìíêèõðãü èfqq�d�g`e�fdh �d ^e`e�he�ghò ^�q�j`e�fd `dl èfqm�e`e�fd�éú�ûü ��Øê�ØÖ�
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9:;<=>?:= @A> BCDEF@DE;A GHI;:EDJF EA K?HDEH=L=H K;>=HC M;:9:;N;:DE;AC
OPQRSTUQV WVSTRXXS1,Y Z [VPU\ [] ^_R`V2,a Z [UQRPbV [\QTRP\3,c

1defghiej jk leikmniofep qrosktuojej vgiwrxme jk ygkttktxp vfezghfxp l{|ofx
2defghiej jk }uiej~uiofe k �r�xtmniofep qrosktuojej �kteftg�erep �ehezep l{|ofx
3�kzetiemkrix jk leikmniofep �ruioigix jk �o�ktr{iofep leikmniofe � d~uofep �e�e�erep �g�e

����
��
� ���� $������� �� �������� � #��������� �� #$�$ �$ �����$��� �� #$��������� ���� � $��$������ � ������� ����� ���� #$�$ #��#����� ��" �� #���������� �� �� �����$��� �� �$�$ � �� ������ �� ��� �� ���� ��$��$���

�� ��$���$���" � $ ��� ��� �� ������$ �� ������� �� ��������$ ��� �� #������� $#���$� �$ �����$ $�� �����$ �� �����$��� � �� �$��� ��� ������ �� �$�
�� ��$�" �� ��$���$ � $�������� ��� #������ �$����$� ��� �����$����� #���#������" �$ $#���$��� �� ������$ �� � ����#�� �� ���$�$ ������" �� �� �������� �� #��������� �� #���� �$�� #���� ��� � $ ����$����$ �$���$��� � � �������$��� �� $#���$�$�"
�� �¡¢�£ ¤ �¥¦§ �� ���� ��$��$��� �� ��$���$��� ����$������ ������� ������ ����� �$��$� �� �� �� �� ��$"

¨���©���
ª«�� #$#�� ��������� $ #�������� ��� �«� �����$��� �� �¬�� $ � �$ ���#$�$������ � ���������� ����� ��� #��#����� �" ª«� �����$��� #���������� ������#�� ��� � ­���$���� ®� ��$����� ��$�� ���$���" ¯ �� �«� ����� ��������$���� °� ���� ���$�� �«$� �� �� #������� �� $##�� �«� $���#����� ������$��� �«���� � �«� ��$��°��± �� �«� �� ��$� �� �$� �����" ² $������«��� �$����$�� �«� #��#���� �����$���� �� ��$���$���" ³� �������$�� �«� $##����$��� ��� � $ �¬$�#�� �� ���$�$ $�����" ­� �� �� ������ �«$� �«� #��#����#�������� �$ �� �$���$��� ���$���� �� �� $##���� ����$��«"

´¦µ ¶·¢¸£§ ¹� �� �� �� �$����� ­���$���� �� ��$����� ��$�� ���$���� º���������� ������"
»¼½¾¿ÀÁ¾½Â ÃÄÃÅÆÂ½Ç ÈÉÊÂÄÆË À½ÌÀÁÃÄÌÂÍÎÏÐÂÑ¾¾ÇÍ¾ÊÒ¼½¾¿ÀÁ¾½ ÃÄÃÅÆÂ½Ç ÈÉÊÂÄÆË Ê¾ÓÀÔÂÏÅÕÇÊÖ×ØÌÕÀÁÃÄÎÂÔ¾½Â ÂÅÖÄÆÄÂ½Ç ÈÉÊÂÄÆË ÊÄÌÀ½ÕÂÏÄÍÊ¿ÇÄÌ¿ÇÍÅ

ÙÚÚ



ÙÚÛ �� ���� $ ¹$������� º$��� º" �̄��$ Ü º� ���$ º� ����
ÝÞ ß./'(+6)),5.

àá âãäåæåçåèáè èã çá éêèãçáëåìí éîçïåíåðãç ñá åéòçåëáèê îí òáòãç ëáèá ðãó éôõ
åéòêöïáíïã èã ãõïá ï÷ëíåëá èãíïöê èã çá ïãêöøá ãõïáèøõïåëá ù çáõ áòçåëáëåêíãõú õåíãéæáöûêü çá åíýãöãíëåá ãõïáèøõïåëá áëãöëá èã çêõ éêèãçêõ éîçïåíåðãç òáöá òöêòêöþëåêíãõ ãõ îíá òöêæçãéôïåëá ÿîã òöãõãíïá èå�ëîçïáèãõ ïãìöåëáõ ù ëêéòîïáëåêíáçãõá�í õåí öãõêçðãö� �áöá ãðåïáö çá ëáöûá ëêéòîïáëåêíáç ù çá åíãõïáæåçåèáè áõêëåáèáëêí çá ëêéòçã�á åíïãûöáëåìí íîé÷öåëá ÿîã åéòçåëá çá ãõïåéáëåìí èã òáöôéãïöêõ èãéêèãçêõ éîçïåíåðãç íê çåíãáçãõ õã ñáí èãõáööêççáèê ðáöåêõ é÷ïêèêõ� �íïöã çêõ éôõ
ëêéîíãõ õã ãíëîãíïöáí çêõ ÿîã õã æáõáí ãí áòöêäåéáëåêíãõ èã çá åíïãûöáç åíðêçîëöáþèá ãí çá ðãöêõåéåçåïîè éáöûåíáçü çêõ é÷ïêèêõ æáùãõåáíêõ æáõáèêõ ãí áçûêöåïéêõ èã�êíïã �áöçê éãèåáíïã �áèãíá èã �áö�êð 	����
ü çêõ é÷ïêèêõ �� ãõïêëôõïåëêõù çêõ é÷ïêèêõ èã ðãöêõåéåçåïîè õåéîçáèá 	�êïêîñå Ù��Ú
� �õïêõ é÷ïêèêõü áîíÿîããí òöåíëåòåê áòçåëáæçãõ ëêí ëåãöïê ÷äåïêü òöãõãíïáí èåðãöõêõ åíëêíðãíåãíïãõú îíá èã
çáõ éôõ íêïáæçãõ èãõðãíïá�áõ ãõ õî áçïê ëêõïê ëêéòîïáëåêíáç�

�í çá áëïîáçåèáèü ëêíïåí�á õåãíèê èã òáöïåëîçáö åíïãö÷õ ãäòçêöáö íîãðêõ é÷ïêþèêõ ÿîã çã æöåíèãí áç åíðãõïåûáèêö ñãööáéåãíïáõ áèãëîáèáõ òáöá çá ãõïåéáëåìí èãòáöôéãïöêõ ãí éêèãçêõ éîçïåíåðãç òáöá èáïêõ ëáïãûìöåëêõ� �ç êæ�ãïåðê èã ãõïã áöþïøëîçê ãõ ýîíèáéãíïáö çá öáëåêíáçåèáè èãç é÷ïêèê òöêòîãõïê òêö �êíïãöêü �áõïãçç
 ��ãèá 	Ù���
� �õïã ãíýêÿîã õã æáõá ýîíèáéãíïáçéãíïã ãí çá åíïãûöáëåìí èã ïöãõãõïöáïãûåáõ ãõïáèøõïåëáõ� �
 �ç îõêü ëêéê æáõã ýîíèáéãíïáç òáöá ãçáæêöáö é÷ïêèêõ
èã åíýãöãíëåá òáöá ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåáü èã éêèãçêõ áõêëåáèêõ á çá èåõïöåæîëåìíáõåíïìïåëá ûáîõõåáíá èã îí ðãëïêö èã ïöáíõýêöéáëåêíãõ èã çáõ ýöãëîãíëåáõ êæõãöþðáèáõú Ù
 �ç îõê èã áòöêäåéáëåêíãõ õåéòçå�ëáèêöáõ òáöá çá éáïöåó èã ëêðáöåáíóááõåíïìïåëá èã çêõ ãööêöãõ áçãáïêöåêõ èã íåðãçþ� ãí ãç éêèãçê éîçïåíåðãç òöêòîãõïê ù
Ú
 àá áòçåëáëåìí èã éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ åïãöáïåðêõ òáöá çá ãõïåéáëåìí
èã òáöôéãïöêõ èã çêõ éêèãçêõ ûáîõõåáíêõ öãõîçïáíïãõ�

�í çá õãëëåìí Ù õã èãõëöåæã æöãðãéãíïã çá �çêõêýøá èãç áíôçåõåõ éîçïåíåðãç òáöá èáþïêõ ëáïãûìöåëêõ� �í çá õãëëåìí Ú õã ýêöéîçá îí éêèãçê éîçïåíåðãç òáöá òöêòêöëåêíãõù ãí çá õãëëåìí Û õã èãéîãõïöá ÿîã çêõ ãõïåéáèêöãõ òöêòîãõïêõ ïåãíãí òöêòåãèáèãõÿîã òãöéåïãí áòçåëáö çá ïãêöøá èã ãõïåéáëåìí òáöá éîãõïöáõ ûöáíèãõ� �í çá éåõéá
õãëëåìí õã èãéîãõïöá çá ëêíõåõïãíëåá èã çêõ ãõïåéáèêöãõü ïáíïê èã çêõ òáöôéãïöêõ
áõêëåáèêõ á ãýãëïêõ ��êõ ëêéê á ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá� �í çá õãëëåìí � õã
òöãõãíïá ãç áçûêöåïéê èã ãõïåéáëåìí èãõëöåïê ãí ãç áíãäê� �åíáçéãíïãü ãí çá õãëëåìí�ü çá áòçåëáëåìí èãç é÷ïêèê õã åçîõïöá ëêí îí ã�ãéòçê�

�Þ �(/,71),5. 81'1 *2 1.�2,4,4 -62/,.,7*2 +*
8'(8('),(.*4

�îëñêõ òöêæçãéáõ òöôëïåëêõ ïöáïáí èáïêõ ëáïãûìöåëêõ ÿîã ëêíççãðáí áç áíôçåõåõ
èã îí ëêí�îíïê èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá� ��ãéòçêõ åéòêöïáíïãõ õã òîãèãí ãíþëêíïöáö ãí òöêæçãéáõ èã éãïáþáíôçåõåõ 	�çáõõ ����ü �ãèûãõ 
 �ç�åí ����
ü ãí ãçáíôçåõåõ èã èáïêõ èã òáíãç 	�õåáê ����ü �áéãöçã 
 �êííåíû ����
ü ãí çêõ ãõïîèåêõ
èã ëáõêõ ù ëêíïöêçãõ éîçïåëãíïöê 	àîæåíü �çêïü �ãööåíêü �çáéáíïü �åççåõü �îíóãü

�ÀÕÄÁÃÂ �¾Æ¾Ê�ÄÂÌÂ ÔÀ ÈÁÃÂÔ ÁÃÄÍÂ !! "#$%$& #''(#)$



*+,-./010.23, 4 567,+031, /. .83015-092 .2 1,/.6,8 1:63020;.6 <5+5 <+,<,+-0,2.8 ÙÚ�
=ëñé>?ñç 
 @åõëê ���Ûü �ãáöõ 
 �öê?í ����ü �öãõçê? 
 Añáê ����
 ù ãí òöêþæçãéáõ èã ãõïåéáëåìí ãí ôöãáõ òãÿîãBáõ 	Cîèáõ ����
� �í ïêèêõ ãõïêõ ëáõêõü çêõ
åíèåðåèîêõ õã õãçãëëåêíáí èã èåýãöãíïãõ ûöîòêõ ù ãõ òêõåæçã öãëêíêëãö ÿîã çáõ êæõãöþðáëåêíãõ òãöïãíãëåãíïãõ á îí éåõéê ûöîòê õêí éôõ òáöãëåèáõ ãíïöã õø ÿîã çáõ ÿîã õããíëîãíïöáí ãí ûöîòêõ èåýãöãíïãõ� Dûíêöáö çá ãõïöîëïîöá èã ûöîòêõ òîãèã òöêðêëáöõãöåêõ òöêæçãéáõ åíýãöãíëåáçãõ 	=íå�èãöõ 
 �êõ�ãö ����
�

�îáíèê õã áíáçåóáí èáïêõ ãí îí ëêí�îíïê èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá ãõ òêõåæçããõïáæçãëãö îíá ãõïöîëïîöá �ãöôöÿîåëá èã èáïêõ èã èêõ íåðãçãõü ãí çá ÿîã çêõ ûöîòêõÿîã ëêíýêöéáí çáõ ïáæçáõ õã öãëêíêëãí ëêéê çáõ îíåèáèãõ èã íåðãçþÙ ù çêõ åíèåðåþèîêõ áíåèáèêõ èãíïöê èã çêõ ûöîòêõ õã åèãíïå�ëáí ëêéê çáõ îíåèáèãõ èã íåðãçþ��
Eí ãíýêÿîã ÿîã èåõïåíûîã çêõ èåýãöãíïãõ íåðãçãõ èã çáõ ðáöåáæçãõ ãäòçåëáïåðáõ ù ïêþéá ãí ëîãíïá ãäòçøëåïáéãíïã çá ðáöåáíóá èãíïöê ù ãíïöã ûöîòêõ ãõ çá éêèãçáëåìíéîçïåíåðãç 	�êçèõïãåí ����
� �í çêõ éêèãçêõ éîçïåíåðãçü ïáéæå÷í ëêíêëåèêõ ëêéê
éêèãçêõ �ãöôöÿîåëêõ 	�öå� 
 Cáîèãíæîõñ ���Ù
 ê éêèãçêõ èã ëêã�ëåãíïãõ áçãáïêþöåêõ 	àêíûýêöè ����
ü áçûîíêõ òáöôéãïöêõ ðáöøáí èã ûöîòê á ûöîòêü çê ÿîã òãöéåïãïöáïáöçêõ ëêéê ãýãëïêõ áçãáïêöåêõ�

�öãëîãíïãéãíïãü ãç åíïãö÷õ èãç ãõïîèåê ãí ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá õã ëãíïöá ãí ãçáíôçåõåõ èã îí ûöáí í�éãöê èã ýîíëåêíãõ èã çáõ òöêæáæåçåèáèãõ èã çáõ ëãçèáõ� Eíê
èã çêõ éêèãçêõ éôõ îïåçåóáèêõ ãõ ãç èã öãûöãõåìí çêûøõïåëá éîçïåíåðãç 	�ýöêí ����ü
�áöïóãçü àåî 
 Fûöãõïå Ù���ü àãã 
 Gãçèãö Ù��Ù
ú õåí ãéæáöûêü çá áòáöåëåìí èãòöêæçãéáõ ëáèá ðãó éôõ ëêéòçã�êõ ãäåûã ÿîã êïöáõ ýîíëåêíãõ 	�êöïñêýãö 
 àãñíãí����
 èåýãöãíïãõ èã çáõ ëêíêëåèáõ ýîíëåêíãõ çêûåï ê òöêæåïü ïáéæå÷í õãáí ïêéáèáõãí ëêíõåèãöáëåìí�

àá åèãá æôõåëá èãç ãíýêÿîã èãõëöåïê ãí ãõïã áöïøëîçê ãõ îõáö ýîíëåêíãõ èã çáõòöêæáæåçåèáèãõ ëêéê çáõ ðáöåáæçãõ èãòãíèåãíïãõ ãí îí éêèãçê çåíãáç éîçïåíåðãç
	�êíïãöê Ù���
� �õïã ãíýêÿîã õã æáõá ãí ãç îõê èã çêõ éøíåéêõ ëîáèöáèêõ òêíþèãöáèêõ ê éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ òáöá èáïêõ ëáïãûìöåëêõ� �ç ãéòçãê èããõïá éãïêèêçêûøáü òöãõãíïáèá òêö òöåéãöá ðãó òêö �öåóóçãü =ïáöéãö 
 �êëñ 	����

õã ñáæøá çåéåïáèê õìçê áç ëáõê èêíèã çêõ òáöôéãïöêõ èãç éêèãçê õêí ��êõ 	�öåóóçããï áç� ����
� �í ãõïã áöïøëîçê ãõïá ãõïöáïãûøá õã ãäïåãíèã áç ëáõê éîçïåíåðãç�

àá áòçåëáëåìí èãç é÷ïêèê õã åçîõïöá á ïöáð÷õ èã îí ã�ãéòçê èã éãïáþáíôçåõåõü ÿîãòîãèã ëêíõåèãöáöõã ëêéê îí òöêæçãéá ãõïáèøõïåëê éîçïåíåðãçü ùá ÿîã çá åíýêöéáëåìí
èãíïöê èã çêõ ãõïîèåêõ õã ëêéæåíá ãí òöãõãíëåá èã îíá ñãïãöêûãíãåèáè òêïãíëåáçãíïöã çêõ ãõïîèåêõ�

HÞ I2 -(+*2( 2,.*12 -62/,.,7*2 81'1 8'(8('),(.*4
�í ãõïá õãëëåìí õã èãõëöåæã çá ãõïöîëïîöá �ãöôöÿîåëá åéòîãõïá òêö îí ëêí�îíïê

èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá ù õã ýêöéîçá îí éêèãçê éîçïåíåðãç òáöá òöêòêöëåêíãõ�
�áöá õåéòçåëáö çá ýîïîöá èåõëîõåìí èã çá ïãêöøá èã ãõïåéáëåìí ÿîã õã òöãõãíïá ãí çáõãëëåìí Û ãç éêèãçê õã ãäòöãõá ãí ï÷öéåíêõ éáïöåëåáçãõ�

=ãá
Y îíá ðáöåáæçã öãõòîãõïá ëêí R

ëáïãûêöøáõ� =ãáí X1, X2, . . . , Xt

ü îí ëêíþ�îíïê èã ðáöåáæçãõ ãäòçåëáïåðáõ� =ãá
G îí ýáëïêö èã ãõïöáïå�ëáëåìí ãí J

ûöîòêõ 	îíåþèáèãõ èã íåðãçþÙ
� =ãá
A

ãç ëêí�îíïê ýêöéáèê òêö çáõ èåýãöãíïãõ ëêéæåíáëåêíãõ èã

�ÀÕÄÁÃÂ �¾Æ¾Ê�ÄÂÌÂ ÔÀ ÈÁÃÂÔ ÁÃÄÍÂ !! "#$%$& #''(#)$
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çêõ ðáçêöãõ èã X1, X2, . . . Xt

� =ãáí I
ãç ëáöèåíáç èãç ëêí�îíïê A

ù J
= {1, 2, · · · I} .F ëáèá ãçãéãíïê èã A

õã çã ñáëã ëêööãõòêíèãö æåîíøðêëáéãíïã îí ãçãéãíïê K èã
C

� Lêèêõ çêõ åíèåðåèîêõ 	îíåèáèãõ èã íåðãçþ�
 ëêí çá éåõéá ëêéæåíáëåìí èã ðáçêöãõ
(x1, x2, . . . xt)

õã ïöáïáí ëêéê îí õîæûöîòê èãíïöê èã çêõ ûöîòêõ èãïãöéåíáèêõ òêö
G

� Mã ëáèá õîæûöîòê õã õãçãëëåêíáí éîãõïöáõ áçãáïêöåáõ åíèãòãíèåãíïãõ èã ïáéáþBê
nji

� =ãá
njir

ãç í�éãöê èã åíèåðåèîêõ ãí çá éîãõïöá èãç iþ÷õåéê õîæûöîòê èãç
jþ÷õåéê ûöîòê, ëçáõå�ëáèêõ ãí çá rþ÷õåéá ëáïãûêöøá èã öãõòîãõïá (i = 1, 2, . . . , I;
j = 1, 2, . . . , J ; r = 1, 2, . . .R)

�
=ãá

πr|ji = P (Y = r |
K
= i, N = j)

� =ã õîòêíã ÿîã (nji1, nji2, . . . , njir)
òáöá

i−

j
��êõ õåûîã îíá èåõïöåæîëåìí éîçïåíêéåáç ëêí òöêæáæåçåèáèãõ (π1|ji, π2|ji, . . . , πR|ji

)
ù ÿîã çáõ éîãõïöáõ ëêööãõòêíèåãíïãõ á èåýãöãíïãõ õîæûöîòêõ ùOê èåýãöãíïãõ ûöîòêõõêí åíèãòãíèåãíïãõ� àá ãõïöîëïîöá èã èáïêõ èãõëöåïá áíïãöåêöéãíïã òîãèã öãõîéåöõããí J

ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá I × R
ëêéê çá ÿîã õã éîãõïöá ãí çá ïáæçá ��

PQRSQ TU ª$��$ �� �� �� �� ��$ #$�$ �� j������ ���#�"
�áïãûêöøáõ èã çá öãõòîãõïá

=îæûöîòê 1 2 · · · R
Lêïáç

�
nj11 nj12 · · · nj1R nj1Ù
nj21 nj22 · · · nj2R nj2��� ��� ��� ��� ��� ���

D
njI1 njI2 · · · njIR njI

�ç ðãëïêö èã òöêæáæåçåèáèãõüπj

ü áõêëåáèê á çá jþ÷õåéá ïáæçá õã òîãèã ãõëöåæåö ëêþ
éê

πj =
(
π′

j1, π
′

j2, . . . , π
′

jI

)
′ ü èêíèã πji =

(
π1|ji, π2|ji, . . . , πR|ji

)
′ ëêí R∑

r=1
πr|ji =

1
ü òáöá ëáèá (i, j)

� �áèá ëêí�îíïê èã òöêæáæåçåèáèãõ ïåãíã R − 1
ãçãéãíïêõ ýîíþëåêíáçéãíïã åíèãòãíèåãíïãõ� àêõ

J ðãëïêöãõ èã òöêæáæåçåèáèãõ ãí ëáèá ïáæçá èãëêíïåíûãíëåá ëêíýêöéáí îí �íåëê ðãëïêö π = (π′

1, π
′

2, . . . , π
′

J)
′
�

=ãá
F m (πj) , m = 1, 2, . . . , a îí ëêí�îíïê èã ýîíëåêíãõ èã πj .

MãýøíáõãF (πj) =
[F 1 (πj) , F 2 (πj) , . . . , F a (πj)]

′
ãç ðãëïêö èã ýîíëåêíãõ èã πj

òáöá
j = 1, 2, . . . , Jù

a ≤ I (R − 1)
� �õïáõ ýîíëåêíãõ ãäòöãõáí çá ãõïöîëïîöá öãçãðáíïã èã çêõ èáïêõ VWXY

Z[\ èã çêõ ûöîòêõ� àá ãõïöîëïîöá WXZ[W ûöîòêõ õã ïêéá ãí ëîãíïá áç èã�íåö îí �íåëê
ðãëïêö F (π) = [F (π1)

′

, F (π2)
′

, . . . , F (πJ)
′

]′ èã ýîíëåêíãõ èã òöêæáæåçåèáèãõ èãêöèãí (aJ × 1). ]á ÿîã õã õîòêíã ÿîã çá ãõïöîëïîöá VWXZ[\ èã çêõ ûöîòêõ ãõ çáéåõéá òáöá ïêèêõ çêõ ûöîòêõü õã áòçåëáí çáõ éåõéáõ ýîíëåêíãõ á ëáèá îíê èã ãççêõ�
Måýãöãíïãõ ïåòêõ èã ýîíëåêíãõ òîãèãí öãòöãõãíïáöõã ãí îíá éáíãöá öãçáïåðáéãíþïã õåéòçã îõáíèê íêïáëåìí éáïöåëåáç 	�öåóóçã ãï áç� ����ü �êöïñêòãö 
 �êëñ ���Ú
�

�í çá õãëëåìí � õã òöãõãíïá îí ã�ãéòçê ëêí çá ýîíëåìí çêûåï�
�áöá åíðãõïåûáö áëãöëá èã çá öãçáëåìí èã çá ýîíëåìí èã çáõ òöêæáæåçåèáèãõ ëêí

çáõ ðáöåáæçãõ ãäòçåëáïåðáõ ëêíõåèãöáèáõ õêæöã çá éåõéá òêæçáëåìí êæ�ãïê èã ãõïîèåêü�êíïãöê ãï áç� 	Ù���
 òöêòêíãí ãç õåûîåãíïã éêèãçê çåíãáç éîçïåíåðãç�
�áöá ëáèá îíê èã çêõ J

ûöîòêõ õã òêõïîçá îí éêèãçê èã íåðãçþ��

F (πj) = Xjβj , j = 1, 2, . . . , J
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èêíèãXj

ãõ îíá éáïöåó èã èåõãBê èã êöèãí (a×t)
ù öáíûê t; βj = (β1j , β2j , . . . , βtj)

′ãõ îí ðãëïêö èã òáöôéãïöêõ áçãáïêöåêõ èã êöèãí (t× 1)
ü èêíèã βkj

ãõ ãç ëêã�ëåãíïã
èã çá ðáöåáæçã Xk

ãí çá çá ãëîáëåìí j
�

àá ðáöåáæåçåèáè èã çêõ J
ëêã�ëåãíïãõ (βk1, βk2, . . . , βkJ ) èã çá kþ÷õåéá ðáöåáæçã

(k = 1, . . . , t)
òîãèã ãäòçåëáöõã á ïöáð÷õ èã îí ëêí�îíïê áèåëåêíáç èã ðáöåáæçãõ

Z1,Z2, . . . , Zq

ü éãèåèáõ á íåðãç èã ûöîòêü áõø�

βkj = Z′

kjΓk + ukj , k = 1, . . . , t, j = 1, 2, . . . , J 	�


èêíèã Γk

ãõ ãç ðãëïêö èã êöèãí (qk × 1) èã ëêã�ëåãíïãõ áõêëåáèêõ á çáõ ðáöåáæçãõéãèåèáõ ãí ãç íåðãçþÙü Zkj

öãòöãõãíïá çáõ êæõãöðáëåêíãõ èã çáõ qk
ðáöåáæçãõ ãí ãç

íåðãçþÙü ãí çá jþ÷õåéá ïáæçá ù
ukj

õêí çêõ ãööêöãõ áçãáïêöåêõ íê êæõãöðáæçãõ�
àá ãëîáëåìí ãí 	�
 òîãèã èãõëöåæåöõã èã îíá ýêöéá éôõ ëêéòáëïáü èã éáíãöáÿîã ãç éêèãçê ãí ãç íåðãçþÙ õã èã�íã ëêéê�

βj = ZjΓ + uj , j = 1, 2, . . . , J

èêíèã Zj = diag
(
Z ′

1j , Z
′

2j , . . . , Z
′

tj

) ãõ îíá éáïöåó èåáûêíáç ãí æçêÿîãõ èã êöèãí
(t × Q)

ü ëêí Q = q1 + q2 + . . . + qt

ù ëîùêõ ãçãéãíïêõ õêí çêõ ðáçêöãõ èã çáõ
ðáöåáæçãõ ãäòçåëáïåðáõ ãí ãç íåðãçþÙú Γ ãõ ãç ðãëïêö èã ãýãëïêõ ��êõ èã êöèãí (Q ×
1)

ù
uj

ãõ ãç ðãëïêö èã ãööêöãõ áçãáïêöåêõ èã êöèãí (t × 1)
� =ã áõîéã

E (uj) =
0
ù

Cov (uj)
õã èãíêïá òêö

Ωuj

� �í çá éáïöåó èã ëêðáöåáíóá Ωuj

õã îïåçåóáöô
σukk∗

(k, k∗ = 1, 2, . . . , t)
òáöá èãíêïáö çáõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá èãç íåðãçþÙ�

Fèãéôõü
Cov (uj , uj∗) = 0

ü òáöá
(j, j∗ = 1, 2, . . . , J)

�
Eíá ýêöéá ëêíðãíåãíïã èã ãäòöãõáö ãç éêèãçê ãõ éãèåáíïã çá ýêöéîçáëåìí éáþïöåëåáç èáèê ãí Ù�

F (π) = AΓ + Xu 	Ù

èêíèã A =

(
Z ′

1X
′

1, Z
′

2X
′

2, . . . , Z
′

JX ′

J

)
′

,
ëêí Xj = Xj∗

òáöá ïêèê j 6= j∗,
ãõ

îíá éáïöåó èã èåéãíõåìí (aJ × Q)
ù

X = diag(X1, X2, . . . , XJ )
ãõ îíá éáïöåó

èã èåéãíõåìí (aJ × tJ) .
�ç ðãëïêö Γ

ãõïô ýêöéáèê òêö çêõ Q
ãýãëïêõ ��êõ ù

u =
(u1, u2, . . . , uJ)

′

.=ã õîòêíã ÿîã çêõ ãýãëïêõ áçãáïêöåêõ èã ûöîòêõ èåýãöãíïãõ õêí éîïîáéãíïã åíèãþòãíèåãíïãõüE(u) = 0
ù

Cov (u) = Ωu,
ëêí Ωu =

[
IJ ⊗ Ωuj

] ü èêíèã ⊗ öãòöãõãíïáãç òöêèîëïê èã �öêíãë�ãö� Mã áÿîø ÿîã E [F (π)] = AΓ
ù

V ar [F (π)] = V F (π)
ü

èêíèã�
V F (π) = XΩuX ′ ^

�õ åéòêöïáíïã èãõïáëáö ÿîãü á èåýãöãíëåá èãç ëáõê ãí ãç ÿîã çêõ òáöôéãïöêõ
èãç éêèãçê õêí ��êõ ù çáõ åíýãöãíëåáõ ëêíëåãöíãí õìçê á çêõ ûöîòêõ ãõòãëå�ëáèêõ
	ëçáõãõü öãûåêíãõü ãïë�
ü ãí ãç éêèãçê éîçïåíåðãç òáöá òöêòêöëåêíãõ ãç åíïãö÷õ èã
çáõ åíýãöãíëåáõ õã èåöåûã ñáëåá çá òêæçáëåìí èã ûöîòêõü íê õìçê á áÿîãççêõ ÿîã òáþõáí á öãòöãõãíïáö çá éîãõïöá� àêõ ûöîòêõ èã åíèåðåèîêõ ÿîã ëêíýêöéáí çáõ ïáæçáõòîãèãí ëêíõåèãöáöõã ëêéê îíåèáèãõ áíìíåéáõü èã çá éåõéá ýêöéá ÿîã çê õêí çáõêæõãöðáëåêíãõ ãçãéãíïáçãõ�

Eíá ðãó ýêöéîçáèê ãç éêèãçê éîçïåíåðãçü ãõ òêõåæçã áòçåëáö çá ïãêöøá áõåíïìïåëáãí ãç éáöëê èãç éêèãçê çåíãáç ûãíãöáç� �í çá òöìäåéá õãëëåìí õã éîãõïöáí çêõöãõîçïáèêõ ïãìöåëêõ ÿîã òãöéåïãí èãéêõïöáö çá ðáçåèãó èã ãõïã ãíýêÿîã�
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�áöá ãõïåéáö çêõ ãýãëïêõ ��êõ ù çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá èã éêèãçêõéîçïåíåðãç èãç ïåòê èã�íåèê ãí çá ãëîáëåìí 	Ù
ü õã òöêòêíã áòçåëáö îí ãíýêÿîã
æáõáèê ãí çêõ éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ�

=îòìíûáõã ÿîã õã ñáí ñãëñê êæõãöðáëåêíãõ ãí J
ûöîòêõ èåýãöãíïãõ õãû�í çáãõïöîëïîöá èã èáïêõ èã�íåèá ãí çá õãëëåìí Ú� Fõêëåáèê á çá éîãõïöá èãç iþ÷õåéê

õîæûöîòê èã çá jþ÷õåéá ïáæçá ãäåõïã îí ðãëïêö èã òöêòêöëåêíãõ éîãõïöáçãõ pji =

(pji1, pji2, . . . , pjiR)
′

, èêíèã pjir = njir/nji

� =ãá
pj = [p′

j1, p
′

j2, . . . , p
′

jI ]
′ çá ãõïåþéáëåìí éîãõïöáç èã πj .

�îáíèê çáõ éîãõïöáõ èã çêõ I
õîæûöîòêõ õêí åíèãòãíèåãíþïãõü çá éáïöåó èã ëêðáöåáíóá èã pj

ãõïô èáèá òêö V πj

ü çá ëîáç ãõ îíá éáïöåó èåáûêíáç
ãí æçêÿîãõ èã èåéãíõåìí (IR × IR)

ü ëêí çáõ éáïöåëãõ V πji
= 1/nji[Dπji

−πjiπ
′

ji]
ü

òáöá
i = 1, 2, . . . , I

ù
j = 1, 2, . . . , J,

õêæöã çá èåáûêíáç òöåíëåòáçü èêíèã Dπji

ãõ
îíá éáïöåó èåáûêíáç èã èåéãíõåìí (I × I)

ëêí ãçãéãíïêõ èãç ðãëïêö πji

õêæöã çá
èåáûêíáç òöåíëåòáç�

àêõ
J ðãëïêöãõ èã òöêòêöëåêíãõ êæõãöðáèáõ ãí ëáèá ïáæçá èã ëêíïåíûãíëåá ëêíþýêöéáí îí �íåëê ðãëïêö p = [p′

1, p
′

2, . . . , p
′

J ]′
ëêí éãèåá π

ù éáïöåó èã ëêðáöåáíóá
Vπ

ü çá ëîáç åíðêçîëöá á çáõ éáïöåëãõ èã ëêðáöåáíóá èã pj

� �îáíèê çáõ êæõãöðáëåêþíãõ èã èåýãöãíïãõ ûöîòêõ õêí åíèãòãíèåãíïãõü çá ëêðáöåáíóá ãíïöã êæõãöðáëåêíãõ èã
èåýãöãíïãõ ûöîòêõ ãõ ëãöêü òêö ïáíïêü çá éáïöåó èã ëêðáöåáíóá èã p

ïåãíã ýêöéá èã
îíá éáïöåó èåáûêíáç ãí æçêÿîãõ ëêí çáõ éáïöåëãõ V πj

õêæöã çá èåáûêíáç òöåíëåòáç�
=ã òîãèã èãéêõïöáö òêö ãç ïãêöãéá ëãíïöáç èãç çøéåïã éîçïåðáöåáèê 	Cáê ���Úü ò�

�Ù�
 ÿîã çáõ òöêòêëåêíãõ éîãõïöáçãõ 	ù çáõ òöêòêöëåêíãõ éîãõïöáçãõ ëêíèåëåêíáèáõ
ïåãíãí èåõïöåæîëåìí áõåíïìïåëáéãíïã íêöéáç� �êö ãç é÷ïêèê èãçïá 	Fûöãõïå Ù��Ùü ò�
���
ü çáõ ýîíëåêíãõ 	ù ýîíëåêíãõ ëêíèåëåêíáçãõ
 èã ïáçãõ òöêòêöëåêíãõü õêí ïáéæå÷íáõåíïìïåëáéãíïã íêöéáçãõ� �ç ïãêöãéá �ü á ëêíïåíîáëåìíü ãõòãëå�ëá çáõ èåõïöåæîëåêþíãõ èã ïáçãõ ýîíëåêíãõ�
=̀;:=F@ ab cWd F (p) ed WfZghdKgiX hjWfZ[de VW

F (π) ^ cW fjk\XW ljW
F

ZgWXW
VW[gmdVdf kd[KgdeWf K\XZgXjdf VW fWNjXV\ \[VWX WX jXd [WNgiX dngW[Zd ljW K\XZgWXW
d π ^ cWd H ed hdZ[go p dK\ngdXd VW ed qjXKgiX F (π) r WmdejdVd K\[[Wfk\XVgWXZWY
hWXZWr ed Kjde fW fjk\XW X\ Xjed^

sXZ\XKWft
i)F (p) | u

d
→ N

(
AΓ + Xu, HV πH ′

)

ii)F (p)
d
→ N

(
AΓ, XΩuX

′

+ HV πH ′

)

àá èãéêõïöáëåìí èãç ïãêöãéá ãõ ëêíõãëîãíëåá èåöãëïá èã áòçåëáö ãç é÷ïêèê èãçïá�
�í ãõïá ýáõã èãç áíôçåõåõ ãõ òêõåæçã òêõïîçáö ãç õåûîåãíïã éêèãçê ãí ï÷öéåíêõ èã

çáõ òöêòêöëåêíãõ êæõãöðáèáõ�

F (p) = AΓ + Xu + e 	Ú


èêíèã e
õã öãëêíêëã ëêéê ãç ðãëïêö èã ãööêöãõ áçãáïêöåêõ ãí ãç íåðãçþ��

A
ü
Γ
ü
X

ù
u

õã èã�íãí ëêéê ãí çá ãëîáëåìí ãí 	Ù
�
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àá òáöïã áçãáïêöåá èãç éêèãçê ëêéòöãíèã èêõ ãööêöãõ� îíê òáöá ëáèá íåðãç� =ã
õîòêíã ÿîã u ∼ N(0, Ωu)

ù
e ∼ N(0, HV πH ′)

ü èêíèã çáõ éáïöåëãõ èã ëêðáöåáíóáòáöá çêõ ãööêöãõ èã íåðãçþÙ ù çêõ ãööêöãõ èã íåðãçþ� õêí ýîíëåêíãõ èã çêõ òáöôéãïöêõ
u
ù

π
ü öãõòãëïåðáéãíïã� =åí ãéæáöûêü ëêéê õîûåöåì �êçèõïãåí 	����
ü õã òîãèã åíþïöêèîëåö îíá õåéòçå�ëáëåìí ù öãÿîãöåö õåéòçãéãíïã ÿîã çáõ ðáöåáíóáõ èã çêõ ãööêöãõãí ãç íåðãçþ� õãáí åíðãöõáéãíïã òöêòêöëåêíáç ãõ á nji.

=å áèãéôõ èã çá öãòáöáéãþïöåóáëåìí õã õîòêíã îíá ðáöåáëåìí õåéòçã áçãáïêöåá á ïöáð÷õ èã çáõ ïáæçáõü ãíïêíëãõõã òîãèã õîòêíãö ÿîã çá ðáöåáíóá ãíïöã ïáæçáõ ãõ çá éåõéá òáöá ëáèá îíê èã çêõ Iõîæûöîòêõ� �í ãõïã ëáõê
e ∼ N(0, Ωe)

ü èêíèã Ωe

ãõ îíá éáïöåó èåáûêíáç ëêí çêõãçãéãíïêõ σ2
e/nji

ãí çá èåáûêíáç òöåíëåòáç.�ç ñãëñê èã ÿîã ñáù éôõ èã îí ï÷öéåíê èã ãööêö áBáèã îíá ëêéòçåëáëåìí á
çêõ òöêëãèåéåãíïêõ èã ãõïåéáëåìí� �äåõïãí ïöãõ ïåòêõ èã òáöôéãïöêõ ÿîã òîãèãí õãö
ãõïåéáèêõ� çêõ ãýãëïêõ ��êõü çêõ ëêã�ëåãíïãõ áçãáïêöåêõ èãç òöåéãö íåðãç 	ÿîã òîãèãíõãö ãõïåéáèêõ ê íêü òêöÿîã ãç éêèãçê ûãíãöáç ÿîã öãõîçïá èã õîõïåïîåö çêõ éêèãçêõ
èãç íåðãçþÙ ãí ãç éêèãçê èã íåðãçþ� íê èãòãíèã èã ãççêõ
 ù çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá
ðáöåáíóá ù ëêðáöåáíóá� F ëêíïåíîáëåìí õã òöêòêíãí çêõ ãõïåéáèêöãõ òáöá çêõ ãýãëïêõ��êõ ù çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá� �ç èãõáööêççê òáöá çêõ ãýãëïêõ ��êõ ù çêõëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá ñáëã îõê èã çáõ åèãáõ òöãõãíïáèáõ ãí �áõïãççõ 	����
�

uvwv xyz{|}~ ��}~
�á�ê çáõ õîòêõåëåêíãõ èã çêõ ãööêöãõ èãç éêèãçê ãí 	Ú
ü ÷õïã õã òîãèã ãõëöåæåöëêéê îí éêèãçê çåíãáç ëêí òáöôéãïöêõ íê áçãáïêöåêõü ïáç ÿîã�

F (p) = AΓ + e∗ èêíèã e∗ = Xu + e 	Û


Máèê ãç éêèãçê ãí 	Û
 ù èã áëîãöèê ëêí 	Cáê ���Úü ò� Ú��
ü õã ïåãíã ÿîã ãçéã�êö ãõïåéáèêö çåíãáç èã Γ
ãõ ãç ãõïåéáèêö éøíåéê ëîáèöáèê ûãíãöáçåóáèê�

Γ̂ =
(
A′V −1

λ A
)
−1

A′V −1
λ F (p)

èêíèã V λ = XΩuX ′ + Ωe.àá ãäåõïãíëåá èãç ãõïåéáèêö Γ̂
ãõïô õî�ãïá á çá ãäåõïãíëåá èã çáõ åíðãöõáõ åíðêçîþëöáèáõ� =åãíèê ãç ãõïåéáèêö Γ̂ èã çá ýêöéá èáèáü ãõïô ëçáöê 	Cáê ���Úü ò� Ú��
 ÿîããõ åíõãõûáèê òáöá

Γ
ù ÿîã

V ar
(
Γ̂
)

=
(
A′V −1

λ A
)
−1

=ãá −→
C

ãç ðãëïêö ÿîã öãõîçïá èã ãõëöåæåö çáõ ëêçîéíáõ èã îíá éáïöåó ëîáçÿîåãþöá
C
ü îíá èãæá�ê èã çáõ êïöáõ� �íïêíëãõ çá éáïöåó V λ

èãòãíèã èãç òáöôéãïöê

λ =

( −→
Ωu
−→
Ωe

) ù õå ÷õïã ýîãõã ëêíêëåèêü Γ̂ ù õî éáïöåó èã ëêðáöåáíóá õãöøáí ëáçëîçáþ
æçãõ� =îòêíãö λ

ëêíêëåèê õåûíå�ëáöøá îíá öãõïöåëëåìí òáöá çá áòçåëáëåìí òöôëïåëá èããõïêõ ãõïåéáèêöãõ� Eíá õåïîáëåìí éîëñê éôõ öãáçåõïá õãöøá õîòêíãö λ èãõëêíêëåèêü
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ÙÛ� �� ���� $ ¹$������� º$��� º" �̄��$ Ü º� ���$ º� ����
ãõïåéáö ÷õïã ù õîõïåïîåö çáõ ãäòöãõåêíãõ èã õîõ ãõïåéáèêöãõ ãí Γ̂ çêûöáíèê áõø îíãõïåéáèêö ãí èêõ ãïáòáõ òáöá Γ èã çá ýêöéá�

̂̂
Γ =

(
A′V̂

−1

λ A
)
−1

A′V̂
−1

λ F (p)

èêíèã V̂ λ

ãõ çá ãõïåéáëåìí èã V λ.

uv�v �}��}�z�|z~ �z �� ��������
Eí òöêëãèåéåãíïê òáöá ãõïåéáö çáõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá ãõ ãç õåûîåãíïã�

ãç ðãëïêö èã ãööêöãõ
e∗

õã òîãèã ãõëöåæåö ãí çá ýêöéá�
e∗ = $1 ξ1 + $2ξ2,

èêíèã�
$1 = X, $2 = IaJ , ξ1 = u

ù
ξ2 = e

ü ëêí�
E (ξi) = 0 ∀ i = 1, 2

ú
Cov(ξ1) = Ωu

ú
Cov (ξ2) = Ωe

ú
Cov (ξ1, ξ2) = Cov (ξ2, ξ1) = 0

ú òêö ïáíïê�
V ar (e∗) = $1Ωu$′

1+
Ωe

�
�îãèá ëçáöê ÿîã ÷õïã ãõ îí éêèãçê èã ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá�
=ãá

L (A)
ãç ãõòáëåê ûãíãöáèê òêö çáõ ëêçîéíáõ èã çá éáïöåó A

ú
[L (A)]

⊥
ãç

ãõòáëåê ëêéòçãéãíïê êöïêûêíáç èã L (A)
ú
R =

[
I − A

(
A′A

)
−1

A′

] ãç òöêùãëïêö
õêæöã [L (A)]

⊥
ü ù

r (C)
ãç öáíûê èã îíá éáïöåó ëîáçÿîåãöá C

� �íïêíëãõ r (R) =
aJ−r (A) = n.

=ãá
M îíá éáïöåó èã êöèãí n×aJ

ïáç ÿîã r (M ) = n
ù

MA = 0
�

Mãýøíáõã F̃ = MF (p)
ú õã ïåãíã ÿîã

E
(
F̃
)

= E (MF (p)) = MAΓ = 0

Cov
(
F̃
)

= Cov (MF (p)) = MV λM ′

�êéê
F (p)

d
→ N (AF , V λ)

ãíïêíëãõ F̃ (p)
d
→ N

(
0, MV λM ′

)
=ã ïåãíã ÿîã�

E

(−−→
F̃ F̃

′

)
=

−−−−−−→
MV λM ′ =

(
−−−−−−−−−→
M$1$

′

1M
′

��� −−−−→
MM ′

)( −→
Ωu
−→
Ωe

)
= Z∗λ

èêíèã z∗ =

(
−−−−−−−−−→
M$1$

′

1M
′

���−−−→
MM ′

) ù
λ =

(
−→
Ωu

���−→
Ωe

)′

=ãá ãç éêèãçê çåíãáç èáèê òêö� −−→
F̃ F̃ ′ = Z∗λ + µ

ü ëêí µ =

(−−→
F̃ F̃ ′ − Z∗λ

)
,

E (µ) = 0
ù

Cov (µ) = V ∗

λ, èêíèã V ∗

λ

ïåãíã çá ãäòöãõåìí�

V ∗

F = E

[(−−→
F̃ F̃ ′

)(−−→
F̃ F̃ ′

)′

]
−

[
E

(−−→
F̃ F̃ ′

)
E

(−−→
F̃ F̃ ′

)′

]
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òãöê

[(−−→
F̃ F̃ ′

)(−−→
F̃ F̃ ′

)′

]
=




f̃1f̃1F̃ F̃ ′ f̃1f̃2F̃ F̃ ′ . . . f̃1f̃nF̃ F̃ ′

f̃2f̃1F̃ F̃ ′ f̃2f̃2F̃ F̃ ′ . . . f̃2f̃nF̃ F̃ ′��� ��� � � � ���
f̃nf̃1F̃ F̃ ′ f̃nf̃2F̃ F̃ ′ . . . f̃nf̃nF̃ F̃ ′




èêíèã f̃ i

ãõ çá iþ÷õåéá ëêçîéíá èã çá éáïöåó F̃
�

�áçëîçáíèê E
(
f̃ if̃ jF̃ F̃ ′

)
,
ãéòçãáíèê ãç éêéãíïê èã êöèãí Û èã îíá èåõïöåþ

æîëåìí íêöéáç éîçïåðáöåáèá 	ðãö Fíèãöõêí ����
ü õã êæïåãíã�

E
(
f̃ if̃ jF̃ F̃ ′

)
= τijR + [τi1R (j) , τi2R (j) , . . . , τinR (j)]

+ [τj1R (i) , τj2R (i) , . . . , τjnR (i)]

= τijR + R′ (i) ⊗ R (j) + R′ (j) ⊗ R (i)

�í çá ãäòöãõåìí áíïãöåêöü ù ëêí ãç êæ�ãïåðê èã õåéòçå�ëáö çá ýêöéîçáëåìí éáïãþéôïåëáü õã ñá èãíêïáèê�
MV λM ′ = R

ù
R (i) îíá ëêçîéíá ëîáçÿîåãöá èã R

�
=ã ðã ýôëåçéãíïã ÿîã�

E

[(−−→
F̃ F̃ ′

)(−−→
F̃ F̃ ′

)′

]
= R ⊗ R + [R ⊗ R(1), R ⊗ R(2), . . . , R ⊗ R(n)]

+
[
R′ (1) ⊗

−→
R,R′(2) ⊗

−→
R, . . . , R′(n) ⊗

−→
R
]

= R ⊗ R + [R ⊗ R (1) , R ⊗ R(2), . . . , R ⊗ R(n)] +
−→
R′ ⊗

−→
R

�êö êïöá òáöïã�
[
E

(−−→
F̃ F̃ ′

)
E

(−−→
F̃ F̃ ′

)′

]
=
(−→
R
)(−→

R
)
′

=
−→
R′ ⊗

−→
R

�íïêíëãõ�

Cov

(−−→
F̃ F̃ ′

)
= [R ⊗ R] + [R ⊗ R (1) , R ⊗ R (2) , . . . , R ⊗ R (n)]

= V ∗

λ0

�åíåéåóáíèêü öãõòãëïê á
λ
ü çá íêöéá ∥∥∥∥

−−→
F̃ F̃ ′ − Z∗λ

∥∥∥∥
V

∗−

λ0

ëêí�

V ∗

λ0
=
[(

MV λ0
M ′
)
⊗
(
MV λ0

M ′
)]

+
[(

MV λ0
M ′
)
⊗
(
MV λ0

M ′
)
(1) . . .

(
MV λ0

M ′
)
⊗
(
MV λ0

M ′
)
(n)
]
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èêíèã λ0
ãõ îí ðáçêö åíåëåáç òáöá λb �õïã ðáçêö òêèöøá êæïãíãöõã èã çá õåûîåãíïãéáíãöá� õã òîãèã æîõëáö ãç ãõïåéáèêö éøíåéê ëîáèöáèê ûãíãöáçåóáèê òáöá

Γ
ü õîþòêíåãíèê Cov (ξ1) = 0

ü ù çîãûêü ãäáéåíáíèê çêõ öãõåèîêõü êæïãíãö îí ðáçêö åíåëåáçòáöá
λ

�
�ç ãõïåéáèêö òáöá çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá ïãíèöô çá ýêöéá�

λ̂ =
(
Z∗

′

V ∗−

λ0
Z∗

)
Z∗

′

V ∗−

λ0

(−−−→
F̃ F̃ ′

) 	�


	õã ñá îïåçåóáèê ãç õøéæêçê B−
òáöá åíèåëáö çá åíðãöõá ûãíãöáçåóáèá èã îíá éáïöåó

B
ëîáçÿîåãöá
� àá ãäòöãõåìí èã λ̂

õã èá ãí ýîíëåìí èã çá åíðãöõá ûãíãöáçåóáèá òêöÿîã
çáõ åíðãöõáõ åíðêçîëöáèáõ íîíëá ãäåõïãí�

uv�v ��}��z���z~ �z �}~ z~|����}�z~
�í ãõïá õãëëåìí õã òöîãæá ÿîã ãç ãõïåéáèêö λ̂

ãí � ãõ îí ãõïåéáèêö èãç ïåòê
λ0

þ�DG�E� � òöêòîãõïê òêö �çã�ã 	����
�
=̀;:=F@ �b se WfZghdV\[

λ̂λ0

Wf jX WfZghdV\[ VWe Zgk\ λ0
Y�����s^

�������� ¡¢£b =ìçê ñáù ÿîã ëêíõåèãöáö ãç öãõîçïáèê èãç ïãêöãéá Ú èãç áíãäê
	èáèê òêö �áõïãççõ ����
 ù òöêæáö ÿîã λ̂λ0

ãõ îíá õêçîëåìí èã çá ãëîáëåìí�

SZ (λ0)λ = U (λ0,F (p))

èêíèã

U i = F (p)
′

M ′
(
MV λ0

M ′
)
−1

M F̃iM
′
(
MV λ0

M ′
)
−1

MF̃ jM
′

ëêí
SM (λ0)ij = tr

(
MV λ0

M ′
)
−1

M F̃iM
′
(
MV λ0

M ′
)
−1

M F̃jM
′, j = 1, 2

F̃ 1 = IaJ , F̃ 2 = ω1ω
′

1�ç ãçãéãíïê i èãç ðãëïêö
(
A′V ∗−

λ0
F̃ F̃ ′

) õã òîãèã ãõëöåæåö èã çá õåûîåãíïã ýêöéá�

(
A′V ∗−

λ0

−−→
F̃ F̃ ′

)
=

(−−−−−−→
M iF̃ iM

′

)
′

V ∗−

λ0

−−→
F̃ F̃ ′

=

(−−−−−−→
MF̃ iM

′

)
′

Θ−1
−−→
F̃ F̃ ′

=
1

2
tr
[(

MV λ0
M ′
)
−1

MF̃ iM
′
(
MV λ0

M ′
)
−1

F̃ F̃ ′

]

=
1

2
F̃′
(
MV λ0

M ′
)
−1

MF̃ iM
′
(
MV λ0

M ′
)
−1

F̃

¤ÈÌ ÄÌÎÆ¥ÁË ¦§¨§¦©¦ ¨ª«¦ ¬©­®«­¯§° ©¨±§­²³® ³²¯§¦­¯§ª¨´
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�ç ãçãéãíïê iþj èã çá éáïöåó (A′V −

λ0
A
) ðåãíã ãäòöãõáèê òêö�

(
A′V −

λ0
A
)
ij

=

(−−−−−−→
MF̃ iM

′

)
′

V ∗−

λ0

(−−−−−−→
MF̃ jM

′

)

=
1

2
tr
[(

MF̃ iM
′

) (
MV ∗

λ0
M ′
)
−1
(
MF̃ jM

′

) (
MV ∗

λ0
M ′
)
−1
]

=
1

2
tr

[(
MV ∗

λ0
M ′
) (

MF̃ iM
′

)
−1 (

MV ∗

λ0
M ′
)
−1
(
M F̃jM

′

)]

çê ëîáç òöîãæá ÿîã λ̂λ0

ãõ îí ãõïåéáèêö èãç ïåòê èã�íåèê λ0
þ�DG�E��

µÞ ¶12,+1),5. +*2 123(',/-( +* *4/,-1),5.
�êéê òáöïã èã çá ãõïöáïãûåá èã ãõïåéáëåìíü ãí ãõïã áöïøëîçê õã òöãõãíïáí 	ðãöáíãäê
 çêõ òáõêõ æôõåëêõ èã îí áçûêöåïéê èã éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ åïãþöáïåðêõ õåûîåãíèê ãç ãíýêÿîã òöêòîãõïê� àá ðáçåèãó èãç òöêëãèåéåãíïê õã ñá ðãíåèêãäòçêöáíèê á ïöáð÷õ èã ðáöåêõ ãõïîèåêõ èã õåéîçáëåìí òáöá ëêí�îíïêõ èã èáïêõ æáþçáíëãáèêõ 	ãç ïáéáBê èã çáõ éîãõïöáõ ãõ ãç éåõéê òáöá ïêèêõ çêõ õîæûöîòêõ
 ù

èãõæáçáíëãáèêõ 	ãç ïáéáBê èã çáõ éîãõïöáõ èã çêõ õîæûöîòê ãõ èåýãöãíïã
� �í ïêþèêõ çêõ ëáõêõ õã îïåçåóì îí éêèãçê èã öãûöãõåìí çêûøõïåëá èêíèã çêõ çêûáöåïéêõ èã
çá öáóìí èã öåãõûê 	e\N \VVf [dZg\f
 õã öãëêíêëãí ëêéê ãýãëïêõ áçãáïêöåêõ èã îíáòêæçáëåìí èã ûöîòêõ� �ç åíïãö÷õ èã çá åíðãõïåûáëåìí õã ëãíïöì ãí ãç áíôçåõåõ èã çáõãõïåéáëåêíãõ èã çêõ èêõ òáöôéãïöêõ ��êõ ù çá ðáöåáíóá áç íåðãç èã ûöîòê�

�í ãç ëáõê æáçáíëãáèê 	�êíïãöêü �áõïãçç 
 ��ãèá Ù���
 õã ãäáéåíì çá åíâîãíëåá
èã èåýãöãíïãõ ïáéáBêõ èã éîãõïöáõ ù éáûíåïîèãõ èã çá ðáöåáíóá èã çêõ ãýãëïêõ
áçãáïêöåêõ õêæöã çá òöãëåõåìí èã çáõ ãõïåéáëåêíãõ� =ã ëêíõåèãöáöêí õãïãíïá èåõãBêõ
èåýãöãíïãõü èáèêõ òêö çáõ ëêéæåíáëåêíãõ èã ëåíëê í�éãöêõ èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá
	��ü Ù�ü ��ü ��ü ���
ü õåãïã ïáéáBêõ èã éîãõïöá 	��ü Ù�ü ��ü ��ü ���ü Ù��ü Ú��
 èã
çêõ õîæûöîòêõ ù èêõ éáûíåïîèãõ èã ðáöåáíóáü îíá ûöáíèã ù êïöá òãÿîãBá� àêõ
öãõîçïáèêõ åíèåëáí ÿîã çáõ ãõïåéáëåêíãõ èã çêõ òáöôéãïöêõ ��êõ õêí òöãëåõáõ òáöáéîãõïöáõ èã ïáéáBê éêèãöáèáéãíïã òãÿîãBáõü òãöê õã íãëãõåïá îí éáùêö í�éãöê
èã êæõãöðáëåêíãõ òáöá áçëáíóáö îí ëêéòêöïáéåãíïê öáóêíáæçã èãç ãõïåéáèêö òáöá çá
ðáöåáíóá èã íåðãçþÙ� �í ûãíãöáçü òáöá áçëáíóáö éáùêö òöãëåõåìí ãí çáõ ãõïåéáëåêíãõãõ éôõ åéòêöïáíïã îí í�éãöê ûöáíèã èã åíèåðåèîêõ òêö õîæûöîòêõ 	

>
Ù��
 ÿîã

îí í�éãöê ûöáíèã èã ûöîòêõ� àá èåýãöãíëåá ãí òöãëåõåìí èã çáõ ãõïåéáëåêíãõ òáöá
èåõãBêõ ëêí �� ê éôõ ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá íê ãõ õîõïáíëåáç�

�í ãç ëáõê èãõæáçáíëãáèê õã ãíëêíïöì ÿîã ãí ëåãöïáõ õåïîáëåêíãõü çáõ ãõïåéáëåêþíãõ èã çá ðáöåáíóá òöêèîëãí õãõûêõ ûöáíèãõ ù ãõïåéáëåêíãõ íãûáïåðáõ� �áöá éã�êöáö
çêõ öãõîçïáèêõ õã òöêòîõê ëêööãûåö ãç áçûêöåïéê áòçåëáíèê îíá ï÷ëíåëá æáõáèá ãí
çá èãõëêéòêõåëåìí èã ðáçêöãõ õåíûîçáöãõ ïöîíëáèêõ ãí çá õêçîëåìí èã çêõ éøíåéêõ
ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ òáöá ãõïåéáö çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá� �ãèåáíïãõåéîçáëåìí õã éêõïöì çá ãýãëïåðåèáè èã çá ï÷ëíåëá ãí ëîáíïê á çá öãèîëëåìí èãç õãõûê
èã çêõ ãõïåéáèêöãõ 	�êíïãöê 
 �îãööá Ù���
� �í ãç ãõïîèåê õã ��ì ãç í�éãöê èãïáæçáõ� àêõ ïáéáBêõ éîãõïöáçãõ ãí çêõ õîæûöîòêõ õã ûãíãöáöêí á òáöïåö èã ïöãõ èåõþïöåæîëåêíãõ îíåýêöéãõ èåýãöãíïãõü èáíèê çîûáö á ïöãõ ïåòêõ èã èåõãBêõ 	çåûãöáéãíïã

�ÀÕÄÁÃÂ �¾Æ¾Ê�ÄÂÌÂ ÔÀ ÈÁÃÂÔ ÁÃÄÍÂ !! "#$%$& #''(#)$



ÙÛÛ �� ���� $ ¹$������� º$��� º" �̄��$ Ü º� ���$ º� ����

èãõæáçáíëãáèêü éêèãöáèáéãíïã èãõæáçáíëãáèê ù éîù èãõæáçáíëãáèê
� =ã ëêíõåèãþöáöêí èêõ éáûíåïîèãõ èã ðáöåáíóá èã íåðãçþÙü çáõ éåõéáõ ÿîã ãí ãç ëáõê æáçáíëãáèê�
�áöá çáõ ãõòãëå�ëáëåêíãõ ëêíõåèãöáèáõ çêõ öãõîçïáèêõ éêõïöáöêí íåðãçãõ áëãòïáæçãõ
èã õãõûê ù òöãëåõåìí� =ã êæõãöðì áèãéôõ ÿîã çá ëáçåèáè èã çáõ ãõïåéáëåêíãõ íê õã
áýãëïì òêö ãç ûöáèê èã èãõæáçáíëã èã çêõ èáïêõ�

�áöá ïêèêõ çêõ ëáõêõ õã ãíëêíïöì ÿîã ãç é÷ïêèê èã ãõïåéáëåìí õã ëêéòêöïá
éã�êö ëîáíèê çá ðáöåáíóá èã çêõ ãýãëïêõ áçãáïêöåêõ ãõ òãÿîãBá�

·Þ I¸*-82(
�áöá åçîõïöáö ãç ãíýêÿîã èåõëîïåèê ãí ãõïã áöïøëîçêü õã îõáöêí çêõ èáïêõ öãòêöþïáèêõ ãí Lîöíãöü �éáöü ]áíûü �êçèõïãåí 
 Lñêéòõêí 	Ù���
ü ëêíõåõïãíïãõ ãí ÙÙ

ãíõáùêõ ëçøíåëêõ öãáçåóáèêõ òáöá åíðãõïåûáö ãç ãýãëïê èã èãõëêíïáéåíáëåìí õãçãëïåðá
èãç ïöáëïê èåûãõïåðêü õêæöã ãç öåãõûê èã åíýãëëåìí èãç ïöáëïê öãõòåöáïêöåê� =ã õãçãëþëåêíáöêí áçãáïêöåáéãíïã òáëåãíïãõ èã îíåèáèãõ èã ëîåèáèêõ åíïãíõåðêõü ùá õãá òáöá
öãëåæåö îí ïöáïáéåãíïê èã ëêéæåíáëåìí èã áíïåæåìïåëêõ ê òáöá íê öãëåæåö ïöáïáéåãíþïê� �í çá ïáæçá Ú 	ðãö áíãäê
 õã òöãõãíïá çá òöêòêöëåìí èã òáëåãíïãõ åíýãëïáèêõ ãíëáèá ïöáïáéåãíïê òáöá ëáèá îíê èã çêõ ãíõáùêõü áõø ëêéê çêõ çêûáöåïéêõ èã çá öáóìí
èã öåãõûê 	e\N \VVf [dZg\f
 ù õîõ ðáöåáíóáõ�

àêõ èáïêõ òîãèãí ëêíõåèãöáöõã èãíïöê èã îíá ãõïöîëïîöá �ãöôöÿîåëáü èêíèã çêõõîæûöîòêõ èã òáëåãíïãõ 	ïöáïáéåãíïê ù ëêíïöêç
 õã áíåèáí èãíïöê èã çêõ ãíõáùêõ�
Mã ãõïá éáíãöáü çêõ õîæûöîòêõ èã òáëåãíïãõ õã ëêíõåèãöáí ëêéê çáõ îíåèáèãõ èãç
íåðãçþ� ù çêõ ãíõáùêõü çáõ îíåèáèãõ èã íåðãçþÙ�

�ç éãïáþáíôçåõåõ èã çêõ ãíõáùêõ ëêí öãõòîãõïá æåíáöåá õã öãáçåóì á�îõïáíèê îíéêèãçê èã öãûöãõåìí çêûøõïåëá ãí ãç ÿîã õã ��áí çêõ ãýãëïêõ èã çêõ ïöáïáéåãíïêõ ù õã
òãöéåïã ÿîã çêõ çêûáöåïéêõ èã çá öáóìí èã öåãõûê 	e\N \VVf [dZg\f
 ðáöøãí á ïöáð÷õ
èã çêõ J

ãíõáùêõ 	Lîöíãö ãï áç� Ù���
�

logit (πij) = β0jxij +
J∑

k=1

βkDkij

ãí ãç íåðãçþ� 	 ¹èãíïöêº èã çêõ ãíõáùêõ
 	�


β0j = θ + uj

ãí ãç íåðãçþÙ 	 ¹ãíïöãº çêõ ãíõáùêõ
 	�

uj ∼ N

(
0, σ2

u

)

èêíèã πij

ãõ çá òöêæáæåçåèáè èã åíýãëïáöõã òáöá çêõ åíèåðåèîêõ èãç iþ÷õåéê õîæûöîòêãí ãç jþ÷õåéê ãíõáùêü xij = 0/1 åíèåëá õî õîæûöîòê ëêíïöêçOïöáïáéåãíïêü ù ãçëêí�îíïê èã D1ij , . . . , DJij = 0/1
ü õî òãöïãíãíëåá áç ãíõáùê�

=îõïåïîùãíèê � ãí � õã êæïåãíã ãç õåûîåãíïã éêèãçê�

logit (πij) = (θ + uj)xij +

J∑

k=1

βkDkij
	�


èêíèã θ 	e\N \VVf [dZg\
 öãòöãõãíïá ãç ãýãëïê òöêéãèåê èã åíïãö÷õ�

�ÀÕÄÁÃÂ �¾Æ¾Ê�ÄÂÌÂ ÔÀ ÈÁÃÂÔ ÁÃÄÍÂ !! "#$%$& #''(#)$



*+,-./010.23, 4 567,+031, /. .83015-092 .2 1,/.6,8 1:63020;.6 <5+5 <+,<,+-0,2.8 ÙÛ�
àáõ ãõïåéáëåêíãõ èã çêõ òáöôéãïöêõ èãç éêèãçê ãí 	�
ü êæïãíåèáõ éãèåáíïã ãçãíýêÿîã èã éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ 	�à=»
 òöêòîãõïê ãí ãõïã áöïøëîçêüõã ëêéòáöáí ëêí çáõ éêõïöáèáõ òêö Lîöíãö ãï áç� 	Ù���
ü îïåçåóáíèê êïöêõ é÷ïêèêõ

èåõòêíåæçãõ ãí ãç õåõïãéá èã òöêûöáéáõ �à?åG 	�êçèõïãåíü Cáõæáõñü �çã?åõü Möáþòãöü �öê?íãü ]áíûü ¼êêèñêîõã 
 �½C ����
� ãç é÷ïêèê èã ëîáõåþðãöêõåéåçåïîèéáöûåíáç 	��à
ü ãç é÷ïêèê èã ëîáõåþðãöêõåéåçåïîè òãíáçåóáèá 	��à
 ù îí é÷ïêþèê �êêïõïöáò òáöáé÷ïöåëê 	ðãö �êçèõïãåí 
 Cáõæáõñ ����ü �î� ����ü òáöá îíá
èåõëîõåìí èãïáççáèá èã çêõ é÷ïêèêõ
�

�í çá ïáæçá Ù õã éîãõïöáí çêõ ðáçêöãõ ãõïåéáèêõ èã θ
ù

σ2
u

ù çêõ ëêööãõòêíèåãíïãõ
åíïãöðáçêõ èã ëêí�áíóá ¼áçè� Gìïãõã ÿîã çá ãõïåéáëåìí �à= èã θ

ãõ éîù õåéåçáö á
çá êæïãíåèá òêö ãç é÷ïêèê �êêïõïöáò èã ëêööãëëåìí èã õãõûêõ� �í ãç ëáõê èã σ2

u, çáãõïåéáëåìí �à= èã σ2
u

ãõ çá éôõ ãäïöãéá�

PQRSQ ¾U �����$��� �� ��� ���$�$ ������ �� ��� �$��� �� � ������ ��� ��$��� ���#��$�����"º����� ��� ¯¿ À­¹ Á%ÂÃ Ä$��$ �$ � ��� � �$��� À­¹ Á%ÂÃ
θ σ2

uºÅ� −
��Æ! À

−
��Ç��

−
���ÈÃ ��ÆÉ À���Ç� ��ÇÆÃ

ÊÅ� −
��ÆÁ À

−
��Á�� −

���ÈÃ ��ÉÆ À���Æ� ���ÆÃ
ÊÅ��Ë������$# −

��ÉÉ À
−
���É�

−
���%Ã ��È� À����� ���!Ã

®�� −
��É! À

−
���É�

−
���ÆÃ ���É À��ÆÆ� ��ÉÁÃ

�áöá ëêéòçãïáö çá ëêéòáöáëåìí èã ãíýêÿîãõü çáõ ãõïåéáëåêíãõ �à= õã ëêéòáþöáí ëêí çáõ êæïãíåèáõ áòçåëáíèê îí é÷ïêèê ëêéòçãïáéãíïã æáùãõåáíêü ÿîã îïåçåóáãç éîãõïöãáèêö �åææõ òáöá �êíïã �áöçê éãèåáíïã �áèãíá èã �áö�êð 	����

	=ëñéåèïü =òåãûãçñáçïãö 
 Lñêéáõ ����
ü ù ëêí çáõ êæïãíåèáõ éãèåáíïã áòöêäåéáþëåêíãõ áç éêèãçê ëêéòçãïáéãíïã æáùãõåáíê 	Fæöáéõ 
 =áíõì ����
ü òöêòîãõïáõòáöá öãèîëåö çêõ ëôçëîçêõ öãÿîãöåèêõ� �õïêõ é÷ïêèêõ õã òîãèãí åéòçãéãíïáö ãíõåõïãéáõ ëêéê ãç �E�= 	�åç�õü Lñêéáõ 
 =òåãûãçñáçïãö ���Û
�

àá ãõïåéáëåìí �à= èã θ
õã òöãõãíïá ëêí ãç ðáçêö éôõ ãäïöãéê 	−�ü�Ú ëêéòáöáèêëêí ãç −�üÛ� èãç ëêéòçãïáéãíïã æáùãõåáíê ù ãç −�ü�� èãç æáùãõåáíê áòöêäåéáèê


ù çá ãõïåéáëåìí èã σ2
u

ãäñåæã îí ðáçêö éîù ëãöëáíê áç êæïãíåèê éãèåáíïã çêõ êïöêõé÷ïêèêõ 	�ü�� ëêéòáöáèê ëêí ãç �ü�� èãç ëêéòçãïáéãíïã æáùãõåáíê ù �ü�� èãç
æáùãõåáíê áòöêäåéáèê
�

�êéê õã ñá òêèåèê êæõãöðáöü ãç òöêëãèåéåãíïê òöêòîãõïê òöêèî�ê ãõïåéáëåêíãõ
èã çêõ òáöôéãïöêõü öáóêíáæçãéãíïã ëãöëáíáõ á çáõ êæïãíåèáõ òêö êïöêõ é÷ïêèêõùá ëêíêëåèêõ� Mã ãõïá ýêöéáü õã òöãïãíèã òêíãö èã éáíå�ãõïê çáõ åéòêöïáíïãõòêõåæåçåèáèãõ ÿîã êýöãëã îí é÷ïêèê èã ãõïåéáëåìí ëêéòîïáëåêíáçéãíïã éîù õåéòçã
èã áòçåëáö ãí ëêéòáöáëåìí ëêí êïöêõ é÷ïêèêõ æáõáèêõ ãí ãõïöáïãûåáõ éôõ ëêéòçã�áõ�

ÌÈÌ ÀÁÃÀ Â½Ã ÍÅÆ¾ Æ¾Á Ê¥Ã¾Ô¾Á ÔÀ ÀÁÃÄÊÂÍÄÍÌ ÅÃÄÆÄÎÂÔ¾Á ÁÀ ÄÔÀÌÃÄÏÍÂÌ Ð¾½ ÁÅÁ ÁÄÎÆÂÁ ÀÌ ÄÌÎÆ¥ÁÇ
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ÙÛ� �� ���� $ ¹$������� º$��� º" �̄��$ Ü º� ���$ º� ����
ÑÞ Ò(.)264,(.*4

�ç òöêëãèåéåãíïê èã ãõïåéáëåìí òöãõãíïáèê ãí ãõïã áöïøëîçê îæåëá áç áíôçåõåõ
èã îí ëêí�îíïê èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá ãí îíá ëçáõã èã òöêæçãéáõ ÿîã òîãèãíïöáïáöõã îïåçåóáíèê éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ�

Eíá èã çáõ òöåíëåòáçãõ ðãíïá�áõ èãç ãíýêÿîã òöêòîãõïê ãõ ÿîã òîãèã îõáöõã ãíõåïîáëåêíãõ èêíèã êïöêõ é÷ïêèêõ åéòêíãí çá õêçîëåìí èã ëêéòçåëáèáõ ãäòöãõåêíãõéáïãéôïåëáõ� �ïöá ðãíïá�á åéòêöïáíïã ãõ çá ýáëåçåèáè ÿîã çã êýöãëã áç åíðãõïåûáèêöòáöá ëêíõïöîåö îíá áéòçåá ýáéåçåá èã ýîíëåêíãõ èã òáöïåëîçáö åíïãö÷õ òáöá ãç áíôçåõåõéîçïåíåðãç èã çáõ òöêòêöëåêíãõ ãõòãöáèáõ ãí îí ëêí�îíïê èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá�
�í ûãíãöáçü ãç ãíýêÿîã òöêòîãõïê êýöãëã îíá ñãööáéåãíïá éîù �ïåç òáöá éêèãþçáö îíá ûöáí ðáöåãèáè èã õåïîáëåêíãõ ÿîã êëîööãí ýöãëîãíïãéãíïã ãí çá òöôëïåëáüëêíõïåïîùãíèê áõø îíá ã�ëáó áçïãöíáïåðá á çá éêèãçáëåìí éîçïåíåðãç òáöá èáïêõëáïãûìöåëêõ �ãöôöÿîåëêõ�
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λ = R ⊗ R+ [R ⊗ R (1) , R ⊗ R (2) , . . . , R ⊗ R (n)] y

Θ = 2 (R ⊗ R) ,

ï A ï B
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B = Θ

−→
B
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−→
A′V ∗�
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−→
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−→
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Ù� F òáöïåö èã ãõïáõ ãõïåéáëåêíãõ ýêöéáö çêõ öãõåèîêõ ¹ëöîèêõº

F̃ (p) = F (p) − AΓ̂

Ú� �áçëîçáö çá éáïöåó èã òöêèîëïêõ ëöîóáèêõ�
F (p)

∗

= F̃ (p) F̃ (p)
′
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Û� �êöéáö ãç ðãëïêö�
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F (p)
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�ç áçûêöåïéê áçïãöíá ãíïöã çáõ ãõïåéáëåêíãõ èã çêõ òáöôéãïöêõ ��êõ ù áçãáïêöåêõ
ñáõïá ÿîã ãç òöêëãèåéåãíïê ëêíðãö�á�

�ÀÕÄÁÃÂ �¾Æ¾Ê�ÄÂÌÂ ÔÀ ÈÁÃÂÔ ÁÃÄÍÂ !! "#$%$& #''(#)$



Revista Colombiana de Estadística

Diciembre 2010, volumen 33, no. 2, pp. 251 a 271

Propuesta de una prueba de rachas recortada para
hipótesis de simetría

A Proposed Runs Trimming Test for the Hypothesis of Symmetry

Giovany Babativaa, Jimmy A. Corzob

Departamento de Estadística, Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de

Colombia, Bogotá, Colombia

Resumen

Combinando la teoría de rachas desarrollada por Corzo (1989) y la idea
de Modarres & Gastwirth (1996), que utilizan el número de rachas que que-
dan después de recortar la sucesión dicotomizada, se proponen tres pruebas
de rachas para la hipótesis de simetría. Utilizando la técnica de linealización
de Taylor se aproxima el valor esperado y la varianza, y se realiza un es-
tudio de aproximación de la distribución del estadístico por la distribución
normal. Las pruebas propuestas son comparadas en términos de su potencia
con algunas de las pruebas no paramétricas más recientes y comunes para
dicho problema en tamaños de muestra n = 10(1)25, n = 30, n = 50(50)250
y n = 500. Para la comparación se utilizaron métodos de Monte Carlo, y
las muestras fueron generadas de nueve distribuciones pertenecientes a la
familia lambda generalizada (DLG). Las simulaciones indican que para una
gran variedad de alternativas asimétricas las pruebas propuestas son más
potentes que las pruebas existentes en la literatura.

Palabras clave: distribución lambda generalizada, potencia, pruebas de ra-
chas, pruebas para simetría.

Abstract

Combining the runs theory developed by Corzo (1989) and the idea of
Modarres & Gastwirth (1996), which uses the number of runs left after cut-
ting the dichotomized succession, three families of statistics based on runs
and three tests for the hypothesis of symmetry are proposed. Using the li-
nearization Taylor´s technique, the expected value and variance of two from
the three proposed families is approximated. A study to aproximate the dis-
tribution of the statistics through the normal distribution for the studied
sample sizes is realized. The proposed tests are compared in terms of their
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power with some other recent and common nonparametric tests for Symme-
try, for the sample sizes n = 10(1)25, n = 30, n = 50(50)250 and n = 500.
For this comparison, Monte Carlo methods were used and the samples we-
re generated from nine distributions obtained from the generalized lambda
distribution. The simulations indicate that, for a wide variety of asymmetric
alternatives in the generalized lambda distribution, the tests proposed are
more powerful than the existing tests in literature.

Key words: Lambda distribution, Power, Runs test, Symmetry test.

1. Introducción

Entre los métodos no paramétricos existen pruebas que exigen simetría de la
distribución, de la cual provienen las observaciones; este es el caso de las pruebas
para la alternativa de localización en una muestra, basadas en estadísticos lineales
de rangos, uno de cuyos casos particulares es la prueba del rango designado de
Wilcoxon, ampliamente utilizada en diferentes áreas del conocimiento. Si este su-
puesto se cumple, dicha prueba es localmente más potente para la alternativa de
localización. Otro caso es el análisis de regresión basada en rangos donde la sime-
tría desempeña un papel importante en la estimación de la matriz de covarianzas
de la distribución asintótica normal multivariada, a la cual converge la distribución
del estimador por rangos del vector de parámetros (ver Hettmansperger 1984, pp.
241-243). En ambos casos, si el supuesto de simetría de la distribución muestreada
no se cumple, las pruebas tienden a no conservar su tamaño.

Son varias las pruebas que se han propuesto para este problema bajo el supues-
to de que se conoce alguna medida de localización. Lehmann (1986), Randles &
Wolfe (1979) y Gibbons & Chakraborti (1992) son algunos de los autores que men-
cionan las pruebas de rangos más conocidas para juzgar la hipótesis de simetría
de una distribución. En los últimos 20 años, varios investigadores han propuesto
pruebas para determinar si la distribución muestreada es simétrica alrededor de
un centro conocido. Algunos de ellos son Cohen & Menjoge (1988), McWilliams
(1990), Castillo (1993), Modarres & Gastwirth (1996), Corzo & Rojas (1999) y
Baklizi (2003, 2007), quienes han desarrollado pruebas de rachas; por otra parte,
Tajuddin (1994) y Baklizi (2008) utilizan pruebas de rangos; Cheng & Balakrish-
nan (2004) emplean la información de los signos; Mira (1999) usa la medida de
sesgo de Bonferroni, mientras que Modarres & Gastwirth (1998) y Thas, Rayner
& Best (2005) usan información mixta combinando los signos y los rangos.

La hipótesis de simetría puede formularse como sigue: sea X1, . . . , Xn una
muestra aleatoria de una función de distribución continua F con función de densi-
dad f con mediana conocida, la cual, sin pérdida de generalidad, se puede asumir
igual a cero. Se considera el problema de testear la siguiente hipótesis:

H0 : FX(x) = 1− FX(−x)

frente a la alternativa:

K1 : FX(x) 6= 1− FX(−x)
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La hipótesis nula indica que la función de distribución F es simétrica alrededor
de cero; en otras palabras, el interés se centra en probar si f(x) = f(−x) para
todo x o si f se aparta de la hipótesis de simetría.

En la siguiente sección, presentamos tres pruebas de rachas. El procedimiento
combina la teoría desarrollada por Corzo (1989) y la idea de Modarres & Gastwirth
(1996) de utilizar como criterio de información el número de rachas que quedan
después de hacer un recorte en la sucesión dicotomizada. Bajo la hipótesis nula
de simetría se dan aproximaciones del valor esperado y de la varianza de los es-
tadísticos de prueba utilizando la técnica de linealización de Taylor. En la sección
3, se presenta un estudio de Monte Carlo que muestra que las pruebas propuestas
son más potentes que las pruebas de la literatura con las que se realizó la com-
paración, y por ende más potentes que las pruebas con las que los demás autores
habían hecho sus comparaciones.

2. Pruebas propuestas

Sea |X|(1), . . . , |X|(n) la sucesión de los valores absolutos ordenados. De�nimos
|XDj | = |X|(j) (j = 1, . . . , n), donde Dj es el antirrango de |X|(j); esto es, Dj

es el subíndice que tenía originalmente |X|(j) en la sucesión de valores absolutos
|X1|, . . . , |Xn|. La sucesión η1, . . . , ηn se denomina la sucesión dicotomizada, y en
ella se representan las observaciones positivas por unos y las negativas por ceros,
de la siguiente manera:

ηj =
{

1 si XDj > 0
j = 1, . . . , n0 en otro caso

(1)

Para contar el número de cambios que hay en la sucesión dicotomizada se
de�nen las siguientes indicadoras:

I1 = 1

Ij =

{
1 si ηj−1 6= ηj

j = 2, . . . , n
0 si ηj−1 = ηj

A partir de estas, el número de rachas hasta la j-ésima observación en la
sucesión dicotomizada se calcula como:

rj =
j∑

k=1

Ik, para j = 1, 2, . . . , n

A la sucesión r1, . . . , rn se le denominará la sucesión de rachas. El estadístico
que cuenta el número de rachas en la sucesión dicotomizada es:

R+ = rn =
n∑
k=1

Ik
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bajo la hipótesis alternativa, muchas observaciones negativas o muchas observa-
ciones positivas tienden a generar agrupaciones y resultarán pocas rachas; esto
signi�ca que la hipótesis nula será rechazada para valores pequeños de R+ − 1.
Bajo H0, la distribución exacta de R+−1, dada en McWilliams (1990), es binomial
con parámetros n− 1 y 1/2.

Como lo mencionan Modarres & Gastwirth (1996), �bajo la hipótesis nula se
cumple P (Ik = 1) = P (Ik = 0) = 1/2, mientras que bajo la alternativa P (Ik =
1) 6= P (Ik = 0) y depende de k, para k = 2, . . . , n. Esto sugiere que una prueba
basada en la posición relativa, k, de las rachas podría ser más potente que R+.
Teniendo en cuenta que para alternativas sesgadas, las rachas deberían aparecer
en las colas, se propone modi�car la prueba R+ − 1 dando un mayor peso a estas
rachas�.

Entonces, siguiendo la metodología propuesta por Corzo (1989) y tomando la
idea de recortar observaciones de la muestra presentada por Modarres & Gastwirth
(1996), y Modarres & Gastwirth (1998) se proponen los siguientes tres estadísticos
de prueba:

Rp =
1
rn

n∑
i=[np]+1

φ(ri, i)δi (2)

R∗
p =

1
r∗n

n∑
i=[np]+1

φ(ri, i)δi (3)

C∗
p =

1
rn

n∑
i=[np]+1

φ(ri, i)δ∗i (4)

donde

φ(ri, i) =

{
ri − prn si i > np

0 en otro caso

δi =
{

1 si XDi > 0
i = 1, . . . , n−1 si XDi < 0

δ∗i =
{

1/n∗1 si XDi > 0
i = 1, . . . , n−1/n∗0 si XDi < 0

p es una proporción de recorte; [np] es la parte entera de np; n∗0 y n∗1 son el número
de ceros y el número de unos en la sucesión dicotomizada después de hacer el
recorte; rn es el número total de rachas en la sucesión dicotomizada, mientras que
r∗n es el número total de rachas después de recortar la sucesión dicotomizada. En
el caso de Rp y R

∗
p, si p = 0 se obtiene el estadístico estudiado por Castillo (1993);

y en el caso de C∗
p , si p = 0 se obtiene el estadístico estudiado en Corzo & Rojas

(1999).

Los argumentos para la construcción de la región crítica son los mismos que
los utilizados por McWilliams (1990). Si la hipótesis nula de simetría es cierta,
entonces para b > a ≥ 0 se cumple que P (a < X < b) = P (−b < X < −a), luego
en la sucesión dicotomizada P (η = 0) = P (η = 1), lo cual equivale a que P (XDj >
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0) = P (XDj < 0) = 1/2, y por tanto se espera que se alternen los valores positivos
y negativos de los sumandos de cualquiera de los estadísticos propuestos, haciendo
que tomen valores cercanos a cero. Bajo la hipótesis alternativa de asimetría P (a <
X < b) 6= P (−b < X < −a); por consiguiente tanto, se espera que en las colas
aparezcan agrupamientos de unos o de ceros y como consecuencia de esto los
valores de los estadísticos Rp, R

∗
p y C

∗
p estarán lejos de cero, apoyando la hipótesis

alternativa.

Del análisis anterior y teniendo en cuenta que, por construcción, bajo H0 la
distribución de Rp es simétrica alrededor de cero, se concluye que la prueba rechaza
la hipótesis nula de simetría a favor de la alternativa de asimetría cuando |Rp| ≥
r1−α/2, donde r1−α/2 corresponde al 100(1−α/2)-ésimo percentil de la distribución
de Rp; de igual manera ocurre para las pruebas R∗

p y C∗
p .

Para calcular la distribución exacta de Rp, R
∗
p o C

∗
p en un tamaño de muestra n,

se deben considerar los 2n arreglos distinguibles de unos y ceros para incluir todas
las posibilidades de la sucesión dicotomizada. A partir de estos se calculan los va-
lores de los mismos y se construye la distribución de frecuencias. El programa que
hace los cálculos de la distribución exacta para cualquiera de los estadísticos pro-
puestos se encuentra en www.docentes.unal.edu.co/jacorzos/docs/PruebaSimetria/

A continuación se enuncian dos teoremas que fueron demostrados utilizando la
técnica de linealización de Taylor. Todas las demostraciones se pueden encontrar
en www.docentes.unal.edu.co/jacorzos/docs/PruebaSimetria/

Teorema 1. Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias independientes con función de
distribución continua y simétrica F , función de densidad f y mediana cero, en-
tonces:

E (Rp)
.= 0

y
E
(
R∗
p

) .= 0

Teorema 2. Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias independientes con función de
distribución continua y simétrica F , función de densidad f y mediana cero; p un
número real en el intervalo (0, 1); rn el total de rachas en la sucesión dicotomizada;
φ(ri, i) y δi como se de�nieron en (2), entonces la varianza aproximada (VA) es:

VA (Rp) =
1

3 (n+ 1)2
{
n(n2 + 3n+ 2)− [np]

(
[np]2 + 3[np]− 4

) }
+ 3p2(n− 1)(n2 − n[np] + 4){
−3p

(
n3 + n2 + 2n− n[np]2 − n[np] + 4[np]

)
+ 6
}

y

VA
(
R∗
p

)
=

1
3 (n− [np] + 1)2

{
n(n2 + 3n+ 2)− [np]

(
[np]2 + 3[np]− 4

) }
+ 3p2(n− 1)(n2 − n[np] + 4){
−3p

(
n3 + n2 + 2n− n[np]2 − n[np] + 4[np]

)
+ 6
}
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3. Estudio de Monte Carlo

En esta sección se presentan los resultados de una simulación por métodos de
Monte Carlo donde se compara la potencia de las pruebas propuestas frente a otras
ocho pruebas de la literatura. Las pruebas con las que se realizó la comparación
son:

1. La prueba del rango signado de Wilcoxon referenciada para hipótesis de simetría
por Gibbons & Chakraborti (1992):

W =
n∑
k=1

kηk

2. La prueba propuesta por McWilliams (1990), basada en:

R+ =
n∑
k=1

Ik

3. La prueba condicional de Tajuddin (1994), basada en la prueba de localización
de Wilcoxon para dos muestras:

Wn =
n∑
k=1

kηk =
n1∑
k=1

Rk

donde n1 es el número de observaciones positivas y Rk corresponde al rango de
Xk en la sucesión de valores absolutos ordenados.

4. La prueba Mp propuesta por Modarres & Gastwirth (1996) que utiliza:

Mp =
n∑

k=[np]+2

ϕ(k)Ik

donde

ϕ(k) =

{
k − [np] si k > np

0 en otro caso.

donde [np] corresponde a la parte entera de np1.

5. La prueba híbrida en dos etapas propuesta por Modarres & Gastwirth (1998),
la cual usa en la primera etapa la prueba del signo y en la segunda etapa una
modi�cación de la prueba de Tajuddin (1994):

1Modarres & Gastwirth (1996) tratan a np como un entero para evitar la notación de parte
entera.
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Etapa I: Utilizar la prueba del signo para decidir si hay evidencias de sime-
tría2:

Zs =
S − n/2√

n/4

Etapa II: Si en la etapa I se concluye que hay evidencias de simetría, utilizar
la siguiente modi�cación de la prueba de Tajuddin (1994):

Wp =
n∑

k=[np]+1

ϕ(k)ηk

donde ηk es de�nido como en (1).

6. La prueba de Mira (1999) que detecta la asimetría de una función de distribu-
ción con media µF y mediana µ̃F desconocidas, mediante la medida de asimetría
de Bonferroni. Sean Xn y X̂n la media y la mediana de una muestra de tamaño
n, respectivamente. La prueba de Mira utiliza el siguiente estadístico:

γ1(Fn) = 2
(
Xn − X̂n

)
7. La prueba de Baklizi (2003) basada en la distribución condicional de R+ dado

el número de unos y de ceros en la sucesión dicotomizada, n1 y n0, respec-
tivamente. Dicha distribución está dada en Gibbons & Chakraborti (1992) y
corresponde a:

fR+(rn/n0, n1) =



2( n1−1
rn/2−1)(

n0−1
rn/2−1)

(n1+n0
n0

)
si rn > 1 y par

( n1−1
(rn−1)/2)(

n0−1
(rn−3)/2)+( n1−1

(rn−3)/2)(
n0−1

(rn−1)/2)
(n1+n0

n0
)

si rn > 1 e impar

si n1 = 0 o n0 = 0 entonces P (rn = 1) = 1.

8. La prueba propuesta por Cheng & Balakrishnan (2004) que usa la información
de los signos, donde el estadístico de prueba es:

C6 = ηn−5 + · · ·+ ηn (5)

Se seleccionaron nueve casos de la DLG,3 que son los más utilizados en la lite-
ratura, ver por ejemplo: McWilliams (1990), Tajuddin (1994), Modarres & Gast-
wirth (1996); Modarres & Gastwirth (1998), Baklizi (2003), Cheng & Balakrishnan
(2004) y Thas et al. (2005). El caso 1 representa la aproximación de la distribu-
ción normal (caso simétrico) para el cual la hipótesis nula es verdadera, mientras

2El artículo original de Modarres & Gastwirth (1998) se utiliza n1/2/4 en el denominador
de Zs. Sin embargo, en el párrafo anterior es claro que S tiene una distribución binomial (n, p),
E(S) = n/2 y V (S) = n/4.

3En el ordenamiento de los casos di�ere de los utilizados por otros autores, debido a que en
este trabajo se ordenaron por grupos según el coe�ciente de asimetría.
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que los otros ocho casos varían en su grado de asimetría y permiten comparar la
potencia de las pruebas.

Las nueve funciones de densidad de la DLG seleccionadas se pueden apreciar
en la �gura 1. En la tabla 1 se muestran los valores de los parámetros de los nueve
casos de la DLG utilizados, los coe�cientes de asimetría y curtosis. Nótese que los
casos 1, 2 y 3 conforman un grupo de tres densidades muy cercanas a la hipótesis
nula de simetría, los casos 4 y 5 son dos densidades en las que ya se nota cierto
grado de asimetría y los casos 6 al 9 son densidades que tienen un grado tal de
asimetría que toda la probabilidad está acumulada en la cola del lado derecho. En
los tres grupos aumentan simultaneamente los coe�cientes de asimetría y curtosis.

Tabla 1: Valores de los parámetros de la DLG de los nueve casos seleccionados para el estudio
de potencia.

Caso λ1 λ2 λ3 λ4 α3 α4

1 (Nula) 0,000000 0,197454 0,134915 0,134915 0,0000 3,0000

2 −0,116734 −0,351663 −0,130000 −0,160000 0,8000 11,4000

3 0,000000 −1,000000 −0,100000 −0,180000 2,0000 21,2000

4 3,586508 0,043060 0,025213 0,094029 0,9000 4,2000

5 0,000000 −1,000000 −0,007500 −0,030000 1,5000 7,5000

6 0,000000 1,000000 1,400000 0,250000 0,5000 2,2000

7 0,000000 1,000000 0,000070 0,100000 1,5000 5,8000

8 0,000000 −1,000000 −0,001000 −0,130000 3,1600 23,8000

9 0,000000 −1,000000 −0,000100 −0,170000 3,8800 40,7000

Para estimar la potencia de las diferentes pruebas se realizó un programa en
SAS IML. El algoritmo utilizado es el siguiente:

1. Seleccionar una muestra aleatoria u1, . . . , un de tamaño n de la distribución
U(0, 1).

2. Transformar la muestra u1, . . . , un en la sucesión x∗1, . . . , x
∗
n; utilizando la fun-

ción percentil de la DLG, que se de�ne por:

x∗i = λ1 +
uλ3
i − (1− ui)λ4

λ2
, i = 1, . . . , n (6)

con lo que se consigue que la sucesión x∗1, . . . , x
∗
n sea una muestra aleatoria de

una DLG con parámetros λ1, λ2, λ3 y λ4.

3. Transformar xi = x∗i − θ para que la distribución de x∗1, . . . , x
∗
n tenga mediana

cero, donde

θ = λ1 +
0, 5λ3 − 0, 5λ4

λ2
(7)

4. Calcular los valores de los estadísticos que se van a comparar usando las obser-
vaciones de la muestra x1, . . . , xn.
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Figura 1: Funciones de densidad de los casos seleccionados de la DLG. Continuación
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Figura 1: Funciones de densidad de los casos seleccionados de la DLG.
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5. Realizar las respectivas pruebas de hipótesis, y para cada una determinar si
se rechaza la hipótesis nula, aleatorizando la prueba.

6. Aplicar el anterior proceso m veces, y estimar la potencia de cada una de las
pruebas, así:

π̂ =
Número de rechazos en las m réplicas

m

Para este trabajo se estimó la potencia de todas las pruebas usandom = 25.000
réplicas. El máximo número de réplicas usado en los artículos consultados para este
trabajo fue de 10.000 (Thas et al. 2005, Cheng & Balakrishnan 2004).

3.1. Estudio de potencia para n ≤ 25

Para n < 30 las pruebas T y Wp no fueron incluidas porque están basadas en
estadísticos condicionados al número de unos y ceros en la sucesión dicotomizada;
esto hace que se requieran unos cálculos distintos a los hechos en este trabajo para
llegar a la distribución exacta de las pruebas, lo cual implicaría programas con otros
algoritmos. Por ejemplo, para calcular la distribución exacta de los estadísticos
propuestos para un tamaño de muestra n = 15 es necesario generar 215 arreglos
de unos y ceros, mientras que para T y Wp es necesario generar

(
n
k

)
arreglos para

k = 0, 1, . . . , 7, lo que implica muchos más cálculos que no estaban planeados desde
el comienzo. Para n ≥ 30 se utilizó la distribución asintótica de estas.

Por otra parte, las pruebas de Butler (1969), Rothman & Woodroofe (1972)
y Hill & Rao (1977) fueron superadas ampliamente por la prueba propuesta por
McWilliams (1990), razón por la que no fueron incluidas en este trabajo.

En las tablas 2 a 10 se presentan los resultados del estudio de Monte Carlo. A
partir de las tablas se extraen las siguientes conclusiones:

Bajo la hipótesis nula, caso 1 (tabla 2), el tamaño de todas las pruebas está
alrededor del nivel de signi�cación α = 5% a excepción de la prueba γ1(Fn) de
Mira (1999) que resultó ser una prueba conservativa, para la cual se observó que
su error de tipo I aún no alcanzaba el 5 % para n = 500. Por lo anterior, dicha
prueba no fue incluida en las comparaciones de las potencias.

Para el caso 2 (tabla 3), ninguna prueba supera ampliamente a las demás. Sin
embargo, la prueba C∗

.20 en general tiene las mayores potencias. Por ejemplo, para
n = 19, las tres pruebas con las potencias más altas son C∗

.20, C
∗
.10 y R+ con el

5, 6 %, 5, 5 % y 5, 46 %, respectivamente.

En el caso 3 (tabla 4), la prueba C∗
.20 es la que tiene las mayores potencias para

n ≤ 20, y para los demás tamaños de muestra estudiados las pruebas R.80, R
∗
.80

y C∗
.80 son las que tienen ventajas, es decir, en este caso las pruebas propuestas

resultan más potentes que todas las pruebas con las que se comparó.

Con muestras provenientes del caso 4 (tabla 5), nuevamente la prueba C∗
.20 es

la que tiene las mayores potencias cuando n < 20, para n = 20; la prueba R∗
.80

es la que obtiene el mejor resultado y desde n = 21 hasta n = 25, las mayores
potencias las tienen las pruebas R.80, R

∗
.80 y C∗

.80. Por ejemplo, para n = 21 la
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potencia de las pruebas R.80, R
∗
.80 y C∗

.80 está alrededor del 14, 5 % seguidas por
C∗
.20 con el 13, 3 % y posteriormente por M.25 con el 12, 6 %; es decir que para este

caso las pruebas propuestas resultan más potentes que las pruebas consultadas en
la literatura.

Para el caso 5 (tabla 6), la prueba C∗
.20 es la que presenta las mayores potencias

cuando n < 17; para n = 17 la prueba M.25 logra ligeras ventajas sobre las demás
pruebas, mientras que para 18 ≤ n ≤ 20 la prueba con las mayores potencias es
R∗
.80, y para los demás tamaños de muestra (hasta n = 25) las pruebas R.80, R∗

.80

y C∗
.80 son las más potentes, lo cual rea�rma que las pruebas propuestas son las

que tienen las mayores potencias en los tamaños de muestra estudiados, logrando
para n = 25 grandes diferencias con respecto a las competidoras de la literatura;
R∗
.80 es la mejor prueba de las propuestas en el tamaño de muestra mencionado

con una potencia del 26, 8 %, mientras que la mejor prueba de las competidoras es
C6 Cheng & Balakrishnan (2004) con una potencia del 23 %.

En el caso 6 (tabla 7), las pruebas con el mejor desempeño para n ≤ 21 son
Mp, p = 0, 10 %, 20 % y 25 %, aunque con n = 22 las pruebas R.80 y C∗

.80 tienen
potencias del 38, 6 % y 38, 3 %, respectivamente, alcanzando a estar en segundo y
tercer lugar después de M.25, que tiene una potencia del 39 %. Si n = 24 o n = 25
las pruebas R.80, R

∗
.80 y C∗

.80 son las que logran las mayores potencias.

Tabla 2: Estimación de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 1.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.60 4,97 5,08 4,71 4,92 5,13 4,90 4,94 4,90 5,09 4,89 4,95 5,04 5,18 5,00 5,06 4,85

R.80 4,99 5,02 4,95 4,93 5,08 5,01 5,06 4,95 4,95 4,87 4,94 5,10 5,02 4,96 4,97 5,06

C∗.10 5,14 5,12 5,17 4,78 5,05 5,30 5,10 5,18 4,97 4,88 5,20 4,97 5,23 5,02 5,06 4,98

C∗.20 5,24 5,15 5,31 4,94 4,84 4,94 5,18 4,90 5,00 4,86 4,98 5,07 5,21 5,00 5,20 5,06

C∗.60 5,05 5,00 4,70 4,94 5,07 5,11 5,24 4,93 4,91 4,99 4,96 5,04 4,98 5,04 5,30 5,09

C∗.80 5,03 4,96 5,04 4,91 5,06 4,94 5,01 4,94 4,94 4,92 4,92 5,14 5,04 4,96 4,96 5,07

R∗.60 4,90 5,12 4,72 4,94 4,84 5,18 5,08 5,33 5,11 4,72 4,86 5,09 5,05 5,08 4,91 5,06

R∗.80 5,03 5,12 4,97 4,99 4,91 5,10 5,00 4,84 4,97 4,84 4,81 5,10 5,07 5,03 5,04 5,04

W 5,05 5,25 4,83 4,84 5,28 5,23 4,86 4,90 5,01 4,81 4,95 4,94 5,05 5,08 5,21 4,66

R+ 5,09 4,97 4,90 4,79 5,01 4,95 4,96 4,88 5,11 4,93 5,07 5,12 5,02 4,99 5,08 5,08

R 5,25 4,99 4,91 4,88 4,86 4,98 5,01 5,06 5,17 4,95 5,11 5,09 5,01 5,09 5,00 5,26

C6 4,93 5,22 4,85 4,97 4,99 5,21 5,02 4,81 5,06 4,79 4,88 5,13 4,98 5,03 5,08 5,07

M0 5,15 5,01 4,77 4,68 4,93 5,12 4,96 4,85 5,06 5,03 5,05 4,93 5,08 4,95 4,81 5,00

M.10 5,13 5,04 4,76 4,78 4,94 5,31 5,03 4,88 5,05 5,07 5,08 5,00 5,08 4,87 5,00 5,00

M.20 5,00 5,10 4,81 4,76 5,02 5,23 5,05 4,72 5,12 5,04 5,17 5,10 4,92 4,80 4,78 5,28

M.25 4,99 5,10 4,82 4,88 5,04 5,23 5,14 4,76 5,10 5,06 5,09 5,24 5,06 4,91 4,97 5,20

γ1(Fn) 0,25 4,70 1,21 2,65 0,54 4,54 1,87 2,67 0,90 4,10 2,09 2,48 3,22 3,67 2,04 2,14

Tabla 3: Estimación de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 2.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.60 5,12 5,30 5,29 5,10 5,23 5,05 5,36 5,22 5,17 5,33 5,15 5,65 5,33 5,87 5,26 5,57

R.80 5,15 5,16 5,08 5,23 5,26 5,27 5,25 5,30 5,32 5,26 5,41 5,65 5,47 5,89 5,54 5,91

C∗.10 5,34 5,33 6,01 4,98 4,99 5,34 5,39 5,25 5,34 5,50 5,52 5,46 5,60 5,88 5,35 5,81

C∗.20 5,37 5,78 5,78 5,17 5,37 5,52 5,42 5,36 5,69 5,61 5,57 5,57 5,60 5,93 5,55 5,75

C∗.60 5,22 5,30 5,28 5,14 5,13 5,21 5,47 5,17 5,39 5,24 5,27 5,41 5,19 5,48 5,73 5,55

C∗.80 5,08 5,27 5,19 5,08 5,17 5,17 5,23 5,24 5,29 5,24 5,40 5,64 5,43 5,87 5,53 5,93

R∗.60 5,06 5,35 5,32 5,08 5,10 5,23 5,23 5,78 5,34 5,14 5,18 5,66 5,18 5,66 5,32 5,47

R∗.80 5,12 5,41 5,13 5,00 5,00 5,21 5,25 5,30 5,27 5,17 5,59 5,72 5,32 5,96 5,56 5,88

W 5,00 5,05 5,03 5,09 4,97 5,05 5,29 4,78 4,96 5,26 5,12 5,33 5,07 5,13 5,11 5,01

R+ 5,24 5,44 5,29 5,03 5,18 5,22 5,18 5,31 5,28 5,46 5,21 5,13 5,20 5,17 5,11 5,28

R 5,37 5,50 5,28 5,12 5,23 5,17 5,15 5,34 5,35 5,36 5,25 5,17 5,16 5,18 5,24 5,30

C6 5,07 5,18 5,18 5,07 5,24 5,19 5,26 5,26 5,24 5,34 5,29 5,56 5,23 5,68 5,43 5,61

M0 5,30 5,46 5,33 5,16 5,29 5,19 5,31 5,19 5,25 5,36 5,29 5,37 5,47 5,51 5,22 5,29

M.10 5,21 5,38 5,33 5,13 5,37 5,17 5,42 5,24 5,23 5,41 5,26 5,40 5,44 5,39 5,31 5,26

M.20 5,16 5,35 5,38 5,02 5,47 5,15 5,53 5,25 5,25 5,33 5,35 5,45 5,32 5,38 5,07 5,40

M.25 5,18 5,35 5,36 5,18 5,50 5,14 5,55 5,27 5,24 5,25 5,40 5,53 5,34 5,58 5,29 5,32
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Tabla 4: Estimación de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 3.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.60 5,69 5,89 6,09 5,96 6,28 6,46 6,74 7,77 7,52 8,09 8,08 8,19 9,00 8,62 9,54 9,81

R.80 5,55 5,96 6,18 6,32 6,43 6,60 7,25 7,62 7,76 8,14 8,13 9,14 9,93 9,98 10,72 11,22

C∗.10 6,29 6,84 7,94 6,96 7,22 7,45 7,65 7,59 7,42 7,86 8,32 8,40 9,00 8,84 9,23 9,40

C∗.20 6,27 6,82 7,58 6,96 7,39 7,86 7,82 8,05 8,07 8,69 8,87 8,78 9,53 9,81 10,07 10,49

C∗.60 5,90 6,04 6,21 5,84 6,63 6,65 6,88 7,21 7,54 7,36 7,24 7,92 7,24 8,23 8,68 8,68

C∗.80 5,70 5,31 5,23 5,58 5,86 6,26 6,84 7,41 7,58 7,98 8,05 9,01 9,82 9,95 10,67 11,20

R∗.60 5,48 5,76 6,02 6,16 6,24 6,82 6,64 8,24 7,16 7,57 7,25 7,90 8,45 8,43 8,91 8,81

R∗.80 5,57 5,85 6,52 6,38 6,45 6,78 7,13 7,71 7,90 8,36 8,28 9,04 9,95 9,93 10,51 11,09

W 5,21 5,41 5,45 5,20 5,03 5,31 5,43 5,46 5,34 5,58 5,32 5,42 5,71 5,50 5,74 5,47

R+ 5,75 6,08 6,10 6,18 6,35 6,27 6,05 6,76 6,52 6,98 6,79 6,86 6,95 7,21 7,15 7,28

R 6,06 6,26 6,32 6,52 6,59 6,57 6,36 6,81 6,78 7,17 7,05 7,17 7,20 7,46 7,37 7,57

C6 5,28 5,51 5,61 5,84 6,14 6,14 6,38 7,17 7,00 7,60 7,69 8,19 8,83 8,97 9,61 9,78

M0 5,95 6,46 6,66 6,79 6,84 6,93 6,86 7,55 7,28 7,68 7,54 8,01 8,15 8,39 8,15 8,48

M.10 5,86 6,39 6,54 6,71 6,88 7,01 6,89 7,68 7,44 7,68 7,67 8,14 8,22 8,39 8,45 8,62

M.20 5,76 6,24 6,72 6,72 6,88 7,00 6,95 7,76 7,57 7,65 7,67 8,38 8,16 8,36 8,23 9,04

M.25 5,70 6,24 6,72 6,90 6,93 7,04 6,95 7,78 7,61 7,65 7,66 8,11 8,36 8,70 8,60 8,95

Tabla 5: Estimación de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 4.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.60 6,51 6,67 7,00 7,48 8,36 9,22 9,48 10,82 11,12 11,82 13,30 12,54 13,31 14,24 14,56 15,60

R.80 6,19 7,08 7,53 7,92 8,24 8,58 9,66 10,68 10,97 12,11 12,72 14,71 15,89 16,90 18,02 19,08

C∗.10 7,49 7,98 9,94 8,94 9,17 9,64 9,51 10,64 10,49 10,89 12,08 12,39 12,89 13,13 13,53 14,38

C∗.20 7,46 9,13 9,42 9,50 9,57 10,55 10,64 11,60 11,76 12,58 13,31 13,35 13,71 14,12 14,60 16,25

C∗.60 6,92 7,05 7,29 7,28 8,33 9,41 9,05 9,41 10,53 10,46 9,97 11,08 10,41 11,88 13,30 13,16

C∗.80 6,48 5,54 5,64 6,48 7,17 7,78 9,01 10,19 10,52 11,79 12,54 14,46 15,68 16,76 17,96 19,05

R∗.60 6,17 6,74 6,67 7,65 8,23 9,34 9,30 11,08 9,99 10,68 11,50 11,51 12,24 13,02 13,34 14,00

R∗.80 6,43 6,90 7,53 7,93 8,43 8,88 9,79 11,14 11,38 12,47 13,69 14,41 15,57 16,81 18,03 19,15

W 5,58 5,47 5,13 5,69 5,48 5,87 5,69 6,19 6,01 5,78 6,24 6,48 6,10 6,47 6,40 6,44

R+ 6,73 6,88 7,08 7,74 8,27 8,30 8,17 8,70 8,79 9,31 9,17 9,36 9,50 9,71 10,12 10,27

R 7,53 7,49 7,79 8,16 8,53 8,84 8,69 9,29 9,30 9,55 9,73 9,85 10,00 10,16 10,19 10,83

C6 5,40 5,75 6,00 6,61 7,12 8,00 8,30 9,33 9,84 10,66 11,81 12,44 13,25 14,42 15,42 16,38

M0 7,08 7,88 8,17 8,69 9,13 9,57 9,74 10,59 10,58 11,04 11,52 11,37 12,39 12,65 12,60 13,16

M.10 6,99 7,89 8,07 8,81 9,20 9,93 9,83 10,77 10,83 11,41 11,73 11,80 12,59 12,83 13,28 13,44

M.20 6,57 7,77 8,27 8,87 9,35 10,14 10,34 11,16 11,10 11,64 12,00 12,24 12,72 12,94 13,29 14,22

M.25 6,47 7,77 8,44 9,20 9,58 10,29 10,35 11,32 11,30 11,78 12,20 12,67 13,06 13,61 13,84 14,34

Tabla 6: Estimación de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 5.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.60 7,37 7,38 8,57 9,34 10,34 11,36 12,50 14,04 14,74 15,82 17,39 16,96 18,59 18,91 19,96 21,88

R.80 6,51 7,93 8,46 9,06 9,30 9,85 12,41 13,34 14,12 15,07 15,87 20,14 22,01 22,68 24,52 26,35

C∗.10 8,90 9,96 12,02 10,96 11,56 11,84 12,37 12,65 13,43 13,78 15,62 16,13 16,93 17,05 17,65 18,70

C∗.20 8,67 10,96 11,78 11,65 12,21 13,05 13,72 14,20 14,68 15,47 17,00 17,69 18,49 18,62 19,26 21,38

C∗.60 7,84 8,04 8,93 9,00 10,20 11,24 11,58 11,56 12,38 12,76 13,14 13,98 13,41 14,44 15,79 16,38

C∗.80 7,21 5,90 6,14 7,05 7,89 8,68 11,15 12,39 13,45 14,58 15,63 19,64 21,70 22,50 24,40 26,30

R∗.60 7,07 7,29 8,03 9,40 9,82 11,27 12,00 14,19 13,25 13,76 14,72 15,33 16,70 16,92 17,68 19,41

R∗.80 6,68 7,87 8,28 9,25 9,43 10,24 12,60 14,00 15,08 16,35 17,86 19,68 21,83 22,63 24,73 26,79

W 5,63 5,61 5,86 6,01 5,81 6,21 6,16 6,48 6,72 6,61 6,73 6,86 7,36 7,18 7,15 7,26

R+ 7,54 7,95 8,22 9,11 9,80 9,72 9,86 10,34 10,42 10,97 11,43 11,54 11,80 12,19 12,52 13,23

R 8,63 8,76 9,25 9,98 10,12 10,74 10,80 11,09 11,13 11,48 12,28 12,24 12,65 12,84 12,97 14,09

C6 5,91 6,22 6,89 7,69 8,47 9,22 10,36 11,92 12,91 14,08 15,60 16,77 18,32 19,32 21,06 22,95

M0 8,53 9,13 9,84 10,87 11,20 11,93 12,56 13,37 13,55 14,02 14,86 15,16 16,28 16,56 16,66 17,67

M.10 8,60 9,24 9,85 11,15 11,49 12,32 12,72 13,72 13,87 14,39 15,19 15,62 16,76 16,66 17,45 18,15

M.20 8,09 9,12 10,29 11,16 11,72 12,74 13,20 14,22 14,39 14,73 15,60 16,46 16,94 16,98 17,66 19,14

M.25 7,90 9,12 10,42 11,57 11,98 13,02 13,19 14,52 14,87 15,05 15,84 16,53 17,37 17,77 18,49 19,28

Para los casos 7 a 9 (tablas 8 a 10), donde la asimetría es evidente, la prueba
M.25 siempre tiene las potencias más altas. Sin embargo, para n cerca de 25 las
diferencias con las pruebas R.80, R

∗
.80 y C∗

.80 no son grandes. Por ejemplo, en el
caso 9 para n = 25 la mayor potencia la tieneM.25 con el 76, 4 %, mientras que las
pruebas R∗

.80, R.80 y C∗
.80 tienen potencias del 71 %, 70 % y 69 %, respectivamente,

estando por encima de pruebas como R (Baklizi 2003), R+ (McWilliams 1990) yW
(Wilcoxon) que obtuvieron potencias del 52, 6 %, 49, 5 % y 13 %, respectivamente.

Para examinar si la potencia de las pruebas Rp, R
∗
p y C

∗
p sigue mejorando cuan-

do n crece, se realizaron también simulaciones para n = 30, 50, 100, 150, 200, 250
y 500 con p = 60 % y 80 %. Además se agregaron las pruebas T y Wp propuestas
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Tabla 7: Estimación de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 6.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.60 8,54 8,96 10,60 12,18 13,24 17,64 17,56 20,18 22,11 24,75 26,91 24,36 26,42 28,06 30,56 32,80

R.80 7,55 10,26 11,01 11,59 12,40 13,24 18,40 20,24 21,71 23,37 24,82 35,50 38,63 41,83 45,08 47,86

C∗.10 10,22 11,25 13,52 12,66 13,05 13,13 13,70 14,76 14,94 15,70 17,10 17,91 17,86 18,82 19,43 19,59

C∗.20 9,84 13,39 14,10 13,88 14,16 14,52 15,04 16,05 16,52 17,54 18,93 19,50 19,82 20,52 21,55 22,90

C∗.60 9,54 10,27 11,44 11,90 14,12 16,65 15,37 15,36 17,43 17,38 16,97 16,89 16,03 17,21 19,90 19,40

C∗.80 7,36 6,88 7,34 8,87 10,28 11,47 16,81 18,91 20,78 22,78 24,40 34,98 38,29 41,62 44,93 47,73

R∗.60 7,62 8,72 9,73 12,04 14,10 17,05 17,59 21,49 20,80 22,79 25,15 24,96 27,83 28,47 30,26 34,01

R∗.80 7,43 9,38 10,41 11,32 12,43 13,04 18,35 20,88 23,22 26,28 28,18 33,88 37,65 40,99 44,68 48,33

W 5,55 5,83 5,99 6,15 6,53 6,32 6,55 6,74 6,94 7,70 7,50 7,54 7,73 7,83 7,90 8,09

R+ 9,57 10,83 11,66 13,09 14,73 14,94 16,18 17,28 18,11 19,71 20,26 21,79 22,35 23,72 25,23 26,04

R 11,72 12,48 13,31 14,65 15,66 17,02 18,05 18,75 19,71 20,62 22,30 23,47 23,87 25,40 26,36 28,12

C6 5,87 6,78 7,58 8,76 10,37 12,34 14,59 17,02 19,64 23,02 25,82 28,90 32,32 35,99 39,69 43,48

M0 10,43 12,83 14,66 16,64 18,76 20,48 23,03 24,95 26,73 28,70 31,09 33,14 35,08 37,23 39,08 41,18

M.10 10,23 12,82 14,64 17,04 19,39 21,21 23,74 25,66 27,62 29,84 32,42 34,46 36,42 38,50 41,13 43,01

M.20 9,25 12,54 15,09 17,26 19,64 21,96 24,93 27,03 28,74 31,08 34,13 36,63 37,66 39,80 42,34 45,72

M.25 8,94 12,54 15,34 17,75 20,18 22,60 25,12 27,53 29,43 31,83 34,77 36,64 39,01 41,56 44,19 46,41

Tabla 8: Estimación de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 7.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.60 11,88 12,97 16,30 20,02 22,22 29,00 28,84 32,34 35,09 39,28 42,24 38,90 41,85 43,84 47,20 51,37

R.80 8,40 12,59 13,35 14,26 14,89 15,58 24,48 26,43 27,84 29,68 30,74 50,59 53,90 56,30 59,48 62,27

C∗.10 14,65 15,77 20,19 18,62 19,00 19,83 20,26 21,55 22,73 23,95 25,70 27,35 28,04 28,49 28,95 30,82

C∗.20 13,92 20,67 21,33 20,46 20,75 21,61 21,77 23,68 24,85 26,99 27,86 29,47 30,21 31,26 32,00 34,43

C∗.60 13,78 15,37 17,79 18,77 22,29 27,29 23,98 24,39 25,73 26,45 26,24 24,25 23,04 23,14 28,00 26,78

C∗.80 7,70 7,20 7,47 9,40 11,45 13,27 21,55 23,99 26,40 28,73 30,18 49,40 53,32 55,90 59,28 62,11

R∗.60 10,01 11,62 14,15 17,93 21,70 26,19 27,23 32,68 32,17 34,84 37,97 39,40 43,17 44,00 45,85 51,54

R∗.80 7,94 10,93 11,98 13,41 13,68 14,17 25,36 28,34 30,25 33,51 35,43 48,92 53,81 56,24 59,33 64,70

W 5,80 6,67 7,00 7,49 7,47 8,05 8,36 8,26 8,71 9,41 9,51 10,01 10,32 10,41 11,16 11,06

R+ 13,86 15,53 17,18 19,08 21,87 22,43 24,27 25,77 27,15 30,04 30,02 32,82 33,75 35,09 37,97 38,51

R 17,44 18,12 19,90 21,98 23,28 25,62 26,91 28,15 29,94 31,55 32,81 35,16 35,87 37,73 39,48 41,35

C6 7,11 9,00 11,21 13,56 16,58 20,38 24,00 28,15 32,40 37,38 41,16 46,34 50,85 54,36 58,89 63,70

M0 16,60 19,82 22,89 25,57 28,65 31,81 34,98 37,56 40,28 43,54 45,83 48,32 51,94 53,27 55,79 58,48

M.10 16,52 20,09 23,23 26,29 29,64 32,61 36,04 38,95 41,71 45,19 47,70 50,06 53,64 54,74 58,18 60,50

M.20 14,52 20,10 24,35 27,01 30,44 33,67 37,71 40,72 43,19 46,59 49,61 52,51 55,18 56,26 59,67 63,30

M.25 13,89 20,10 24,84 27,97 31,19 34,51 37,82 41,30 44,21 47,50 50,53 53,85 56,64 58,19 61,42 63,97

Tabla 9: Estimación de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 8.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.60 13,42 15,78 19,85 25,38 28,23 35,05 35,44 39,52 43,09 46,60 50,97 46,32 49,69 52,53 56,06 59,59

R.80 8,60 13,58 14,48 15,38 15,91 16,62 27,50 29,14 30,70 31,98 33,23 56,51 59,94 62,43 64,90 67,24

C∗.10 17,12 17,90 23,20 22,19 22,41 24,08 23,45 25,36 26,87 27,41 30,27 31,55 32,68 33,82 35,07 35,51

C∗.20 16,08 24,73 24,72 24,48 24,04 25,56 25,50 27,18 28,77 30,69 33,60 33,68 35,49 36,65 37,70 39,78

C∗.60 15,64 18,73 21,77 23,26 27,69 33,36 28,96 29,49 30,83 31,98 32,49 28,21 28,25 27,73 32,71 31,88

C∗.80 8,40 7,30 8,34 9,85 11,97 14,01 23,55 26,35 28,89 30,82 32,61 55,20 59,12 62,00 64,60 67,07

R∗.60 11,55 13,50 16,32 21,73 25,62 30,86 32,77 39,30 38,96 41,33 45,39 46,17 50,70 52,38 54,01 59,49

R∗.80 8,14 11,73 12,55 13,94 13,85 14,20 28,17 31,70 33,02 35,03 36,47 54,73 59,83 62,88 65,47 69,55

W 6,70 7,31 7,77 8,65 9,06 8,71 9,21 9,26 10,48 10,63 10,89 11,28 12,23 12,60 12,70 12,88

R+ 16,21 18,92 20,38 23,17 26,20 27,57 28,75 30,77 33,18 36,23 37,34 38,88 40,39 42,04 45,16 46,06

R 20,24 21,78 23,75 26,48 27,67 31,19 31,68 33,71 36,65 37,52 40,62 41,47 42,92 45,03 46,61 49,14

C6 8,40 10,62 13,39 17,13 20,87 24,82 29,79 35,04 40,39 44,65 49,72 54,33 59,27 63,66 67,74 71,75

M0 20,07 24,44 27,93 31,65 34,82 38,66 41,93 45,11 48,82 51,22 54,90 57,09 60,16 61,88 64,23 67,07

M.10 20,34 24,99 28,50 32,36 36,11 39,73 43,13 46,33 50,28 52,87 56,72 58,84 61,94 63,68 66,56 69,16

M.20 18,24 24,86 29,87 33,30 37,02 40,60 45,04 48,29 51,91 54,53 58,53 61,06 63,59 65,28 68,02 71,83

M.25 17,47 24,86 30,51 34,78 37,84 41,61 45,25 49,09 52,89 55,32 59,31 61,94 65,07 66,92 69,74 72,66

por Tajuddin (1994) y Modarres & Gastwirth (1998), respectivamente, para la
comparación.

3.2. Estudio de potencia para n = 30, 50, 100, 150, 200, 250 y 500

Con base en las tablas 11 a 17, se concluye que:

Para tamaños de muestra n ≥ 150, la prueba C∗
p no fue incluida porque su

desempeño desmejoró frente a las pruebas R.80 y R∗
.80, sin que necesariamente la

potencia de la prueba C∗
.80 estuviera por debajo de algunas de las competidoras

de la literatura.

Revista Colombiana de Estadística 33 (2010) 251�271



Propuesta de una prueba de rachas recortada para hipótesis de simetría 265

Tabla 10: Estimación de la potencia para las pruebas comparadas usando el caso 9.
n = 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
R.60 14,17 16,32 21,13 27,37 30,50 38,19 37,74 41,54 44,73 49,18 53,39 48,45 51,35 54,73 59,11 61,72

R.80 8,70 13,99 14,85 15,68 16,34 16,86 28,29 30,00 31,44 32,91 33,99 59,23 61,69 64,46 67,00 68,97

C∗.10 18,09 18,39 24,20 23,11 23,97 25,23 24,64 25,89 27,14 28,09 31,00 31,91 33,22 34,68 35,71 36,69

C∗.20 16,95 25,35 25,98 25,10 25,39 26,37 26,76 27,56 29,21 31,54 34,26 34,33 35,74 36,74 38,39 40,04

C∗.60 16,47 19,53 23,03 24,75 29,84 36,08 31,59 31,92 33,08 33,85 34,03 29,92 29,86 29,96 34,90 32,86

C∗.80 8,52 7,26 8,45 9,77 12,11 14,15 24,43 27,20 29,50 31,65 33,28 57,79 60,92 63,98 66,75 68,84

R∗.60 11,90 14,21 17,74 22,84 27,68 33,55 34,33 40,97 40,36 43,56 48,27 49,56 53,11 54,88 57,40 62,00

R∗.80 8,34 12,38 13,28 13,97 13,64 13,74 28,31 32,16 34,84 36,62 37,48 56,80 61,31 64,09 66,75 70,99

W 6,69 7,47 7,83 8,78 9,02 9,06 9,71 9,82 10,78 10,93 11,61 11,92 12,02 12,77 13,29 12,98

R+ 17,60 19,47 21,54 23,95 28,21 29,51 31,56 33,42 35,49 39,15 39,57 42,24 43,67 45,94 49,23 49,55

R 21,99 22,59 25,10 27,71 29,88 33,19 34,62 36,30 39,07 40,62 42,90 44,86 46,24 49,15 50,81 52,62

C6 8,67 11,12 14,33 18,07 22,63 27,31 31,94 36,87 42,20 47,74 52,58 57,93 62,06 66,67 70,99 74,49

M0 21,65 25,43 29,54 32,94 37,58 41,58 45,30 48,85 51,53 55,25 57,86 60,80 64,18 66,74 69,11 71,41

M.10 21,98 26,13 30,25 33,91 38,83 42,94 46,61 50,35 53,23 56,98 59,78 62,76 65,84 68,38 71,42 73,36

M.20 19,68 26,27 31,75 35,06 39,88 44,30 48,26 52,30 54,88 58,57 61,92 65,04 67,56 69,88 73,05 75,94

M.25 18,85 26,27 32,50 36,57 40,72 45,28 48,72 53,01 56,21 59,46 62,79 66,70 68,83 71,63 74,47 76,46

La prueba W , referenciada para la hipótesis de simetría por Gibbons & Cha-
kraborti (1992), es la que tiene el desempeño más bajo de todas las pruebas que
se compararon.

Existen grandes diferencias entre las potencias de las pruebas R.80 y R∗
.80 con

respecto a algunas de sus competidoras. Por ejemplo, para n = 200 con muestras
provenientes del caso 4, la potencia de las pruebas R.80 y R∗

.80 es del 98, 3 % y
97, 9 %, respectivamente, mientras que las pruebas R+, R, T yW tienen potencias
del 33, 2 %, 34, 1 %, 64, 9 % y 21, 4 %, respectivamente, las pruebasM0,M.10,M.20 y
M.25 tienen potencias del 56 %, 58 %, 61 % y 62 %, respectivamente, y la potencia
de la prueba C6 es del 93 %, notándose claramente el dominio de las pruebas
propuestas sobre las competidoras mencionadas.

Se podría decir que las pruebas W70 y W80 son las competidoras más directas
que se tienen, pues siguiendo con el ejemplo de n = 200, estas tuvieron potencias
del 98 % y 99 %, respectivamente. Sin embargo, no existe una diferencia clara
entre las pruebas propuestas y estas; es más, en la tabla 11 (potencia para n = 30)
se puede observar que las diferencias son mínimas para los casos 1 al 5 donde las
potencias deW70 son muy similares a las de R.80 y R

∗
.80, y que para los demás casos

(6 al 9) las pruebas propuestas tienen las mayores potencias. Además, recordemos
que la prueba Wp utiliza dos estadísticos por ser una prueba híbrida, lo que hace
un poco más complicado usarla.

4. Conclusiones y discusión

En general, para los tamaños de muestra menores o iguales a 25 se concluye:

En los casos 2, 3, 4 y 5 de la DLG y para n < 20, la potencia de la prueba C∗
.20

es mayor que la potencia de las pruebas Mp, R, R
+, C6 y W .

En los casos 2 al 6 y para 20 < n ≤ 25, se observa que la potencia de las
pruebas R.80, R

∗
.80 y C∗

.80 es mayor que la potencia de las pruebas Mp, R, R
+, C6

y W consultadas en la literatura.

Para los casos 7 al 9, las potencias de las pruebas propuestas R.80, R
∗
.80 y C∗

.80

son mayores que las potencias de las pruebas R (Baklizi 2003), R+ (McWilliams

Revista Colombiana de Estadística 33 (2010) 251�271



266 Giovany Babativa & Jimmy A. Corzo

Tabla 11: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 30.
1 2 3 4 5 6 7 8 9

R.60 5,13 5,61 10,99 18,47 25,48 36,86 54,93 64,70 66,67

R.80 5,19 6,02 13,23 25,65 36,17 71,07 86,86 91,43 93,53

R∗
.60 4,97 5,46 10,00 16,89 22,86 41,51 59,94 68,57 71,62

R∗
.80 5,22 5,92 12,87 24,77 34,34 69,57 84,01 88,43 90,20

C∗
.60 5,21 5,74 9,89 15,91 20,23 21,46 28,25 33,28 34,28

C∗
.80 5,32 6,49 12,05 21,52 30,08 62,24 80,71 87,08 89,90

R+ 5,16 5,28 7,68 11,49 14,40 30,17 45,30 54,33 57,78

R 5,31 5,33 8,08 12,19 15,48 33,03 48,45 57,37 61,00

W 4,93 5,06 5,98 6,93 7,63 9,04 12,72 15,03 15,69

T 4,68 5,51 9,55 13,91 18,72 23,30 39,10 48,56 50,91

C6 5,17 5,81 11,64 21,65 30,42 60,96 79,37 85,74 88,43

M0 5,15 5,54 9,36 15,53 20,89 50,62 68,66 77,15 80,84

M.10 5,11 5,53 9,61 15,79 21,55 53,28 71,11 79,01 82,81

M.20 4,89 5,21 9,39 15,79 21,62 54,63 72,53 80,18 84,19

M.25 4,95 5,27 9,41 16,05 22,17 55,97 73,63 81,06 84,89

W.70 4,18 5,31 12,93 25,45 36,45 60,58 82,10 88,18 90,39

W.80 3,70 4,81 11,94 24,07 34,03 60,94 74,38 77,77 78,90

Tabla 12: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 50.
CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9

R.60 4,85 6,54 16,91 31,66 43,87 54,19 75,11 82,54 83,19

R.80 4,87 7,07 22,10 45,91 62,68 88,90 97,34 98,77 99,18

R∗
.60 4,93 6,32 15,54 29,81 41,55 63,69 83,84 89,66 90,72

R∗
.80 4,87 6,98 20,39 42,24 57,95 91,46 97,84 98,87 99,29

C∗
.80 4,97 5,96 9,17 16,43 22,39 57,50 81,71 89,38 91,48

R+ 4,86 5,34 8,86 14,48 20,22 49,04 67,22 76,62 81,24

R 5,23 5,64 9,47 15,61 21,66 51,54 69,73 78,76 82,88

W 4,88 5,08 6,81 8,92 10,65 12,22 18,61 23,31 24,23

T 4,76 5,92 12,76 21,72 29,85 37,15 60,23 70,65 73,29

C6 4,81 6,81 19,89 43,10 59,30 95,13 98,99 99,58 99,73

M0 4,79 5,54 11,20 21,96 31,13 76,14 90,32 94,75 96,55

M.10 4,76 5,67 11,55 22,79 32,42 78,70 91,88 95,82 97,34

M.20 4,75 5,84 12,04 23,92 33,99 81,35 93,34 96,77 97,81

M.25 4,64 5,68 12,14 24,19 34,49 82,33 93,88 97,09 98,01

W.70 4,45 6,66 22,15 46,12 63,67 87,16 97,47 99,06 99,37

W.80 4,09 6,33 21,67 48,77 67,02 94,52 99,21 99,77 99,86

1990) y W (Wilcoxon), y se mantienen cerca de las potencias obtenidas por la
prueba M.25 que fue la que alcanzó los mejores resultados.

Para los casos 7 al 9 de la DLG, donde las pruebas C∗
.20, R.80, R

∗
.80 y C∗

.80 no
tienen las mayores potencias (aunque están por encima de pruebas reconocidas)
es más fácil, por su forma distribucional, hacer un análisis descriptivo y detectar
la asimetría; es decir que la asimetría se puede detectar de forma sencilla para los
casos donde las pruebas propuestas no tienen su mejor desempeño, mientras que
para los casos donde la asimetría no es tan severa y se requiere una prueba, la
mayor potencia se obtiene usando las pruebas propuestas.

En general, para los tamaños de muestra mayores que 25 se concluye:
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Tabla 13: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 100.
CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9

R.60 5,16 8,40 32,15 58,21 73,70 77,87 93,67 96,49 97,01

R.80 5,12 10,53 45,62 80,79 92,40 98,97 99,95 99,99 99,99

R∗
.60 5,07 8,13 30,60 57,44 74,12 87,81 97,77 99,01 99,29

R∗
.80 5,06 9,66 41,50 76,86 90,34 99,70 99,99 100,00 100,00

C∗
.80 4,94 6,58 13,57 22,00 23,60 54,44 85,82 93,50 96,08

R+ 4,73 5,87 11,27 21,28 31,72 78,60 92,96 96,63 98,00

R 4,50 5,58 10,91 20,64 31,36 78,37 92,97 96,54 97,94

W 4,82 5,34 9,19 13,00 16,80 20,46 35,34 42,29 43,99

T 4,84 7,10 21,75 38,32 52,38 63,24 88,32 94,30 95,24

C6 4,89 8,82 37,15 74,99 88,72 99,98 100,00 100,00 100,00

M0 4,84 6,47 15,55 35,27 51,37 97,34 99,67 99,94 99,99

M.10 4,86 6,51 16,24 36,81 53,56 98,00 99,81 99,97 99,99

M.20 4,83 6,66 16,92 38,54 55,62 98,62 99,87 99,98 100,00

M.25 4,91 6,63 17,33 39,36 56,72 98,84 99,89 99,99 100,00

W.70 5,08 10,31 46,12 79,97 92,77 99,28 99,99 100,00 100,00

W.80 4,99 10,88 49,53 85,63 95,70 99,92 100,00 100,00 100,00

Tabla 14: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 150.
CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9

R.60 4,82 9,94 45,42 75,58 88,96 88,82 98,24 99,49 99,58

R.80 4,77 12,76 62,72 93,84 98,74 99,89 100,00 100,00 100,00

R∗
.60 4,90 9,89 44,62 76,64 90,21 95,16 99,55 99,88 99,94

R∗
.80 4,46 11,62 58,39 92,13 98,34 99,99 100,00 100,00 100,00

R+ 4,96 5,82 12,99 28,28 41,34 92,01 98,80 99,53 99,81

R 4,73 5,42 12,43 27,47 40,56 91,80 98,77 99,53 99,81

W 4,86 5,69 11,19 17,18 23,82 28,93 48,31 57,73 60,57

T 5,10 8,01 30,21 53,49 70,29 80,31 97,05 99,09 99,48

C6 4,64 10,38 47,63 87,75 96,31 100,00 100,00 100,00 100,00

M0 5,24 6,61 19,53 46,97 67,04 99,76 99,99 100,00 100,00

M.10 5,34 6,73 20,40 49,07 69,53 99,85 100,00 100,00 100,00

M.20 5,33 6,72 21,26 51,52 71,83 99,93 100,00 100,00 100,00

M.25 5,28 6,66 21,74 52,77 73,16 99,95 100,00 100,00 100,00

W.70 5,04 12,57 64,02 93,70 98,78 99,97 100,00 100,00 100,00

W.80 4,91 13,27 68,15 96,47 99,54 100,00 100,00 100,00 100,00

La prueba W , referenciada para la hipótesis de simetría por Gibbons & Cha-
kraborti (1992), es la que tiene el desempeño más bajo de todas las pruebas que
se compararon.

Las pruebas R.80 y R∗
.80 tienen las mayores potencias en vecindades de la hi-

pótesis nula, lo que permite conjeturar que las pruebas propuestas son localmente
más potentes.

Para n ≥ 30, como se sospechaba, la potencia de las pruebas R.80 y R
∗
.80 mejoró

para los casos 7 al 9, tanto así que para n = 30 resultan ser las pruebas con el
mejor desempeño en cualquiera de los casos de la DLG seleccionados, es decir, que
la potencia de las pruebas R.80 y R∗

.80 es siempre mayor que la potencia de todas
sus competidoras de la literatura en el tamaño de muestra mencionado.
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Tabla 15: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 200.
CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9

R.60 5,30 12,46 58,51 87,10 95,86 94,28 99,54 99,91 99,92

R.80 5,17 16,05 76,59 98,27 99,83 99,99 100,00 100,00 100,00

R∗
.60 5,16 11,89 57,42 87,72 96,49 98,07 99,91 99,98 99,99

R∗
.80 5,15 15,09 73,47 97,94 99,80 100,00 100,00 100,00 100,00

R+ 5,31 6,17 14,79 33,25 50,46 97,08 99,77 99,96 99,99

R 5,52 6,41 15,22 34,12 51,27 97,27 99,80 99,97 99,99

W 5,10 6,09 13,09 21,40 29,85 36,67 60,37 71,11 72,85

T 5,01 9,47 39,36 64,87 82,23 90,16 99,35 99,93 99,94

C6 5,03 11,85 54,85 93,03 98,34 100,00 100,00 100,00 100,00

M0 5,20 6,91 22,66 56,14 77,68 99,98 100,00 100,00 100,00

M.10 5,12 7,06 23,54 58,38 79,85 99,99 100,00 100,00 100,00

M.20 5,05 7,10 24,64 60,96 82,11 100,00 100,00 100,00 100,00

M.25 5,08 7,09 25,49 62,50 83,29 100,00 100,00 100,00 100,00

W.70 4,86 15,78 77,18 98,03 99,83 100,00 100,00 100,00 100,00

W.80 4,89 16,53 80,80 99,12 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00

Tabla 16: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 250.
CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9

R.60 5,04 14,08 67,21 92,36 98,23 98,25 99,90 100,00 100,00

R.80 4,66 18,85 84,36 99,55 99,96 100,00 100,00 100,00 100,00

R∗
.60 5,03 13,66 66,93 93,16 98,67 99,20 99,99 100,00 100,00

R∗
.80 4,71 17,78 82,17 99,39 99,96 100,00 100,00 100,00 100,00

R+ 4,85 6,40 16,59 38,83 57,82 99,07 99,97 100,00 100,00

R 4,72 6,29 16,37 38,48 57,58 99,06 99,97 100,00 100,00

W 5,11 6,43 15,69 25,76 36,41 44,10 70,09 80,04 81,97

T 4,90 10,48 47,40 74,31 89,63 95,42 99,88 99,97 99,99

C6 4,85 12,78 60,36 95,56 99,14 100,00 100,00 100,00 100,00

M0 4,96 7,05 26,71 64,76 84,84 100,00 100,00 100,00 100,00

M.10 4,92 7,10 28,23 67,27 86,68 100,00 100,00 100,00 100,00

M.20 4,97 7,23 29,54 70,07 88,57 100,00 100,00 100,00 100,00

M.25 4,97 7,25 30,23 71,46 89,60 100,00 100,00 100,00 100,00

W.70 4,75 18,90 85,47 99,47 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00

W.80 4,66 19,98 88,95 99,88 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

Recientemente, Baklizi (2007) sugiere el uso de la longitud de la racha más
larga en la cola derecha de la sucesión dicotomizada, y en su trabajo de 2008
propone eliminar la primera etapa de la prueba de Modarres & Gastwirth (1998),
con lo cual se logra incrementar su potencia. En la tabla 18 (Apéndice A), se
incluyen los valores de las potencias de las pruebas propuestas en los dos artículos
mencionados anteriormente y las potencias de las pruebas propuestas. Comparando
con las pruebas L∗, L∗n,0,8 y L propuestas en Baklizi (2007), se observa que:

• Para n = 20, las pruebas propuestas tienen un mejor desempeño en algunos
casos.

• Para n = 30, las pruebas propuestas tienen las mayores potencias en todos
los casos.
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Tabla 17: Potencias para los nueve casos de la DLG y n = 500.
CASO = 1 2 3 4 5 6 7 8 9

R.60 4,74 23,81 92,40 99,74 99,99 99,92 100,00 100,00 100,00

R.80 4,86 34,09 98,96 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

R∗
.60 4,78 23,60 92,60 99,82 100,00 99,98 100,00 100,00 100,00

R∗
.80 5,02 32,94 98,76 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

R+ 5,12 6,72 24,41 61,40 83,08 100,00 100,00 100,00 100,00

R 5,10 6,81 24,48 61,70 83,24 100,00 100,00 100,00 100,00

W 4,95 8,00 26,54 46,09 62,11 72,76 93,85 97,56 98,16

T 4,91 16,66 76,19 95,97 99,53 99,90 100,00 100,00 100,00

C6 4,91 16,39 74,95 99,09 99,93 100,00 100,00 100,00 100,00

M0 5,25 7,68 41,58 89,33 98,40 100,00 100,00 100,00 100,00

M.10 5,21 7,73 43,63 91,16 98,85 100,00 100,00 100,00 100,00

M.20 5,16 7,95 45,78 92,77 99,18 100,00 100,00 100,00 100,00

M.25 5,16 8,15 46,91 93,45 99,35 100,00 100,00 100,00 100,00

W.70 5,06 33,94 99,22 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

W.80 4,98 36,41 99,58 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

• Para n = 50 y n = 100, las pruebas propuestas superan las pruebas de
Baklizi en los casos 2 al 5, y en los casos 6 al 9 coincide la potencia de las
pruebas comparadas.[

Recibido: marzo de 2009 � Aceptado: octubre de 2010
]
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Apéndice A. Desempeño de las pruebas propuestas
con las pruebas de Baklizi (2007, 2008)

Tabla 18: Potencia de las pruebas recientemente sugeridas por Baklizi y de las pruebas
propuestas.

Caso n L∗ L∗n,0.8 L R2008 R∗
80 R80

1 20 5 5,5 5,5 4,5 4,8 4,9

1 30 5,1 5,4 4,8 4,5 5,2 5,2

1 50 4,9 5 5,8 5 4,9 4,9

1 100 5,5 5,4 4,9 5,1 5,1 5,1

2 20 5,7 6,2 4,6 5,8 5,6 5,4

2 30 5 6,3 5,8 6,2 5,9 6,0

2 50 5,8 6,2 5,3 7,5 7,0 7,1

2 100 5,3 6,6 6,5 10,6 9,7 10,5

3 20 5,7 8,8 7 11,4 8,3 8,1

3 30 6,9 12,8 8,8 15,6 12,9 13,2

3 50 7,5 14,5 14,1 25,3 20,4 22,1

3 100 12,2 22,8 23,3 48,6 41,5 45,6

4 20 7,2 13,8 8,7 18,7 13,7 12,7

4 30 10 22,9 14,2 28,7 24,8 25,7

4 50 14,4 30,3 31,4 49,9 42,2 45,9

4 100 33,3 57,2 59,5 81,8 76,9 80,8

5 20 9,5 16,5 12 25,4 17,9 15,9

5 30 13,1 33,3 21,9 40,4 34,3 36,2

5 50 23 45,7 45,5 66,8 58,0 62,7

5 100 55,6 76,9 78,4 93,9 90,3 92,4

6 20 13,6 26,7 19,1 42 28,2 24,8

6 30 25,6 64,9 46,9 65,3 69,6 71,1

6 50 64,2 90,8 91,4 89,4 91,5 88,9

6 100 99,5 100 100 99,4 99,7 99,0

7 20 22,6 33 31,4 59,3 35,4 30,7

7 30 44,4 82,3 68,9 85,4 84,0 86,9

7 50 86 97,8 98 98 97,8 97,3

7 100 100 100 100 100 100,0 100,0

8 20 29,5 36,6 38,9 66,6 32,6 33,2

8 30 55,5 87,6 79 91,3 88,4 91,4

8 50 93 99,1 99,1 99,3 98,9 98,8

8 100 100 100 100 100 100,0 100,0

9 20 32,2 35,9 42,8 69,2 37,5 34,0

9 30 60,8 89,8 82,1 92,4 90,2 93,5

9 50 95,3 99,3 99,5 99,5 99,3 99,2

9 100 100 100 100 100 100,0 100,0
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ãäå æç èåé êëìäíìåé æç èîé ïëêîæîé ðåìêîñíåèçé òóç åäåèíôå èå åéîìíåìíõä çäêñç
æîé î ïöé ÷åñíåøèçé ìåêçùõñíìåé çé çè æçäîïíäåæî åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåéûü êñå÷ëé æçè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé éíïúèçé ýüþÿ� åúèíìåæî å èåé êåøèåé æç
ìîäêíäùçäìíå� éç ìîäéêñó�çä èåé ñçúñçéçäêåìíîäçé æç èåé åéîìíåìíîäçé çäêñç �èåé �
ìîèóïäåé æç çéêåé êåøèåé� øåéåæîé çä èå æíéêåäìíå χ2 û ÿç êñåêå æç êåøèåé æç çðçìêí÷îé
îøêçäíæîé ìñóôåäæî èåé ïîæåèíæåæçé æç æîé ÷åñíåøèçé ìóåèíêåêí÷åé æç�äíæåé éîøñç
óäå ïíéïå úîøèåìíõä æç n íäæí÷íæóîé �éìî�çñ � �åùëé ý���Ö�û �îñ îêñå úåñêç�
ìîä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé ï	èêíúèçé çè ìóåè çé óäå ç
êçäéíõä æçè æîïí�äíî æç åúèíìåìíõä æçè üþÿ� éç æçéìñíøçä ùñåäæçé êåøèåé æç ÷åñíåøèçé ìåêçùõñíìåé�
ñçúñçéçäêåäæî èåé ìåêçùîñ�åé æç èåé ÷åñíåøèçé ìîïî úóäêîé çä óä çéúåìíî æç úîìåé
æíïçäéíîäçé þèåóéçä ý���
�û

ü�îñå øíçä� óä ñçòóíéíêî ðóäæåïçäêåè úåñå çéêç êíúî æç åäöèíéíé çé èå îøêçä�ìíõä æç èîé ÷åèîñçé � ÷çìêîñçé úñîúíîé� � úîñ çäæç èåé ìîîñæçäåæåé éîøñç èîé ç�çé
ðåìêîñíåèçé òóç úçñïíêçä èå íäêçñúñçêåìíõä æç èåé åéîìíåìíîäçé çäêñç èåé ÷åñíåøèçé ìå�êçùõñíìåéû�ä çéêç êñåøå�î éç úñçéçäêå óäå ïçêîæîèîù�å æç çéêíïåìíõä æç èîé ÷åèîñçé
� ÷çìêîñçé úñîúíîé æç èåé ïåêñíìçé úîñ æíåùîäåèíôåñ çä èîé åäöèíéíé æç ìîññçéúîä�æçäìíåé éíïúèçé � ï	èêíúèçé� å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìåû þîä çèèîé éç
îøêíçäçä èîé ç�çé� èåé ìîîñæçäåæåé ðåìêîñíåèçé � èåé ñçèåìíîäçé æç êñåäéíìíõä çäêñç èîé
çéúåìíîé� èå çéêíïåìíõä æç èå íäçñìíå� èåé ìîäêñíøóìíîäçé � èîé ìîéçäîé ìóåæñåæîéû
�î òóç éç êíçäç çäêîäìçé çé óäå ìîïúèçïçäêåìíõä çäêñç èîé æíéç�îé æç ïóçéêñçî
úñîøåøíè�éêíìî � çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé� èî òóç úçñïíêç æçéìñíøíñ äî éîèî çè
ìîïúîñêåïíçäêî î èå åéîìíåìíõä çäêñç ÷åñíåøèçé ìåêçùõñíìåé îøêçäíæåé å êñå÷ëé æç
óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå êîïåæå æç åèùóäå úîøèåìíõä øå�î çéêóæíî� éíäî êåïøíëä
íäðçñíñ åìçñìå æç æíì�î ìîïúîñêåïíçäêî � çè ùñåæî æç åéîìíåìíõä çäêñç èåé ÷åñíåøèçé
æç çéêóæíî� éíùóíçäæî èå ïçêîæîèîù�å æåæå úîñ �åñê�äçô ý���
�û

�ä èå éçììíõä Ö éç úñçéçäêå èå úñîúóçéêå æç çéêíïåìíõä æç èîé çèçïçäêîé æçøåéç çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé éíïúèçé � ï	èêíúèçé� åè íùóåè òóç èåé æç�ïöé ïçæíæåé òóç íäêçñ÷íçäçä çä çè åäöèíéíé� úîñ îêñå úåñêç� éç úñîúîäç çè ìöèìóèî
æç èå ÷åñíåäôå æç èîé ÷åèîñçé úñîúíîé çéêíïåæîé ïçæíåäêç èåé êëìäíìå �������� � �
Bootstrap � æîäæç çä èå éçììíõä Ø éç ïóçéêñå óä ç�çïúèî æç åúèíìåìíõä� çä çè òóç
éç ìîïúåñåä çéêåé æîé êëìäíìåé � éç èèçùå å æíéìóéíîäçé íïúîñêåäêçéû �îñ 	èêíïî çä
èå éçììíõä Ù� éç úñçéçäêåä èîé ïëêîæîé ìîïúóêåìíîäåèçé óêíèíôåæîé� � çä èå éçììíõä
� éç æåä å ìîäîìçñ èåé ìîäìèóéíîäçé æçè êñåøå�îû

�à �.,5*43-0, � -+,/5,+â(

 !"! #$%&'('( )*$*+,&

�è úñîìçæíïíçäêî úåñå çðçìêóåñ óä åäöèíéíé ðåìêîñíåè úåñå ïëêñíìåé � ïåêñíìçé æç
úçéî ìóåèçéòóíçñå çé æíåùîäåèíôåñ èå ïåêñíô A = X ′LXM � æîäæç M ìîññçéúîäæç
å èå ïëêñíìå � L å èå ïåêñíô� æç ïåéå î úçéî� úåñå çäìîäêñåñ èîé q ÷åèîñçé úñîúíîé
ïöé ùñåäæçé æç æíì�å ïåêñíô � å úåñêíñ æç çéêîé îøêçäçñ èåé ìîîñæçäåæåé ðåìêîñíåèçé
äçìçéåñíåé úåñå èèç÷åñ å ìåøî çè åäöèíéíéû
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�ä ùçäçñåè� éí éç æçéçå çðçìêóåñ óä úñîìçæíïíçäêî æç åäöèíéíé ðåìêîñíåè ìîïî çè
æç ìîññçéúîäæçäìíåé å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå çè íäêçñëé éç ìçäêñå çä èå
æíåùîäåèíôåìíõä æç èå ïåêñíô çéêíïåæå� Â = X ′L̂XM̂ å úåñêíñ æçè æíéç�î ïóçéêñåè
çïúèçåæî� úåñå åé� îøêçäçñ èîé ÷åèîñçé úñîúíîé çéêíïåæîé æç çéêå ïåêñíô ý�çøåñê�
�îñíäçåó � �íñîä ÖBBB�û

�è úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî æåæî úîñ èå çìóåìíõä ý��

|A− λI| = 0 ý��
ñçéóèêå éçñ æç èå ðîñïå

p(λ) = (−1)r
(
λr + br−1λ

r−1 + · · · + b1λ+ b0
)

= 0 ýÖ�
çè ìóåè çé úîéíøèç çéêíïåñèî ìîä èå ç
úñçéíõä

p
(
λ̂
)

=
∣∣∣Â− λ̂I

∣∣∣ = (−1)r
(
λ̂r + br−1λ̂

r−1 + · · · + b1λ̂+ b0

)
= 0 ýØ�

æîäæç r çé çè ä	ïçñî æç ïîæåèíæåæçé æç çéêóæíî � br−1, . . . , b0
éîä ÷åèîñçé äóïëñí�ìîé òóç éç úóçæçä çéìñíøíñ ìîïî ðóäìíîäçé æç êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé çéêíïåæîéû Cç

çéêå ïåäçñå éç úóçæç çéêåøèçìçñ òóç èîé ÷åèîñçé çéêíïåæîé æç λ éîä æç èå ðîñïå

λ̂ = f
(
t̂1, t̂2, . . . , t̂r

) ýÙ�

æîäæç t̂i éîä èîé çéêíïåæîñçé æç èîé êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé òóç ìîäðîñïåä èå ïåêñíô
Aû

üé�� îøêçäíæîé çéêîé ÷åèîñçé� çé úîéíøèç çðçìêóåñ úîñ ìîïúèçêî çè åäöèíéíé ðåìêîñíåè
å úåñêíñ æç èå íäðîñïåìíõä æç èå ïóçéêñå� æåæî òóç ìîä èîé ÷åèîñçé � ÷çìêîñçé
úñîúíîé çéêíïåæîé éç úóçæçä ìîäéêñóíñ èåé æçïöé ìîïúîäçäêçé æçè åäöèíéíé ý�çøåñê
çê åèû ÖBBB�û

 ! ! #$%&'('( D* EF++*(GF$D*$E',( ('HG&*( , G,+I'+ D* J$,
HJ*(I+, G+FK,K'&L(I'E,

Cåæå èå úîøèåìíõä U = {1, . . . , N} � éóúîäùå òóç å èîé çèçïçäêîé æç U éç èçé
ïíæçä æîé ÷åñíåøèçé� æíùåïîéZ1

�Z2
ìîä p1

� p2
ïîæåèíæåæçé� ñçéúçìêí÷åïçäêçû�å

ïåêñíô æç æåêîé� ñçéóèêåæî æç èå ïçæíìíõä æç èåé ÷åñíåøèçé éîøñç èîé N íäæí÷íæóîé�
çé ìîïî éíùóç

Z =

[
Z1

ûûûZ2

]

æîäæç

Zm =




z11 · · · z1i · · · z1pmûûû ûûû ûûû
zl1 · · · zli · · · zlpmûûû ûûû ûûû
zN1 · · · zNi · · · zNpm



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ìîä

zli =

{
1, éí çè éó�çêî l éçèçììíîäõ èå ïîæåèíæåæ i æç èå úñçùóäêå Zm

0, éí çè éó�çêî l äî éçèçììíîäõ èå ïîæåèíæåæ i æç èå úñçùóäêå Zm

åé�� úåñå m = 1, 2 � zli = 1 õ zli = 0 úåñå l = 1, 2, . . . , N ç i = 1, 2, . . . , pm
û

NONOPO Q;J<; FD G@:K?:RD:G?;
�å êåøèå æç ìîäêíäùçäìíå å úåñêíñ æç èåé ïåêñíìçé Z1

� Z2
çé

C = Z
T
1 Z2

çé æçìíñ

C =




k11 . . . k1j . . . k1p2ûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
ki1 . . . kij . . . kip2ûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
kp11 . . . kp1j . . . kp1p2




æîäæç
kij =

N∑

l=1

zijl
ý��

ìîññçéúîäæç å óä êîêåè æç óä æîïíäíî� çä çéêç ìåéî çè êîêåè æç íäæí÷íæóîé òóç
ñçéúîäæíçñîä èå ïîæåèíæåæ i æç èå úñçùóäêå Z1

� èå ïîæåèíæåæ j æç èå úñçùóäêå Z2éíïóèêöäçåïçäêç ìîäS

zijl = zil × zjl =

{
1, éí zil = 1 � zjl = 1

0, éí zil = 0 õ zjl = 0

NONONO Q;J<; FD G@:K?:RD:G?; D>K?H;F;
Tåéåæîé çä óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå S îøêçäíæå å êñå÷ëé æçè æíéç�î p(·) ý÷çñÿUñäæåè� ÿVçäééîä � Wñçêïåä ���Ö�� ìîä úñîøåøíèíæåæçé æç íäìèóéíõä πl

úåñå èîé
çèçïçäêîé æç U � úîæçïîé çéêíïåñ ìåæå êîêåè çä èå çìóåìíõä ý��� å êñå÷ëé æç óä πçéêíïåæîñ æç èå éíùóíçäêç ðîñïåS

k̂ijπ =
∑

l∈s

zijl

πl

ýM�

æîäæç èîé πl
éîä èåé úñîøåøíèíæåæçé æç íäìèóéíõä æç ìåæå íäæí÷íæóî� åé�� èå ïåêñíô

æç ìîññçéúîäæçäìíåé çéêíïåæåé çéS

Ĉ = ZT
n Π−1Zn

ý×�
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æîäæç n ìîññçéúîäæç å èîé íäæí÷íæóîé æç èå ïóçéêñå� å�îñå èå ïåêñíô æç ìõæíùîøíäåñíî åéîìíåæî å èåé æîé ÷åñíåøèçé çé

Zn




z11 · · · z1i · · · z1pmûûû ûûû ûûû
zl1 · · · zli · · · zlpmûûû ûûû ûûû
zn1 · · · zni · · · znpm




úåñå m = 1, 2 ìîä ïåêñíô æç úñîøåøíèíæåæçé æç íäìèóéíõä

Π =




π1 · · · 0 · · · 0ûûû û û û ûûû ûûû
0 · · · πl · · · 0ûûû ûûû û û û ûûû
0 · · · 0 · · · πns




çäêîäìçé èå ïåêñíô æç ìîññçéúîäæçäìíåé çéêíïåæå ý×�� êçäæñö èå éíùóíçäêç ðîñïå

Ĉ =




k̂11π . . . k̂1jπ . . . k̂1p2πûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
k̂i1π . . . k̂ijπ . . . k̂ip2πûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
k̂p11π . . . k̂p1jπ . . . k̂p1p2π




ìîä k̂ijπ
ñçúñçéçäêåäæî èå çéêíïåìíõä æç ìåæå êîêåè æç èå ïåêñíô æç ìîññçéúîäæçä�ìíåé� æç�äíæå çä èå çìóåìíõä ýM�� æîäæç

k̂π =
∑

l∈s

1

πl

= N̂ ý
�

NONOXO BC?KDC?@ E@C H;Y?H?Z;C = H;KC?Z E@C F?;R@:;<?Z;C
�ä çè çéúåìíî æç èåé ìîèóïäåé

R
p2 � çè íäêçñëé çé ïå
íïíôåñ èå éóïå úîäæçñåæå

æç èîé ìóåæñåæîé æç èåé úñî�çììíîäçé éîøñç çè ç�ç� çé æçìíñ� æåæå èå ïóçéêñå s �ïå
íïíôåñ èå çìóåìíõä
�ö


û

{
∑

i

f̂id̂
2(i, O)

}
ý��

èî òóç çé çòóí÷åèçäêç å ïå
íïíôåñ èå ç
úñçéíõä
û′D̂−1

p2 F̂
′D̂−1

p1 F̂ D̂
−1
p2 û

ý�B�
ìîä èå ñçéêñíììíõä

û′D̂−1
p2 û = 1 ý���
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Ö×
 Ú%���� Û%����� Ü Ý�������� Þ%��� ��

æîäæç û çé çè ÷çìêîñ úñîúíî æç èå ïåêñíô çéêíïåæå
Ŝ = F̂ ′D̂−1

p1 F̂ D̂
−1
p2

ý�Ö�

åéîìíåæî åè ÷åèîñ úñîúíî çéêíïåæî λ̂ ïöé ùñåäæç æíðçñçäêç æç �û �å ïåêñíô F̂ ìî�ññçéúîäæç å èå ïåêñíô æç ðñçìóçäìíåé ñçèåêí÷åé çéêíïåæåé æç êëñïíäî ùçäçñåè f̂ij
� çé

æçìíñ
F̂ = {f̂ij} ý�Ø�

æîäæç
f̂ij =

k̂ijπ

k̂

ý�Ù�

� èåé ïåêñíìçé æç ïöñùçäçé �èåé f̂i·
� ìîèóïäå f̂·j çéêöä æåæåé úîñS

D̂p1 = æíåù{f̂i·} ý���
úåñå i = 1, 2, . . . , p1

� j = 1, 2, . . . , p2

D̂p2 = æíåù{f̂·j} ý�M�
ñçéúçìêí÷åïçäêç� æîäæçS

f̂i· =

p2∑

j=1

k̂i·π

k̂
f̂·j =

p1∑

i=1

k̂·jπ

k̂

ìîä
k̂i·π =

p2∑

j=1

k̂ijπ k̂·jπ =

p1∑

i=1

k̂ijπ

Cç çéêå ðîñïå éç êíçäç çä
R

p2 òóç èå ïëêñíìå M̂ çé D̂−1
p2

� èå ïåêñíô æç úçéîé
N̂ çé D̂−1

p1
� åé�� èå ïåêñíô úîñ æíåùîäåèíôåñ çéS

Ŝ = {Ŝjj′} ý�×�
æç êëñïíäî ùçäçñåè

Ŝjj′ =

p1∑

i=1

f̂ij

f̂i·

f̂ij′

f̂·j′
=

p1∑

i=1

k̂ij

k̂i·

k̂ij′

k̂·j′

úåñå j, j′ = 1, 2, . . . , p2
ý�
�

Cç èå ïíéïå ðîñïå� çä çè çéúåìíî æç èåé �èåé çéêíïåæåé
R

p1 � éç øóéìå ïå
íïíôåñ
èå ìåäêíæåæ

v̂′D̂−1
p1 F̂ D̂

−1
p2 F̂

′D̂−1
p1 v̂

ý���
ìîä èå ñçéêñíììíõä

v̂′D̂−1
p1 v̂ = 1 ýÖB�

æîäæç v̂ çé çè ÷çìêîñ úñîúíî åéîìíåæî å óä ÷åèîñ úñîúíî æç èå éíùóíçäêç ïåêñíôS
T̂ = F̂ D̂−1

p2 F̂
′D̂−1

p1
ýÖ��
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üé�� æç åìóçñæî ìîä �çøåñê çê åèû ýÖBBB�� èå ïëêñíìå M̂ çä
R

p1 çé D̂−1
p1

� èå
ïåêñíô æç úçéîé N̂ çé D̂−1

p2
û �åñå èå æíåùîäåèíôåìíõä æç èå ïåêñíô Ŝ å úåñêíñ æç óäå

ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå� æç�äíæå çä ý�Ö�� úîæçïîé îøêçäçñ óä çéêíïåæîñ æç λ éçù	ä
èå ïçêîæîèîù�å æç�äíæå çä ÿUñäæåè çê åèû ý���Ö�� éçììíõä �û �äêîäìçé� éíùóíçäæî åÿUñäæåè çê åèû ý���Ö�� λ éç úóçæç çéìñíøíñ ìîïî óäå ðóäìíõä æç êîêåèçé çéêíïåæîé
æç èå ðîñïå

λ̂ = f
(
k̂11π, k̂12π , . . . , k̂1p2π , k̂21π, k̂22π , . . . , k̂2p2π , . . . , k̂p11π, k̂p12π, . . . , k̂p1p2π

)

�è çéêíïåæîñ åäêçñíîñ éç çäìóçäêñå ñçéîè÷íçäæî çè úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî
∣∣∣Ŝ − λ̂Ip2

∣∣∣ = (−1)p2
(
λ̂p2 + b̂p−1λ̂

p2−1 + · · · + b̂1λ̂+ b̂0

)
= 0 ýÖÖ�

æîäæç k̂ijπ
çé æç�äíæî çä èå çìóåìíõä ýM� �

b̂r = f
(
k̂11, k̂12, . . . , k̂1p2, k̂21, k̂22, . . . , k̂2p2, . . . , k̂p11, k̂p12, . . . , k̂p1p2

) ýÖØ�

 ![! \(I'H,E']$ D* &, ^,+',$_, `#abc

Cç åìóçñæî ìîä ÿUñäæåè çê åèû ý���Ö� ìåúû �� çè π çéêíïåæîñ úñîúóçéêî

λ̂ = f
(
k̂11π, k̂12π , . . . , k̂1p2π , k̂21π, k̂22π , . . . , k̂2p2π , . . . , k̂p11π, k̂p12π, . . . , k̂p1p2π

)

çé óä çéêíïåæîñ åúñî
íïåæåïçäêç íäéçéùåæî úåñå λû
�éêî éç úóçæç æçïîéêñåñ å êñå÷ëé æç èå êëìäíìå æç èíäçåèíôåìíõä æç úñíïçñ îñæçä

æç èå éçñíç æç då�èîñ åèñçæçæîñ æçè úóäêî kij
� úåñå i = 1, 2, . . . , p1

� j = 1, 2, . . . , p2
�

úñîìçæíçäæî ìîïî çä �åñê�äçô ý���
�� éç êíçäç úîñ åúñî
íïåìíõä æç úñíïçñ îñæçä
æç då�èîñ óäå åúñî
íïåìíõä åè çéêíïåæîñ λ̂ úîñ óä úéçóæî çéêíïåæîñ λ̂0

æç èå
ðîñïå

λ̂
.
= λ̂0 = λ+

∑

i,j

aij

(
k̂ijπ − kij

) ýÖÙ�

æîäæç

aij =
∂f

∂k̂ijπ

∣∣∣∣∣{k̂ijπ}={kij}i=1,...,p1; i=1,...,p2

þîïî k̂ijπ
çé çè êîêåè æç óä æîïíäíî æç çéêóæíî� çäêîäìçé

E
(
k̂ijπ

)
= E

(
∑

l∈s

zijl

πl

)
=
∑

l∈U

zijl

πl

πl =
∑

l∈U

zijl = kij
ýÖ��
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èóçùî� çä ÷çô æç ýÖÙ�� éç êíçäç òóç

E
(
λ̂
)
.
= E

(
λ̂0

)

.
= λ+

∑

i,j

aij(E(k̂ijπ) − kij)

.
= λ+

∑

i,j

aij(kij − kij)

.
= λ

�îñ êåäêî� E
(
λ̂
)
≈ E

(
λ̂
) û

eóçéêñî îø�çêí÷î å�îñå çé îøêçäçñ óäå ïçæíæå æç èå ìåèíæåæ æç èå çéêíïåìíõä
æç λû �äêîäìçé� éíùóíçäæî çè ïëêîæî æç ðóäìíîäçé æç êîêåèçé æåæî çä ÿUñäæåè çê åèû
ý���Ö�� æç�äíïîé ul =

∑
i,j aijzijl

� ǔl = ul/πl
æîäæç aij

çéêö æåæî çä ýÖÙ�� åé��
èå ÷åñíåäôå � óä çéêíïåæîñ æç èå ÷åñíåäôå fîñ÷íê��d�îïúéîä úåñå ðóäìíîäçé æç
êîêåèçé çé

AV
(
λ̂
)

=
∑

l∈U

∑

l′∈U

∆ll′ ǔlǔl′
ýÖM�

Cåæî òóç èåé ìåäêíæåæçé ul
æçúçäæçä æç ÷åèîñçé æçéìîäîìíæîé� çè çéêíïåæîñ æç

èå åúñî
íïåìíõä æç èå ÷åñíåäôå æç fîñ÷íêô�d�îïúéîä AV
(
λ̂
) øå�î èå êëìäíìå çé

V̂
(
λ̂
)

=
∑

l∈s

∑

l′∈s
∆̌ll′

ûl

πl

ûl′

πl′

ýÖ×�

æîäæç
ûl =

∑

i,j

âijzijl

� èîé ìîç�ìíçäêçé âij
éç îøêíçäçä ìîïî

âij =
∂f

∂k̂ijπ

. ýÖ
�

NOXOPO g< D>K?H;F@C hijkklmno
Cåæå èå ìåäêíæåæ æç úåñöïçêñîé úîñ ìåèìóèåñ úåñå çéêíïåñ èå ÷åñíåäôå æç

fîñ÷íêô�d�îïúéîä� éç çéêóæíåä èîé ïëêîæîé æç �������� � � pqqrsrt�u úåñå èå çéêí�ïåìíõä æç èå ÷åñíåäôå� èîé ìóåèçé éîä óéåæîé úåñå çéêç êíúî æç éíêóåìíîäçé æåæå éó
éíïúèíìíæåæ æç ìöèìóèî � èîé éóúóçéêîé úåñå éó åúèíìåìíõä� úîñ êåäêî� èå çéêíïåìíõä
úåñå èå ÷åñíåäôå æç λ̂ � éçù	ä çè ïëêîæî �������� � úñçéçäêåæî çä Wîèêçñ ý��
��� éç
æç�äç úåñå çéêç çéêíïåæîñ ìîïî

vjk =
n− 1

n

n∑

l=1

(
λ̂n−1,l −

1

n

n∑

l′=1

λ̂n−1,l′

)2

ýÖ��
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�óçùî çéêç çéêíïåæîñ éç ìîäîìç ìîïî çè çéêíïåæîñ �������� � ýæçèçêç��� æç
V
(
λ̂n

) � æîäæç

λ̂n−1,l = f
(
k̂11π(n−1)

, k̂12π(n−1)
, . . . , k̂p11π(n−1)

, k̂p12π(n−1)
, . . . , k̂p1p2π(n−1)

) ýØB�
�

k̂ijπ(n−1,l) =
∑

l′∈S−{l}

zijl′

πl′

ýØ��

�é æçìíñ� λ̂n−1,l
çé çè çéêíïåæîñ æçè ÷åèîñ úñîúíî ìîññçéúîäæíçäêç� øåéåæî çä

èå ïóçéêñå æç êåïå�î n − 1 òóç ñçéóèêå èóçùî æç çèíïíäåñ çè íäæí÷íæóî l�ëéíïî
æç èå ïóçéêñå� � k̂ijπ(n−1,l)

çé èå çéêíïåìíõä æç óä æîïíäíî çèíïíäåäæî èå ïíéïå
îøéçñ÷åìíõäû

NOXONO g< D>K?H;F@C vwwxyxzi{
dçäíçäæî çä ìóçäêå èå íïúîñêåäìíå æç óêíèíôåñ çè ïëêîæî æç ñçïóçéêñçî pqqrs|

rt�u úåñå çéêíïåñ ÷åèîñçé úñîúíîé� �íèåä � W�íêêå}çñ ý����� ñçåèíôåä óäå åúèíìå�ìíõä æçè pqqrsrt�u úåñåïëêñíìî å ïîæçèîé òóç íäìîñúîñåä ÷åèîñçé éíäùóèåñçé� æîäæç
éç æçéåññîèèåä æíéìóéíîäçé íïúîñêåäêçé éîøñç çè çðçìêî æç èå ÷åñíåìíõä æç ïóçéêñçî
çä èåé çéêíïåìíîäçéû

�åñå ìåèìóèåñ èîé ÷åèîñçé úñîúíîé ïçæíåäêç çè ïëêîæî çè ñçïóçéêñçî pqqrsrt�u�
éç ñçåèíôåä èîé éíùóíçäêçé úåéîéS
�û Cåæå èå ïóçéêñå æç êåïå�î n � ìåèìóèåñ λ̂û �å æíéêñíøóìíõä æç çéêå ïóçéêñå

éç ìîäéíæçñå çòóí÷åèçäêç å èå æíéêñíøóìíõä æç èå úîøèåìíõä � λ̂ çé çè çéêíïåæîñ
ïóçéêñåè æçè úåñöïçêñî úîøèåìíîäåè λû

Öû ~çäçñåñB ïóçéêñåé pqqrsrt�u æç êåïå�î n ïçæíåäêç ïóçéêñçî ìîä ñçïúèåôî
æç èå ïóçéêñå îñíùíäåè� � ìåèìóèåñ èîé ìîññçéúîäæíçäêçé ÷åèîñçé λ̂∗1, λ̂∗2, . . . , λ̂∗B

úåñå ìåæå óäå æç èåé B ïóçéêñåé pqqrsrt�u û
Øû �éêíïåñ çè çññîñ çéêöäæåñ æçè úåñöïçêñî çéêíïåæî λ̂ ìåèìóèåäæî èå æçé÷íåìíõä

çéêöäæåñ æç èåé B ñëúèíìåé Bootstrap û
üé�� îøêçäçïîé òóç çè çññîñ çéêöäæåñ çé

σ∗
λ =

√√√√
∑B

b=1

(
λb∗ − ¯̂

λ
∗)2

(B − 1)
= σBOOT

ýØÖ�

æîäæç
¯̂
λ
∗

=
1

B

B∑

b=1

λb∗ ýØØ�

ìîññçéúîäæç åè úñîïçæíî æç èîé ÷åèîñçé úñîúíîé ìåèìóèåæîé çä ìåæå ñçïóçéêñåû
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 !�! \(I'H,E']$ D* &,( EFF+D*$,D,( �,EIF+',&*(

ÿíùóíçäæî èå ïçêîæîèîù�å æç�äíæå çä �çøåñê çê åèû ýÖBBB�� úåñå åäöèíéíé ðåìêî�ñíåè úîäæçñåæî� çé æçìíñ çè ìåéî ùçäçñåè� úîæçïîé îøêçäçñ èîé ìîéçäîé ìóåæñåæîé�
íäçñìíå� úåñå çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìåû
�åé ìîîñæçäåæåé ðåìêîñíåèçé çéêíïåæåé� åäåèíôåäæî èîé úçñ�èçé �èå f̂ij

f̂i.

çä çè çéúåìíî
æç èåé ìîèóïäåé

R
p2 � èîé úçñ�èçé ìîèóïäå f̂ij

f̂.j

çä çè çéúåìíî æç èåé �èåé
R

p1 ÷çäæñöä
æåæîé ñçéúçìêí÷åïçäêç úîñS

ψ̂α = D̂−1
p1 F̂ D̂

−1
p2 ûα

ýØÙ�

ϕ̂α = D̂−1
p2 F̂

′D̂−1
p2 v̂α

ýØ��
ìîä êëñïíäîé ùçäçñåèçé

ψ̂αi =

p2∑

j=1

f̂ij

f̂i.f̂·j
ûαj

ýØM�

ϕ̂αj =

p1∑

i=1

f̂ij

f̂i.f̂·j
v̂αi

ýØ×�

ñçéúçìêí÷åïçäêçû ü�îñå éç úñçéçäêåä èåé ñçèåìíîäçé çäêñç èîé çéúåìíîé� ðñóêî æç èå
çéêíïåìíõä æç èîé ÷çìêîñçé úñîúíîé åéîìíåæîé å èîé ÷åèîñçé úñîúíîé çéêíïåæîéû

v̂α =
1√
λα

F̂D̂
−1
p2

ûα

ûα =
1√
λα

F̂
′
D̂

−1
p1

v̂α

NO�OPO �D<;G?@:D> FD KC;:>?G?�:
�åé ñçèåìíîäçé ðóäæåïçäêåèçé ç
íéêçäêçé çäêñç èîé úóäêîé �èå � úóäêîé ìîèóïäå

éîøñç çè ç�ç α éîä èèåïåæåé ñçèåìíîäçé æç êñåäéíìíõä� � éç ìåèìóèåä åé�S

ψ̂αi =
1√
λ̂α

p2∑

j=1

f̂ij

f̂i.

ϕ̂αj
ýØ
�

ϕ̂αj =
1√
λ̂α

p1∑

i=1

f̂ij

f̂·j
ψ̂αi

ýØ��

æîäæç 1√
λ̂α

çé çè ìîç�ìíçäêç æç æíèåêåìíõä çéêíïåæîû

NO�ONO g>K?H;G?�: FD <; ?:DCG?;� G@:KC?J�G?@:D> = G@>D:@> G�;FC;F@>
ÿíùóíçäæî å �çøåñê çê åèû ýÖBBB�� éç úñçéçäêåä å ìîäêíäóåìíõä èîé çéêíïåæîñçé

ïóçéêñåèçé æç èå íäçñìíå� èåé ìîäêñíøóìíîäçé å èîé ç�çé ðåìêîñíåèçé � èîé ìîéçäîé
ìóåæñåæîé çéêíïåæîé çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåéû
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�:DCG?;O �å íäçñìíå êîêåè çéêíïåæå úåñå çè ìåéî æç åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé
éíïúèç çé

Î =

p−1∑

α=1

λ̂α
ýÙB�

æîäæç λ̂α
çé ÷åèîñ úñîúíî çéêíïåæî æç�äíæî çä èå éçììíõä ÖûØû

B@:KC?J�G?@:D>O �å çéêíïåìíõä æç èåé ìîäêñíøóìíîäçé ïçæíåäêç èîé úçñ�èçé �èå�
çé æçìíñ çä çè çéúåìíî

R
p2 � çéS

Ĉrα (i) =
f̂i.ψ̂

2
αi

λ̂α

=
k̂
(∑p2

j=1
k̂ij

k̂·j

ûαj

)2

k̂i.λ̂α

ýÙ��

� èå çéêíïåìíõä úåñå èîé úçñ�èçé ìîèóïäå çä çè çéúåìíî
R

p1

Ĉrα (j) =
f̂.jϕ̂

2
αj

λ̂α

=
k̂
(∑p1

j=1
k̂ij

k̂i.

v̂αi

)2

k̂·j λ̂α

ýÙÖ�

B@>D:@> G�;FC;F@>O �îé ìîéçäîé ìóåæñåæîé çéêíïåæîé úåñå èîé úçñ�èçé �èå éîäS

Ĉos2α (i) =
ψ̂2

αi

d̂2 (i, G)
=
k̂2
(∑p2

j=1
k̂ij

k̂·j

ûαj

)2

k̂2
i.d̂

2 (i, G)

ýÙØ�

� úåñå èîé úçñ�èçé ìîèóïäå

Ĉos2α (j) =
ϕ̂2

αj

d̂2 (j,G)
=
k̂2
(∑p1

j=1
k̂ij

k̂i.

v̂αi

)

k̂2
·j d̂

2 (j,G)

ýÙÙ�

æîäæç çä èîé úçñ�èçé �èå èå æíéêåäìíå æç óä úóäêî i åè ìçäêñî æç ùñå÷çæåæ êçäæñö
èå éíùóíçäêç çéêíïåìíõä

d̂2 (i, G) =

p2∑

j=1

1

f̂·j

(
f̂ij

f̂i.

− f̂·j

)2

=

p2∑

j=1

k̂

k̂·j

(
k̂ij

k̂i.

− k̂·j

k̂

)2

ýÙ��

� úåñå èîé úçñ�èçé ìîèóïäå

d̂2 (j,G) =

p1∑

i=1

1

f̂i·

(
f̂ij

f̂.j

− f̂i·

)2

=

p1∑

i=1

k̂

k̂i.

(
k̂ij

k̂.j

− k̂i.

k̂

)2

ýÙM�
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 !�! #$%&'('( D* EF++*(GF$D*$E', H�&I'G&* , G,+I'+ D* J$,

HJ*(I+, G+FK,K'&L(I'E,

�
êçäæíçäæî çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�é�êíìå æçè çéúåìíî U = {1, . . . , N} åè ìåéî æç m ÷åñíåøèçé ìîä p1, . . . , pm
ïîæåèíæåæçé

ñçéúçìêí÷åïçäêç� éç îøêíçäçä èåé ç
úñçéíîäçé å çéêç ìåéî ïöé ùçäçñåè å êñå÷ëé æç
óä æíéç�î p(·)� èóçùî èå ïåêñíô S æç�äíæå çä ìåéî éíïúèç úóçæç éçñ ç
êçäæíæå åè
ìåéî ï	èêíúèç ìîïîS

S = F ′D−1
N FD−1

p =
1

m
Z ′ZD−1 =

1

m
BD−1 ýÙ×�

æîäæç

Z =




z11 . . . z1j . . . z1pûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
zl1 . . . zlj . . . zlpûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
zN1 . . . zNj . . . zNp




ìîä
zlj =

{
1, éí çè éó�çêî l éçèçììíîäõ èå ïîæåèíæåæ j
0, éí çè éó�çêî l äî éçèçììíîäõ èå ïîæåèíæåæ j

�äêîäìçé zlj = 1 õ zlj = 0 ìîä l = 1, 2, . . . , N � j = 1, 2, . . . , p û �å ïåêñíô
Dçé æíåùîäåè æç îñæçä (p, p) îøêçäíæå å úåñêíñ æç èå ïåêñíô æç Tóñê�

B = Z
′
Z
� éíä

úëñæíæå æç ùçäçñåèíæåæ� æç�äíïîé p =
∑m

j=1 pj
û üé�� èå ïåêñíô æç Tóñê çéêö æåæå

úîñS

B = Z ′Z =




∑N

i=1 zi1zi1

∑N

i=1 zi1zi2 · · · ∑N

i=1 zi1zip∑N

i=1 zi2zi1

∑N

i=1 zi2zi2 · · · ∑N

i=1 zi2zipûûû ûûû û û û ûûû
∑N

i=1 zipzi1

∑N

i=1 zipzi2 · · ·
∑N

i=1 zipzip




�äêîäìçé èîé çèçïçäêîé æç S éîä æç èå ðîñïå

sjj′ =
1

mz.j′

N∑

i=1

zijzij′
ýÙ
�

æîäæç
z.j′ =

N∑

i=1

zij′

üé�� sjj′
çé óäå ðóäìíõä æç êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé æç èåé ÷åñíåøèçé zj′

� zjj′ =
zjzj′

û �äêîäìçé çè úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî æç S æç åìóçñæî ìîä èå çìóåìíõä ý��
÷íçäç æåæî úîñ

p(λ) =| S− λI |= (−1)p
(
λp + bp−1λ

p−1 + · · · + b1λ+ b0
) ýÙ��
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æîäæç ìåæå bj çä çè úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî çé ðóäìíõä æç èîé ÷åèîñçé sjj′
òóç å éó

÷çô éîä ðóäìíîäçé æç êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé� åé�

br = f
(
tz1 , . . . , tzj′

, . . . , tzp
, . . . , tz11 , . . . , tzjj′

, . . . , tzpp

) ý�B�

æîäæç
tzj′

=

N∑

i=1

zij′

�

tzjj′
=

N∑

i=1

zijzij′

�îñ êåäêî éç úóçæç åéóïíñ òóç λ çé êåïøíëä ðóäìíõä æç êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé

λ = f
(
tz1 , . . . , tzj′

, . . . , tzp
, . . . , tz11 , . . . , tzjj′

, . . . , tzpp

) ý���

üé�� tzi
úóçæç éçñ çéêíïåæî å êñå÷ëé æç óä π çéêíïåæîñ øåéåæî çä óäå ïóçéêñå

úñîøåøíè�éêíìå s æç êåïå�î n � ìîïî éíùóç

t̂zj′ =
∑

i∈s

zij′

πi

�
t̂zjj′ =

∑

i∈s

zijzij′

πi

Cç çéêå ïåäçñå� éç úóçæç çéêåøèçìçñ òóç óä çéêíïåæîñ åúñî
íïåæî úåñå λ çé
æç èå ðîñïå

λ̂ = f
(
t̂z1 , . . . , t̂zj′

, . . . , t̂zp
, . . . , t̂z11 , . . . , t̂zjj′

, . . . , t̂zpp

) ý�Ö�

ñçéóèêåæî æç ñçéîè÷çñ çè úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî çéêíïåæî å úåñêíñ æç èå ïóçéêñå sæç èå ïåêñíô
Ŝ = Z ′

nΠ−1ZnD̂
−1 = B̂D̂−1 ý�Ø�

æåæî úîñ

p(λ) =
∣∣∣Ŝ − λ̂I

∣∣∣ = (−1)p
(
λ̂p + b̂p−1λ̂

p−1 + · · · b̂1λ̂+ b̂0

) ý�Ù�

æîäæç èîé br çéêöä æç�äíæîé çä èå çìóåìíõä ý�B�� èå ïåêñíô æç Tóñê çéêíïåæå çä èå
çìóåìíõä ý�Ø� çé

B̂ = Z ′
nΠ−1Zn

ý���
èå ïåêñíô æíåùîäåè çéêíïåæå îøêçäíæå å úåñêíñ æç èå ïåêñíô æç Tóñê� ìîññçéúîäæç å
óäå ïåêñíô æç îñæçä (p, p)� æåæå úîñ

D̂ = æíåù{Z ′
nΠ−1Zn} ý�M�
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� Π çé èå ïåêñíô æíåùîäåè æç úñîøåøíèíæåæçé æç íäìèóéíõä

Π = æíåù{π1, . . . , πn} ý�×�
çäêîäìçé

Zn =




z11 z12 . . . z1p

z21 z22 . . . z2pûûû ûûû ûûû ûûû
zn1 zn2 . . . znp




æîäæç

B̂ = Z
′
nΠ−1

Zn =




∑n

i=1

zi1zi1

πi

∑n

i=1

zi1zi2

πi

. . .
∑n

i=1

zi1zip

πi∑n

i=1

zi2zi1

πi

∑n

i=1

zi2zi2

πi

. . .
∑n

i=1

zi2zip

πiûûû ûûû û û û ûûû
∑n

i=1

zipzi1

πi

∑n

i=1

zipzi2

πi

. . .
∑n

i=1

zipzip

πi




� èå ïåêñíô æíåùîäåè çéêíïåæå

D̂ = diag
{
Z
′
nΠ−1

Zn

}
=




∑n

i=1

z2
i1

πi

0 . . . 0

0
∑n

i=1

z2
i2

πi

. . . 0
ûûû ûûû û û û ûûû
0 0 . . .

∑n

i=1

z2
ip

πi




 !�! \(I'H,E']$ D* &, ^,+',$_, `#a�c

�è π çéêíïåæîñ úñîúóçéêî

λ̂ = f
(
t̂z1 , . . . , t̂zj′

, . . . , t̂zp
, . . . , t̂z11 , . . . , t̂zjj′

, . . . , t̂zpp

)

çé óä çéêíïåæîñ åúñî
íïåæåïçäêç íäéçéùåæî úåñå λû
�éêå úñóçøå çé åäöèîùå ìîïî çä ýÖ×�� çäêîäìçé úåñå çè ìåéî ï	èêíúèç

ûi =
∑

r

ârzri

æîäæç
âr =

∂f

∂t̂r
eóç÷åïçäêç èåé ðîñïåé ç
úè�ìíêåé úåñå ûi

éîä ïó� ìîïúèíìåæåé æç ìåèìóèåñ çä
èå úñöìêíìå� çäæç êåäêî éç �åìç äçìçéåñíî çéêåøèçìçñ óä çéêíïåæîñ úåñå èå ÷åñíåäôå
æçè π çéêíïåæîñ λ̂ � å êñå÷ëé æçè ïëêîæî �������� � î Bootstrap � ìîïî éíùóçû
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NO�OPO g< D>K?H;F@C hijkklmno
�å ç
úñçéíõä æçè çéêíïåæîñ úåñå èå ÷åñíåäôå çé ìîïî çä ýÖ��� æîäæç

λ̂n−1,i = f
(
t̂z1(n−1,i), . . . , t̂zp(n−1,i), . . . t̂z11(n−1,i), . . . , t̂zjj′ (n−1,i) . . . , t̂zpp(n−1,i)

)

ìîä
t̂zpπ(n−1,i) =

∑

l∈S−{i}

zlj

πl

ý�
�

dåïøíëä çé úîéíøèç óêíèíôåñ åúñî
íïåìíîäçé �åúñîúíåæåé� æç vJK

òóç ñçòóíçñåä
ïçäîé ìöèìóèîéû

ÿ�åî � dó ý����� íäêñîæóìçä æîé ïëêîæîé ìîïúóêåìíîäåèçé úåñå æçéåññîèèåñ
çè �������� � æçèçêç�� çä èå çéêíïåìíõä æç ÷åñíåäôå� çè ïëêîæî æç åùñóúåïíçäêî
� çè ïëêîæî æç éóøïóçéêñçî åèçåêîñíî� éíä çïøåñùî çä çéêç êñåøå�î éç ìîïúåñå
�������� � ìîä pqqrsrt�u� ïîéêñåäæî òóç çè ñçïóçéêñçî pqqrsrt�u ñçéóèêå éçñ ïöé
ç�ìíçäêçû

NO�ONO g< D>K?H;F@C vwwxyxzi{
�è çéêíïåæîñ æç èå ÷åñíåäôå çé éíïíèåñ ìîïî çä èå çìóåìíõä ýØÖ�� æîäæç éç æç�äç

èå æçé÷íåìíõä pqqrsrt�u � çè úñîìçæíïíçäêî úåñå èå çéêíïåìíõä çé åäöèîùîû

 !�! \(I'H,E']$ D* &F( *&*H*$IF( D* K,(* *$ *& ,$%&'('( D*
EF++*(GF$D*$E',( H�&I'G&*(

B@:>KC�GG?�: FD <;> :�JD>O ÿóúîäùå çè ìîä�óäêî æç èåé ìîîñæçäåæåé �èå óäå
äóøç æç N úóäêîé çä çè çéúåìíî æç èåé p ìîèóïäåéû þåæå úóäêî i êíçäç úîñ ìîîñ�
æçäåæåé çä

R
p

{
zij

ẑi·
; j = 1, 2, . . . , p

}
� ìåæå úóäêî j êíçäç úîñ ìîîñæçäåæåé çä R

N

{
zij

ẑ·j
; i = 1, 2, . . . , N

}

LD<DGG?�: FD F?>K;:G?;>O �ä
R

N èå æíéêåäìíå çéêíïåæå χ2 çäêñç ïîæåèíæåæçé
çé

d̂2(j, j′) =

N∑

i=1

N̂

(
zij

ẑ·j
− zij′

ẑ·j′

)2 ý���

� çä
R

p èå æíéêåäìíå çéêíïåæå çäêñç æîé íäæí÷íæóîé çé

d̂2(i, i′) =
1

m

N∑

i=1

N̂

ẑ·j
(zij − zi′j)

2 ýMB�

ìîä ẑ·j = t̂zj
=
∑

i∈s
zij

πi

� N̂ =
∑p

j=1

∑
i∈s

zij

πi
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NO�OPO B@@CFD:;F;> A;GK@C?;<D> D>K?H;F;>
�çêîïåäæî èîé ñçéóèêåæîé æçè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé éç êíçäç

F̂ =
1

N̂m
Z

æç êëñïíäî ùçäçñåè f̂ij =
zij

N̂p

D̂p =
1

N̂m
D̂

æç êëñïíäî ùçäçñåè f̂.j = δij
ẑ·j

N̂m

D̂N =
1

N̂
IN

æç êëñïíäî ùçäçñåè f̂i. =
δij

N̂

æîäæç
I
N̂

çé èå ïåêñíô íæçäêíæåæ æç îñæçä (N̂ , N̂) � δij = 1 éí i = j � ìçñî éí äîû
�åñå çäìîäêñåñ èîé ç�çé ðåìêîñíåèçé ûα

éç æíåùîäåèíôå èå ïåêñíô

Ŝ
+ =

1

m2
D̂

−1
B̂D̂

−1
B̂

æîäæç
D̂

çé èå ïåêñíô æíåùîäåè æç îñæçä (p, p) æç èå ïåêñíô
B̂ = Z

′
Z
û

�ä
R

p � èå çìóåìíõä æçè α�ëéíïî ç�ç ðåìêîñíåè çéêíïåæî çé
1

m
Z
′
nΠ−1

ZnD̂
−1

ûα = λ̂αûα
ýM��

èå çìóåìíõä æçè α�ëéíïî ðåìêîñ çéêíïåæî çé
1

m
D̂

−1
Z
′
nΠ−1

Znϕ̂α = λ̂αϕ̂α
ýMÖ�

æçè ïíéïî ïîæî éç çéìñíøç çè α�ëéíïî ðåìêîñ çéêíïåæî çä
R

N ìîïî
1

m

[
ZnΠ−1

D̂
−1

Z
′
n

]
ψ̂α = λ̂αψ̂α

ýMØ�

�åé ìîîñæçäåæåé ðåìêîñíåèçé çéêíïåæåé æç óä íäæí÷íæóî i éîøñç çè ç�ç α çéêöä
æåæåé úîñ

ψ̂αi =
1

m

√
λ̂α

=
∑

j∈p(i)

ϕ̂αi
ýMÙ�

ϕ̂αi =
1√
λ̂α

=
∑

i∈I(j)

ψ̂α
ýM��

æîäæç p(i) æçéíùäå åè ìîä�óäêî æç ïîæåèíæåæçé éçèçììíîäåæåé úîñ çè íäæí÷íæóî i �� úîñ îêñå úåñêç I(j) æçéíùäå åè ìîä�óäêî æç èîé íäæí÷íæóîé òóç éçèçììíîäåñîä èå
ïîæåèíæåæ j çä èå ïóçéêñåû

NO�ONO �D<;G?@:D> FD KC;:>?G?�:
�îé ðåìêîñçé çéêíïåæîé ϕ̂α

� ψ̂α
æç äîñïå λ̂α

ñçúñçéçäêåä èåé ìîîñæçäåæåé
çéêíïåæåé æç èîé úóäêîé �èå � èîé úóäêîé ìîèóïäå éîøñç çè ç�ç ðåìêîñíåè α� èóçùî èåé
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ñçèåìíîäçé æç êñåäéíìíõä ÷íçäçä æåæåé úîñS

ϕ̂α =
1√
λ̂α

D̂
−1

Z
′
nΠ−1ψ̂α

ýMM�

�
ψ̂α =

1

m

√
λ̂α

[
ZnΠ−1

]′
ϕ̂α

ýM×�

ñçéúçìêí÷åïçäêçû

NO�OXO g>K?H;G?�: FD <; ?:DCG?;� G@:KC?J�G?@:D> = G@>D:@> G�;FC;F@>
�îñ îêñå úåñêç� èå çéêíïåìíõä æç èîé çèçïçäêîé æç øåéç çä çè åäöèíéíé� ìîïî èå

íäçñìíå� èåé ìîäêñíøóìíîäçé � èîé ìîéçäîé ìóåæñåæîé� éç úñçéçäêå å ìîäêíäóåìíõäS

�:DCG?;O �åñå çè ìåéî æçè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé ïóèêíúèç� èå íäçñìíå I (j)æç óäå ïîæåèíæåæ j éç úóçæç çéêíïåñ å êñå÷ëé æç èå ç
úñçéíõäS

Î (j) =
1

m

(
1 −

∑
i∈s

zij

πi

N̂

)
ýM
�

æîäæç
N̂ =

pq∑

jq=1

∑

i∈s

zijq

πi

þîä zijq

÷åñíåøèç æíìõêîïå� åé�� çé íùóåè å óäî� éí çè íäæí÷íæóî i ñçéúîäæíõ èå
ïîæåèíæåæ j æç èå úñçùóäêå q � � ìçñî çä îêñå ïîæåèíæåæ æç èå ïíéïå úñçùóäêåû �å
íäçñìíå I (q) æç óäå úñçùóäêå q çéêå æåæå úîñS

Î (q) =

pq∑

j=1

Î (j)

�äêîäìçé èå íäçñìíå êîêåè çéêíïåæå çéS

I =
∑

q

Î (q)

B@:KC?J�G?@:D>O �åé ìîäêñíøóìíîäçé çéêíïåæåé çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçä�ìíåé úåñå èîé úóäêîé �èå ý
R

p
� � ìîèóïäå ý

R
n
�� ñçéúçìêí÷åïçäêç� éîäS

Ĉrα (i) =
ψ̂2

αi

N̂ λ̂α

y Ĉrα (j) =
ẑ·jϕ̂

2
αj

N̂mλ̂α

ýM��
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B@>D:@> G�;FC;F@>O �îé ìîéçäîé ìóåæñåæîé úåñå èîé úóäêîé �èå ý
R

p
� � ìîèóïäå

ý
R

n
� éîäS

Ĉos2α (i) =
ψ̂2

αi

d̂2 (i, G)
y Ĉos2α (j) =

ϕ̂2
αj

d̂2 (j,G)

ý×B�

ñçéúçìêí÷åïçäêç� æîäæç çä èîé úóäêîé �èå èå æíéêåäìíå æç óä úóäêî i åè ìçäêñî æç
ùñå÷çæåæ êçäæñö èå éíùóíçäêç çéêíïåìíõäS

d̂2 (i, G) =

p2∑

j=1

1

f̂·j

(
f̂ij

f̂i.

− f̂·j

)2

=
N̂

ẑ·j
− 1 ý×��

�à ��.62*0 -. 32*+/3/+â(

�éêå åúèíìåìíõä éç ñç�çñç å èåé ìîäæíìíîäçé æç ÷íæå æç óäå úîøèåìíõä òóç éç
çäìóçäêñå æçéìñíêå úîñ ��B ã�� ýóäíæåæçé úñíïåñíåé æç ïóçéêñçî�� èåé ìóåèçé éç
çïúèçåä úåñå ñçåèíôåñ óä çéêóæíî úîñ ïóçéêñçî úñîøåøíè�éêíìî å êñå÷ëé æç óäå ïóçé�êñå ìîññçéúîäæíçäêç åè ØB� æç èåé ã��� éçèçììíîäåæå øå�î óä æíéç�î æç ïóçéêñçîøíçêöúíìî ìîä�üÿ çä èå úñíïçñå çêåúå � �üÿ çä èå éçùóäæå çêåúåû�ä èå éíùóíçäêç
êåøèå �ùóñåä èåé çêíòóçêåé æç èåé ïîæåèíæåæçé æç èåé ìóåêñî úñçùóäêåéS

����� �� ������#��� �� �%��%����"�Ò ¼½ÀÕÐÅÄÂÁ �¾ÒÂÊÃÒÂÒÀÁ4 �À ÁÃÀÅÄÀ ÓÃÀÅ ÀÅ ÀÊ �¾ÕÂ½ � 34Æ ¡�/¢ � 32Æ ¡£¾¢2 ¤¾Á ÕÂÁÄ¾Á ÒÀ ÍÃÍÃÀÅÒÂ Á¾Å ¥¤34Æ ¡¥ÀÁ¦½ÀÑÃÂÓÊÀ¢ ¥¤32Æ ¡�ÃÅ ¦½¾ÓÊÀÉÂ¢¥¤37Æ ¡§½ÂÅ ÑÂ½ÕÂ¢ ¥¤3¨Æ ¡.Â½ÕÂ ÉÐ© ¦ÀÁÂÒÂ¢7 ªÂ ÁÐ¿½ÃÒ¾ ÒÀ Ò¾Ê¾½ ÒÀ ÀÁ¦ÂÊÒÂ � 34Æ ¡�/¢ � 32Æ ¡£¾¢¨ �À ÃÉ¦¾ÅÀ ½ÀÁÄ½ÃÑÑÃ¾ÅÀÁ -Ç34Æ «�/¢ -Ç32Æ ¡£¾¢

�è îø�çêí÷î æç çéêç ç�çïúèî çé ìîïúåñåñ èîé ñçéóèêåæîé æç åúèíìåñ óä åäöèíéíé æç
ìîññçéúîäæçäìíåé ï	èêíúèç å èå úîøèåìíõä æçéìñíêå åäêçñíîñïçäêç � å óäå ïóçéêñå
åèçåêîñíå éçèçììíîäåæå æç æíì�å úîøèåìíõä å êñå÷ëé æç óä æíéç�î æç �üÿ��üÿûÿç ÷çñí�ìå èóçùî òóç �å� éçíé ÷åèîñçé úñîúíîé úîøèåìíîäåèçé � çéêíïåæîé äî äóèîé
(6 = 10 − 4 = p−m) òóç éç ïóçéêñåä å ìîäêíäóåìíõäS

����� ¬� ¹��#%�%��� �� �%����� #��#��� #���%��� %��� � �����%���"
­ÂÊ¾½ÀÁ ¦¾ÓÊÂÑÃ¾ÅÂÊÀÁ ­ÂÊ¾½ÀÁ ÀÁÄÃÉÂÒ¾Á ®¯°±±²³́ µ£¾ ­Æ¼Æ ¶ �ÅÀÆ ¶  ÑÐÉÆ ­Æ¼Æ ¶ �ÅÀÆ ¶  ÑÐÉÆ ECMJK

ÑÍÀ4 3·44¸74 29·3¨ 29·3¨ 3·44926 73·4¨ 73·4¨ 3·3333¨46 3·3¨¨2
2 3·39¹7¨ 2¨·2¹ ¸7·74 3·3ºº9¸ 22·̈ 6 ¸2·¹4 3·3334¸26 3·432º
7 3·3¹7¸¹ 4¹·34 ¹9·74 3·3¹774 4¹·33 ¹º·¹4 3·3333364 3·3¨39
¨ 3·3¸29º 47·7¨ º2·¹¹ 3·3¸726 47·̈ ¹ º2·36 3·33337¸4 3·444¨
¸ 3·3¨7¸7 43·9¹ 97·¹2 3·3¨¨32 44·42 97·49 3·33334¨2 3·3º¸3
¹ 3·32¸72 ¹·7º 433 3·32¹9¨ ¹·º4 433 3·333336¹ 3·3º¹9

�ä èå êåøèå Ö äîêåïîé òóç çè úñíïçñ úèåäî ðåìêîñíåè úîøèåìíîäåè� ìîäðîñïåæî
úîñ èîé æîé úñíïçñîé ÷åèîñçé úñîúíîé æíðçñçäêçé æç ìçñî� úñîúîñìíîäåä óä úîñìçäêå�ç
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æç íäçñìíå æçè �Ø�Ø��� ïíçäêñåé òóç çè úñíïçñ úèåäî ðåìêîñíåè çéêíïåæî úñçéçäêå
óä úîñìçäêå�ç æç ÷åñíåìíõä æçè �Ö�M�� � ìîç�ìíçäêç æç ÷åñíåìíõä æçè �B�� èî ìóåè
çé óä øóçä íäæíìíî æç çéêíïåìíõä� åæçïöé éç úóçæç îøéçñ÷åñ èå úñçìíéíõä çä èåé
çéêíïåìíîäçé æç ïåäçñå úóäêóåè å ìåæå óäî æç èîé ÷åèîñçé úñîúíîé� � �äåèïçäêç çé
æç ñçéåèêåñ èå ìåèíæåæ æç èåé çéêíïåìíîäçé� å êñå÷ëé æç èîé ìîç�ìíçäêçé æç ÷åñíåìíõä�
�å òóç ñçéóèêåä øåéêåäêç çðçìêí÷îéû

����� »� ¹��#%�%��� �� �%����� #��#��� #���%��� %��� � �����%���"­ÂÊ¾½ÀÁ ¦¾ÓÊÂÑÃ¾ÅÂÊÀÁ ­ÂÊ¾½ÀÁ ÀÁÄÃÉÂÒ¾Á ¼½½¾¿¾À Á̄£¾ ­Æ¼Æ ¶ �ÅÀÆ ¶  ÑÐÉÆ ­Æ¼Æ ¶ �ÅÀÆ ¶  ÑÐÉÆ ECMBoot

ÑÍÀ4 3·44¸74 29·3¨ 29·3¨ 3·44¹¹¹ 29·2¸ 29·2¸ 3·33334¸º 3·3¨¨2
2 3·39¹7¨ 2¨·2¹ ¸7·74 3·433º2 2¸·26 ¸¨·¸2 3·3333¨24 3·432º
7 3·3¹7¸¹ 4¹·34 ¹9·74 3·3¹7¸4 4¸·92 63·̈ ¨ 3·3333393 3·3¨39
¨ 3·3¸29º 47·7¨ º2·¹¹ 3·3¨9º2 42·̈ 9 º2·97 3·3333¨º3 3·444¨
¸ 3·3¨7¸7 43·9¹ 97·¹2 3·3¨736 43·º3 97·67 3·3333472 3·3º¸3
¹ 3·32¸72 ¹·7º 433 3·32¸34 ¹·26 433 3·33333¹4 3·3º¹9

ÿç åúñçìíå çä èå êåøèå Ø òóç óêíèíôåäæî çè ïëêîæî pqqrsrt�u� èåé çéêíïåìíîäçé
ñçéóèêåä éçñ óä úîìî ïöé ç�ìíçäêçé òóç ïçæíåäêç çè ïëêîæî �������� � êçäíçäæî çä
ìóçäêå èå éíïóèåìíõä ñçåèíôåæå� çä úåñêíìóèåñ úåñå èîé ÷åèîñçé úñîúíîé ïöé ùñåäæçéøåéöäæîéç çä çè çññîñ ìóåæñöêíìî ïçæíî � æçïöé çéêíïåìíîäçéû þåøç æçéêåìåñ òóç
éç ñçåèíôåñîä ÖBBB éíïóèåìíîäçé ìîä B = 500 ñçïóçéêñåé pqqrsrt�u � çéêîé ÷åèîñçé
éç ìîäéíæçñåñîä êçäíçäæî çä ìóçäêå òóç äî éç úñçéçäêåñîä ìåïøíîé éíùäí�ìåêí÷îé
úåñå óä ä	ïçñî ïå�îñ æç éíïóèåìíîäçé çä èåé çéêíïåìíîäçéû

�åé çéêíïåìíîäçé æç èîé çèçïçäêîé æç øåéç çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé éç
úñçéçäêåä çä çè åäç
îû

Âà ÃÄ40-0, /062543/+0(3*.,

ãäå ÷çô éçèçììíîäåæå èå ïóçéêñå úñîøåøíèíéêíìå æç èå úîøèåìíõä æç íäêçñëé� � æç�êçñïíäåæîé èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõä å úåñêíñ æçè æíéç�î æç ïóçéêñçî éçèçììíîäåæî�
çé úîéíøèç åúèíìåñ åèùóäåé ñóêíäåé æç úñîùñåïåé çéêåæ�éêíìîé ìîïî ÅÆÅ� ÅÇÆÈ î
ÉÊÅËÆË úåñå çéêíïåñ èîé çèçïçäêîé æç øåéç æçè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåéû �éêî
éç èîùñå íäìèó�çäæî èå ÷åñíåøèç ��çéî� çä çè åäöèíéíé ìîññçéúîäæíçäêç ýçä äóçéêñî
ìîäêç
êî� å èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõä æçè æíéç�î�û �öé ç
úè�ìíêåïçäêçS ïçæíåäêç
ÅÆÅ� ìîäéíéêç çä ìåñùåñ çè úåòóçêç ÇÌÍÎ ÎÍÌÌÏÅÇ ìîä èå îúìíõäÐÑÒÓÔÕ Ö� æîäæç
ú çé èå ìîèóïäå òóç ìîäêíçäç èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõä æçè åäöèíéíé úîñ ïóçéêñçî
úñîøåøíè�éêíìîû �çæíåäêç ÅÇÆÈ� ìîäéíéêç çä çéêåøèçìçñ óäå ìîèóïäå çä èå øåéç æç
æåêîé æç èå ïóçéêñå ìîïî èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõä� èå ìóåè éç ìîèîìåñö ìîïî �úîä�æçñåìíõä� çä èîé úåñöïçêñîé æçè éîðêVåñçû �çæíåäêç ÉÊÅËÆË� ìîäéíéêç çä íäéçñêåñ
èå ïåêñíô æç Tóñê� Cíé�óäêí÷å þîïúèçêå� î ×äæí÷íæóîé Øåñíåøèç� çä èå îúìíõä òóç
çéúçìí�ìå èå ïåêñíô ìîä èå ìóåè éç ñçåèíôåñö çè åäöèíéíé� çä äóçéêñî ìåéî èå ïåêñíô
æç Tóñê� � æçéúóëé çä èå îúìíõä �çéî éç íäéçñêåä èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõäû
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• Cåæî òóç èîé ÷åèîñçé úñîúíîé úîñ çéêíïåñ éç úóçæçä çéìñíøíñ ìîïî ðóäìíîäçé
æç èåé ÷åñíåøèçé îøéçñ÷åæåé çä èå ïóçéêñå� ìîïî êîêåèçé� ñåôîäçé � æîïíäíîé
úîøèåìíîäåèçé� çé úîéíøèç æçêçñïíäåñ ïçæíæåé æç ìåèíæåæ úåñå èåé çéêíïåìíî�äçéû �å ÷åñíåäôå æç çéêîé çéêíïåæîñçé éç úóçæç îøêçäçñ å êñå÷ëé æç êëìäíìåé
æç åúñî
íïåìíõä æç ÷åñíåäôå� ìîïî çé çè ìåéî æç èå êëìäíìå æç èíäçåèíôåìíõä
æç úñíïçñ îñæçä æç då�èîñ� � éó çéêíïåìíõä éç úóçæç ñçåèíôåñ ïçæíåäêç ïëêî�æîé ñîøóéêîé ìîïî çè �������� � � pqqrsrt�u� éíçäæî çéêç 	èêíïî ïöé ç�ìíçäêç
êçäíçäæî çä ìóçäêå èå éíïóèåìíõä ñçåèíôåæåû

• �îé æíéç�îé æç ïóçéêñçî úñîøåøíè�éêíìî úóçæçä éçñ óêíèíôåæîé úåñå çéêíïåñ
èîé çèçïçäêîé æç øåéç çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé æåäæî ñçéóèêåæîé
ìîä�åøèçéû

• �é úîéíøèç óêíèíôåñ æíéç�îé æç ïóçéêñçî ïöé ìîïúèç�îé� å êñå÷ëé æçè ïóçéêñçî
çä æîé ðåéçé� óêíèíôåäæî ìîïî çéêíïåæîñ æç èå ÷åñíåäôå çè çéêíïåæîñ �������� ��
úñçéçäêåæî úîñ �åì�çìî � �åñê�äçô ýÖBB×�û

'Û13-./+6+.(40,

�îé åóêîñçé æçè úñçéçäêç êñåøå�î åùñåæçìçä æç ïåäçñå ïó� çéúçìíåè å êîæåé
åòóçèèåé úçñéîäåé òóç ìîäêñíøó�çñîä çä èå çèåøîñåìíõä � ìîññçììíõä æçè ïíéïîû �ä
úåñêíìóèåñ åùñåæçìç åè Cçúåñêåïçäêî æç �åêçïöêíìåé � �éêåæ�éêíìå æç èå ãäí÷çñ�éíæåæ æç þõñæîøåû

[ÌÑÜÒÝÒÞßà áÝâÒã ÞÑ äååæ ç ÆÜÑÖÔáÞßà ßÜÔèÝâÑ ÞÑ äåéå]

�.ê.1.(/+3,

þèåóéçä� ÿû �û� çæû ý���
�� ëuuì��í îqtt�suq�í���� ë��ìïì�sð ë� ñ�rtqíò��r�q��
äóïøçñ �Ö� �� óÿçñíçé îä ôóåäêíêåêí÷ç üúúèíìåêíîäé íä ê�ç ÿîìíåè ÿìíçäìçéõ�ÿåùç ãäí÷çñéíê� �åúçñé� d�îóéåäæ öå}é� þåèíðîñäíåû

�éìî�çñ� Tû � �åùëé� ÷û ý���Ö�� ë�øì�s�s � ��rqt��ì�s s�ùuì�s ï ùúìr�uì�sð qûü �r�ýqsþùÿrqíqs � ��r�tut�r������ ãäí÷çñéíæåæ æçè �å�é Øåéìî� Tíèøåîû
�çøåñê� �û� �îñíäçåó� üû� �íñîä� �û ýÖBBB�� �r�r�sr��ò� ��uìqt�rq�t� �òìr�í�ù��|

s�q���ìì�� Cóäîæ� �ñåäìíåû
�åñê�äçô� ~û ý���
�� �éêíïåìíõä æç èîé ìîç�ìíçäêçé æç óä åäöèíéíé çä ìîïúîäçäêçé

úñíäìíúåèçé å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå� dñåøå�î �äåè� Cçúåñêåïçä�êî æç �éêåæ�éêíìå� �åìóèêåæ æç þíçäìíåé� ãäí÷çñéíæåæ eåìíîäåè æç þîèîïøíå�
Tîùîêö� þîèîïøíåû

-ÀÍÃÁÄÂ .¾Ê¾ÉÓÃÂÅÂ ÒÀ ÇÁÄÂÒ/ÁÄÃÑÂ 00 123435 2678297
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�îæçèé ê�åê ×äìîñúîñåêç å ÿíäùóèåñ Øåèóç Cçìîïúîéíêíîäõ� ëuuì��í �r�r�sr��s
��ý��� Ø��Ù�û
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ÿ�åî� ÷û� dó� Cû ý������ ��� �������� � ��í pqqrsrt�u� ÿúñíäùçñ�Øçñèåù� eçV 
îñ}û
ÿUñäæåè� þû �û� ÿVçäééîä� Tû � Wñçêïåä� ÷û fû ý���Ö�� �qí�ì ëss�sr�í �òtý�ï

��ùuì���� ÿúñíäùçñ�Øçñèåù� eçV 
îñ}û
Wîèêçñ� �û�û ý��
��� ñ�rtqíò�r�q� rq ��t����� �sr�ù�r�q�� ÿúñíäùçñ�Øçñèåù� eçV


îñ}û

'2Ä(-+/. 'à �37*3,

����� �� ¹��#%�%��� �� �%� ������ %�%� #���%��� %��� � �����%�%�"�¾ÒÂÊÃÒÂÒ .¾¾½ÒÀÅÂÒÂÁ ¦¾ÓÊÂÑÃ¾ÅÂÊÀÁ .¾¾½ÒÀÅÂÒÂÁ ÀÁÄÃÉÂÒÂÁ4 2 7 ¨ ¸ 4 2 7 ¨ ¸
� 34

−

3·3¸ 3·2¸ 3·3¹
−

3·4¸
−

3·4¹ 3·42 3·2¸ 3·3¸
−

3·44
−

3·24
� 32 3·44

−

3·¸¨
−

3·42 3·77 3·7¹
−

3·22
−

3·̈ º
−

3·39 3·24 3·̈ 3
¥¤34

−

3·¹3 3·º4 3·2¸ 4·4¸
−

3·36
−

3·37 4·3¨ 3·37 4·4º 3·39
¥¤32

−

3·73
−

3·27
−

3·3¹
−

3·24 3·39
−

3·76
−

3·37
−

3·3¨
−

3·24
−

3·32
¥¤37 3·¹2 3·49

−

3·7¹ 3·3¹
−

3·23 3·¹¸
−

3·2¨
−

3·̈ 2 3·3¸
−

3·36
¥¤3¨ 3·¹¹

−

3·44 4·64
−

3·4¨ 3·27 3·¸3
−

3·24 4·̧ 7
−

3·3¸ 3·2¸
� 34 3·3¸ 3·̈ 3

−

3·36
−

3·43 3·72 3·2¹ 3·77
−

3·3º
−

3·23 3·72
� 32

−

3·3¨
−

3·76 3·36 3·39
−

3·29
−

3·24
−

3·2¹ 3·36 3·4¹
−

3·2¹
-Ç34 3·̈ 3

−

3·32 3·34 3·32 3·34 3·77
−

3·47 3·34 3·37
−

3·3¨
-Ç32

−

3·¹3 3·37
−

3·34
−

3·3¨
−

3·32
−

3·¸9 3·2¨
−

3·32
−

3·3¹ 3·36

����� �� ¹��#%�%��� �� ��� ���� �� ��%��%��� #���%��� %��� � �����%���"�¾ÒÂÊÃÒÂÒ .¾¾½ÒÀÅÂÒÂÁ ¦¾ÓÊÂÑÃ¾ÅÂÊÀÁ .¾¾½ÒÀÅÂÒÂÁ ÀÁÄÃÉÂÒÂÁ4 2 7 ¨ ¸ 4 2 7 ¨ ¸
� 34 3·32 3·¸2 3·37 3·49 3·27 3·43 3·̈ 6 3·32 3·39 3·77
� 32 3·32 3·¸2 3·37 3·49 3·27 3·43 3·̈ 6 3·32 3·39 3·77
¥¤34 3·4¨ 3·26 3·32 3·¸¨ 3·34 3·34 3·̈ 7 3·34 3·¸¹ 3·34
¥¤32 3·̈ 4 3·27 3·32 3·23 3·3¨ 3·¹¨ 3·34 3·34 3·24 3·34
¥¤37 3·¸6 3·3¸ 3·49 3·3¸ 3·3¹ 3·¸¨ 3·36 3·27 3·34 3·34
¥¤3¨ 3·42 3·34 3·º7 3·3¸ 3·32 3·39 3·32 3·º¨ 3·34 3·32
� 34 3·34 3·¸6 3·32 3·3¨ 3·̈ 3 3·23 3·77 3·32 3·47 3·74
� 32 3·34 3·¸6 3·32 3·3¨ 3·76 3·23 3·77 3·32 3·47 3·74
-Ç34 3·º2 3·34 3·34 3·34 3·34 3·¹º 3·44 3·34 3·34 3·34
-Ç32 3·º2 3·34 3·34 3·34 3·34 3·¹º 3·44 3·34 3·34 3·34
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<=>?=@AB CDE=DFG? DFH IJEE?KDB=JF LMFGB=JFN OJE PJEQDK R=NBE=SMB=JFN
TUVWXY Z[\UV[X ]WX^YX_ ` aXVbc dUVef^cgh

ijklmnlojpnq rj stnlrutnvwlx ylwz{nlr rj |vjpwvltx }pv~jmtvrlr �lwvqpl{ rj|q{qo�vlx �q�qn�x |q{qo�vl

����
��
� ���� ��&�&�� �� & &���& �� ���#���&��� �� ��� �� ��� &�

%
&����&��&� �����&��� �� ������&��� ����&�������

−%̂−
� &����� �� ��� �� ������& �������� &��&������ �� �����������  ���&� ���&��&�&" ����� �� �� �������� ��������&� �� ���� �����&��� ������� �� � �����&��� � ����&�� ��� ������� ��

�� ������&��� 
−ρ−

"�� ��&�&�� �� ���&������ & #&���� �� �&� #��#���&��� �� �& �� ��� �� ��&����& �� ���� ��� �� � & ����������� "�� &������ �� ��� ������&���� % > ρ
��& ��

ρ < 0
�
% < ρ

��& ��
ρ > 0

�
� % = 0

��& ��
ρ = 0

� � � ���& ��� �� �����&��� #��#����� %̂
 � �� � �����&��� � ����&�� ��� ������� �� �� ������&��� "�� & ������ #�& ��& ���� ���� ������&� �� �����&��� %̂

�� �� ��������
�� ���� �� � �����&��� ������� � ����&�� � &�� �����&�� �� � ����&�� ���������� �� �� ������&��� "
�������� ������ ������� �� �� ������&��� � ����������� ��� �&�&� �����&���� ������&� �����&��� M

"
��������

  �¡�� #&#���¢� ¡&�� & &����� �¡� ��¡&���� �� �¡� �� ���� &� % � &�����&����� �¡� ��¢���¡� ������&��� �����&���
−%̂−

� &����� � �¡� �&�#��� #�#��&��� ¡&� & ���&��&��  ���&� ����������� " £¡� #��#��� �� �� ������ �� �¡� �����&���
%̂
�� & � ��&��� �����&��� �� �¡� ������&��� ���¤��� �

ρ
"

£¡� ������� �¡�¢ % > ρ
¢¡� 

ρ < 0
�
% < ρ

¢¡� 
ρ > 0

� � % = 0
¢¡� 

ρ = 0" £¡�� ������� � ���&�� %̂
��  �� & � ��&��� �����&��� �� �¡� ������&��� ���¤��� �"

¥�¦ §¨�©�� ª�����&��� ���¤��� ��
M ������&��� £�� �&��� ����������� �«����� �����&��� "
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ÒÓ ÔÕ Ö×ØÙÚÛÙÕ ÜÝ ÛÞÖß×ÚÕÓÚÜ ÜÝÚàáÛÕ× ÜÔ áÜÝÜÞÖÜâß áÜ ÔßÝ Ö×ßÙÜáÛÞÛÜÓÚßÝ ÜÝãÚÕáäÝÚÛÙßÝ ÕÓÚÜ ÛÓÙàÞÖÔÛÞÛÜÓÚßÝ áÜ ÔßÝ ÝàÖàÜÝÚßÝå æÕ×ÛÕÙÛßÓÜÝ ÜÓ ÔßÝ ÝàÖàÜÝÚßÝ çàÜ
ÝßÓ ÙßÞàÓÜÝ ÜÓ ÔÕ ÙßÚÛáÛÕÓÛáÕá áÜ àÓ àÝàÕ×Ûßè ÒÝÚß ÙßÓ ÜÔ ßéêÜÚÛæß áÜ ëÕÔÔÕ× ÝÛãÚàÕÙÛßÓÜÝ ÜÓ ÔÕÝ ÙàÕÔÜÝ Óß ÝÜ ×ÜÙßÞÛÜÓáÕ àÝÕ× ÔÕ ëÜ××ÕÞÛÜÓÚÕå ì ÕÔ ÚÛÜÞÖß ÖÔÕÓÚÜÕ×
ëÜ××ÕÞÛÜÓÚÕÝ Óß ÚÕÓ ÝÜÓÝÛéÔÜÝ ÕÓÚÜ ÜÔ ÛÓÙàÞÖÔÛÞÛÜÓÚß áÜ ÔßÝ ÝàÖàÜÝÚßÝè

ÒÓ ÜÝÚÜ ÝÜÓÚÛáßå ÜÓ íÜÛ îÅïïÈð ì ñÕÔÙØ×ÙÜÔ îÅïïòð ÝÜ ëÕ ÞßÝÚ×Õáß çàÜ ÜÔ ÜÝÚÛãÞÕáß× ÙÔØÝÛÙß áÜ ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ ÕàÚßÙß××ÜÔÕÙÛôÓ îõö÷ð ÜÝ ÕÔÚÕÞÜÓÚÜ ÝÜÓÝÛéÔÜ ÕÓÚÜ
ÔÕ Ö×ÜÝÜÓÙÛÕ áÜ æÕÔß×ÜÝ ÜøÚ×ÜÞßÝå ÝÜÓÝÛéÛÔÛáÕá çàÜ ÙßÓÚ×ÕÝÚÕ ÙßÓ ÔÕ ×ÜÔÜæÕÓÙÛÕ áÜ
ÜÝÚÜ ÜÝÚÛÞÕáß× ÜÓ ÜÔ ÕÓØÔÛÝÛÝ áÜ ÝÜ×ÛÜÝ áÜ ÚÛÜÞÖßå Öß×çàÜ Õ ÖÕ×ÚÛ× áÜ ÔßÝ æÕÔß×ÜÝ
ÜÝÚÛÞÕáßÝ áÜ ÔÕ õö÷ ÝÜ ÖàÜáÜ ÛáÜÓÚÛùÙÕ× ÜÔ ÞßáÜÔßå ÝÜ ÙßÓÝÚ×àìÜÓ ÔßÝ ÜÝÚÛÞÕáß×ÜÝ
áÜ ÔßÝ ÖÕ×ØÞÜÚ×ßÝ ì ÝÜ ÕÓÕÔÛúÕÓ ÔßÝ ×ÜÝÛáàÕÔÜÝå ÜÓÚ×Ü ßÚ×ßÝè ûÜ Ôß ÕÓÚÜ×Ûß× ÝÜ ëÕ
ÖÔÕÓÚÜÕáß àÓ ÜÝÚÛÞÕáß× ×ßéàÝÚß áÜÔ ÙßÜùÙÛÜÓÚÜ áÜ Ùß××ÜÔÕÙÛôÓå ì ÖßÝÚÜ×Ûß×ÞÜÓÚÜ
àÓ ÜÝÚÛÞÕáß× ×ßéàÝÚß áÜ ÔÕ õö÷å ÜÝÚÛÞÕáß× çàÜ ÝÜ Ö×ÜÝÜÓÚÕ Õ ÙßÓÚÛÓàÕÙÛôÓè

ûÕáÕ àÓÕ ÞàÜÝÚ×Õ ÕÔÜÕÚß×ÛÕ
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)

å ÜÔ ÜÝÚÛÞÕáß× áÜÔ ÙßÜãùÙÛÜÓÚÜ áÜ Ùß××ÜÔÕÙÛôÓ Ö×ßÖàÜÝÚß ÜÝÚØ áÕáß Öß×å

%̂xy =
δ2xy

δxxδyy

îüð
ÙßÓ

δ2xy = nk2[MADx][MADy]

n∑
i=1

ψ(zxi
)ψ(zyi

)

(
n∑
i=1

ψ
′(zxi

)

)(
n∑
i=1

ψ
′(zyi

)

) îÅð

áßÓáÜ
k
ÜÝ àÓÕ ÙßÓÝÚÕÓÚÜ ÖßÝÛÚÛæÕ áÜ ÜÝÚÕÓáÕ×ÛúÕÙÛôÓýå

ψ(·)
ì
ψ′(·)

ÝßÓ ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ
éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕ ÖÔÕÓÚÜÕáÕ Öß× þÜÕÚßÓ ÿ �à�Üì îüÆò�ð ì Ýà áÜ×ÛæÕáÕå ×ÜÝÖÜÙÚÛæÕÞÜÓÚÜè
�Õ óàÓÙÛôÓ éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕ ÜÝÚØ áÕáÕ Öß×

ψ(z) =






z(1 − z2)2
ÖÕ×Õ

|z| < 1

0
ÖÕ×Õ

|z| = 1

î�ð

ÙßÓ
zt = xt−Medx

kMADx

å
Medx = mediana{x1, x2, . . . , xn}

ì
MADx = mediana|xt −

Medx|
è �Õ×Õ àÚÛÔÛúÕ× ÜÔ ÜÝÚÛÞÕáß×

%̂xy
ÜÓ ÔÕ ÜÝÚÛÞÕÙÛôÓ áÜ ÔÕ õö÷

−ρh−
å ÖÕ×Õ àÓÕ

ÝÜ×ÛÜ áÜ ÚÛÜÞÖß ÜÝÚÕÙÛßÓÕ×ÛÕ
y1, y2, . . . , yT

å ÔÕ ÜÙàÕÙÛôÓ îÅð ÝÜ Ú×ÕÓÝóß×ÞÕ ÜÓ

ϕh = Tk2MAD2
y

T−|h|∑
t=1

ψ(zyt
)ψ(zyt+|h|)

(
T∑
t=1

ψ
′(zyt

)

)(
T−|h|∑
j=1

ψ
′(zyt+|h|

)

) î�ð

��³ Â®¯Â¿±²µ³ À± �³� 	
��
� ±² k = 9� �³»¯® Â»³¶µ±³À¯ À±²À± »³² Â®¯Â´±À³À±² À± ¿¶³ À´²µ®´¹�¿½´�¶ N(µ, σ2)� À¯¶À± MAD ≈
2

3
σ � ³²�� ²´ k = 3d� ²± µ´±¶± �¿± kMAD ≈ d × σ � ±² À±½´® ³»½¯¶²µ®¿´® ±» ±²µ´º³À¯® ¶¯ ²± µ´±¶±¶ ±¶ ½¿±¶µ³ »³² ¯�²±®�³½´¯¶±² ³ º�² À± d

À±²�´³½´¯¶±² ±²µ�¶À³®À± »³ º±À´³·

�±�´²µ³ �¯»¯º�´³¶³ À± ¸²µ³À�²µ´½³ �� 	��
�� ��
���




��  !"#$%&' (%$)#* +,%$# ÅÆò
ö ÖÕ×ÚÛ× áÜ î�ð ÜÔ ÜÝÚÛÞÕáß× áÜ

ρh
ÜÝÚØ áÕáß Öß×

ρ̂h =
ϕh

ϕ0

îÇð

-Ï .-.(591/,.
/Óß áÜ ÔßÝ ×ÜÝàÔÚÕáßÝ ÛÓÚÜ×ÞÜáÛßÝ áÜÔ Ú×ÕéÕêß ÜÝ ÔÕ 0ÜÓÜ×ÕÔÛúÕÙÛôÓ áÜÔ ÙßÓÙÜÖÚß

áÜ ÙßæÕ×ÛÕÓúÕå ×ÜÝàÔÚÕáß çàÜ ÝÜ ÞàÜÝÚ×Õ Öß×çàÜ Õ ÖÕ×ÚÛ× áÜ ÜÝÚÜ ÝÜ áÜÝÕ××ßÔÔÕ ÜÔ
óàÓÙÛßÓÕÔ ÕÝßÙÛÕáß Õ

%̂xy
è

1232 4565789:;8<:=6 >5 98 <?@87:86;8 >59 <?5A<:56B5 >5
<?77598<:=6

R?CF=G=DF E î
ψãFGHIJKILMIðN ûÕáÕÝ áßÝ æÕ×ÛÕéÔÜÝ ÕÔÜÕÚß×ÛÕÝ

X
ì
Y
å ÙßÓ óàÓãÙÛôÓ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ ÙßÓêàÓÚÕ ì ÝÜ0àÓáßÝ

ψãÞßÞÜÓÚßÝ ùÓÛÚßÝ î
E
[
ψ2(X)

]
< ∞

ì
E
[
ψ2(Y )

]
<∞

ðå ÔÕ
ψãÙßæÕ×ÛÕÓúÕ ÜÓÚ×Ü

X
ì
Y

ÝÜ áÜùÓÜ ÙßÞßO

γψXY
=

E [ψ(Zx)ψ(Zy)]

E [ψ′(Zx)]E [ψ′(Zy)]

îÈð

/Ó ÙÕÝß ÖÕ×ÚÛÙàÔÕ× áÜ ÜÝÚÕ áÜùÓÛÙÛôÓ ÝÜ ßéÚÛÜÓÜ ëÕÙÛÜÓáß
ψ(x) = x

å
ψ′(x) =

∂ψ(x)
∂x = 1

å
Zx = X−EX

ì
Zy = Y−EY

å áÜ áßÓáÜ
γψXY

= E [(X − EX)(Y − EY )]
å

çàÜ ÜÝ ÔÕ áÜùÓÛÙÛôÓ áÜ ÙßæÕ×ÛÕÓúÕ ÙÔØÝÛÙÕP è
R?CF=G=DF Q î

ψãFGJJRSITKULðN ûÕáÕÝ áßÝ æÕ×ÛÕéÔÜÝ ÕÔÜÕÚß×ÛÕÝX ì
Y
å ÙßÓ

γψXX
<

∞
ì
γψY Y

<∞
å ÔÕ

ψãÙß××ÜÔÕÙÛôÓ ÜÓÚ×Ü
X

ì
Y

ÝÜ áÜùÓÜ ÙßÞßO

%ψXY
=

γψXY

(γψXX
γψY Y

)
1
2

îòð

ûÜ Ôß áÜÝÕ××ßÔÔÕáßå ÜÝ ÙÔÕ×ß çàÜ ÜÔ ÙßÜùÙÛÜÓÚÜ áÜ Ùß××ÜÔÕÙÛôÓ áÜ �ÜÕ×ÝßÓ ÜÝ àÓ
ÙÕÝß ÖÕ×ÚÛÙàÔÕ× áÜ ÜÝÚÕ áÜùÓÛÙÛôÓè

1212 VW6<:?689 8X?<:8>? 8
%̂xy

YÜ áÜùÓÜ

τ̂2
xy = n

n∑
i=1

ψ(zxi
)ψ(zyi

)

(
n∑
i=1

ψ
′(zxi

)

)(
n∑
i=1

ψ
′(zyi

)

)

=

∫
ψ(zxi

)ψ(zyi
)dFn(∫

ψ
′(zxi

)dFn
) (∫

ψ
′(zyi

)dFn
) = T (Fn)

îZð

[¸²µ¯ ²± Â»³¶µ±³ ´¶´½´³»º±¶µ± Â³®³ Â¯»´¶¯º´¯²·

�±�´²µ³ �¯»¯º�´³¶³ À± ¸²µ³À�²µ´½³ �� 	��
�� ��
���
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áßÓáÜ
Fn

ÜÝ ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ ÞàÜÝÚ×ÕÔè öÝßÙÛÕáß Õ
τ̂2
xy

ÝÜ ÚÛÜÓÜ ÜÔ óàÓÙÛßÓÕÔ

τ2
xy =

∫
ψ(zxi

)ψ(zyi
)dF(∫

ψ
′(zxi

)dF
) (∫

ψ
′(zyi

)dF
) = T (F )

îÆð

áßÓáÜ
F

ÜÝ ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ ÖßéÔÕÙÛßÓÕÔè /ÓÛáß Õ Ôß ÕÓÚÜ×Ûß× ÝÜ ÖàÜáÜ
ÞßÝÚ×Õ× çàÜ

%̂xy =
τ̂2
xy

τ̂xxτ̂yy

îüïð

ö ÖÕ×ÚÛ× áÜ ÔÕÝ ÜÙàÕÙÛßÓÜÝ îÆð ì îüïðå ÝÜ ÚÛÜÓÜ çàÜ ÜÔ óàÓÙÛßÓÕÔ ÕÝßÙÛÕáß ÕÔ
ÜÝÚÛÞÕáß× ÖÔÕÓÚÜÕáß ÜÓ îüð ÜÝ ÜÔ ÙßÜùÙÛÜÓÚÜ áÜ

ψãFGJJRSITKUL Ö×ÜÝÜÓÚÕáß ÜÓ ÔÕ
áÜùÓÛÙÛôÓ Åå ÜÙàÕÙÛôÓ îòðå ÙßÓ

ψ(·)
ÔÕ óàÓÙÛôÓ éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕ áÜùÓÛáÕ ÜÓ î�ðè

ÒÔ ßéêÜÚÛæß áÜ ÜÝÚÜ Ú×ÕéÕêß ÜÝ ÕÓÕÔÛúÕ× ÜÔ ÙßÞÖß×ÚÕÞÛÜÓÚß áÜ ÜÝÚÜ óàÓÙÛßÓÕÔå ÜÝ
áÜÙÛ×

%ψXY
=

γψXY

γψXX
γψY Y

îüüð
ÕÝàÞÛÜÓáß çàÜ ÜÔ æÜÙÚß×

(X,Y )
ÚÛÜÓÜ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ

N(0, 0, 1, 1, ρ)
è ÒÓ Ôß çàÜ ÝÛ0àÜ ÝÜ

ÞÜÓÙÛßÓÕ×ØÓ
γψXX

ì
γψXY

ÙßÞß óàÓÙÛßÓÜÝ áÜ æÕ×ÛÕÓúÕ ì ÙßæÕ×ÛÕÓúÕ éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕ
×ÜÝÖÜÙÚÛæÕÞÜÓÚÜè ÒÓ ÜÝÚÜ ÞÛÝÞß ÝÜÓÚÛáßå

%ψXY

ÝÜ ÔÔÕÞÕ ÜÓ ÕáÜÔÕÓÚÜ ÙßÜùÙÛÜÓÚÜ áÜ
Ùß××ÜÔÕÙÛôÓ éÛÙàÕá×ØÚÛÙß\ è

12]2 ^87:86;8 _:<W8>7`B:<8
YÛ ÝÜ ÕÝàÞÜ çàÜ ÜÔ æÜÙÚß×

(X,Y )
ÚÛÜÓÜ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ

N(0, 0, 1, 1, ρ)
å ÔÕÝ æÕ×ÛÕéÔÜÝ

ÕÔÜÕÚß×ÛÕÝ
X

ì
Y

ÚÛÜÓÜÓ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ àÓÛæÕ×ÛÕáÕ
N(0, 1)

å ì

MedX = MedY = 0
ì

MADX = MADY = 0, 67448975

×ÜÝàÔÚÕáßÝ çàÜ ÙßÓÔÔÜæÕÓ Õ çàÜ ÔÕÝ æÕ×ÛÕéÔÜÝ ÜÝÚÕÓáÕ×ÛúÕáÕÝ ÜÝÚaÓ áÕáÕÝ Öß×
Zx = X

lì
Zy = Y

l

å
l = k × 0.67448975

å
k
ÙßÓÝÚÕÓÚÜ áÜ ÜÝÚÕÓáÕ×ÛúÕÙÛôÓ áÜùÓÛáÕ ÜÓ îÅðb è

YÛ ÝÜ áÜùÓÜ ÔÕ æÕ×ÛÕéÔÜ ÕÔÜÕÚß×ÛÕ
M = I

{X≤l}X
ÔÕ æÕ×ÛÕÓúÕ éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕ áÜ

X
å

ÝÜ ÖàÜáÜ ÜÝÙ×ÛéÛ× ÜÓ Úa×ÞÛÓßÝ áÜ
M

ÙßÞß

γψXX
=

E2

l2 − 4E4

l4 + 6E6

l6 − 4E8

l8 + E10

l10(
1 − 6E2

l2 + 5E4

l4

)2
îüÅð

áßÓáÜ
Er = E(M r)

è �Õ óàÓÙÛôÓ áÜ áÜÓÝÛáÕá áÜ
M

ÜÝÚØ áÕáÕ Öß×
fM (m) =

φ(m)
c1

I
{|m|<l}

å
fM (·)

ÜÝ ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ áÜÓÝÛáÕá ×ÜÝàÔÚÕÓÚÜ áÜ Ú×àÓÙÕ× Õ áßÝ ÙßãÔÕÝ ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ áÜÓÝÛáÕá ÕÝßÙÛÕáÕ Õ àÓÕ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ Óß×ÞÕÔ ÜÝÚØÓáÕ×
φ(·)

å ì
c1 = P (−l < X < l)

è
c¸²µ¯ ´¶À´½³ ¿¶³ À´²µ®´�¿½´�¶ ¶¯®º³» �´�³®´³À³ ½¯¶ Â³®�º±µ®¯² E(X) = E(Y ) = 0� V (X) =

V (Y ) = 1 d Corr(X, Y ) = ρ
·e�¯² �³»¯®±² À± k

½¯¶ »¯² ½¿³»±² ²± ®±³»´Ä� ±²µ± µ®³�³Ã¯ ²¯¶ k = 3, 6, 9
·

�±�´²µ³ �¯»¯º�´³¶³ À± ¸²µ³À�²µ´½³ �� 	��
�� ��
���
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YÛ ÝÜ ÓßÚÕ ÔÕ áÜ×ÛæÕáÕ áÜ ß×áÜÓ
r
áÜ ÔÕ óàÓÙÛôÓ 0ÜÓÜ×ÕÚ×Ûú áÜ ÞßÞÜÓÚßÝ áÜ ÔÕ

æÕ×ÛÕéÔÜ
M

å Öß×
m(r)(t) = ∂E(etM )

∂tr
å ÜÝÚÕ áÜ×ÛæÕáÕ ÙàÞÖÔÜ ÙßÓ ÔÕ ÝÛ0àÛÜÓÚÜ ×ÜÙàã××ÜÓÙÛÕ

m(r)(t) =(r − 1)m(r−2)(t) + tm(r−1)(t)

+ (−l)r−1 e
−

1
2 l

2 [
e−lt + (−1)kelt

]

c1(2π)
1
2

ÖÕ×Õ
r ≥ 2

îü�ð

ÒÝÚÕ ÜÙàÕÙÛôÓ ÖÜ×ÞÛÚÜ ßéÚÜÓÜ× ÜÔ æÕÔß× áÜ ÔßÝ ÞßÞÜÓÚßÝ áÜ ÔÕ æÕ×ÛÕéÔÜ ÕÔÜÕÚß×ÛÕ
Mf Óß ÜÝ áÛóäÙÛÔ ßéÝÜ×æÕ× çàÜ ÔßÝ ÞßÞÜÓÚßÝ áÜ ß×áÜÓ ÛÞÖÕ× ÝßÓ ÙÜ×ßè

QNgNEN CDE=DFhD S=GMDHEiB=GD
ö ÖÕ×ÚÛ× áÜ ÔÕ ÜÙàÕÙÛôÓ îü�ð ÝÜ ßéÚÛÜÓÜÓ ÔßÝ ÞßÞÜÓÚßÝ áÜ ÔÕ æÕ×ÛÕéÔÜ

M
å ì Õ ÖÕ×ãÚÛ× áÜ ÜÝÚßÝå àÝÕÓáß ÔÕ ÜÙàÕÙÛôÓ îüÅðå ÝÜ ëÕÔÔÕÓ æÕÔß×ÜÝ áÜ ÔÕ æÕ×ÛÕÓúÕ éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕ

ÖÕ×Õ
k = 9, 6, 3

å ×ÜÝàÔÚÕáßÝ çàÜ ÝÜ Ö×ÜÝÜÓÚÕÓ ÜÓ ÔÕ ÚÕéÔÕ üè

jklmk no p&����� �� �& �&��& �& ����&������& #&�& � & ����������� N(0, 1)"
ñÕÔß× áÜ

k� È Æ
γψXX

ïå�Æü�òò��ïÅÅï ïåïÈÈZüÆÇïÈ��� ïåïÅòÈ�òÈï�ïÇÇ

12q2 r?5A<:56B5 >5 <?77598<:=6 _:<W8>7`B:<?
YÛ ÝÜ áÜùÓÜ ÜÔ æÜÙÚß× ÕÔÜÕÚß×Ûß

M = (M1,M2)
T å ÙßÓ

M = I
{|X|<l,|Y |<l}X

å
X =

(X,Y )
æÜÙÚß× ÕÔÜÕÚß×Ûß ÙßÓ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ

N(0, 0, 1, 1, ρ)
å ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ ÙßæÕ×ÛÕÓúÕ

éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕ áÜ
X

ÜÓ óàÓÙÛôÓ áÜÔ æÜÙÚß×
M

ÜÝÚØ áÕáÕ Öß×å

γψXY
=

E1,1

l2 − 4
E3,1

l4 + 2
E5,1

l6 + 4
E3,3

l6 − 4
E5,3

l8 +
E5,5

l10[
1 − 6E2

l2 + 5E4

l4

]2
îü�ð

ÙßÓ
Er,h = E(M r

1M
h
2 )

å
Er = E(M r

1 ) = E(M r
2 )
å ÖÕ×Õ

r
ì
h

ÜÓÚÜ×ßÝs è öÓØÔß0ß
Õ Ôß ×ÜÕÔÛúÕáß ÖÕ×Õ ÜÔ ÙÕÝß áÜ ÔÕ æÕ×ÛÕÓúÕ éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕå ÔÕ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ áÜÔ æÜÙãÚß× ÕÔÜÕÚß×Ûß

M
ÜÝ ×ÜÝàÔÚÕáß áÜ Ú×àÓÙÕ× àÓÕ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ Óß×ÞÕÔ éÛæÕ×ÛÕáÕf áÜÔß ÕÓÚÜ×Ûß× ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ áÜÓÝÛáÕá ÙßÓêàÓÚÕ áÜ

M
ÜÝÚØ áÕáÕ Öß×

fM(m1,m2) =
φ(m1,m2)

c2
I
{|X|<l,|Y |<l}

å áßÓáÜ
φ(·, ·)

ÜÝ ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ áÜÓÝÛáÕá ÙßÓêàÓÚÕ áÜ àÓÕ áÛÝãÚ×ÛéàÙÛôÓ
N(0, 0, 1, 1, ρ)

å ì
c2 = P (|X | < l, |Y | < l)

è
t
E(Mr

1
) = E(Mr

2

�� À³À¯ �¿± u d v µ´±¶±¶ »³ º´²º³ À´²µ®´�¿½´�¶·

�±�´²µ³ �¯»¯º�´³¶³ À± ¸²µ³À�²µ´½³ �� 	��
�� ��
���
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QNwNEN IJxDE=DFhD S=GMDHEiB=GD y GDNJ ρ = 0

YÛ ÝÜ ÝàÖßÓÜ
ρ = 0

å áÜ ÔÕ áÜùÓÛÙÛôÓ áÜÔ æÜÙÚß×
M = (M1,M2)

å ÝÜ ÝÛ0àÜ çàÜ ÔÕÝ
æÕ×ÛÕéÔÜÝ ÕÔÜÕÚß×ÛÕÝ

M1
ì
M2

ÝßÓ ÛÓáÜÖÜÓáÛÜÓÚÜÝè ÒÝÚÜ ×ÜÝàÔÚÕáß ÙßÓÔÔÜæÕ Õ çàÜ ÔÕ
ÜÙàÕÙÛôÓ îü�ð ÝÜ Ú×ÕÓÝóß×ÞÜ ÜÓ

γψXY /ρ=0 =
E2(M1)

l2 − 4
E(M3

1 )E(M1)
l4 + 2

E(M5
1 )E(M1)
l6[

1 − 6E2

l2 + 5E4

l4

]2

+
4
E2(M3

1 )
l6 − 4

E(M5
1 )E(M3

1 )
l8 +

E2(M5
1 )

l10[
1 − 6E2

l2 + 5E4

l4

]2 = 0
îüÇð

ÒÔ áÜÓßÞÛÓÕáß× ÜÝ áÛÝÚÛÓÚß áÜ ÙÜ×ßå ì ÜÓ ÜÔ ÓàÞÜ×Õáß× ÝôÔß ÝÜ ÚÛÜÓÜÓ ÞßÞÜÓÚßÝ
áÜ ß×áÜÓ ÛÞÖÕ×è ûÕáß çàÜ ÔÕ óàÓÙÛôÓ áÜ áÜÓÝÛáÕá áÜ

M1
ÜÝ ÝÛÞaÚ×ÛÙÕ ÕÔ×ÜáÜáß× áÜ

ÙÜ×ßå ÔßÝ æÕÔß×ÜÝ ÜÝÖÜ×ÕáßÝ ÜÓ ÜÔ ÓàÞÜ×Õáß× ÝßÓ ÙÜ×ßå áÜ áßÓáÜ ÝÜ ÚÛÜÓÜ
γψXY /ρ=0 =

0
è

QNwNQN IJxDE=DFhD S=GMDHEiB=GD y GDNJ ρ 6= 0

ö ÖÕ×ÚÛ× áÜ ÔÕ ÜÙàÕÙÛôÓ îü�ðå ÜÔ ÙÕÞÛÓß Öß× ÝÜ0àÛ× ÖÕ×Õ ÜÔ ÙÕÝß
ρ 6= 0

å ÜÝ ÙÕÔãÙàÔÕ× ÔßÝ ÞßÞÜÓÚßÝ ÙßÓêàÓÚßÝ áÜÔ æÜÙÚß×
M
å ÚÕ×ÜÕ çàÜ ÝÜ ×ÜÕÔÛúÕ àÝÕÓáß ÔÕ óàÓÙÛôÓ

0ÜÓÜ×ÕÚ×Ûúè ÒÔ æÕÔß× áÜ ÔßÝ ÞßÞÜÓÚßÝ àÓÛæÕ×ÛÕáßÝ áÜ
M1

ì
M2

å ìÕ ÝÜ áÜÝÕ××ßÔÔÕ×ßÓ
ÜÓ ÔÕ ÝÜÙÙÛôÓ Åè�è

ÒÔ Ú×ÕéÕêß ÙßÓ áÛÝÚ×ÛéàÙÛßÓÜÝ Óß×ÞÕÔÜÝ Ú×àÓÙÕáÕÝ Óß ÜÝ ÓàÜæßè �ÜÕ×ÝßÓ ÛÓÛãÙÛÕÔÞÜÓÚÜ Ú×ÕéÕêô ÜÓ ÔßÝ ÕâßÝ áÜ üÆ�ï Ýßé×Ü ÜÝÚÕÝ áÛÝÚ×ÛéàÙÛßÓÜÝå ÙßÓ ÜÔ Ö×ßÖôÝÛÚß
áÜ 0ÜÓÜ×Õ× ÕÔ0àÓÕÝ ÚÕéÔÕÝ îÚßÞÕáß áÜ zßÝÜÓéÕàÞ üÆÈüå Öè �ïÇðf ÖßÝÚÜ×Ûß×ÞÜÓÚÜ
Ú×ÕéÕêÕ×ßÓ Ýßé×Ü ÜÝÚÜ ÚÛÖß áÜ áÛÝÚ×ÛéàÙÛßÓÜÝ ÷ßëÜÓ îüÆÇÇðå YÛÓ0ë îüÆÈïðå zßÝÜÓãéÕàÞ îüÆÈüðå �ÕÔÔÛÝ îüÆÈüðå õÛÓÓÜì îüÆÈÅð ì {ëÕÚ×Û ÿ |ÕÛÝ}ÕÔ îüÆÈ�ðè YÛ ÝÜ ÓßÚÕ
m = (m1,m2)

T ì
t = (t1, t2)

T å ÔÕ óàÓÙÛôÓ 0ÜÓÜ×ÕÚ×Ûú áÜÔ æÜÙÚß×
M

ÜÝÚØ áÕáÕ Öß×

GM(t) = E
(
et

T
M

)
=
e

1
2 t

T Σt

c2

l∫

−l

l∫

−l

|Σ|−
1
2

(2π)
e−

1
2 [(m−Σt)T Σ−1(m−Σt)]dm1dm2

áßÓáÜ
| · |

ÛÓáÛÙÕ áÜÚÜ×ÞÛÓÕÓÚÜ~ è �Õ×Õ ëÕÙÜ× ÞØÝ Ùß×ÚÕ ÔÕ ÜÝÙ×ÛÚà×Õå ÔÕÝ áÜ×ÛæÕáÕÝ áÜ
ÔÕ óàÓÙÛôÓ 0ÜÓÜ×ÕÚ×Ûú ÝÜ ÓßÚÕÓ ÙßÞß

D(h,r) = ∂r+hGM(t)

∂tr2∂t
h
1

è �ßÝ ÞßÞÜÓÚßÝ ÙßÓêàÓÚßÝ
áÜ ß×áÜÓ

r
ì
h
áÜ

M
î
r
ì
h
ÜÓÚÜ×ßÝ ÓßÓÜ0ÕÚÛæßÝðå ÕÔ×ÜáÜáß× ÕÔ ß×Û0ÜÓå ÜÝÚØÓ áÕáßÝ

Öß×
E(Mh

1M
r
2 ) = D(h,r)

∣∣∣
t1=0,t2=0

îüÈð

�¸» �³»¯® À± ³½¯µ³º´±¶µ¯ l = k × 0, 67448975 ¿²³À¯ ±¶ ±» ½�»½¿»¯ À± �³®´³¶Ä³ �´½¿³À®�µ´½³�²±½½´�¶ �·�·

�±�´²µ³ �¯»¯º�´³¶³ À± ¸²µ³À�²µ´½³ �� 	��
�� ��
���
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ö ÖÕ×ÚÛ× áÜ çàÜ ÔÕ áÛÝÚ×ÛéàÙÛôÓ Óß×ÞÕÔ ÙàÞÖÔÜ ÙßÓ ÔÕÝ ÙßÓáÛÙÛßÓÜÝ áÜ ×Ü0àÔÕ×ÛãáÕá îæÜ× þÛÙ�ÜÔ ÿ ûßÙ�ÝàÞ üÆòòå Öè �òZðå ÝÜ ÚÛÜÓÜ çàÜ

D(1,0) = GM(t)(t1 + ρt2)

−
β1(l, t1, t2) − β2(−l, t1, t2) − ρ [β3(l, t2, t1) − β4(−l, t2, t1)]

c2(2π)
1
2

îüòð
ÙßÓ

βj(v, u, w) = e
−

v2

2(1−ρ2)
+vu+

[ρv+(1−ρ2)w]2

2(1−ρ2) P (−|v| < ξj < |v|) j = 1, 2, 3, 4

áßÓáÜ
ξ1, ξ2, ξ3

ì
ξ4

ÝßÓ æÕ×ÛÕéÔÜÝ ÕÔÜÕÚß×ÛÕÝ ÙàìÕÝ áÛÝÚ×ÛéàÙÛßÓÜÝ ÝÜ Ö×ÜÝÜÓÚÕÓ Õ
ÙßÓÚÛÓàÕÙÛôÓO

ξ1 ∼ N
(
ρl + (1 − ρ2)t2; 1 − ρ2

)
, ξ2 ∼ N

(
−ρl+ (1 − ρ2)t2; 1 − ρ2

)

ξ3 ∼ N
(
ρl + (1 − ρ2)t1; 1 − ρ2

) ì
ξ4 ∼ N

(
−ρl+ (1 − ρ2)t1; 1 − ρ2

)

ì ÖÕ×Õ
h ≥ 2

ì
r ≥ 1

ÝÜ ÚÛÜÓÜ

D(h,r) = rρD(h−1,r−1) + (h− 1)D(h−2,r) +D(h−1,r)(t1 + ρt2)

−

[
lh−1(β1 + (−1)hβ2)

(0,r) + ρlr(β3 − (−1)rβ4)
(h−1,0)

]

c2(2π)
1
2

îüZð

áßÓáÜ
∂r+s(β1 ± β2)

∂tr2∂t
s
1

= (β1 ± β2)
(s,r) ì ∂m+n(β3 ± β4)

∂tm2 ∂t
n
1

= (β3 ± β4)
(n,m)

QNwNgN CDKJE?N H? %ψXY

ö ÖÕ×ÚÛ× áÜ ÔßÝ áÜÝÕ××ßÔÔßÝ ÞßÝÚ×ÕáßÝ ÜÓ ÔÕ ÝÜÙÙÛôÓ Åè�èÅå ÝÜ ßéÚÛÜÓÜÓ ÔßÝ æÕÔß×ÜÝ
áÜ ÔßÝ ÞßÞÜÓÚßÝ ÙßÓêàÓÚßÝ áÜÔ æÜÙÚß×

M
è /ÓÕ æÜú ÙÕÔÙàÔÕáßÝ ÜÝÚßÝå ÝÜ ÙßÓÝÛ0àÛÜ×ßÓ

ÔßÝ æÕÔß×ÜÝ áÜ ÔÕ ÙßæÕ×ÛÕÓúÕ éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕ àÚÛÔÛúÕÓáß ÔÕ ÜÙàÕÙÛôÓ îü�ðå æÕÔß×ÜÝ çàÜ
ëÕÙÜÓ ÖßÝÛéÔÜ ÙÕÔÙàÔÕ× ÜÔ ÙßÜùÙÛÜÓÚÜ áÜ Ùß××ÜÔÕÙÛôÓ éÛÙàÕá×ØÚÛÙß ÞÜáÛÕÓÚÜ ÔÕ ÜÙàÕãÙÛôÓ îüüðè �ßÝ æÕÔß×ÜÝ áÜ ÔÕ æÕ×ÛÕÓúÕ éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕ ìÕ ëÕéäÕÓ ÝÛáß ßéÚÜÓÛáßÝ îæÜ×
ÝÜÙÙÛôÓ Åè�èüðè

�ßÝ ×ÜÝàÔÚÕáßÝ ÞàÜÝÚ×ÕÓ çàÜ ÜÔ æÕÔß× áÜ
%ϕXY

(ρ) → ρ
ÙàÕÓáß

k
Ù×ÜÙÜ� îæÜ×

ù0à×ÕÝ üå Å ì ÚÕéÔÕ Åðè�Õ×Õ
k = 9

ÔÕÝ áÛóÜ×ÜÓÙÛÕÝ ÜÓÚ×Ü
%ϕXY

ì
ρ
ÝßÓ áÜ ÚÕÔ ÞÕ0ÓÛÚàá

çàÜ ÔÕÝ ÔäÓÜÕÝ ÝÜ ÝàÖÜ×ÖßÓÜÓå ×ÕúôÓ Öß× ÔÕ ÙàÕÔ ÝÜ ÞàÜÝÚ×Õ àÓÕ ÕÞÖÔÛÕÙÛôÓ áÜ ÔÕ
ÞÛÝÞÕ 0×ØùÙÕ ÜÓ ÜÔ ÙàÕá×ÕÓÚÜ îïå�f ïåòð îæÜ× ù0à×Õ Åðè

��³ »�¶±³ À±»�³À³ ´¶À´½³ »³ ´À±¶µ´À³À� ±² À±½´® ρ = ρ� »¯² Â¿¶µ¯² ±» �³»¯® À± %� »¯ ´À±³» ±² �¿±
% ≈ ρ� ±² À±½´® �¿± »³² À¯² »�¶±³² ½¯´¶½´À³¶·

�±�´²µ³ �¯»¯º�´³¶³ À± ¸²µ³À�²µ´½³ �� 	��
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öÝàÞÛÜÓáß çàÜ ÜÔ ÜÝÚÛÞÕáß× áÜÔ Ùß××ÜÔÕÙÛôÓ éÛÙàÕá×ØÚÛÙß Ö×ÜÝÜÓÚÕ àÓ ÙßÞÖß×ãÚÕÞÛÜÓÚß ÕÓØÔß0ß ÕÔ ÙßÞÖß×ÚÕÞÛÜÓÚß áÜÔ óàÓÙÛßÓÕÔ Õçàä ÜÝÚàáÛÕáßå ÔßÝ ×ÜÝàÔÚÕáßÝ

Ýà0ÛÜ×ÜÓ çàÜ ÜÔ ÜÝÚÛÞÕáß× éÛÙàÕá×ØÚÛÙß ÝàéÜÝÚÛÞÕ ÜÔ æÕÔß×
ρ
ÙàÕÓáß

ρ > 0
å ì Ýßãé×ÜÜÝÚÛÞÕ Ýà æÕÔß× ÙàÕÓáß

ρ < 0
è

[��������� ����� �� ���� � ��������� ������� �� ����]

.-�-2-)*+1.
þÜÕÚßÓå öè ÿ �à�Üìå |è îüÆò�ðå ��ëÜ õÛÚÚÛÓ0 ßó �ß}Ü× YÜ×ÛÜÝå ÜÕÓÛÓ0 �ßÔìÓßÞÛÕÔÝå

¡ÔÔàÝÚ×ÕÚÜá ßÓ þÕÓáãYÖÜÙÚ×ßÝÙßÖÛÙ ûÕÚÕ¢å £RT¤LG¥R¦JKT§ E¨îÅðå ü�ò©üZÇè
þÛÙ�ÜÔå�è ÿ ûßÙ�ÝàÞå{è îüÆòòðåªI¦¤R¥I¦KTIS «¦I¦K§¦KT§¬ ­I§KT ®¯RI§ IL¯ «RSRT¦R¯£G°KT§å ±ßÔáÜÓãáÕì ¡ÓÙèå YÕÓ õ×ÕÓÙÛÝÙßè
÷ßëÜÓå ÷è îüÆÇÇðå �zÜÝÚ×ÛÙÚÛßÓ ÕÓá YÜÔÜÙÚÛßÓ ÛÓ YÕÞÖÔÜÝ ó×ßÞ þÛæÕ×ÛÕÚÜ ²ß×ÞÕÔ

ûÛÝÚ×ÛéàÚÛßÓÝ¢å ³G´JLIS Gµ ¦¤R ¶¥RJKTIL «¦I¦K§¦KTIS ¶§§GTKI¦KGL ·¸îÅòüðå ZZ�©ZÆ�è
õÛÓÓÜìå ûè îüÆÈÅðå �÷àÞàÔÕÓÚÝ ßó �×àÓÙÕÚÜá  àÔÚÛã²ß×ÞÕÔ ûÛÝÚ×ÛéàÚÛßÓÝ¢å ³G´JLIS

Gµ ¦¤R ¹GºIS «¦I¦K§¦KTIS «GTKR¦º¬ §RJKR ­ QwîÅðå Ç�Ç©Ç�Èè
{ëÕÚ×Ûå ÷è ÿ |ÕÛÝ}ÕÔå  è îüÆÈ�ðå �ÒÝÚÛÞÕÚÛßÓ ßó �Õ×ÕÞÜÚÜ×Ý ßó Õ �×àÓÙÕÚÜá þÛæÕã×ÛÕÚÜ ²ß×ÞÕÔ ûÛÝÚ×ÛéàÚÛßÓ¢å ³G´JLIS Gµ ¦¤R ¶¥RJKTIL «¦I¦K§¦KTIS ¶§§GTKI¦KGL

·»î�ïÅðå ÇüÆ©ÇÅÈè

�±�´²µ³ �¯»¯º�´³¶³ À± ¸²µ³À�²µ´½³ �� 	��
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�Õøå ûè îüÆòÇðå öÓ ¡ÓÚÜ×ÛÞ zÜÖß×Ú ßó Õ  ßÓÚÜ ÷Õ×Ôß YÚàáì ßó zßéàÝÚ ÒÝÚÛÞÕÚß×Ý
ßó íÛáÚëÜ×Ýå�ÜÙëÓÛÙÕÔ ×ÜÖß×Úå ûÜÖÕ×ÚÞÜÓÚ ßó YÚÕÚÛÝÚÛÙÝå�×ÛÓÙÜÚßÓ /ÓÛæÜ×ÝÛÚìè

zßÝÜÓéÕàÞå Yè îüÆÈüðå � ßÞÜÓÚÝ ßó Õ �×àÓÙÕÚÜá þÛæÕ×ÛÕÚÜ ²ß×ÞÕÔ ûÛÝÚ×ÛéàÚÛßÓ¢å
³G´JLIS Gµ ¦¤R ¹GºIS «¦I¦K§¦KTIS «GTKR¦º QgîÅðå �ïÇ©�ïZè

YÛÓ0ëå ²è îüÆÈïðå �ÒÝÚÛÞÕÚÛßÓ ßó �Õ×ÕÞÜÚÜ×Ý ßó Õ  àÔÚÛæÕ×ÛÕÚÜ ²ß×ÞÕÔ �ßÖàÔÕãÚÛßÓ ó×ßÞ �×àÓÙÕÚÜá ÕÓá ÷ÜÓÝà×Üá YÕÞÖÔÜÝ¢å ³G´JLIS Gµ ¦¤R ¹GºIS «¦I¦K§¦KTIS«GTKR¦º¬ §RJKR ­ QQîÅðå �ïò©�üüè
�ÕÔÔÛÝå¼è îüÆÈüðå ��ëÜ  ßÞÜÓÚ ¼ÜÓÜ×ÕÚÛÓ0 õàÓÙÚÛßÓ ßó ÚëÜ �×àÓÙÕÚÜá  àÔÚÛÓß×ÞÕÔ

ûÛÝÚ×ÛéàÚÛßÓ¢å ³G´JLIS Gµ ¦¤R ¹GºIS «¦I¦K§¦KTIS «GTKR¦º¬ §RJKR ­ Qgîüðå ÅÅ�©ÅÅÆè
ñÕÔÙØ×ÙÜÔå ±è îÅïïòðå �×ßÖàÜÝÚÕ áÜ àÓÕ óàÓÙÛôÓ áÜ ÕàÚßÙß××ÜÔÕÙÛôÓ ÙßÓ éÕÝÜ ÜÓ ÔÕ

óàÓÙÛôÓ éÛÙàÕá×ØÚÛÙÕå �×ÕéÕêß áÜ 0×Õáßå ûÜÖÕ×ÚÕÞÜÓÚß áÜ ÒÝÚÕáäÝÚÛÙÕå /ÓÛãæÜ×ÝÛáÕá ²ÕÙÛßÓÕÔ áÜ ÷ßÔßÞéÛÕå þß0ßÚØè
íÜÛå íè îÅïïÈðå £K¥R «RJKR§ ¶LISº§K§½ ¾LKHIJKI¦R IL¯ ª´S¦KHIJKI¦R ªR¦¤G¯§å ÝÜãÙßÓá ÜáÓå öááÛÝßÓ íÜÝÔÜìå þßÝÚßÓè

�±�´²µ³ �¯»¯º�´³¶³ À± ¸²µ³À�²µ´½³ �� 	��
�� ��
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UVWXY Z[WW\Y]^V_`a[Wb]1,c d e^Yf[] egYWh\ij2,k
1lmnopqormsqt um vwtstrxoy zow{|qou um }~msw~o� vwts�r~wo�y �s~�mp�~uou um�sq~t�{~oy �mum||xsy }t|tr�~o

2�s�q~q{q ��p �qoq~�q~� {su ��tstrmqp~my �mtp� �{�{�q �s~�mp�~q�q ��qq~s�msy��qq~s�msy �mpros�

���������  � � % � ����#%�%������ ����� �� ��� ���� �������%# �� % ��% �%�������� ��� ������� � � ��� ������%� �%���� �� �����" �� ���  ��� ��#��������� %��� ����� ��  � #%�%������� ��� �� � �� ��%� %� ��%�� %���#�����%���
����������� � ��  �����%�� � ��� #��������%��� �� ���  ��� ����� ��� �� ���%�� � ��� �������%# �%�#���" ���  ¡���� ¢ £%��� ¤�&&�� �&&�¥"  �������� #�%����� ���� � ������� �� �� ������ ���#" � ����  ��� �� ��������� ��%� �����% ������ ������ #������ �% ������ ¦���� �������" §� % %���� %����� ��������� ������� ��� #���������� �� ����%�#�� �"¨
©ª« ¬­®¯°± ²% ������ ������� ²������%# ������ ³� #%�%������ �#���´�%���� �����"

���µ
��¶ �� ��%����  �� � ����#%�%�·������ �� ¸¹º»¼½¾¾¿À¿ÁÂÃ �� � �·���� ����Ä �%� #%�% �% ������� %��Å �� ��� �%����� ��Æ����� �� ��� ���%�Æ������ �� �� ���%����" �� �% ��#Å�����  ��% ��  � � ����#%�%�·����%� �%����� ¦�� %� �� ��%�� �Å���%�� �� ��  ����%��% � % ��������%��Ç%��Å � �% #��������%��Å ��������� �%È� �%  ��% #%�% �� ��%� �%� ������%� �������%#� ��� #�� �È��#�� ¡���� ¢ £%��� ¤�&&�� �&&�¥"³� ����% ��� � �% #�Ä����% ���� �� ������ �� �� �� #��% �  � �� % %���%"¶ ���� %��Æ����� #� ���� �� �% �´���� ¦�� �� #������% �� �% �������Å ��
�% �% �% �� ��%���%� #%�% #��������� ��� �� �� ��%��� #���� ��� ��� ������" É��� %���� %���%� ���������� ������� �� �% #��������%� �� ��%� ����������%�"
ÊËÌËÍ®Ë° ÎÌËÏª± % ��� �� �% �%� �� ��%���� �� ��#���´�%��Å  ��#%�%�·��������� ��%���� �������%#"
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�
 {(Xi,Yi)}n

i=1 ∈ R
d×R

� !����

Yi = m (Xi) + ui i = 1, 2, . . . , n,
./1

!��� m : R
d → R


� ��&�
!� ������
� 
� ���������m(x) = E(Y | X = x)� 
�� ui������ �
��
� ���
�� !��� E[ui] = 0

�� ����� #
��
��� σ2(xi)
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�

m̂k(x) =

n∑

i=1

vk(x,Xi)Yi,
!��� vk(x,Xi) =

(
f̂k(Xi)

)−1

Kk(x−Xi)
.51

!���� f̂k(Xi) = 1
n

∑n
i=1 Kk(Xj −Xi)

�� 
 &����� ������ �����
�
� !��� 
 ������
����
��#� &������ ���� �
�w = (w1, . . . , wd) ∈ IRd !� ����& 
�

Kk(w) =
∏d

α=1Kk (wα)�
Kk(wα) = k−1K

(
wαk

−1
) � T
��
�� � ��� &����� �� 
������ �
 	� 4�������; �
������
�� !��� �
��
�� ����
�� 
�� ∫

|K(x)| dx <∞,
∫
K(x)dx = 1 � U�������
���

k �� ��� 	
��!����� 
������ �
 �
 �
 ;��
 �
� �
���� ��;� n �
��� �
 ������ � 	��
nkd

n

�
��� �
 ������ � 4�� Vk
	� ��� n×n �
���8 !�
�� (j, i) ������� �� vk (Xj, Xi)

����� m̂ (x) = Vk (x) Y �
'� 
�� ���������� �� ��� 
�����#� �
���� !���� !� !���� �� ����� 
�

E (Y | X = x) = mS (x) = ψ +

d∑

α=1

mα (xα)
.þ1

!���� !� ��� EXα
{mα(Xα)} =

∫
mα(x)fα(x)dx = 0 ∀α �
� ��������
��
�� $����

mα
� α = 1, . . . , d


�� ��� �
����
� ���
�� ������
�� �
� �
�� �������
�� "�����
���
ψ �� 
 �
���
�� ���
� �
 ��� ���
�����
�
� �8����
��
� 
�

Y � '������ m(X) =
mα(Xα) + m−α(X−α) !���� X−α

�� ��� #���
� X 
� 
�� �8��
�
�
� #
��
	���
!���
�� Xα

� ���� X−α =
(
Xi1, . . . , Xi(α−1), Xi(α+1), . . . , Xid

) � !� �
� ��� ���
��������
��
� �
�����
� ������� �
 �����
��mα

� "�� �
 �
���� �
����
� ������
��
�
���
 �� 	
��� 
� ��
� �
� xα

�8 !� �
#�

EX
−α

[m (xα, X−α)] =

∫
m (xα, x−α) f−α (x−α)

∏

β 6=α

dxβ = ψ +mα (xα)

*�	��������� �
� m(·) 
 �
��
�
������ ���������
�
� ���� 
� ��� 
�� ��#�� ��.51� 
 �
���� 
#��
�� �
� ��� �8����
��
�� 
�� �
� ψ ����� ψ̂ = 1
n

∑n
i=1 yi

��#��

m̂α(xα) =

n∑

i=1

wαh (xα, Xiα)Yi

!���� �
� 
 	
��!���� h .��� 
�� �8��� ��� ��

������ 
� 
�� H0
�
���1

wh (xα, Xαi) = Kh (xα −Xiα)
f̂−α (Xi,−α)

f̂ (Xiα, Xi,−α)

.V1

U��
�� � !� ��� m̂S(Xj) = ψ̂ +
∑d

α=1 m̂α(Xjα)
�
� �
�� j = 1, 2, . . . , n � S
����
� ������� Wh =

∑d
α=1Wαh (xα) !��� Wαh (xα)

	���� ��� n× n �
������ !���
wαh (Xj , Xi)


� ��������� 
�� �
� m̂S (x) = ψ +Wh (x) Y �
2� �����
��� 	��
��� !� �
 �
� ����
���� ��! ������� ��
������� 	�� �
����

���� �!
 �
����� ��
������� !���� �
#� 
���
� 	��� ������� �� ��� 
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��� �
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�
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.5ÿÿ�1 ��
��� �� 
 ��)����� �
���8�� "�� ���� � �
������ 
� �������� ��H0 : m(·) =
mS(·) #����� H1 : m(·) 6= mS(·)� '� �
������ ��� �
��
!��� �!
 ���� ��
�������(

τ1 =
1

n

n∑

i=1

(m̂ (Xi) − m̂S (Xi))
2 w(Xi)

τ2 =
1

n

n∑

i=1



 1

nkd

n∑

j=1

Kk (Xi −Xj) (Yj − m̂S (Xj))




2

w(Xi)

!���� êi = Yi − m̂S (Xi)
� ���� ��� ������
�� ����� ��� ���� � �
������� 
��

ûi = Yi − m̂ (Xi)
� ��� ������
�� !���
�� ���������
��� '� �������� 
��
 
 !�����������
� w(·) !���� � ���
�� �� W��� ���� �
� �������� 
� ��� 	
���
���� 
� �����
�� !���� �
�
 
�� ��
���� S
�� ��
� �� 
�� �����
��
� ���� !� !��� �
&� ���
� ��� �������� 
� ��� 	
���
����� :	#�
��� � τ1 �
����
��� ������� ��� ������
���

���
��� ��)������ 	��!��� ��� ���� 
�� 
�����
��#� �
����� 2�����
��#�� � τ2 ���&��
 �����
�� ��� 	�
� ��
	��� ��������� ��
� ��� �����
�� m̂ � !���� ��)��� ��
� ���X����� 
� �������
�
��� Y� �� 3���� �� 
�� .5ÿÿ61 �� �� ��
#�� ��
�� �
� 	
�� �����
τj
� ��� nk d

2 (τj − µj)
�
�#���� ����� ��� ���� �
 
 �
��
� #
��
	�� !��� ��
� ;��

�� #
��
���� v2

j

�
� j = 1, 2 !���

µ1 = EH0
{τ1} =

1

nkd

∫
σ2(x)w(x)dx

∫
K

2(x)dx + o

(
1

nkd

)

µ2 = EH0
{τ2} =

∫
(K ∗ K)

2
(x) dx

∫
σ2(x)f2(x)w(x) dx


��
v2
1 = V arH0

{τ1} = 2

∫
σ4(x)w2(x)dx

∫
(K ∗ K)

2
(x) dx

v2
2 = V arH0

{τ2} =

∫
σ4(x)f4(x)w2(x) dx

2�� ����� �
#� 	��� ��
#�� �
 	� �
�������� �� ��� ����� ��
� ����� ��� 
������
��#� ��� �
�#���� !��� n �
 ������ � 4�� �� 
��
 �����
� ��
� !� �
#� �������
�
� �
�� ���� ��
�������� ���� ��
�� ��#�� �� 3���� �� 
�� .5ÿÿ61 
� 7
�
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!�� �#�� ���� �
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����
��
���� �
 !� �
#� �&����� ���� �� 
�� �������
��
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�
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�
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�#������� �
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! �
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�
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 ��� ���
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���
8��
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� ��� �
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� �
���� ��
������� "���� �
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����
� ����
�� 
�
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!� ��
� 
��
��
��� �
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���

'� ��#� ��� �����
� 	

����
� ��
������ ���� 
�� ���� ������� ��� ���
���(
/� '��� 	
��!���� h � �
����
�� ��� �����
�� m̂S

����� ��� ���� � �
������ 
�

�����#�� 
�� ��� ��������� ������
�� êi

� i = 1, . . . , n �
5� '��� 	
��!���� k � �
����
�� ��� �����
�
� m̂ �
� ��� �
�����
�
� �8����
���
� !���
�� ��� 
�����#�� ���������
�� 
�� ��� �
�����
����� ������
�� ûi

�
i = 1, . . . , n �

þ� '��� ��� ������� ��
� ���� / 
�� 5� !� �
� �
����
�� 
�� ���� ��
������� τ1 
��
τ2
�

V� 7���
� ���� / !��� 
 	
��!���� hb
� '� �
�� ��� 
���
�� m̂b

S
� ��������#�� 

εi = Yi − m̂b
S(Xi)

� i = 1, . . . , n �
6� 3�
! �
��
� #
��
	��� e∗i !��� E[(e∗i )

j ] = uj
i

.��������#�� êj
i


� εji � ��� ���������
� 	��
!1 �
� j = 1, 2, 3
.��������#�� j = 1, 2 � ��� 	��
! 
�
��1� *��

Y ∗
i = m̂b

S(Xi) + e∗i
� i = 1, . . . , n � ���� �����
�� !��� 	

����
� �
������ 7��

��
� ���� B ������ "��� ������ B ��)����� 	

����
� �
����� {(Xi, Y
∗,b
i )}n

i=1
�

b = 1, . . . , B �
]� U
� �
�� 	

����
� �
���� ��
� ����� V 
�� 6� �
����
�� ��� ���� ��
������� τ∗,b

j
�

j = 1, 2 � b = 1, . . . , B � "���� �
� �
�� ���� ��
������ τj � j = 1, 2 � ��� ������
�
#
��� �� 
���
8��
��� 	 ��� �
�����
����� ��
������ 
� ��� ������	���
� 
� ���
B

	

����
� 
�
�
����( F ∗(u) = 1
B

∑B
b=1 I{τ

∗,b
j ≤ u} � 7��
�� ��
� ��� 
�������
��� ����� ��� ���� � �
�������

�� ���� 5� ��� 	
��!���� k �
� ����� �
 
	� ��� ��)����� 
�������
�� ��������� �
� �
�� ������� ����� �� �
� 	� ��
��� �� ���� 
 !
 ��
� �� �
8���;�� ���
�
!�� 
� ��� ���� �
� 
 ��#�� ��;�� "�����
��� ��)����� ��
� 3���� �� 
�� .5ÿÿ61
!� 
��� ��� 
�
���#� ������� 
���

�� ����
����� �� *�
&
�� ./00�� /00]1� $�
�
������� ������
��
��� 
 �
��� 
� ����� {

τk, k ∈ K
} � !����

K = {k1, k2, . . . , kP }�� 
 ����� ��� 
� ��
�
�
	�� 	
��!������ "�� ���
�����
� �
8��
� ���	�� P �������� 
� n � 	�� �� 
� �
 ��
����
� ����#
���� U
� ���
���� ��� $
�
!��; , *�
&
�� .5ÿÿ/1� "�� �����
τmax = max

k∈K

τk − E0[τ
k]

V ar1/2[τk]

!���� E0[·] �����
��� ��� �8����
��
� ����� H0
� 2 �
������
��� 
� ��� ���
������
�
�
���� 
�

τmax �� ��
� 
�� ���� ����� �
 �
����
�� ��� ���
������ ��
�������
(τk)∗,b �
� 
�� k ∈ K

�
 
����!
��� ��� (τmax)∗,b � S
�� ��
� �
� �
�� k � ��� �������
�
�
����� 
� ��� ���
������ ��
������� (τk)∗,b �
� 	� ���� 
� 
 ��	������� �
� E0[τ

k] ���������#�� V ar1/2[τk] � �� ��
������
�� ���� 6� ��� !��� 	

����
� .��� $+���� , -
���� /00þ1 �� �� ��� 
��� !����
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�� ��
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&�� ûi
� êi
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� 
��
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� ��
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εi

��
��� 	� �
&��� S�8�� �� �� 
���� ��9����� �� !� 
��
! �
� �����
����
������ 
�

� ��&�
!� �
�� ����� e∗i = εiεi

� !���� ��� εi

�� ������� ��
!� ������ ��
� ����
�������� ������	���
�� ����

εi =

{
−(

√
5 + 1)/2 !��� ��
	
	���� p = (

√
5 + 1)/(2

√
5)

(
√

5 + 1)/2 !��� ��
	
	���� 1 − p
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� ��� ^
����
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�
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�
� �
 	� ��
��� 
�
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-
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� ./00ÿ� /00/1( U
� ��� ��
� 
�
m̂h(x) −m(x) ����� ��� �
�����
�
� �������	���
� 
�

Y1, . . . , Yn | X1, . . . , Xn
� ��������#�� 
�

m̂∗
h(x) − m̂hb

(x) ����� ���
�
�����
�
� ������	���
� 
�

Y ∗
1 , . . . , Y

∗
n | X1, . . . , Xn

� �� �� !��� &�
!� ��
�

EY |X(m̂h(x) −m(x)) ≈ h2µ(K)

2
m′′(x)

.61

E∗(m̂∗
h(x) − m̂h(x)) ≈ h2µ(K)

2
m̂′′

hb
(x)

.]1
!���� µ(K) =

∫
u2K(u)du � :	#�
��� � !� ���� ��
�

m̂′′
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�
� �����
���� ��� ���
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àá âãäáåæåæ çè éêãëáêìèíâçêæ èæ îãâ ïðéãåéâ çè âãäáåæåæ èñòáêíâïêíåêó çèôãåõçê çèãïíê çè áêæ ìðïêçêæ ìîáïåöâíåâãïèæ çè éáâæåôéâéå÷ãó øîè òèíìåïè æèòâíâí èãçåùèíèãïèæ éáâæèæ ê ëíîòêæ â îã éêãúîãïê çè êûúèïêæ ê åãçåöåçîêæó çè ìêçê øîèïêçêæ áêæ øîè òèíïèãèéèã â îãâ ìåæìâ éáâæè æêã üêìêëðãèêæ èãïíè æý þ çåùèõíèãïèæ çè âøîèááêæ êûúèïêæ øîè òèíïèãèéèã â îãâ éáâæè çåæïåãïâÿ àæïè ìðïêçê çèâëíîòâéå÷ã èæ ìîþ îïåáå�âçê üêþ èã çýâ èã çåùèíèãïèæ äíèâæó ïâáèæ éêìêó èæïîçåêæçè æèëìèãïâéå÷ã çè éáåèãïèæ èã èá äíèâ ôãâãéåèíâ ��ûêãþå � �èåá Ø����ó ûåêáêëýâ
��îåãã � 	èêîëü Ø��Øó 
èí � àöèíåïï Ø����ó èéêáêëýâ ��é
âíåëâáó �îæüìâã �
�ïâ�êíç Ø����ó èãïíè êïíêæó òîèæïê øîè áâ ìâþêíýâ çè áâæ öèéèæ ãê îïåáå�â ãåãë�ãæîòîèæïê èæïâçýæïåéê òâíâ ááèöâí â éâûê èá òíêéèæê çè âëíîòâéå÷ãÿ �êæ âáëêíåïìêæçè âëíîòâìåèãïê ìäæ éêãêéåçêæ æêã áêæ ìðïêçêæ úèíäíøîåéêæ þ áêæ ìðïêçêæ çè òâíõïåéå÷ã ê ãê úèíäíøîåéêæó âîãøîè èñåæïèã êïíêæ ìðïêçêæ ûâæâçêæ èã çèãæåçâçèæ ê
ìêçèáêæ òíêûâûåáýæïåéêæ �	âìûèí � �âã Ø����ÿ

àã áêæ ìðïêçêæ çè òâíïåéå÷ãó èá éêãúîãïê çè çâïêæ èæ åãåéåâáìèãïè çåæïíåûîåçê
èã îã ã�ìèíê òíèõèæòèéåôéâçê çè éêãëáêìèíâçêæ k ó èá øîè òîèçè æèí âáèâïêíåêó þáîèëê åïèíâïåöâìèãïè æè âæåëãâã áâæ êûæèíöâéåêãèæ â áêæ éêãëáêìèíâçêæ üâæïâ øîèæè æâïåæùâéè âáë�ã éíåïèíåê çè òâíâçâÿ àãïíè èæïêæ ìðïêçêæó èá ìäæ îïåáå�âçê èæ èáâáëêíåïìê kõìèçåâæ ��âé�îèèã Ù���ó�ãçèíûèíë Ù��×�ó æåã èìûâíëêó èñåæïèã êïíêæâáëêíåïìêæ çèãêìåãâçêæ kõìèçåâãâæó��� þ �áâíâ �	âîùìâã � �êîææèèî� Ù����óáêæ éîâáèæ ãê üâã æåçê âìòáåâìèãïè çåùîãçåçêæó íâ�÷ã òêí áâ éîâá ãê æè îïåáå�âã éêãùíèéîèãéåâÿ

àá òíèæèãïè ïíâûâúê ïåèãè éêìê òíêò÷æåïê èãïíèëâí îã òâãêíâìâ âéèíéâ çè áêæ
ìðïêçêæ çè òâíïåéå÷ã ìäæ éêìîãèæó âûêíçâãçê æî èæïíîéïîíâ âáëêíýïìåéâ è åìõòáèìèãïâéå÷ãÿ �â éêãïíåûîéå÷ã èæïä íèáâéåêãâçâ éêã éêìòâíâí áâ èùèéïåöåçâç çèáêæ âáëêíåïìêæ òâíâ çèïèíìåãâí þ æèòâíâí áêæ ëíîòêæó îæâãçê çåæïåãïêæ èæøîèìâæ
çè æåìîáâéå÷ã øîè åãéáîþèã çâïêæ ëèãèíâçêæ â òâíïåí çè çåæïíåûîéåêãèæ ãêíìâáèæ þ
��è�õ�êíìâáèæ òâíâ èá éâæê éîâãïåïâïåöê þ çåæïíåûîéåêãèæ ìîáïåãêìåâáèæ òâíâ èá
éâæê éîâáåïâïåöê �öèí �èåöâ Ø����ÿ

àã îãâ òíåìèíâ èïâòâó èá òíèæèãïè ïíâûâúê èãïíèëâ íèæîáïâçêæ íèáâéåêãâçêæ éêãáâ éêìòâíâéå÷ã çè áêæ ìðïêçêæ çè éáâæåôéâéå÷ã kõìèçåâæókõìèçåâãâæó��� þ �áâíâ
éîâãçê æè çåæòêãè çè çâïêæ ãîìðíåéêæ éêãïåãîêæó èã çåöèíæêæ èæéèãâíåêæ çè âëíîõòâéå÷ãÿ �îèëêó æè éêìòâíâã áêæ âáëêíåïìêæ kõìêçâæ þ ��� éîâãçê æè çåæòêãè çèçâïêæ éîâáåïâïåöêæÿ � òâíïåí çè èæïîçåêæ çè æåìîáâéå÷ã æè èñïíâèã áâæ éâíâéïèíýæïåéâæþ çåùèíèãéåâæ ìäæ íèáèöâãïèæó òâíâ òêæïèíåêíìèãïè âòáåéâíáêæ â ûâæèæ çè çâïêæ íèâáèæ
èñòîèæïêæ èã áâ áåïèíâïîíâÿ �â åìòáèìèãïâéå÷ã þ âòáåéâéå÷ã æè íèâáå�âã îæâãçê èáæêùï�âíè áåûíè � �� 
èöèáêòìèãï �êíè �èâì Ø�Ù��ÿ

àá ïíâûâúê èæïâíä êíëâãå�âçê çè áâ æåëîåèãïè ìâãèíâÿ àã áâ æèééå÷ã Ø æè çèôãåõíäã áêæ âáëêíåïìêæ çè òâíïåéå÷ã øîè åãïèíöèãçíäã èã èá òíèæèãïè èæïîçåêÿ �â æèééå÷ã× òíèæèãïâíä áêæ èæøîèìâæ çè æåìîáâéå÷ã þ íèæîáïâçêæ ûâúê áêæ éîâáèæ æè åìòáèìèãõïâíêã éêãæåçèíâãçê áâ òíèæèãéåâ çè çâïêæ éêãïåãîêæ þ éâïèë÷íåéêæ æèòâíâçâìèãïèÿ
�â æèééå÷ã � ìêæïíâíä áêæ íèæîáïâçêæ çè âòáåéâí áêæ âáëêíåïìêæ â ûâæèæ çè çâïêæ
íèâáèæó èñòîèæïêæ èã áâ áåïèíâïîíâó òâíâ ôãâáìèãïèó èã áâ æèééå÷ã �ó òíèæèãïâí áâæ
éêãéáîæåêãèæ ìäæ íèáèöâãïèæÿ
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�è çèôãèã éêìê âáëêíåïìêæ øîè òèíìåïèã éêãæïíîåí k òâíïåéåêãèæ çè áâæ êûæèíõöâéåêãèæó çêãçè éâçâ òâíïåéå÷ã íèòíèæèãïâíä â îã éêãëáêìèíâçêó æèëìèãïê ê ëíîòêóþ æêã �ïåáèæ éîâãçê èñåæïè åëãêíâãéåâ çèá åãöèæïåëâçêí ùíèãïè â áâ éáâæåôéâéå÷ã çè
êûæèíöâéåêãèæó þ ðæïè çåæòêãè æåìîáïäãèâìèãïè çè îã æåëãåôéâïåöê ã�ìèíê çè öâíåâõûáèæ ê éâíâéïèíýæïåéâæÿ àá âáëêíåïìê åãåéåâ éêãæåçèíâãçê îãâ çåöåæå÷ã åãåéåâáó áîèëêó
ûîæéâ èãéêãïíâí èá ìèúêí âëíîòâìåèãïê íèîûåéâãçê áêæ êûúèïêæ çè îã ëíîòê â êïíêó
üâæïâ øîè æè êòïåìåéè îãâ ùîãéå÷ã êûúèïåöê èæòèéýôéâó áâ éîâá âéï�â éêìê éíåïèõíåê çè òâíâçâ �	âìûèí � �âã Ø����ÿ >ãïîåïåöâìèãïèó îãâ éáâæåôéâéå÷ã âçèéîâçâçèûèíýâ éêãæåçèíâí øîè áâ çåæòèíæå÷ã çèãïíê çè áêæ ëíîòêæ æèâ áâ ìèãêí òêæåûáèÿ

àæïêæ âáëêíåïìêæ æêã èã ëèãèíâá çè åìòáèìèãïâéå÷ã íäòåçâó òèíê æîùíèã åãéêãõöèãåèãïèæ èã áâ èæòèéåôéâéå÷ã çè æèìåááâæ ê òâíïåéåêãèæ åãåéåâáèæ ��âíïåëâã Ù����ÿàæïè òíêûáèìâ òîèçè æèí æêáîéåêãâçê âòáåéâãçê âáë�ã ìðïêçê úèíäíøîåéê òíèöåêóïâá éêìê æè üâíä ìäæ âçèáâãïèÿ àã áâæ æîûæèééåêãèæ æåëîåèãïèæ æè òíèæèãïâ áâ ìèéäõãåéâ þ áâæ òíåãéåòâáèæ éâíâéïèíýæïåéâæ çè áêæ âáëêíåïìêæ åãöêáîéíâçêæ èã èá òíèæèãïè
èæïîçåêÿ

?@A@
kBCDEFGH

àá âáëêíåïìê kõìèçåâæ èæ îãê çè áêæ ìðïêçêæ çè òâíïåéå÷ã ìäæ çåùîãçåçêæ þ òêõòîáâíèæÿ �â ëðãèæåæ çèá âáëêíåïìê ìèãéåêãâ â�âé�îèèã �Ù���� éêìê æî òíèéîíæêíóâ òâíïåí çèá éîâá æè òíèæèãïâã çåöèíæâæ öâíåâéåêãèæ ïâáèæ éêìê âøîèááâæ òíêòîèæïâæ
òêí �ãçèíûèíë �Ù��×� þ �âíïåëâã �Ù����ÿ

àá âáëêíåïìê ùîãéåêãâ éêìê æåëîèÿ 
âçê îã ã�ìèíê åãåéåâá çè éêãëáêìèíâçêæ
k ó èá êûúèïåöê çèá âáëêíåïìê èæ ìåãåìå�âí áâ çåæïâãéåâ èîéáýçèâ çè áêæ èáèìèãïêæçèãïíê çè éâçâ éêãëáêìèíâçêó íèæòèéïê â æî éèãïíêÿ �â æåìåáåïîç çè áêæ êûúèïêæçèãïíê çè éâçâ éêãëáêìèíâçê èæ ìèçåçâ íèæòèéïê â æî öèéïêí çè òíêìèçåêæó ááâìâçê
ëèãèíâáìèãïè éèãïíêåçèÿ àá éíåïèíåê çè òâíâçâ îæâçê èæ èá èííêí éîâçíäïåéê ìèçåêçèôãåçê òêí

E =

k
∑

l=1

∑

X∈cl

(X − Ml)
′(X − Ml)

�Ù�

çêãçè
X

èæ èá òîãïê èã èá èæòâéåê øîè íèòíèæèãïâ â áêæ êûúèïêæ çâçêæ þ Ml
èæ èáöèéïêí çè òíêìèçåêæ çèá éêãëáêìèíâçê cl

ó âìûêæ öèéïêíèæ çè
R

p ÿ àñåæïèã öâíåâæùêíìâæ çè åìòáèìèãïâí èá âáëêíåïìêó òèíê ûäæåéâìèãïè æåëîè áêæ òâæêæ èñòîèæïêæ
èã èá âáëêíåïìê ØÿÙÿÙÿ

IJKJKJ :LM@K>BG@
Ùÿ �èáèééåêãâí âíûåïíâíåâìèãïè áêæ k êûúèïêæ øîè æèíäã áêæ éèãïíêæ ê éèãïíêåçèæåãåéåâáèæ çè áêæ éêãëáêìèíâçêæÿ
Øÿ �è âæåëãâ éâçâ êûúèïê âá éêãëáêìèíâçê éêã èá éèãïíêåçè ìäæ éèíéâãêó éêã

ûâæè èã èá öâáêí ìèçåê çè áêæ êûúèïêæ èã èá éêãëáêìèíâçêÿ
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×ÿ �è íèéâáéîáâã áêæ éèãïíêæ çè áêæ éêãëáêìèíâçêæ èæ çèéåí æè âéïîâáå�â áâ ìèçåâÿ
�ÿ �è åïèíâã áêæ òâæêæ Ø þ × üâæïâ øîè æè âáéâãéè áâ éêãöèíëèãéåâ çèá éíåïèíåê çè

òâíâçâó ê üâæïâ øîè áêæ éèãïíêåçèæ æè ìêçåôøîèã áèöèìèãïèÿ

�âíâéïèíýæïåéâæ íèáèöâãïèæ çè èæïè âáëêíåïìê èæ øîè â ìèãîçê ïèíìåãâ èã îã÷òïåìê áêéâáó èæ èæéâáâûáè þ èôéåèãïè èã òíêéèæêæ øîè åãöêáîéíâã ëíâãçèæ éêãúîãïêæçè çâïêæó þ áâ éêìòáèúåçâç éêìòîïâéåêãâá çèá âáëêíåïìê èæ çèá êíçèã çè nkt ó çêãçè
t èæ èá ã�ìèíê çè åïèíâéåêãèæ þ n èá ã�ìèíê çè êûúèïêæ ê åãçåöåçîêæ ��âãó 	âìûèí
� �îãë Ø��Ù�ÿ àæ çè éäáéîáê íäòåçê þ ïíâûâúâ ûåèã éêã öâáêíèæ ùâáïâãïèæ ê LìåææåãëMNæåã èìûâíëêó èæ æèãæåûáè â öâáêíèæ èñïíèìêæó þâ øîè çåæïêíæåêãâ áâ ìèçåâ þ èá éíåïèíåêçè òâíâçâÿ

àãïíè æîæ ìâþêíèæ çèûåáåçâçèæ òêçèìêæ æèOâáâí æî æèãæåûåáåçâç â áâ æèáèééå÷ã çèáêæ éèãïíêåçèæ åãåéåâáèæÿ�äæ â�ãó æå áâæ èáèééåêãèæ çè çåùèíèãïèæ éèãïíêåçèæ òíêçîéèãôãâáèæ çåùèíèãïèæ ê áâ éêãöèíëèãéåâ èæ ìîþ áèãïâó øîå�äæ ãê èñåæïâã âëíîòâéåêãèæ
ãâïîíâáèæ èã áêæ çâïêæÿ �â ìâþêíýâ çè áâæ öâíåâéåêãèæ øîè èñåæïèã çèá âáëêíåïìêçåôèíèã èã áâ èáèééå÷ã çè áêæ éèãïíêåçèæ åãåéåâáèæó ãê êûæïâãïèó èæ îæîâá øîè èæïâæèáèééå÷ã æè íèâáåéè çè ùêíìâ âáèâïêíåâ çèãïíê çèá éêãúîãïê ïêïâá çè çâïêæÿ Pïíâ
êòéå÷ã èæïä íèáâéåêãâçâ éêã øîè èá òíêòåê åãöèæïåëâçêí èæòèéåôøîè áêæ éèãïíêåçèæÿ

Qãâ âáïèíãâïåöâ ìäæ êûúèïåöâ òâíâ æèáèééåêãâí èá ã�ìèíê çè éèãïíêåçèæ åãåéåâáèææè ûâæâ èã çèïèíìåãâíáêæ â òâíïåí çè áâ âòáåéâéå÷ã òíèöåâ çè âáë�ã ìðïêçê çè
éêãëáêìèíâçêæ úèíäíøîåéê âëáêìèíâïåöê ��èOâ Ø��Ø�ó åãçîéåèãçê âá âáëêíåïìê ØÿÙÿØÿ

IJKJIJ :LM@K>BG@
Ùÿ �òáåéâí îã ìðïêçê çè éêãëáêìèíâçê úèíäíøîåéê þ ëîâíçâí áêæ k éèãïíêæ øîè

íèæîáïèã çèá âãäáåæåæÿ
Øÿ �è âæåëãâ éâçâ êûúèïê âá éêãëáêìèíâçê éêã èá éèãïíêåçè ìäæ éèíéâãêó éêã

ûâæè èã èá öâáêí ìèçåê çè áêæ êûúèïêæ èã èá éêãëáêìèíâçêÿ
×ÿ �è íèéâáéîáâã áêæ éèãïíêæ çè áêæ éêãëáêìèíâçêæó èæ çèéåíó æè âéïîâáå�â áâ ìèçåâÿ
�ÿ �è åïèíâã áêæ òâæêæ Ø þ × üâæïâ øîè æè âáéâãéè áâ éêãöèíëèãéåâ çèá éíåïèíåê çè

òâíâçâó ê üâæïâ øîè áêæ éèãïíêåçèæ æè ìêçåôøîèã áèöèìèãïèÿ
àá âáëêíåïìê ØÿÙÿØ æèíä çèãêìåãâçê ìäæ âçèáâãïè kõìèçåâæ úèíäíøîåéêÿ

?@?@
kBCDEFGRGH


èæéíåòïåöâìèãïèó áâ ìèçåâãâ èæ îãâ ìèçåçâ ìäæ íêûîæïâ øîè áâ ìèçåâó òîèæïê
øîè ãê æè öè åãSîåçâ òêí öâáêíèæ èñïíèìêæN èá âáëêíåïìê kõìèçåâãâæ ùîãéåêãâ çèùêíìâ æåìåáâí âá âáëêíåïìê kõìèçåâæó æîæïåïîþèãçê èá öèéïêí çè òíêìèçåêæ òêí èá
éêííèæòêãçåèãïè öèéïêí çè ìèçåâãâæ éêìê éèãïíê çèá éêãëáêìèíâçêÿ àã èæïè éâæê æèîïåáå�â áâ çåæïâãéåâ çè �âãüâïïâã èã öè� çè áâ çåæïâãéåâ èîéáýçèâ âá éîâçíâçê éêìê
ìèçåçâ çè çåæåìåáåïîç ��ãçèíæêãó
íêææó�îæåéâãïó�åï�ó �ìåïü � �ïèåãûèíë Ø����ÿ

�ÅÐÂ¾¿Ã  ÒÎÒÍ!ÂÃÄÃ ÁÅ ½¾¿ÃÁÉ¾¿ÂÊÃ "" #$%&%' ($&)((*



+,- ./01213, 4/ 562 -576.18962 4/ :-.81;13, ×Ø�
�êæ öèéïêíèæ çè ìèçåâãâæ çè áêæ êûúèïêæ èã éâçâ éêãëáêìèíâçê æèíäã çèãêïâçêæ
òêí Me = {Me1, . . . , Mek}

ÿ
Qæâãçê áâ ìèçåçâ çè çåæïâãéåâ çè �âãüâïïâãó áâ ùîãéå÷ã òêí ìåãåìå�âí èæïäçâçâ òêí áâ æåëîåèãïè èñòíèæå÷ãT

P (W, Me) =
k

∑

l=1

∑

X∈cl

W ′

l |X − Mel|
�Ø�

çêãçè Mel
èæ èá öèéïêí çè ìèçåâãâæ çèá lõðæåìê éêãëáêìèíâçê þ W = [W1, . . . , Wk]èæ îãâ ìâïíå� çè òèæêæ éêã çåìèãæå÷ã n × k ó éîþêæ öèéïêíèæ éêáîìãâæ æêã Wl =

(w1l, . . . , wkl)
′ ó òâíâ l = 1 . . . , k ó éêã ∑k

l=1
wil = 1 ó çêãçè wil ∈ (0, 1)ó òâíâ ïêçê

i = 1, . . . , n ó j = 1, . . . , k
ÿ

IJIJKJ :LM@K>BG@
Ùÿ �èáèééåêãâí âíûåïíâíåâìèãïè áêæ k êûúèïêæ øîè æèíäã áêæ éèãïíêæ ê éèãïíêåçèæåãåéåâáèæ çè áêæ éêãëáêìèíâçêæÿ àá ïåòê çè æèáèééå÷ã åãåéåâá çè éèãïíêåçèæ èæâãäáêëê â áêæ òíèæèãïâçêæ èã èá âáëêíåïìê kõìèçåâæÿ
Øÿ �æåëãâí éâçâ òîãïê âá éêãëáêìèíâçê éêã èá éèãïíêåçè ìäæ éèíéâãêó â ïíâöðæçè áâ çåæïâãéåâ çè �âãüâïïâãÿ
×ÿ �âáéîáâí èá ãîèöê éêãúîãïê çè éèãïíêåçèæ çè áêæ éêãëáêìèíâçêæó éâáéîáâãçêáâ ìèçåâãâ çè áêæ ãîèöêæ ëíîòêæ ùêíìâçêæÿ
�ÿ �è åïèíâã áêæ òâæêæ Ø þ × üâæïâ øîè æè ìåãåìåéè áâ ùîãéå÷ã êûúèïåöê �Ø�ó ê

üâæïâ øîè áêæ éèãïíêåçèæ âòèãâæ æè ìêçåôøîèãÿ
àá âáëêíåïìê kõìèçåâãâæ ïåèãè áâ ìåæìâ éêìòáèúåçâç éêìòîïâéåêãâá øîè èáâáëêíåïìê kõìèçåâæÿ �á æèí ûâæïâãïè æåìåáâí âá âáëêíåïìê kõìèçåâæó èæ ïâìûåðãæèãæåûáè â áâ æèáèééå÷ã çè áêæ éèãïíêåçèæ åãåéåâáèæN áâ öèãïâúâ øîè òíèæèãïâ èæ øîè áâ

ìèçåâãâ ãê èæïä åãSîåçâ òêí áêæ öâáêíèæ èñïíèìêæó òêí áê øîè æè áêëíâ îã ìðïêçêó
èã ïèêíýâó ìäæ íêûîæïêÿ �÷ïèæè øîè èæïè âáëêíåïìê ãê èæïä åìòáèìèãïâçê èã áêææêùï�âíèæ ïíâçåéåêãâáèæÿ

?@U@
kBCDEVFEH

àæïêæ ìðïêçêæ ùîèíêã åãïíêçîéåçêæ òêí 	âîùìâã � �êîææèèî� �Ù����ÿ àæïäã
ûâæâçêæ èã èá îæê çè êûúèïêæ âéïîâáèæ çèá éêãúîãïê çè çâïêæ òâíâ æèí áêæ íèòíèõæèãïâãïèæ çè áêæ éêãëáêìèíâçêæó çèãêìåãâçêæ ìèçêåçæÿ àæïêæ ìèçêåçæ æè çèôãèã
éêìê áêæ òîãïêæ áêéâáå�âçêæ áê ìäæ âá éèãïíê òêæåûáè çè éâçâ éêãëáêìèíâçê þ æêã
íèòíèæèãïâïåöêæ çè áâ èæïíîéïîíâ çè áêæ çâïêæÿ �âçâ êûúèïê íèæïâãïè èæ âëíîòâçê
éêã èá ìèçêåç ìäæ éèíéâãêó è åïèíâïåöâìèãïè èæïêæ âáëêíåïìêæ íèâáå�âã ïêçêæ áêæåãïèíéâìûåêæ òêæåûáèæ èãïíè áêæ êûúèïêæ íèòíèæèãïâïåöêæ þ áêæ øîè ãê áê æêãó üâæïâ
øîè æè ìåãåìåéè îãâ ìèçåçâ çè çåæåìåáåïîç èãïíè áêæ kõìèçêåçæ þ áêæ öèéïêíèæ çè
êûæèíöâéåêãèæ øîè ùêíìâã áêæ éêãëáêìèíâçêæ �	âìûèí � �âã Ø����ÿ
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àã èæïè ëíîòê èãéêãïíâìêæ áêæ âáëêíåïìêæ L�âíïåïåêã �íêîãç �èçêåçæM �����

þ L�áîæïèíåãë �âíëè �òòáåéâïåêãæM ��áâíâ�ÿ �âãïê èá âáëêíåïìê ��� éêìê èá �áâíâæè èãéîèãïíâã åìòáèìèãïâçêæ èã èá æêùï�âíè �õëîå þ òèíìåïèã åãëíèæâí îãâ ìâïíå�çè çåæåìåáåïîçèæ çèôãåçâ òêí èá âãâáåæïâÿ àæïê òíèæèãïâ îãâ öèãïâúâó òîèæ èæ òêæåûáèåãéêíòêíâíáê âá òíêéèæê çè òâíïåéå÷ã éîâãçê æè çåæòêãè çè çâïêæ éîâáåïâïåöêæÿ

IJWJKJ :LM@K>BG@ I:D
àá âáëêíåïìê L�âíïåïåêãåãë �íêîãç �èçêåçæM ����� èæ îã ìðïêçê ïåòê kõìèçêåç øîè åãïèãïâ çèïèíìåãâí k òâíïåéåêãèæ çè n êûúèïêæ çèïèíìåãâãçê áêæ êûúèïêæ

íèòíèæèãïâïåöêæ çè éâçâ éêãëáêìèíâçê ��ë � �âã Ù����ÿ �âíâ èãéêãïíâí áêæ k ìèõçêåçæó ��� èìòåè�â éêã îãâ æèáèééå÷ã âíûåïíâíåâ çè k êûúèïêæ íèòíèæèãïâïåöêæÿ àã
éâçâ åïèíâéå÷ã üâéè îã åãïèíéâìûåê èãïíè îã êûúèïê æèáèééåêãâçêó Oi

ó þ îãê ãêæèáèééåêãâçêó Oh
ó æå þ æêáê æå èá åãïèíéâìûåê ìèúêíâ áâ éâáåçâç çèá âëíîòâìåèãïêÿ

àá èùèéïê çè ïâá åãïèíéâìûåê èãïíè Oi

þ
Oh

æè ìåçè â ïíâöðæ çè îãâ ùîãéå÷ãçè éêæïêó èæ çèéåíó èá âáëêíåïìê éâáéîáâ áêæ éêæïêæ Cjih
òâíâ ïêçêæ áêæ êûúèïêæ ãêæèáèééåêãâçêæ Oj

ÿ �èë�ã èá éâæê èã èá éîâá Oj

æè èãéîèãïíèóCjih
òîèçè æèí çèôãåçê

òêí îãâ çè áâæ æåëîåèãïèæ èñòíèæåêãèæT
FJE@ KP �îòêãëâ øîè âéïîâáìèãïè Oj

òèíïèãèéè âá éêãëáêìèíâçê íèòíèæèãïâçê
òêí Oi

ÿ �çèìäæó Oj
èæ ìäæ æåìåáâí â Oj2

øîè â
Oh

ó çêãçè Oj2
èæ èá æèëîãõçê ìèçêåç ìäæ æåìåáâí â

Oj

ÿ àãïêãéèæó æå Oi
èæ íèìòáâ�âçê òêí Oh

éêìêîã ìèçêåçó Oj
òèíïèãèéèíýâ âá éêãëáêìèíâçê íèòíèæèãïâçê òêí Oj2

ÿ 
è èæïâùêíìâ èá éêæïê çèá åãïèíéâìûåê èæ çâçê òêíT
Cjih = d(Oj , Oj2) − d(Oj , Oi)

àæïâ èéîâéå÷ã æåèìòíè çâ îã öâáêí ãê ãèëâïåöêÿ
FJE@ IP �îòêãëâ øîè Oj

òèíïèãèéè âéïîâáìèãïè âá éêãëáêìèíâçê íèòíèæèãïâçê
òêí Oi

ÿ àã èæïè éâæê Oj
èæ ìäæ æåìåáâí â Oh

øîè â
Oj2

ÿ àãïêãéèæó æå Oi
èæ

íèìòáâ�âçê òêí Oh
ó Oj

òèíïèãèéèíýâ âá éêãëáêìèíâçê íèòíèæèãïâçê òêí Oh

ÿ
àá éêæïê èæ çâçê òêíT

Cjih = d(Oj , Oh) − d(Oj , Oi)
� çåùèíèãéåâ çèá éâæê âãïèíåêíó Cjih

òîèçè æèí òêæåïåöê ê ãèëâïåöêÿ
FJE@ WP �îòêãëâ øîè Oj

òèíïèãèéè âéïîâáìèãïè âá éêãëáêìèíâçê íèòíèæèãïâçê
òêí Oj2

þ
Oj

èæ ìäæ æåìåáâí â Oj2
øîè â Oh

ÿ àãïêãéèæó âîã æå
Oi

èæ íèìòáâõ�âçê òêí Oh
ó Oj

òèíìâãèéèíýâ èã èá éêãëáêìèíâçê íèòíèæèãïâçê òêí Oj2

ÿ 
è
èæïâ ìâãèíâ èá éêæïê æèíýâT

Cjih = 0

FJE@ XP �îòêãëâ øîè Oj
òèíïèãèéè âéïîâáìèãïè âá éêãëáêìèíâçê íèòíèæèãïâçê

òêí Oj2
ó òèíê Oj

èæ ìèãêæ æåìåáâí â Oj2
øîè â

Oh

ÿ àãïêãéèæó íèìòáâ�âãçê
Oi

òêí Oh
éâîæâíýâ øîè Oj

ùîèæè íèòíèæèãïâçê òêí Oh

çèæçè èá éêãëáêìèíâçê
Oj2

ÿ 
è èæïâ ìâãèíâ èá éêæïê èæ çâçê òêíT
Cjih = d(Oj , Oh) − d(Oj , Oj2)
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àæïè éêæïê èæ æåèìòíè ãèëâïåöêÿ
�êìûåãâãçê áêæ éîâïíê éâæêæó èá éêæïê ïêïâá çè íèìòáâ�âí Oi

òêí Oh
èæïä çâçê

òêí TCih =
∑

j Cjih

ÿ �â ùîãéå÷ã d(·) èæ îãâ áâ ìèçåçâ çè çåæïâãéåâ ê çåæåìåáåõïîç øîè æè îïåáå�â èãïíè áêæ êûúèïêæÿ �êí çèùèéïê æè îæâ áâ çåæïâãéåâ èîéáýçèâÿ �â
èæïíîéïîíâ çèá âáëêíåïìê ��� æè òîèçè öåæîâáå�âí èã èá âáëêíåïìê Øÿ×ÿØÿ

IJWJIJ :LM@K>BG@
Ùÿ �èáèééåêãâí âíûåïíâíåâìèãïè k êûúèïêæ íèòíèæèãïâïåöêæó áêæ éîâáèæ æèíäã áêæ

kõìèçêåçæ åãåéåâáèæÿ
Øÿ �âáéîáâí TCih

òâíâ ïêçêæ áêæ òâíèæ çè êûúèïêæ Oi
ó Oh

çêãçè Oi
èæ âéïîâáõìèãïè îã ìèçêåçó þ Oh

ãê áê èæÿ
×ÿ �èáèééåêãâí èá òâíOi

óOh
èá éîâá éêííèæòêãçâ âámı́nOiOh

{TCih}
ÿ �å èá ìýãåìê

TCih
èæ ãèëâïåöêó æè åãïèíéâìûåâ Oi

éêã Oh

N íèëíèæâí âá òâæê Øÿ
�ÿ �èòèïåí èá òâæê Ø þ × üâæïâ øîè ãê üâþâ éâìûåêÿ
�ÿ �æåëãâí éâçâ êûúèïê â æî ìèçêåç ìäæ éèíéâãêÿ
�â òíåãéåòâá öèãïâúâ çèá âáëêíåïìê ��� èæ áâ íêûîæïè� çèá ìðïêçê èã òíèæèãéåâçè íîåçê î LêîïáåèíæM ó òîèæ èá éäáéîáê çèá ìèçêåç èæïä ìèãêæ åãSîåçê òêí èááêæ î

êïíêæ öâáêíèæ èñïíèìêæÿ ��� éêìåèã�â â æèí ìîþ éêæïêæê â ìèçåçâ øîè èá ïâìâOê
ìîèæïíâá n

þ èá ã�ìèíê çè åïèíâéåêãèæ k
âîìèãïâãó æåèãçê îãâ çè áâæ òíåãéåòâáèæçèæöèãïâúâæ çè èæïè âáëêíåïìêó íâ�÷ã òêí áâ éîâá èæ èôéåèãïè æ÷áê òâíâ ûâæèæ çèçâïêæ òèøîèOâæ ��âã èï âáÿ Ø��Ù�ÿ

IJWJWJ :LM@K>BG@ FLJKJ
àá âáëêíåïìê �áâíâó æèòâíâ ì�áïåòáèæ ìîèæïíâæ çè áâ ûâæè éêìòáèïâ þ âòáåéâ

èá âáëêíåïìê ��� æêûíè éâçâ îãâ çè èááâæN áîèëêó èãéîèãïíâ áêæ éêãúîãïêæ çè kõìèçêåçæ çè áâæ ìîèæïíâæÿ àá òíåãéåòâá ìêïåöê çè 	âîùìâã � �êîææèèî� �Ù����
òâíâ òíêòêãèí èæïè âáëêíåïìê ùîè çèûåçê â áâ çèôéåèãéåâ çèá âáëêíåïìê ��� òâõíâ ïíâûâúâí éêã ûâæèæ çè çâïêæ éêã ëíâãçèæ öêá�ìèãèæ çè åãùêíìâéå÷ãÿ �å èæïâæ
ìîèæïíâæ æêã íèâáìèãïè íèòíèæèãïâïåöâæ çè ïêçâ áâ ûâæè çè çâïêæó áêæ ìèçêåçæ çèáâæ ìîèæïíâæ çèûèíýâã âéèíéâíæè â âøîèááêæ øîè æè üîûåèæèã èæéêëåçêæ çè áâ ûâæè çèçâïêæ éêìòáèïâÿ �èë�ã èæïêæ âîïêíèæó áêæ íèæîáïâçêæ èñòèíåìèãïâáèæ åãçåéâã øîè �
ìîèæïíâæ éêã �

40 + 2k
� êûúèïêæ éâçâ îãâó òíêçîéèã íèæîáïâçêæ æâïåæùâéïêíåêæÿ �â

éâáåçâç çèá âëíîòâìåèãïê èæ ìèçåçâ éêã áâ çåæåìåáåïîç ìèçåâ çè ïêçêæ áêæ çâïêæóþ ãê æ÷áê âøîèááêæ êûúèïêæ éêãæåçèíâçêæ èã áâæ ìîèæïíâæ ��ë � �âã Ù����ÿ

IJWJXJ :LM@K>BG@
Ùÿ �âíâ i = 1

â � íèòèïåí áêæ æåëîåèãïèæ òâæêæÿ
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Øÿ �èáèééåêãâí îãâ ìîèæïíâ âáèâïêíåâ çè s = (40 + 2k) êûúèïêæ çè áâ ûâæè éêìõòáèïâÿ
×ÿ àúèéîïâí èá âáëêíåïìê ��� æêûíè áâ ìîèæïíâó òâíâ èãéêãïíâí áêæ k ìèçêåçæçè èæïâ ìîèæïíâÿ
�ÿ �âíâ éâçâ êûúèïê Oj

çè áâ ûâæè éêìòáèïâó çèïèíìåãâí æî ìèçêåç ìäæ éèíéâãêþ âëíîòâíáêæÿ
�ÿ �âáéîáâí áâ çåæåìåáâíåçâç ìèçåâ çèá âëíîòâìåèãïê êûïèãåçêÿ �å èæïè öâáêí èæ

ìèãêí âá ìýãåìê âéïîâáó îæâí èæïè öâáêí éêìê èá ìýãåìê âéïîâá þ éêãæèíöâíáêæ k ìèçêåçæ êûïèãåçêæ èã èá òâæê × éêìê èá ìèúêí éêãúîãïê çè ìèçêåçæ
êûïèãåçêæÿ

�ÿ �èïêíãâí âá òâæê Ù þ éêìèã�âí éêã áâ òí÷ñåìâ åïèíâéå÷ãÿ
�â èùèéïåöåçâç çè �áâíâ çèòèãçè ïâãïê çèá ïâìâOê çè áâ ìîèæïíâ éêìê çèæî éâáåçâçÿ �êïè øîè ��� ûîæéâ áêæ ìèúêíèæ k ìèçêåçæ èãïíè îã éêãúîãïê ïêïâáçè çâïêæó ìåèãïíâæ øîè �áâíâ ûîæéâ áêæ ìèúêíèæ k ìèçêåçæ èãïíè áâæ ìîèæïíâææèáèééåêãâçâæ çèá éêãúîãïê ïêïâá çè çâïêæÿ �áâíâ ãê òêçíýâ èãéêãïíâí áâ ìèúêíâëíîòâéå÷ã æå áêæ ìèúêíèæ k ìèçêåçæ ãê æêã æèáèééåêãâçêæ çèãïíê çè áâæ ìîèæïíâæÿ
àá âáëêíåïìê �áâíâ òíèæèãïâ îãâ éêìòáèúåçâç ìâþêí èã éâçâ åïèíâéå÷ãó òîèæïê

øîè çèòèãçè âçåéåêãâáìèãïè çèá ïâìâOê çè áâ ìîèæïíâ æèáèééåêãâçâ ��âã èï âáÿ
Ø��Ù�ÿ

?@Y@
kBCVEGH

�â ìâþêíýâ çè áâæ âòáåéâéåêãèæ íèâáå�âçâæ ûâúê áêæ âáëêíåïìêæ çè òâíïåéå÷ã æè
üâ éèãïíâçê èã çâïêæ ãîìðíåéêæó éîþâæ òíêòåèçâçèæ òîèçèã æèí èñòáêïâçâæ òâíâçèôãåí ãâïîíâáìèãïè áâæ ùîãéåêãèæ çè çåæïâãéåâ èãïíè áêæ êûúèïêæÿ �åã èìûâíëêóáâæ âòáåéâéåêãèæ èã æèëìèãïâéå÷ã éêãïåèãèã éêãúîãïêæ çè çâïêæ øîè åãéáîþèã çâïêæ
éâïèë÷íåéêæ éîþâæ ùîãéåêãèæ çè çåæïâãéåâ ê çåæåìåáåïîç ãê èæïäã çèôãåçâæ ãâïîíâáõìèãïèÿ

Qãâ çèûåáåçâç åìòêíïâãïè çèá âáëêíåïìê kõìèçåâæ èæ æî åãéâòâéåçâç çè ïíâûâúâí
éêã çâïêæ øîè ãê æèâã ãîìðíåéêæÿ �îâãë �Ù���� òíèæèãï÷ îã âáëêíåïìê òâíâ ïíâûâõúâí éêã îã èãïêíãê éâïèë÷íåéêÿ�â åçèâ çè �îâãë ùîè èñïèãçèí èá âáëêíåïìê kõìèçåâæâá äìûåïê éâïèë÷íåéê çèãêìåãäãçêáê kõìêçâæó ïèãåèãçê èã éîèãïâ âáëîãâæ ìêçåõôéâéåêãèæó ïâáèæ éêìêT îæâí îãâ ìèçåçâ çè çåæåìåáåïîç çè éêííèæòêãçèãéåâ æåìòáè
òâíâ çâïêæ éâïèë÷íåéêæó íèìòáâ�âí áâæ ìèçåâæ çè áêæ ëíîòêæ òêí æîæ íèæòèéïåöâæ
ìêçâæ þ îïåáå�âí îã ìðïêçê ûâæâçê èã ùíèéîèãéåâæ òâíâ âéïîâáå�âíáâæÿ

àá âáëêíåïìê kõìêçâæ îïåáå�â èá ìåæìê òíêéèæê øîè èá kõìèçåâæó áê øîè òíèæèíöâæî èôéåèãéåâ þ èæ âáïâìèãïè çèæèâûáè èã áêæ âãäáåæåæ çè âëíîòâéå÷ã çè çâïêæÿ
àæ âæý éêìê X = (X1, . . . , Xn) íèòíèæèãïâ îã éêãúîãïê çè n êûúèïêæ çèæéíåõïêæ òêí îã éêãúîãïê çè m

âïíåûîïêæ þ ùíèéîèãéåâæ çèãêïâçâæ òêí Aj

þ
pj
ó íèæõòèéïåöâìèãïèÿ àãïêãéèæó áêæ êûúèïêæ Xi

æêã íèòíèæèãïâçêæ òêí îã öèéïêí çèá ïåòê
[xi1, xi2, . . . , xim]

ÿ �çèìäæ Xi = Xr
ó æå þ æêáê æå

xij = xrj
òâíâ 1 ≤ j ≤ m ó øîèæåëãåôéâ øîè áêæ çêæ êûúèïêæ ïåèãèã åëîâáèæ éâïèëêíýâæ òâíâ áêæ çåæïåãïêæ âïíåûîïêæÿ
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�êìê ìèçåçâ çè çåæåìåáåïîç èãïíè çêæ êûúèïêæ éâïèë÷íåéêæó æè îæâíä èá ïêïâáçè çåæéêíçâãéåâæ çè áêæ éêííèæòêãçåèãïèæ öâáêíèæ çè áêæ âïíåûîïêæ èãïíè çêæ êûúèïêæ
�	âîùìâã � �êîææèèî� Ù����ó çèôãåçê òêíT

d(Xi, Xj) =

m
∑

k=1

δ(xik, xjk)
�×�

çêãçè
δ(xik, xjk) =

{

0,
�
xik = xjk

�
1,

�
xik 6= xjk

�

�á îæâí áâ ìèçåçâ çè çåæåìåáåïîç òâíâ êûúèïêæ éâïèë÷íåéêæ �×�ó áâ ùîãéå÷ã êûúèõïåöê òêí ìåãåìå�âí èæT

P (W, Q) =

k
∑

l=1

n
∑

i=1

m
∑

j=1

wilδ(xij , qlj)
���

æîúèïê â
k

∑

l=1

wil = 1
þ

wil ∈ (0, 1) éêã 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ l ≤ k

çêãçè wil ∈ W ó Z èæ îãâ ìâïíå� çè n × k ó þ áêæ èáèìèãïêæ wil = 1
åãçåéâ øîè èá

êûúèïê Xi
èæ âæåëãâçê âá éá�æïèí Cl

ÿ �çèìäæó Q = [Q1, . . . , Qk] èæ îã éêãúîãïê çèöèéïêíèæ çè ìêçâæ íèòíèæèãïâãïèæ çè áêæ k ëíîòêæó èæ çèéåíó áâ ìâïíå� Q
âéï�â éêìê

éèãïíêåçèó çêãçè Ql = (ql1, . . . , qlm)′ ó l = 1, . . . , k
ÿ 
è âéîèíçê éêã áê òíêòîèæïê

òêí �ãçíèêòêîáêæó �ã � Zâãë �Ø����ó èã áâ òíäéïåéâ èæ îïåáå�âçê èá âáëêíåïìêØÿ�ÿÙÿ

IJXJKJ :LM@K>BG@
Ùÿ �èáèééåêãâí áâæ k ìêçâæ åãåéåâáèæ òâíâ éâçâ éá�æïèíÿ
Øÿ �âíâ éâçâ êûúèïê X

• �âáéîáâí áâ çåæåìåáåïîç èãïíè èá êûúèïê X
þ áâæ ìêçâæ çè ïêçêæ áêæ éá�æõïèíæÿ

•
>ãæèíïâí èá êûúèïê X

çèãïíê çèá éá�æïèí éîþâ ìêçâ æèâ áâ ìäæ æåìåáâí âá
êûúèïê X

•
�éïîâáå�âí áâæ ìêçâæ çè áêæ éá�æïèíæÿ

×ÿ �âáéîáâí çè ãîèöê áâ çåæåìåáåïîç çè áêæ êûúèïêæ éêã áâæ ìêçâæ âéïîâáèæÿ �å îã
êûúèïê èæ ìäæ æåìåáâí â áâ ìêçâ çè êïíê éá�æïèí øîè æî âéïîâá ìêçâó íèâæåëãâí
èá êûúèïê â èæè éá�æïèí þ âéïîâáå�âí âìûâæ ìêçâæÿ

�ÿ �èòèïåí × üâæïâ øîè áêæ êûúèïêæ ãê üâþâã éâìûåâçê çèæòîðæ çè òíêûâí èá éåéáê
éêìòáèïê çèá éêãúîãïê çè çâïêæÿ

�ÅÐÂ¾¿Ã  ÒÎÒÍ!ÂÃÄÃ ÁÅ ½¾¿ÃÁÉ¾¿ÂÊÃ "" #$%&%' ($&)((*



××� »��$ $ �" ����$�Ú$����� ��� Û ¢�$ ����� Ü" �̄�����������
�âá éêìê èá âáëêíåïìê kõìèçåâæó áêæ íèæîáïâçêæ âííêúâçêæ òêí èá kõìêçâæ òíêõçîéè ÷òïåìêæ áêéâáèæó ðæïêæ çèòèãçèã çè áâæ ìêçâæ åãåéåâáèæ þ çèá êíçèã çè áêæ

êûúèïêæ èã èá éêãúîãïê çè çâïêæÿ �î éêìòáèúåçâç éêìòîïâéåêãâá èæ åëîâá â áâ çèáâáëêíåïìê kõìèçåâæÿ
àá âáëêíåïìê kõìêçâæ êíåëåãâá ��îâãë Ù���� òíèæèãïâ éåèíïâæ çèûåáåçâçèæ ïâãïê

èã áâ âæåëãâéå÷ã çè áêæ êûúèïêæ éêìê èã áâ æèáèééå÷ã çè áêæ éèãïíêæ çè áêæ éêãëáêõìèíâçêæó þâ øîè áâ ìèçåçâ çè çåæåìåáåïîç îæâçâ ãê éêãæåçèíâ áâ íèáâéå÷ã åìòáýéåïâåãïèëíâçâ èã áêæ öâáêíèæ éâïèë÷íåéêæ þ èæïê òíêçîéè ëíîòêæ éêã îãâ æåìåáåïîç åãïèíãâ
ìäæ çðûåá ��èó [î � 
èãë Ø����ÿ

�êí áâæ íâ�êãèæ âãïèæ ìèãéåêãâçâæ æè üâã íèâáå�âçê çåöèíæêæ èæïîçåêæ òâíâ ìèõúêíâí èá âáëêíåïìê kõìêçâæ êíåëåãâáó éêìê �èó 
èãë � [î �Ø���� øîè ìêçåôéâ èáâáëêíåïìê éêãæåçèíâãçê áâæ ùíèéîèãéåâæ çè áêæ öâáêíèæ çèá âïíåûîïê èã áâ ìèçåçâ çèçåæåìåáåïîçÿ �ëó �åó �îâãë � \èãëþêî �Ø���� âûêíçâã çè ìâãèíâ ìäæ òèíïåãèãïè
èá âáëêíåïìê òíèæèãïâçê èã �è èï âáÿ �Ø����ÿ �èéåèãïèìèãïè �è èï âáÿ �Ø���� òíèõæèãïâíêã çåöèíæêæ èæøîèìâæ òâíâ òêãçèíâí èá öâáêí çèá âïíåûîïê èã èá âëíîòâìåèãïê
kõìêçâæÿ

]Þ ^,480(6,.'

U@A@ _FC`aGbFcR dGeG EGfVH bVRfFR`VH
�êæ âáëêíåïìêæ òêí éêìòâíâí èã èæïâ æèééå÷ã æêã kõìèçåâæó kõìèçåâãâæó��� þ

�áâíâó þ âçåéåêãâáìèãïè îã øîåãïê âáëêíåïìêó èá éîâá èæ îãâ öâíåâéå÷ã çèá âáëêíåïìê
kõìèçåâæó òèíê éêã áâ èáèééå÷ã çè áêæ éèãïíêåçèæ åãåéåâáèæ íèæîáïâãïèæ çè îã âëíîòâõìåèãïê òêí ìðïêçê úèíäíøîåéê �ìðïêçê çèZâíç�ó øîè òâíâ èùèéïêæ çè ãêïâéå÷ã æèíäçèãêìåãâãçê Lkõìèçåâæ úèíÿM ÿ �â áåïèíâïîíâ îæîâá âûêíçâ áâ âòáåéâéå÷ã çè èæïêæ ìðõïêçêæ éêãæåçèíâãçê æ÷áê çâïêæ íèâáèæÿ �èéåèãïèìèãïèó îã èæïîçåê çèæâííêááâçê òêí
gèáìîíîëâã � �âãïüâãâì �Ø�Ù��ó éêìòâíâ áâ èôéåèãéåâ çè áêæ âáëêíåïìêæ kõìèçåâæþ

kõìèçêåçæ â ïíâöðæ çè çâïêæ æåìîáâçêæ èã ïðíìåãêæ çèá ïåèìòêó éêãéáîþèãçê øîè
èá âáëêíåïìê kõìèçåâæ çèìêíâ ìäæ øîè kõìèçêåçæÿ

�ê âãïèíåêí ìêïåö÷ â íèâáå�âí èá èæïîçåê îæâãçê æåèïè ïåòêæ çè èæøîèìâæ çè éêãõëáêìèíâçêæ þ âòáåéäãçêáêæ â � þ � ëíîòêæó íèæòèéïåöâìèãïèó ïâá éêìê æè åáîæïíâ èãáâ ôëîíâ Ùó æåëîåèãçê âøîèááêæ èñòîèæïêæ èã âáëîãêæ ïèñïêæ èæòèéåâáå�âçêæ þ áâæ íèõùèíèãéåâæ øîè ðæïêæ éêãïåèãèã ���� >ãæïåïîïè >ãéÿ Ø����ÿ àá ïíâûâúê çè gèáìîíîëâã
� �âãïüâãâì �Ø�Ù�� ãê òíèæèãïâ áêæ çåæïåãïêæ èæøîèìâæ âãâáå�âçêæ èã èæïâ åãöèæõïåëâéå÷ã þ øîè èùèéïåöâìèãïè æè òîèçèã çâí èã áâ òíäéïåéâÿ àæïê üâéè áâ çåùèíèãéåâçè êïíêæ âíïýéîáêæó çêãçè áâ âòáåéâéå÷ã çè ðæïêæ éêãæåçèíâ æ÷áê ïíèæ éêãëáêìèíâçêæ
èã çâïêæ íèâáèæ þ æåìîáâçêæ ��âè � �üå Ø����ó æåèãçê çåè� èá ìäñåìê çè ëíîòêæâãâáå�âçêæ ûâúê æ÷áê çêæ èæøîèìâæ çè éêãëáêìèíâçêæó èãéêãïíâçê èã gèáìîíîëâã
� �âãïüâãâì �Ø�Ù��ÿ �âíâ èæïâ åãöèæïåëâéå÷ãó áâ èôéåèãéåâ çè áêæ âáëêíåïìêæ æè
ìåçè èã éâçâ èæéèãâíåêó â ïíâöðæ çè áêæ ýãçåéèæ çè �âãç âúîæïâçê ê L��>M ��îûèíï
� �íâûåè Ù���� þ áâæ íèæòèéïåöâæ ïâæâæ çè éêííèéïâ éáâæåôéâéå÷ã ����� éêãæåçèíâãõçê îã çèïèíìåãâçê âáëêíåïìêÿ àá ïêïâá çè æåìîáâéåêãèæ òêí éâçâ èæøîèìâ ùîè çè
50 ó éêãæåçèíâãçê øîè æè êûïîöåèíêã áêæ ìåæìêæ íèæîáïâçêæ âá âòáåéâí îãâ éâãïåçâç
ìâþêí çè ðæïâæÿ

�ÅÐÂ¾¿Ã  ÒÎÒÍ!ÂÃÄÃ ÁÅ ½¾¿ÃÁÉ¾¿ÂÊÃ "" #$%&%' ($&)((*
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−5 0 5
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2
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6

Clústers bien separados

−5 0 5

−
2

0
2

4
6

8

Clústers Skew−Normal bien separados

−4 −2 0 2 4

−
2

0
2

4
6

Clústers confundidos

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3

0
2

4
6

Clústers Skew−Normal confundidos

4 6 8 10 12 14

0
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6
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Clústers con diferente tamaño y dispersión

−20 −10 0 10

−
20

−
10

0
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Clústers alargados y paralelos

−1 0 1 2 3 4 5

−
0.

5
0.

0
0.

5
1.

0

Clústers no convexos

hijklm no ������$� �� �����$��� #$�$ �$��� �� �� ���"
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�ãâáå�âãçê áâæ ïâûáâæ Ù þ Ø èã ùêíìâ ëáêûâáó èæ òêæåûáè êûæèíöâí øîè èá âáëêíåïìê
øîè ïåèãèó èã òíêìèçåêó âìûêæ ýãçåéèæ ìèãêíèæ ïâãïê òâíâ éåãéê éêìê òâíâ êéüê
ëíîòêæó éêãæåçèíâãçê ïêçêæ áêæ èæøîèìâæó èæ èá âáëêíåïìê kõìèçåâæÿ � òèæâí çè ãê
èñåæïåí ëíâãçèæ çåùèíèãéåâæ èãïíè áêæ êïíêæ éîâïíê âáëêíåïìêæó èá øîè òíèæèãïâ ýãçåéèæ
ìèçåê ìâþêíèæ èæ èá âáëêíåïìê ��� þ

kõìèçåâæ úèíäíøîåéêÿ

qmrsm no ����$� ���   ���� �� ¡$ � $����$�� � �� �$ �$�$ �� �������$ ��$����$��� � t
���#��" �$��� �����$��� � �$�� ��$ ���$����"

u ÊÎv¾¿ÅÈ¾½¾wÀÅÍÃ kÌÍÅÁÂÃ¾ kÌÍÅÁÂÃ¾ xÅÈË kÌÍÅÁÂÃÄÃ¾ Ôyz  ÎÃÈÃ
{ÂÅÄ ¾Å|ÃÈÃÁÒ¾ y�Æ %}*&~& ������ ������ ������ %}**�u

�  %}*$�* ������ ������ ������ %}***u
��Å�Ì�ÒÈÍÃÎ y�Æ %}��%� %}***u %}***u ������ %}***u
{ÂÅÄ �Å|Ë �  %}��$� ������ ������ ������ %}***�
 ÒÄÕÀÄÁÂÁÒ¾ y�Æ %}��~( ������ %}��$% %}���( %}��&&

�  %}*%(u ������ %}*%u( ������ %}�*~u
��Å�Ì�ÒÈÍÃÎ y�Æ %}�&u� ������ %}�%�� %}�$�& %}�%~*
ÊÒÄÕÀÄÁÂÁÒ¾ �  %}*&�( ������ %}*&uu %}*$&* %}*&(*
�ÂÕÅÈÅÄ¿Å �ÃÍË y�Æ %}�~*% %}*u(� %}*u$* ������ %}*u%~
� ÁÂ¾|ÅÈ¾Â�Ä �  %}��%~ %}*�$* %}*�$& ������ %}*�&$
yÎÃÈÇÃÁÒ¾ y�Æ %}�&�& %}�(�* %}�&(% ������ %}�&$$

�  %}�~~* %}��&� %}�u�� ������ %}���(
�Ò ÊÒÄÐÅ�Ò¾ y�Æ %}�*$� %}�&�& %}�u(u ������ %}�(u�

�  %}�&*( %}��~& %}��u* ������ %}��$&
����� y�Æ %}�*$& %}�~�� %}�~(� �����  %}�u&�

�  %}��(� %}*$%( %}*&*( ��¡"¢¢ %}*(&$
£¤ y�Æ %}&%~& %}&~$( %}&~u~ %}&&�� %}&$��

�  %}%�~$ %}%�$u %}%�u& %}%u$� %}%u�%

�á íèâáå�âí áâ éêìòâíâéå÷ã èãïíè èá ��> þ èá ��� òêí éâçâ èæøîèìâó æè ãêïâ
øîè áâæ éêãéáîæåêãèæ æêûíè áêæ âáëêíåïìêæ æêã æèìèúâãïèæó ïèãåèãçê èã éîèãïâ øîèáêæ öâáêíèæ çè áâæ ïâæâæ çè éêííèéïâ éáâæåôéâéå÷ã æêã öâáêíèæ ìäæ âáïêæ øîè áêæ çèáýãçåéè çè �âãç âúîæïâçêÿ �êãæåçèíâãçê áê âãïèíåêíó â éêãïåãîâéå÷ã æè âãâáå�âã áêæ
íèæîáïâçêæ çè ùêíìâ åãçèòèãçåèãïè òâíâ éâçâ èæøîèìâ æ÷áê òêí ìèçåê çèá ýãçåéèçè �âãç âúîæïâçêÿ

�è âãâáå�âã áêæ ýãçåéèæ ìèçåê êûïèãåçêæ òêí éâçâ âáëêíåïìê èã éåãéê þ êéüê
éá�æïèíæó íèæâáïâãçê èá âáëêíåïìê kõìèçåâæ úèíäíøîåéê òâíâ áêæ éîâïíê òíåìèíêæ èæõøîèìâæó æèëîåçê ìîþ çè éèíéâ òêí èá âáëêíåïìê ûâæâçê èã ìèçêåçæó ���ÿ àæïè
�áïåìê òíèæèãïâ áêæ ìèúêíèæ ýãçåéèæ òâíâ áêæ èæøîèìâæ çè ëíîòêæ éêã L
åùèíèãïèïâìâOê þ çåæòèíæå÷ãM þ L�áâíëâçêæM ÿ �åãâáìèãïèó èá èæøîèìâ çè ëíîòêæ L�ê éêãõöèñêM ìîèæïíâ øîè èá ýãçåéè âæêéåâçê âá âáëêíåïìê kõìèçåâãâæ èæ èá øîè òíèæèãïâîãâ ìèúêí âëíîòâéå÷ã çè áêæ çâïêæ æåìîáâçêæÿ

�ÅÐÂ¾¿Ã  ÒÎÒÍ!ÂÃÄÃ ÁÅ ½¾¿ÃÁÉ¾¿ÂÊÃ "" #$%&%' ($&)((*
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qmrsm ¥o ����$� ���   ���� �� ¡$ � $����$�� � �� �$ �$�$ �� �������$ ��$����$��� � ¦
���#��" �$��� �����$��� � �$�� ��$ ���$����"

� ÊÎÀ¾¿ÅÈ¾½¾wÀÅÍÃ kÌÍÅÁÂÃ¾ kÌÍÅÁÂÃ¾ xÅÈË kÌÍÅÁÂÃÄÃ¾ Ôyz  ÎÃÈÃ
{ÂÅÄ ¾Å|ÃÈÃÁÒ¾ y�Æ %}��~% ������ ������ ������ %}***~

�  %}�*�$ ������ ������ ������ %}***�
��Å�Ì�ÒÈÍÃÎ y�Æ %}�&�& ������ %}***% ������ %}**�*
{ÂÅÄ �Å|Ë �  %}�&~� ������ %}***� %}***� %}***u
ÊÒÄÕÀÄÁÂÁÒ¾ y�Æ %}�$�$ ������ %}�$�~ %}�(�& %}�~��

�  %}�uu% ������ %}��%% %}��*u %Ë����
��Å�Ì�ÒÈÍÃÎ y�Æ %}��*& ������ %}�&u� %}�(&� %}��**
 ÒÄÕÀÄÁÂÁÒ¾ �  %}�u~� ������ %}*&$� %}*$%$ %}�*$u
ÁÂÕÅÈÅÄ¿Å �ÃÍË y�Æ %}�*%& %}*�uu %}*�u( ������ %}*�%%
� �Â¾|ÅÈ¾Â�Ä �  %}*%�( %}*�** %}*�$� ������ %}*�*�
yÎÃÈÇÃÁÒ¾ y�Æ %}u*�� %}u*$u %}u*%& ������ %}��~(

�  %}�*u� %}�u$& %}�~(& ������ %}�%~*
�Ò ÊÒÄÐÅ�Ò¾ y�Æ %}�(�� %}�(�~ %}�u&~ ������ %}�~$*

�  %}��u* %}*&�� %}*$�~ ������ %}�&�u
����� y�Æ %}��(( %}�u$( %}�~*� ����¢� %}�(%(

�  %}�$�~ %}*$%& %}*&�* ��¡""� %}�*�~
£¤ y�Æ %}%**� %}&u&& %}&u(� %}&$�$ %}&u(~

�  %}%�u� %}%��~ %}%*$� %}%�~* %}%*uu

U@?@ _FC`aGbFcR dGeG EGfVH b`GaFfGfF§VH

àã òíèæèãéåâ çè çâïêæ éîâáåïâïåöêæó æè òíêòêãè éêìòâíâí áêæ âáëêíåïìêæ kõìêçâæþ ���ó òîèæïê øîè èæïè �áïåìê òèíìåïè áâ åãéêíòêíâéå÷ã çè áâ ìâïíå� çè çåæïâãéåâæ
ê çåæåìåáåïîçèæó èã áîëâí çè áêæ çâïêæ êíåëåãâáèæÿ �èæòèéïê â áâ æåìîáâéå÷ãó èæïâæöâíåâûáèæ æè ëèãèíâíêã âæîìåèãçê çåæïíåûîéåêãèæ ìîáïåãêìåâáèæ éêã Øó × þ � éâïèõëêíýâæÿ �çèìäæó æè éêãæåçèíâíêã òíêûâûåáåçâçèæ òâíâ áâæ éâïèëêíýâæó çè ïâá ùêíìâ
øîè ïíèæ ëíîòêæ èæïðã ûåèã çèôãåçêæó öâíåâãçê èá ã�ìèíê çè êûúèïêæ èã éâçâ ëíîòê
�
k = 3

�ÿ
àã áâ ôëîíâ Ø æè òíèæèãïâ îã íèæîìèã çè áêæ èæøîèìâæ çè æåìîáâéå÷ã îïåáå�âçêæÿ

�âíâ éêìòâíâí âìûêæ âáëêíåïìêæ æè èìòáèâ îãâ ìâïíå� çè çåæåìåáåïîçèæ éêãæïíîåçââ ïíâöðæ çèá éäáéîáê çèá éêèôéåèãïè ëèãèíâá òíêòîèæïê òêí 
ê�èí �Ù��Ù�ó ìèçåçââçèéîâçâ èã òíèæèãéåâ çè èæïè ïåòê çè çâïêæÿ

Dos variables

Tres variables

2 categorías

3 categorías

2 categorías

3 categorías

4 categorías

n igual

n distinto

n muy distinto

n igual

n distinto

n muy distintohijklm ¥o ������$ �� �����$��� #$�$ �$��� �$���������"
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àá ýãçåéè çè �âãç âúîæïâçê þ áâ ïâæâ çè éêííèéïâ éáâæåôéâéå÷ã ìèçåâ êûïèãåçâ
èã áêæ çåùèíèãïèæ èæøîèìâæ æè òíèæèãïâã èã áâ ïâûáâ ×ÿ

qmrsm ¨o ����$� ���   ���� �� ¡$ � $����$�� � �$�$ �� �������$ ��$����$��� " �$���
�����$��� � �$�� �$��������"

�Ò¾ ÐÃÈÂÃ!ÎÅ¾ �ÈÅ¾ ÐÃÈÂÃ!ÎÅ¾Ä kÌÍÒÁÃ Ôyz
kÌÍÒÁÃ Ôyz

ÆÇÀÃÎ y�Æ %}u$(~ %}(*�� ������ %}uu(*
�  ������ %}�~�* ������ %}�$&u

�Â¾¿ÂÄ¿Ò y�Æ %}~~�� %}~&%* %}~%$� �������  ������ %}�u�$ %}��&( ������zÀ� ÁÂ¾¿ÂÄ¿Ò y�Æ %}(*�~ %}(~&* %}$*�% �������  ������ %}�(($ ������ %}���u
zÅÁÂÃ y�Æ ���©�� %}(�(u %Ë~&** ���"¢¡

�  ��¢��� %}�~�& %}�u(* ��¢©¢�
�� y�Æ %}%�$* ���"�� %}&($$ ��ª ��

�  %}%(%$ ���ª � ���¢�¢ %}%�*(

àá öâáêí ìèçåê çèá ýãçåéè èæ íèáâïåöâìèãïè ûâúê èã ïêçêæ áêæ èæøîèìâæó âòíêõñåìâçâìèãïè ìèãêí â �ó��N æåã èìûâíëêó æè òîèçè çèéåí øîè òâíâ èá éâæê çè çêæöâíåâûáèæó èá âáëêíåïìê øîè êûïîöê ìèúêíèæ íèæîáïâçêæ ùîè èá kõìêçâæó þ âá âîìèãõïâí áâ éâãïåçâç çè öâíåâûáèæ â ïíèæó æè òíèæèãïâ îãâ ìèúêíâ èã áêæ ýãçåéèæ ìèçåêæ
êûïèãåçêæ òêí ���ó éêãæåçèíâãçê áêæ èæøîèìâæ èã çêãçè n èæ L
åæïåãïêM ê L�îþ
çåæïåãïêM ÿ �êæ ýãçåéèæ ìèçåêæ ìäæ âáïêæ ùîèíêã êûïèãåçêæ éîâãçê n èíâ åëîâá òâíâïêçêæ áêæ ëíîòêæó þ âòîãïâ â øîè èá âáëêíåìïê kõìêçâæ òíèæèãïâ áâ ìèúêí âëíîõòâéå÷ã çè áâ åãùêíìâéå÷ãÿ àæïê �áïåìê æîéèçè çè áâ ìåæìâ ìâãèíâ éêã áâ ïâæâ çè
éêííèéïâ éáâæåôéâéå÷ãó éêã áâ çåùèíèãéåâ çè øîè ïêìâ öâáêíèæ ìäæ âáïêæó âáéâã�âãçêîã 83 %

âòíêñåìâçê éêìê ìäñåìêó èã èá éâæê çè ïíèæ öâíåâûáèæ éêã n
åëîâáÿ

«Þ =50,6(6,1'*-
�âæ ûâæèæ çè çâïêæ íèâáèæ æè êûïîöåèíêã çèá Q�> �âéüåãè �èâíãåãë �èòêæåõïêíþ ��æîãéåêã � �è�ìâã Ø����ÿ �âíâ èá éâæê éêãïåãîê æè îïåáå�âã æèåæ éêãúîãïêæçè çâïêæ çèá Q�> �èòêæåïêíþó çè áêæ éîâáèæ ïêçêæ éêãïåèãèã âïíåûîïêæ éêãïåãîêæ þâïíåûîïêæ çè éáâæèÿ àã áâ åìòáèìèãïâéå÷ã éâïèë÷íåéâ æè îïåáå�âã éåãéê éêãúîãïêæ çèçâïêæó îïåáå�âçêæ òêí �è èï âáÿ �Ø����ó çè áêæ éîâáèæ ïêçêæ éêãïåèãèã æêáê âïíåûîïêæ

éâïèë÷íåéêæ þ âïíåûîïêæ çè éáâæèÿ �âíâ âìûêæ éâæêæó áêæ íèæîáïâçêæ æêã òíèæèãïâõçêæ éêãæåçèíâãçê èá íèæòèéïåöê ýãçåéè çè �âãç âúîæïâçê þ áâ ïâæâ çè éáâæåôéâéå÷ã
éêííèéïâÿ

Y@A@ ¬DH`afGEVH V­fDRFEVH ED ­GHDH ED EGfVH bVRfFR`VH
�â çåæïíåûîéå÷ã çè áâæ ùíèéîèãéåâæ çè áâæ éáâæèæ æè òîèçè êûæèíöâí èã áâ ïâûáâ

�ÿ Qãâ öè� øîè æè âòáåéâã áâæ ìèïêçêáêëýâæó ïâá éêìê æè êûæèíöâ èã áâ ïâûáâ �ó áêæ

�ÅÐÂ¾¿Ã  ÒÎÒÍ!ÂÃÄÃ ÁÅ ½¾¿ÃÁÉ¾¿ÂÊÃ "" #$%&%' ($&)((*
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éåãéê âáëêíåïìêæ ãê êûïîöåèíêã ëíâãçèæ çåùèíèãéåâæ èã áâæ ïíèæ òíåìèíâæ ûâæèæ çèçâïêæN æåã èìûâíëêó èã LZåãèM þ LàéêáåM ��� òíèæèãïâ îãâ çåæìåãîéå÷ã åìòêíïâãïè
èã ��> þ èã æî ���ÿ àæïâæ çêæ ûâæèæ çè çâïêæ ïåèãèã áâæ ùíèéîèãéåâæ éêã áâæ
éáâæèæ ìèãêæ üêìêëðãèâæó áê øîè òîèçè òíêöêéâí øîè ��� ãê èãïíèëîè ÷òïåìêæ
íèæîáïâçêæÿ àã áâ �áïåìâ ûâæè çè çâïêæó L>ìâëè �èëìèãïM ó ��� òíèæèãïâ ìèúêíèæ
íèæîáïâçêæ èã éêìòâíâéå÷ã éêã èá íèæïê çè áêæ âáëêíåïìêæÿ

qmrsm ®o ¢����� ��$� �� �$� ��$��� � �$� �$��� �� �$��� �� �� �$�"
{Ã¾Å ÁÅ ÁÃ¿Ò¾  ÎÃ¾Å¾ y¿ÈÂ!À¿Ò¾  Ã¾Ò¾ �Â¾¿ÈÂ!ÀÊÂ�Ä ÁÅ ÎÃ¾ ÊÎÃ¾Å¾ÆÈÂ¾ ( ~ &u% u% Ê¯À
{ÈÅÃ¾¿  ÃÄÊÅÈ $ (% u�* (u�¯$&$
{ÃÄ� $ � $%% &%% Ê¯À
°ÂÄÅ ( &( &�� �&¯u*¯~�½ÊÒÎÂ ~ � ((� &~(¯&&�¯u$¯$uÆÍÃÇË �ÅÇÍÅÄ¿Ë � &* $&% (% Ê¯À

qmrsm ±o ² ���� �� ¡$ � $����$�� � �$�$ �� �������$ ��$����$��� #$�$ �$��� �� �� ���"
{Ã¾Å ÁÅ ÁÃ¿Ò¾

kÌÍÅÁÂÃ¾ kÌÍÅÁÂÃ¾ xÅÈË kÌÍÅÁÂÃÄÃ¾ Ôyz  ÎÃÈÃ
ÆÈÂ¾ %}�*( %}�*( %}��� %}�*( �����{ÈÅÃ¾¿  ÃÄÊÅÈ %}�u~ %}�u~ %}��� ����� �����{ÃÄ� � � %}**% %}**% %}*�%
°ÂÄÅ ����� ����� %}*�& %}*&% %}*(�½ÊÒÎÂ %}�(� %}��� ����� %}��� %}�(u
ÆÍÃÇË �ÅÇÍÅÄ¿ %}u&* %}u�% %}u*u ����� %}~*&
����� %}�$� %}��% ����" %}�$� %}�&*

Y@?@ ¬DH`afGEVH V­fDRFEVH ED ­GHDH ED EGfVH bGfD³ceFbVH

�âá éêìê áê ìîèæïíâ áâ ïâûáâ �ó áâ çåæïíåûîéå÷ã çè ùíèéîèãéåâæ çè áâæ òíåìèíâæ
ûâæèæ çè çâïêæ éêãïåèãè ùíèéîèãéåâæ üêìêëðãèâæ òâíâ éâçâ îãê çè áêæ âïíåûîïêæÿ
� çåùèíèãéåâ çè áêæ òíåìèíêæ èúèìòáêæó áâæ çêæ �áïåìâæ ûâæèæ çè çâïêæ éêãïåèãèãùíèéîèãéåâæ çèæûâáâãéèâçâæó éêã öâáêíèæ èñïíèìêæ èã âáëîãêæ éâæêæÿ

qmrsm ´o ¢����� ��$� �� �$� �$��� �� �$��� �$�������$�"
{Ã¾Å ÁÅ ÁÃ¿Ò¾  ÎÃ¾Å¾ y¿ÈÂ!À¿Ò¾  Ã¾Ò¾ �Â¾¿ÈÂ!ÀÊÂ�Ä ÁÅ ÎÃ¾ ÊÎÃ¾Å¾
µÒ¿ÂÄÇ $ &� ~(u &��¯$��
{ÈÅÃ¾¿  ÃÄÊÅÈ $ * �** $~&¯~u�
�Ò�!ÅÃÄ ~ (u ~� &%¯&%¯&%¯&�
¶�Í|ÖÒÇÈÃ|Ö� ~ &� &~� $¯~¯�&¯�&
·ÒÒ � &� &%& ~¯u¯�¯&%¯&(¯$%¯~&

�êìê æè êûæèíöâ èã áâ ïâûáâ �ó òâíâ L¸íèâæï �âãéèíM ó L�êþûèâãM þ áâ ûâæè çèçâïêæ çè áêæ öêïêæ çèá éêãëíèæê �LgêïåãëM�ó èá âáëêíåïìê ��� ìîèæïíâ ìèúêíèæ
íèæîáïâçêæ øîè áêæ èãïíèëâçêæ òêí èá âáëêíåïìê kõìêçâæÿ �åã èìûâíëêó èã áêæ çêæ
�áïåìêæ éêãúîãïêæ çè çâïêæó èá âáëêíåïìê kõìêçâæ ùîãéåêãâ ìèúêí øîè èá âáëêíåïìêçè áêæ ìèçêåçæÿ

�ÅÐÂ¾¿Ã  ÒÎÒÍ!ÂÃÄÃ ÁÅ ½¾¿ÃÁÉ¾¿ÂÊÃ "" #$%&%' ($&)((*



××� »��$ $ �" ����$�Ú$����� ��� Û ¢�$ ����� Ü" �̄�����������
qmrsm ¹o $̄�$ �� ��$����$��� �������$ �� �$��� �$���������"

{Ã¾Å ÁÅ ÁÃ¿Ò¾ Ôyz
kÌÍÒÁÃ¾µÒ¿ÂÄÇ ����� %}�u*

{ÈÅÃ¾¿  ÃÄÊÅÈ ����� %}�u
�Ò�!ÅÃÄ ����� %}�&*
¶�Í|ÖÒÇÈÃ|Ö� %}~&$ �����·ÒÒ %}�~( ���������� %}��� �����

Qãâ íâ�÷ã òêí áâ éîâá èá îæê çèá âáëêíåïìê ��� éêã çâïêæ éâïèë÷íåéêæ ãê çâ
ûîèãêæ íèæîáïâçêæ èã áêæ çêæ �áïåìêæ éêãúîãïêæ çè çâïêæ òêçíýâ çèûèíæè â øîè áâæ
ùíèéîèãéåâæ çè áâæ éáâæèæ øîè éêìòêãèã áêæ çâïêæ çåôèíèã ìîéüê èãïíè æýó èæ çèéåíóáâæ ùíèéîèãéåâæ çè áâæ éáâæèæ çè L�þìòüêëíâòüþM þ L\êêM æêã ìèãêæ üêìêëðãèâæ
øîè áâæ çèá íèæïêÿ

ºÞ »1'608-,1'*-


âçâ áâ åìòêíïâãéåâ øîè üâ ïêìâçê èá âãäáåæåæ çè éêãëáêìèíâçêæ èã áêæ çåöèíæêæ
èæïîçåêæ çè âòáåéâéå÷ãó æè üâ øîèíåçê âûêíçâí áâ òíèæèãïâéå÷ãó åìòáèìèãïâéå÷ã þ
éêìòâíâéå÷ã çè áêæ âáëêíåïìêæ çè òâíïåéå÷ã çè ìâþêí îæê èã áâ áåïèíâïîíâÿ àã èæïèïíâûâúê æè òíèæèãïâ îã èæïîçåê çè æåìîáâéå÷ã þ âòáåéâéå÷ã éêã èá ôã çè èñòêãèí þ
éêìòâíâí áêæ âáëêíåïìêæ çè òâíïåéå÷ãó æèë�ã çåæïåãïêæ èæøîèìâæ çè âëíîòâéå÷ãÿ

àã èá èæïîçåê çè æåìîáâéå÷ã íèâáå�âçêó èã èá éâæê éêãïåãîêó áêæ âáëêíåïìêæ øîèçåèíêã ìèúêíèæ íèæîáïâçêæ ùîèíêã èá kõìèçåâæ úèíäíøîåéê þ ���ó èã çêãçè èæïè �áõïåìê æêûíèæâáè èã áêæ èæøîèìâæ éêã ëíîòêæ éêã L
åùèíèãïè ïâìâOê þ çåæòèíæå÷ãM þ
L�áâíëâçêæM ÿ àá âáëêíåïìê kõìèçåâãâæ çâ íèæîáïâçêæ æêûíèæâáåèãïèæ èã áêæ èæøîèìâæ
L�ê éêãöèñêæM ó èæøîèìâ øîè èã ëèãèíâá ïåèãè òíêûáèìâæ éêã áêæ öâáêíèæ åãåéåâáèæ þ
éêã áâ éêãöèíëèãéåâ â îãâ �ãåéâ æêáîéå÷ãÿ àá âáëêíåïìê �áâíâ òíèæèãï÷ íèæîáïâçêææåìåáâíèæ â ��� èã èá èæøîèìâ çè ëíîòêæ éêã L
åùèíèãïèæ ïâìâOêæ þ çåæòèíæå÷ãMNæåã èìûâíëêó èæ ìäæ åãèæïâûáè þâ øîè ïíâûâúâ éêã ûâæè â ìîèæïíâæÿ �âíâ èá éâæê
éâïèë÷íåéêó èá âáëêíåïìê kõìêçâæ êûïîöê ìèúêíèæ íèæîáïâçêæ øîè ���N ãê êûæïâãõïè áêæ íèæîáïâçêæ çè ��� ìèúêíâíêã âá âîìèãïâí áâ éâãïåçâç çè öâíåâûáèæÿ �âûèâéêïâí øîè kõìêçâæó â çåùèíèãéåâ çè ���ó òíèæèãïâ íèæîáïâçêæ éêüèíèãïèæ âá éêãæåõçèíâí èæøîèìâæ çêãçè áâæ ùíèéîèãéåâæ çè áâæ éáâæèæ æêã âòíêñåìâçâìèãïè åëîâáèæÿàæ èöåçèãïè øîè æå èá ã�ìèíê çè êûæèíöâéåêãèæ ê èá ïâìâOê ìîèæïíâá âîìèãïâó áâ
éêìòáèúåçâç çè áêæ âáëêíåïìêæ ïâìûåðã áê üâíäó áê øîè ááèöâíä â òíêòêãèí áâ âòáåõéâéå÷ã çè êïíêæ ìðïêçêæ òâíâ êòïåìå�âí èá ïåèìòê çè èúèéîéå÷ã þ íèçîéåí èá éêæïê
éêìòîïâéåêãâáÿ

àã áâæ âòáåéâéåêãèæ íèâáå�âçâæ â çâïêæ éêãïåãîêæ èã òíêìèçåê èá âáëêíåïìê ìäæçðûåá ùîè kõìèçåâæ þ èã éîâïíê éêãúîãïêæ çè çâïêæ áêæ çèìäæ âáëêíåïìêæ çâã íèæîáõïâçêæ ìîþ æèìèúâãïèæÿ �êí êïíê áâçêó ��� ùîèæ èá øîè êûïîöê îã ýãçåéè ìèãêí øîè
èá íèæïê èã áêæ çâïêæ âæêéåâçêæ â LZåãèM þ LàéêáåM ÿ �åã èìûâíëêó èã L>ìâëÿ æèëìèãïÿM
èá âáëêíåïìê ��� èæ èá øîè çâ îãâ ìèúêí ïâæâ çè ûîèãâ éáâæåôéâéå÷ãÿ �á éêìòâíâí
��� éêã kõìêçâæ æîéèçè øîè èã áâæ ûâæèæ çè çâïêæ èã çêãçè áâ çåæïíåûîéå÷ã çèáâæ ùíèéîèãéåâæ çè áâæ éáâæèæ æêã íèáâïåöâìèãïè üêìêëðãèâæó ��� èãïíèëâ ìèúêíèæ
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íèæîáïâçêæ øîè kõìêçâæó òèíê ��� ãê èæ èôéåèãïè âá ïèãèí áâæ ùíèéîèãéåâæ çè áâæ
éáâæèæ ìîþ üèïèíêëðãèâæÿ

=2)(/*6,4,*'31-
�êæ âîïêíèæ âëíâçèéèã â áêæ äíûåïíêæ òêí ïâã åìòêíïâãïèæ éêìèãïâíåêæ øîè âþîõçâíêã â ìèúêíâí èá éêãïèãåçê çè èæïè ïíâûâúêÿ

[�¼½¾¿¾ÀÁÂ ÃÄÅÁ À¼ ÆÇÈÇ É Ê½¼ËÌÄÀÁÂ Á½ÌÍ¿Î¼ À¼ ÆÇÈÇ]

Ï*Ð*)*'6,(-
�ûêãþåó Ñÿ � �èåáó ¸ÿ �Ø����ó ÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛ ÜÚÝÓÞÕÙÕ ß àØ áÝÖÝ âÙÚÙÚÛ ÝÚã äÞÕÖ×å

æã×ÚÖÙçèÝÖÙàÚó ¸åí�üâîæèí gèíáâë �
ó ¸èíáåãó 
èíìâãþÿ
�ãçèíûèíëó �ÿ �Ù��×�ó ÒÓÔÕÖ×Ø ÜÚÝÓÞÕÙÕ ß àØ ÜééÓÙèÝÖÙàÚÕó �éâçèìåé �íèææó �è�êêí�ó Qãåïèç �ïâïèæÿ
�ãçèíæêãó ¸ÿó 
íêææó
ÿó�îæåéâãïó 
ÿó �åï�ó �ÿó �ìåïüó �ÿ � �ïèåãûèíëó �ÿ �Ø����ó

�çâòïåãë 	õ�èçåâãæ ïê 
èãèíâïè �êíìâáå�èç �áîæïèí �èãïèíæó ÙÚ ë�íêéèèõçåãëæ êù ïüè Ø��� �>�� >ãïèíãâïåêãâá �êãùèíèãéè êã 
âïâ �åãåãëìó ¸èïüèæçâó
òòÿ Ù��íÙ��ÿ

�ãçíèêòêîáêæó ¸ÿó �ãó �ÿ � Zâãëó [ÿ �Ø����ó �áîæïèíåãë �åñèç �îìèíåéâá âãç
�ê� �îâáåïþ �âïèëêíåéâá 
âïâT �åëãåôéâãéè �èïíåéæ êã â êèâæï àñâìòáèó ÙÚ
ë��� �>
�P
 Zêí�æüêò êã >ãùêíìâïåêã �îâáåïþ åã >ãùêíìâïåêã �þæïèìæó
>�>� Ø��� �ïâïåæïåéæ �áîæïèíåãë �èææåêãìó ¸âáïåìêíèó òòÿ ��í��ÿ

�æîãéåêãó �ÿ � �è�ìâãó 
ÿ Ñÿ �Ø����ó ëQ�> ìâéüåãè áèâíãåãë íèòêæåïêíþìÿîüïïòTïï���ÿåéæÿîéåÿèçîï∼ìáèâíãï���èòêæåïêíþÿüïìá

èíó 
ÿ � àöèíåïïó ¸ÿ �ÿ �Ø����ó äÖÝÖÙÕÖÙèÝÓ ÜÚÝÓÞÕÙÕ àß â×ãÙèÝÓ áÝÖÝ ÔÕÙÚÛ äÜäó

��� �íèææó ¸êéâ �âïêãó Qãåïèç �ïâïèæÿ

ê�èíó Ñÿ �ÿ �Ù��Ù�ó ë� 
èãèíâá �êèðéåèãï êù �åìåáâíåïþ âãç �êìè êù åïæ �íêòèíõïåèæìó ñÙàå×ÖØÙèÕ Iòó �Ø×í�×�ÿ
�âèó �ÿ� �üåó Ñÿ �Ø����ó ë� æåìòáè âãç �âæï �áëêíåïüì ùêí 	õìèçêåçæ �áîæïèíåãëìó

óôé×ØÖ äÞÕÖ×åÕ õÙÖö ÜééÓÙèÝÖÙàÚÕ W÷ó ×××�í××�Ùÿ
�âãó Ñÿó	âìûèíó�ÿ� �îãëó�ÿ	ÿ�ÿ �Ø��Ù�ó �òâïåâá �áîæïèíåãë�èïüêçæ åã 
âïâ

�åãåãëT � �îíöèþó ÙÚ �ÿ Ñÿ �åááèí � Ñÿ �âãó èçæó ë
èêëíâòüåé 
âïâ �åãåãëâãç 	ãê�áèçëè 
åæéêöèíþìó �âþáêí � �íâãéåæÿ
�âíïåëâãó Ñÿ �Ù����ó ÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛ ÜÓÛàØÙÖöåÕó Ñêüã Zåáèþ � �êãæó �îèöâ êêí�ó Qãåõïèç �ïâïèæÿ
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Índice de autores del volumen 33, 2010

Alonso, Carlos Eduardo
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das dentro del texto mediante el número correspondiente. Las tablas deben ser
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