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АСИМПТОТИЧЕСКИ НОРМАЛЬНОЕ

ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРА В ЗАДАЧЕ

ДРОБНО–ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

Ю. Ю. Линке, А. И. Саханенко

Аннотация: Рассматривается задача оценивания неизвестного параметра в схеме
нелинейной регрессии, когда независимые наблюдения X1, X2, . . . представимы в
виде

Xi = ai/(1 + biθ) + σiξi,

где значения ai > 0 и bi > 0 предполагаются известными. Построена некоторая
двухшаговая процедура, позволяющая найти асимптотически нормальную оценку
неизвестного параметра θ > 0 без использования метода наименьших квадратов.
Библиогр. 4.

§ 1. Введение

Пусть в результате некоторого эксперимента наблюдается последователь-
ность независимых случайных величин X1, X2, . . . , XN , относительно которых
предполагается, что для любого i справедливо представление

Xi =
ai

1 + biθ
+ σiξi, (1.1)

где ξ1, . . . , ξN — последовательность независимых одинаково распределенных
случайных величин, удовлетворяющих условию

Eξi = 0, Dξi = 1. (1.2)

При этом считается, что значения ai > 0 и bi > 0 известны, а значения парамет-
ра θ и дисперсий DXi ≡ σ2

i неизвестны. Также предполагаются неизвестными
и значения случайных величин ξ1, . . . , ξN .

В работе исследуется задача оценивания неизвестного параметра θ > 0 по
наблюдениям X1, . . . , XN . Эта задача является частным случаем задачи нели-
нейной регрессии, которая обычно решается методом наименьших квадратов
или его модификациями. Часто при приближенном поиске оценки используют-
ся методы линеаризации, наискорейшего спуска и другие (см., например, [1]),
реализация которых требует применения вычислительной техники ввиду боль-
шого числа итераций.

Однако оказалось, что при решении задачи дробно-линейной регрессии ви-
да (1.1) простая оценка

θ∗ =
∑

ci(ai −Xi)∑
cibiXi

(1.3)

является асимптотически нормальной при достаточно широких предположени-
ях о постоянных {ci}. А в случае, когда известна некоторая информация о
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поведении дисперсий {σi}, можно подобрать такие функции {γi(θ)}, что «улуч-
шенная» оценка

θ∗∗ =
∑

γi(θ∗)(ai −Xi)∑
γi(θ∗)biXi

(1.4)

будет в некотором смысле асимптотически эффективной.
Построению класса таких двухшаговых оценок и изучению их свойств и по-

священа настоящая работа. Основные ее результаты приведены в § 2, в котором
для наглядности изложения мы не стремились к наиболее общему виду утвер-
ждений. В более общей постановке соответствующие утверждения приведены
в § 3 и доказаны в § 4–6.

Отметим, что рассматриваемый в работе метод можно перенести на случай
многомерного параметра, когда справедливо представление

Xi =
a0

i +
k∑

j=1

aj
iθj

1 +
k∑

j=1

bj
iθj

+ σiξi. (1.5)

В частности, можно построить оценки неизвестных параметров в уравнении
Михаэлиса — Ментeн, широко используемого в биохимии (см., например, [2]).
Эти результаты будут приведены в следующих работах авторов, где уравне-
ние (1.1) будет выступать в качестве единственного частного случая уравнения
(1.5), который позволяет проиллюстрировать все идеи предлагаемого метода,
не затеняя их громоздкими матричными обозначениями.

Условимся использовать символ
∑

без индексов только тогда, когда сумми-
рование ведется по переменной i от 1 до N . Далее все пределы рассматриваются
при N →∞, если только не оговорено противное, и используется обозначение

Φ(x) = (2π)−1/2

x∫
−∞

e−y2/2 dy

для функции распределения стандартного нормального закона.

§ 2. Основные результаты

В этом параграфе свойства введенных в (1.3) и (1.4) оценок будем изучать
в случае, когда справедливы следующие легко проверяемые условия:

inf
i

min{ai, bi, ci, σi} > 0, sup
i

max{ai, bi, ci, σi} < ∞. (2.1)

Обозначим

d2({ci}) = d2
N,θ({ci}, {σi}) =

∑
c2
i (1 + biθ)2σ2

i(∑
ciaibi(1 + biθ)−1

)2 . (2.2)

Теорема 1. Если выполнено условие (2.1), то имеет место сходимость

sup
x

∣∣∣∣P(
θ∗ − θ

d({ci})
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ → 0.

Рассмотрим теперь поведение более сложно устроенной оценки θ∗∗, кото-
рая введена в (1.4). Всюду далее в работе считаем, что все функции {γi(θ)}
дифференцируемы по θ и что производные γ′i(θ) удовлетворяют условию

sup
θ/2≤t≤2θ

|γ′i(t)| ≤ Ki(θ) < ∞. (2.3)
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Теорема 2. Пусть выполнено условие (2.1), а функции {γi(θ)} таковы, что

inf
i

γi(θ) > 0, sup
i

(γi(θ) + Ki(θ)) < ∞.

Тогда имеет место сходимость

sup
x

∣∣∣∣P(
θ∗∗ − θ

d({γi(θ)})
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ → 0,

где d({γi(θ)}) определяется по формуле (2.2) при ci = γi(θ).
Замечание 1. Ясно, что точность оценок θ∗ и θ∗∗ определяется коэффици-

ентами d2({ci}) и d2({γi(θ)}). Поэтому естественным образом возникает задача
минимизации этих коэффициентов. Нетрудно проверить, что при любом C > 0
справедливы равенства

d2
opt ≡ inf

{ci}
d2({ci}) = inf

{γi(θ)}
d2({γi(θ)}) = d2({γopt,i(θ, σi)}),

где

γopt,i(θ, σi) = C
aibi

(1 + biθ)3σ2
i

. (2.4)

Подчеркнем, что в качестве C в (2.7) можно брать любой положительный па-
раметр, который не зависит от i.

Замечание 2. Предположим, что независимые случайные величины ξi

имеют стандартное нормальное распределение. Тогда величины Xi нормально
распределены со средним Ui(θ) = ai/(1+ biθ) и дисперсией σ2

i . Пусть дисперсии
σ2

i не зависят от параметра θ. В этом случае

IN (θ) =
∑ (U ′

i(θ))
2

σ2
i

=
∑ a2

i b
2
i

σ2
i (1 + biθ)4

, (2.5)

где IN (θ) — информация Фишера для выборки X1, . . . , XN . Подставляя опти-
мальные значения γi(θ) = γopt,i(θ, σi) из замечания 1 в коэффициент асимпто-
тической дисперсии и используя (2.5), получаем

d2
opt = 1/IN (θ). (2.6)

Соотношение (2.6) показывает, что по аналогии с неравенством Рао — Кра-
мера следует ожидать неулучшаемости в некотором смысле оценки θ∗∗, когда
γi(θ) выбраны оптимальным образом.

Пример 1. Пусть
σ2

i = woi(1 + biθ)−3σ2,

где коэффициент woi > 0 предполагается известным, а параметр σ > 0 может
быть неизвестным. Тогда согласно замечанию 1 к теореме 1 можно выбрать
оптимальные константы ci, полагая ci = aibi/woi.

Замечание 3. Используя замечание 1, нетрудно проверить, что рассмот-
ренный в примере 1 случай единственный, когда оптимальные значения ci яв-
ляются константами, а не функциями от θ и σi.

Пример 2. Пусть
σ2

i = σ2wi(θ),
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где wi(θ) — известные функции, а параметр σ > 0 может быть неизвестным.
Нетрудно убедиться, что в этом случае мы можем положить

γopt,i(θ, σi) = γopt,i(θ) ≡
aibi

(1 + biθ)3wi(θ)
.

Пусть теперь выполнены все условия теоремы 2 при

γi(θ) = γopt,i(θ), ci = γopt,i(θ0), (2.7)

где θ0 — некоторое фиксированное значение параметра θ. Тогда имеет место
сходимость теоремы 2, причем d2({γi(θ)}) = d2

opt.
Таким образом, в случае, разобранном в примере 2, можно рекомендовать

использовать оценки θ∗ и θ∗∗ при ci и γi(θ) из (2.7). При этом оценка θ∗∗, полу-
чаемая на втором шаге, будет асимптотически нормальной с асимптотической
дисперсией d2

opt.

Пример 3. Пусть σ2
i = σ2, где σ > 0 — неизвестный параметр. По аналогии

с примером 2 в этом случае можно рекомендовать использовать оценки θ∗ и θ∗∗

при ci = aibi и γi(θ) = γopt,i(θ) ≡ aibi/(1 + biθ)3.
Замечание 4. Если неизвестен точный вид дисперсий σi, то мы не сможем

найти γopt,i(θ, σi) и построить оценку θ∗∗ при γi(θ) = γopt,i(θ, σi). В этом случае
можно порекомендовать взять в качестве γi(θ) функции, относительно которых
можно предполагать, что они «не очень сильно отличаются» от неизвестных
нам функций γopt,i(θ, σi).

Замечание 5. Нетрудно проверить, что

1 ≤ d2({γi(θ)})
d2
opt

≤
sup
i≤N

(γi(θ)/γopt,i(θ, σi))

inf
i≤N

(γi(θ)/γopt,i(θ, σi))
, (2.8)

т. е. чем «лучше» выбранные функции γi(θ) приближают функции γopt,i(θ, σi),
тем меньше асимптотическая дисперсия соответствующей оценки отличается
от d2

opt. Неравенство (2.8) можно интерпретировать как некоторое свойство
устойчивости оценок θ∗∗ как функционалов, зависящих от функций γi(θ).

При построении доверительных интервалов и при проверке гипотез нам бы-
ло бы удобнее иметь аналоги теорем 1 и 2, в которых вместо параметров d({ci})
и d({γi(θ)}) участвовали бы некоторые их оценки. Приведем утверждения, об-
ладающие этими свойствами. Положим

β∗i = (1 + biθ
∗)Xi − ai, d

∗ =
(∑

c2
i β

∗2
i

)1/2/ ∑
cibiXi,

d∗∗ =
(∑

γ2
i (θ∗

)
β∗2i )1/2

/ ∑
γi(θ∗)biXi.

(2.9)

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда

sup
x
|P((θ∗ − θ)/d∗ < x)− Φ(x)| → 0.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда

sup
x
|P((θ∗∗ − θ)/d∗∗ < x)− Φ(x)| → 0.
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§ 3. Некоторые обобщения

Далее мы будем рассматривать более общую задачу, когда ai = a
(N)
i , bi =

b
(N)
i , σi = σN

i и Xi = X
(N)
i , где верхний индекс подчеркивает возможность

зависимости величин от числа наблюдений N . Однако, чтобы не загромождать
обозначения, мы индекс (N) у величин ai, bi, σi и Xi будем везде опускать.

Нам потребуются следующие обозначения:

αi = aibi/(1 + biθ), βi = (1 + biθ)σi, γi = γi(θ), Ki = Ki(θ), (3.1)

Ac =
∑

ciαi, B2
c =

∑
c2
i β

2
i , dc =

Bc

Ac
,

Aγ =
∑

γiαi, B2
γ =

∑
γ2

i β,
i dγ =

Bγ

Aγ
,

(3.2)

d̂c = Bc

/ ∑
cibiXi, d̂γ = Bγ

/ ∑
γibiXi. (3.3)

Нетрудно понять, что в этом случае dc = d({ci}), dγ = d({γi}).

Теорема 5. Пусть выполнено условие

max
k≤N

c2
kβ2

k

/
B2

c → 0. (3.4)

Тогда
sup

x
|P((θ∗ − θ)/d̂c < x)− Φ(x)| → 0.

Теорема 6. Пусть выполнены условие (3.4) и условие∑
c2
i b

2
i σ

2
i /A2

c → 0. (3.5)

Тогда имеет имеет место сходимость теоремы 1.

Теорема 7. Пусть выполнены условия (3.4), (3.5) и∑
c2
i α

2
i /A

2
c → 0. (3.6)

Тогда имеет место сходимость теоремы 4.
Нетрудно понять, что теоремы 1 и 3 немедленно следуют из теорем 6 и 7.
Приступим к изучению оценки θ∗∗. При исследовании свойств этой оценки

мы всегда будем предполагать выполненными следующие условия:

dc → 0, (3.7)

max
k≤N

γ2
kβ2

k

/
B2

γ → 0, (3.8)

d2
c

(∑
β2

i K2
i

)
/B2

γ → 0. (3.9)

Теорема 8. Пусть выполнены условия (3.7)–(3.9). Тогда

sup
x
|P((θ∗ − θ)/d̂γ < x)− Φ(x)| → 0.
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Теорема 9. Пусть выполнены условия теоремы 8 и, кроме того,∑
γ2

i b2
i σ

2
i /A2

γ → 0, (3.10)

d2
c

(∑
b2
i σ

2
i K2

i

)
/A2

γ → 0, (3.11)

dc

(∑
αiKi

)
/Aγ → 0. (3.12)

Тогда справедливы все утверждения теоремы 2.

Теорема 10. Пусть выполнены условия теоремы 8 и, кроме того,

d4
c

∑
K2

i

(
α2

i + b2
i σ

2
i

)
/B2

γ → 0, (3.13)

d2
c

∑
γ2

i

(
α2

i + b2
i σ

2
i

)
/B2

γ → 0. (3.14)

Тогда справедливо утверждение теоремы 4.
Нетрудно проверить, что теоремы 2 и 4 являются частными случаями тео-

рем 9 и 10.
Замечание 6. При изучении оценки θ∗∗, которая строится на втором ша-

ге, существенно используется предположение о состоятельности оценки θ∗, по-
строенной на первом шаге. Как видно из представления (3.18) и определения
(3.2), эта состоятельность гарантируется условием (3.7). Отметим, что пред-
положение (3.7) существенно, так как без него оценка θ∗ может удовлетворять
предположениям теоремы 1, но не быть состоятельной. Действительно, пусть
ai = ci = σi = 1, bi = 1/i1−ε при 0 < ε < 1/2. Нетрудно проверить, что в этом
случае

Ac ∼
∑

bi ∼ Nε/ε →∞, d2
c ∼ N/A2

c ∼ ε2N1−2ε →∞.

Но в то же время выполнены все условия теоремы 1, поскольку∑
c2
i b

2
i σ

2
i =

∑
i2ε−2 < ∞,

max
k≤N

c2
kβ2

k = (1 + θ)2 < ∞,
∑

c2
i β

2
i ∼ N →∞.

Замечание 7. Приведем соображения, позволяющие угадать имеющие
простой вид оценки (1.3) и (1.4). Перепишем (1.1) в виде

(1 + biθ)Xi = ai + βiξi. (3.15)

Домножив равенство (3.15) на ci и просуммировав по i, получим следующее
полезное тождество:∑

ciXi + θ
∑

cibiXi =
∑

ciai +
∑

ciβiξi. (3.16)

Мы вправе предполагать, что взвешенная сумма погрешностей ошибок ξi, явля-
ющаяся последним слагаемым в тождестве (3.16), мала по сравнению с осталь-
ными суммами положительных слагаемых. Поэтому в (3.16) естественно отбро-
сить последнее слагаемое, подставив в измененное равенство вместо неизвест-
ного параметра θ оценку θ∗. Решая уравнение∑

ciXi + θ∗
∑

cibiXi =
∑

ciai, (3.17)

находим представление (1.3) для оценки θ∗.
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Далее, вычитая (3.16) из (3.17) и используя (1.1), получаем

θ∗ − θ =
−

∑
ci(1 + biθ)σiξi∑

cibiXi
=

−
∑

ciβiξi∑
ciαi +

∑
cibiσiξi

. (3.18)

Представление (3.18) является ключевым при изучении свойств оценки θ∗.
Отметим, что по аналогии с (3.18) для оценки θ∗∗ справедливо представле-

ние
θ∗∗ − θ =

∑
γi(θ∗)βiξi∑
γi(θ∗)biXi

. (3.19)

Замечание 8. Всюду в работе θ — это неизвестный параметр. Кроме того,
неизвестными параметрами могут быть также и величины {σi}. Таким обра-
зом, большинство условий во всех утверждениях работы — это ограничения на
величины, содержащие неизвестные параметры. Понятно, что в случае прак-
тического применения этих утверждений мы должны проверять выполнение
условий при всех возможных значениях всех неизвестных параметров (так
же, как это делается, например, в [3]).

§ 4. Доказательства свойств оценки θ∗

Доказательство теоремы 5. Положим

βi,N = ciβi/Bc, β(N) = max
k≤N

βk,N . (4.1)

В этом случае из (3.18) и (3.3) вытекает представление

(θ∗ − θ)/d̂c = −
∑

βi,Nξi. (4.2)

Лемма 1. Если выполнено условие (3.4), то

sup
x

∣∣∣P(
−

∑
βi,Nξi < x

)
− Φ(x)

∣∣∣ → 0.

Доказательство. Это утверждение является частным случаем централь-
ной предельной теоремы для схемы серий. Поэтому достаточно (см. [4, гл. 8,
теорема 5]) проверить выполнение условия

D2 ≡
∑

Emin{(βi,Nξi)2, |βi,Nξi|3} → 0. (4.3)

В силу определения (4.1) величины β(N) имеем

D2 ≤
∑

β2
i,NEmin

{
ξ2
i , β(N)|ξi|3

}
= Emin

{
ξ2
1 , β(N)|ξ1|3

}
. (4.4)

В (4.4) использовался тот факт, что
∑

β2
i,N = 1 ввиду определения (4.1). Теперь,

чтобы извлечь (4.3) из (4.4), достаточно заметить, что β(N) → 0, так как по
определению β(N) совпадает с левой частью условия (3.4).

Утверждение теоремы 5 немедленно вытекает из представления (4.2) и лем-
мы 1.

Приступим к доказательству теоремы 6. Воспользуемся представлением

θ∗ − θ

dc
=

−
∑

βi,Nξi

1 +
∑

cibiσiξi/Ac
, (4.5)

получаемым из (2.2) и (3.18).
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Лемма 2. Если выполнено условие 3.5, то
∑

cibiσiξi/Ac
p→ 0.

Это утверждение следует из неравенства Чебышева, поскольку

E
(∑

cibiσiξi/Ac

)
= 0,

а дисперсия этого выражения совпадает с левой частью в условии (3.5).
Заключение теоремы 6 немедленно вытекает из представления (4.5), лем-

мы 2 и теоремы 5.
Приступим теперь к доказательству теоремы 7. Докажем сначала два вспо-

могательных утверждения.

Лемма 3. Пусть выполнено условие (3.4). Тогда∑
c2
i β

2
i ξ2

i

/ ∑
c2
i β

2
i

p→ 1. (4.6)

Доказательство. С учетом обозначений (4.1) утверждение леммы можно
переписать в виде ∑

β2
i,N

(
ξ2
i − 1

) p→ 0, E
(
ξ2
i − 1

)
= 0. (4.7)

Но сходимость в (4.7) является частным случаем закона больших чисел для
схемы серий (см. [4, гл. 8, теорема 3]). Поэтому для справедливости (4.7)
достаточно показать выполнение условия

D1 ≡
∑

Emin
{
β4

i,N

(
ξ2
i − 1

)2;
∣∣β2

i,N

(
ξ2
i − 1

)∣∣} → 0. (4.8)

Имеем

D1 ≤
∑

β2
i,NEmin

{
β2(N)

(
ξ2
i − 1

)2;
∣∣ξ2

i − 1
∣∣} = Emin

{
β2(N)

(
ξ2
1 − 1

)2;
∣∣ξ2

1 − 1
∣∣}.

(4.9)
При выводе (4.9) использовался тот факт, что

∑
β2

i,N = 1 ввиду (4.1). Далее,
поскольку β(N) → 0 в силу (3.4), из (4.9) вытекает (4.8), что и доказывает
требуемое утверждение (4.7).

Обозначим

δ∗ =
(∑

c2
i β

∗2
i

)1/2

−
(∑

c2
i β

2
i ξ2

i

)1/2

, δc =
(∑

c2
i β

2
i ξ2

i

)1/2

−
(∑

c2
i β

2
i

)1/2

.

(4.10)

Лемма 4. При выполнении условий теоремы 7

δc/Bc
p→ 0, δ∗/Bc

p→ 0.

Доказательство. Поскольку первое из утверждений леммы следует из
леммы 3, достаточно доказать второе. Заметим, что

β∗i − βiξi = (1 + biθ
∗)Xi − ai − (1 + biθ)σiξi = (θ∗ − θ)biXi.

Далее, корень из суммы квадратов обладает всеми свойствами нормы, следова-
тельно,

|δ∗| ≤
(∑

c2
i (β

∗
i − βiξi)2

)1/2

= |θ∗ − θ|δ0c,

где δ0c =
(∑

c2
i b

2
i X

2
i

)1/2. Поэтому

|δ∗|
Bc

≤ |θ∗ − θ|
dc

δ0c

Ac
. (4.11)
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Поскольку Eδ2
0c =

∑
c2
i α

2
i +

∑
c2
i b

2
i σ

2
i , в силу условий (3.5) и (3.6) второй со-

множитель в (4.11) сходится по вероятности к нулю. Используя этот факт и
асимптотическую нормальность оценки θ∗, из (4.11) нетрудно извлечь второе
утверждение леммы.

Завершим доказательство теоремы 7. Применяя представление (3.18) и
обозначения (3.2), (4.1) и (4.10), получаем

θ∗ − θ

d∗
=

−
∑

ciβiξi

(
∑

c2
i β

∗2
i )1/2

=
−

∑
βi,Nξi

1 + δ∗/Bc + δc/Bc
. (4.12)

Теорема 7 теперь немедленно следует из (4.12) и лемм 1 и 4.

§ 5. Доказательство теоремы 8

Зафиксируем θ > 0 и сохраним обозначения, введенные ранее. Положим

qi = −ciσi/Ac, ri = cibiσi/Ac, Z1 = −
∑

qiξi, Z2 =
∑

riξi. (5.1)

Тогда в силу формулы (3.18)

θ∗ = (θ + Z1)/(1 + Z2). (5.2)

Введем в рассмотрение случайную величину

θ̃ = min{2θ, θ + Z1}/ max{1/2, 1 + Z2}. (5.3)

Лемма 5. Если выполнено условие (3.7), то

P(θ̃ 6= θ∗) → 0.

Доказательство. Поскольку EZ1 = EZ2 = 0 ввиду (1.2) и (5.1), то

E(Z1)2 =
∑

c2
i σ

2
i /A2

c ≤ B2
c/A2

c = d2
c → 0, (5.4)

E(Z2)2 =
∑

c2
i b

2
i σ

2
i /A2

c ≤ B2
c/A2

cθ
2 = d2

c/θ2 → 0 (5.5)

в силу (3.7). Отсюда, в частности, получаем, что Z1
p→ 0 и Z2

p→ 0. Таким
образом, для завершения доказательства леммы 5 нам осталось сравнить опре-
деления (5.2) и (5.3) и заметить, что

P(θ̃ 6= θ∗) ≤ P(Z2 < −1/2) + P(Z1 > θ) → 0.

Положим

γ̃i = γi(θ̃), Z3 =
∑

(γ̃i − γi)βiξi, d̃γ = Bγ

/∑
γ̃ibiXi, (5.6)

θ̃∗∗ =
∑

γ̃i(ai −Xi)
/∑

γ̃ibiXi. (5.7)

Из (1.4), (5.6), (5.7) и леммы 5 немедленно следует, что

P(θ̃∗∗ 6= θ∗∗) → 0, P(d̃γ 6= d̂γ) → 0. (5.8)

Используя (1.4), (3.19) и обозначения (5.6), (5.7), получаем

(θ̃∗∗ − θ)/d̃γ = −
∑

γ̃iβiξi/Bγ = −
∑

γiβiξi/Bγ + Z3/Bγ . (5.9)

Формула (5.9) будет играть центральную роль в доказательстве теоремы 8.
Нам также потребуются обозначения

θ̃j =

min{2θ, θ +
∑
i 6=j

qiξi}

max{1/2, 1 +
∑
i 6=j

riξi}
, θ̃jk =

min{2θ, θ +
∑

i 6=j,k

qiξi}

max{1/2, 1 +
∑

i 6=j,k

riξi}
.
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Лемма 6. При каждом j величина θ̃j не зависит от ξj и

|θ̃j − θ̃| ≤ K̃j |ξj | при K̃j = 8(|qj |+ θrj) = 8cjβj/Ac.

Доказательство. Независимость следует из определения θ̃j . Далее, фик-
сируем число j и все величины ξi при i 6= j. Положим

q = θ +
∑
i 6=j

qiξi, r = 1 +
∑
i 6=j

riξi,

f1(ξj) = min{2θ, q + qjξj}, f2(ξj) = max{1/2, 1 + r + rjξj}.

В этих обозначениях θ̃ = f1(ξj)/f2(ξj), θ̃j = f1(0)/f2(0). Поэтому

θ̃ − θ̃j =
f1(ξj)− f1(0)

f2(ξj)
+ f1(0)

f2(0)− f2(ξj)
f2(ξj)f2(0)

. (5.10)

Ясно, что

|f1(ξj)− f1(0)| ≤ |qj ||ξj |, |f2(ξj)− f2(0)| ≤ rj |ξj |, |f1(·)| ≤ 2θ, |f2(·)| ≥ 1/2.

Подставляя эти соотношения в (5.10), получаем

|θ̃ − θ̃j | ≤
|qj ||ξj |

1/2
+ 2θ

rj |ξj |
1/4

≤ 8(|qj |+ θrj)|ξj |.

Лемма 7. При всех j 6= k величина θ̃jk не зависит от ξj и ξk и

|θ̃jk − θ̃k| ≤ K̃j |ξj |.

Доказательство леммы повторяет доказательство леммы 6, если в по-
следнем положить величину ξk тождественно равной нулю.

Лемма 8. Справедливо неравенство

E|θ̃ − θ|2 ≤ 16d2
c .

Доказательство. По аналогии с выводом леммы 6 положим

f1(Z1) = min{2θ, θ + Z1}, f2(Z2) = max{1/2, 1 + Z2}.

Ясно, что f1(0) = θ, f2(0) = 1, |f2(Z2)| ≥ 1/2 и

|f1(Z1)− f1(0)| ≤ |Z1|, |f2(Z2)− f2(0)| ≤ |Z2|.

Поэтому

|θ̃ − θ| =
∣∣∣∣f1(Z1)
f2(Z2)

− f1(0)
f2(0)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f1(Z1)− f1(0)

f2(Z2)
+ f1(0)

f2(0)− f2(Z2)
f2(Z2)f2(0)

∣∣∣∣
≤ |Z1|

1/2
+ θ

|Z2|
1/2

= 2|Z1|+ 2θ|Z2|.

Следовательно,
E|θ̃ − θ|2 ≤ 2E(2|Z1|)2 + 2E(2θ|Z2|)2.

Подставляя в последнее неравенство оценки из (5.4) и (5.5), получим требуемое
утверждение леммы.
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Лемма 9. При всех i
E|θ̃i − θ|2 ≤ 16d2

c .

Доказательство леммы полностью повторяет вывод леммы 8, если в
нем считать величину ξi тождественно равной нулю.

Положим γ̃ii = γi(θ̃i).

Лемма 10. Справедливо неравенство

∆1 ≡ E
∣∣∣∑ βi(γ̃i − γ̃ii)ξi

∣∣∣ ≤ 8dc

(∑
β2

i K2
i

)1/2

.

Доказательство. В силу условия (2.3) и леммы 6

|γ̃i − γ̃ii| ≤ Ki|θ̃ − θ̃i| ≤ KiK̃i|ξi|.
Следовательно,

∆1 ≤ E
∑

βiKiK̃iξ
2
i =

∑
βiKiK̃i. (5.11)

Далее, используя определение постоянных {K̃i}, имеем(∑
βiKiK̃i

)2

≤
∑

β2
i K2

i

∑
K̃2

i = (8dc)2
∑

β2
i K2

i . (5.12)

Из неравенств (5.11) и (5.12) вытекает требуемое утверждение леммы 10.

Лемма 11. Имеет место неравенство

∆2 ≡ E
(∑

βi(γ̃ii − γi)ξi

)2

≤ 80d2
c

(∑
β2

i K2
i

)
.

Доказательство. Пусть δii = γ̃ii − γi. Ясно, что δii не зависит от ξi.
Поэтому

E
(∑

βiδiiξi

)2

=
∑

β2
i Eδ2

iiξ
2
i +

∑
i 6=j

βiβjEδiiξiδjjξj

=
∑

β2
i Eδ2

ii +
∑
i 6=j

βiβjEδiiξiδjjξj . (5.13)

Используя условие (2.3) и лемму 9, получаем∑
β2

i Eδ2
ii ≤

∑
β2

i EK2
i |θ̃i − θ|2 ≤ 16d2

c

(∑
β2

i K2
i

)
. (5.14)

Обозначим γ̃iij = γi(θ̃ij), δiij = γ̃iij − γi, δ̃iij = γ̃ii − γ̃iij . Тогда

δii = δiij + δ̃iij , (5.15)

причем δ̃iij не зависит от ξi и по лемме 7 и условию (2.3)

|δ̃iij | ≤ Ki|θ̃i − θ̃ij | ≤ KiK̃j |ξj |.
Подставляя выражение (5.15) во второе слагаемое из (5.13), получаем∑

i 6=j

βiβjEδiiξiδjjξj =
∑
i 6=j

βiβjE(δiij + δ̃iij)ξi(δjji + δ̃jji)ξj

=
∑
i 6=j

βiβjEδiijδjjiξiξj +
∑
i 6=j

βiβjEδiij δ̃jjiξiξj

+
∑
i 6=j

βiβjEδjjiδ̃iijξiξj +
∑
i 6=j

βiβjEδ̃iij δ̃jjiξiξj

≤ 0 + 0 + 0 +
∑
i 6=j

βiβjEKiK̃iKjK̃jξ
2
i ξ2

j

≤
(∑

βiKiK̃i

)2

≤ 64d2
c

(∑
β2

i K2
i

)
. (5.16)
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При выводе последнего соотношения использовано неравенство (5.12).
Требуемое утверждение леммы вытекает из оценок (5.14), (5.16) и равен-

ства (5.13).

Лемма 12. Справедливо неравенство

∆3 ≡ E|Z3| ≤ 17dc

(∑
β2

i K2
i

)1/2

.

Для доказательства этого утверждения достaточно заметить, что ∆3 ≤
∆1 + ∆1/2

2 , и использовать леммы 10 и 11.

Лемма 13. Если выполнено условие (3.8), то

sup
x

∣∣∣P(
−

∑
γiβiξi/Bγ < x

)
− Φ(x)

∣∣∣ → 0. (5.17)

Чтобы получить эту сходимость, достаточно повторить вывод леммы 2 при
βi,N = −γiβi/Bγ .

Завершим доказательство теоремы 8. Из леммы 12 и условия (3.9) следует,
что

Z3/Bγ
p→ 0. (5.18)

Заключение теоремы 8 вытекает теперь из (5.9), (5.18) и леммы 13.

§ 6. Доказательство теорем 9 и 10

Обозначим

Z4 =
∑

(γ̃i − γi)αi, Z5 =
∑

γibiσiξi, Z6 =
∑

(γ̃i − γi)biσiξi. (6.1)

Используя (1.4), (3.19) и обозначения (3.2), (5.6), (5.7), получаем

θ̃∗∗ − θ

d({γi})
=
−

∑
γ̃iβiξi∑

γ̃ibiXi
· Aγ

Bγ
=
−

∑
γiβiξi/Bγ + Z3/Bγ

1 + (Z4 + Z5 + Z6)/Aγ
. (6.2)

Представление (6.2) будет играть центральную роль в доказательстве теоре-
мы 9.

Лемма 14. Имеет место оценка

∆6 ≡ E|Z6| ≤ 17dc

(∑
b2
i σ

2
i K2

i

)1/2

.

Для вывода этого неравенства достаточно повторить доказательства
лемм 10–12, заменив величины βi на biσi.

Лемма 15. Справедлива оценка

∆4 ≡ E|Z4| ≤ 4dc

(∑
αiKi

)
.

Доказательство. Поскольку |γ̃i − γi| ≤ Ki|θ̃ − θ| в силу (2.3), используя
лемму 8, получаем

E|γ̃i − γi| ≤ Ki(E(θ̃ − θ)2)1/2 ≤ (16)1/2dcKi.

Подставляя последнее неравенство в определение (6.1) величины Z4, приходим
к утверждению леммы.
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Лемма 16. Имеет место оценка

∆5 ≡ E|Z5| ≤
(∑

γ2
i b2

i σ
2
i

)1/2

.

Для доказательства этого неравенства достаточно заметить, что EZ5 = 0,
а DZ5 =

∑
γ2

i b2
i σ

2
i ввиду (1.2) и (6.1).

Завершим доказательство теоремы 9. Из лемм 14–16 и условий (3.10)–(3.12)
следует, что E|Z4 + Z5 + Z6|/Aγ → 0, а потому

(Z4 + Z5 + Z6)/Aγ
p→ 0. (6.3)

Заключение теоремы вытекает теперь из представления (6.2), сходимостей (6.3),
(5.18) и леммы 13.

Перейдем к доказательству теоремы 10. Положим

β̃i = (1 + biθ̃)Xi − ai, d̃∗∗ =
(∑

γ̃2
i β̃2

i

)1/2 / ∑
γ̃ibiXi, (6.4)

δ =
(∑

γ̃2
i β̃2

i

)1/2

−
(∑

γ2
i β2

i ξ2
i

)1/2

, δ0 =
(∑

γ2
i β2

i ξ2
i

)1/2

−
(∑

γ2
i β2

i

)1/2

(6.5)
и заметим, что

P(d̃∗∗ 6= d∗∗) → 0 (6.6)
в силу леммы 5 и определений (2.9), (5.6) и (6.4). Используя представление
(3.19) и обозначения (1.4), (5.6), (5.7), (6.4) и (6.5), нетрудно получить формулу

θ̃∗∗ − θ

d̃∗∗
=

−
∑

γ̃iβiξi(∑
γ̃2

i β̃2
i

)1/2
=
−

∑
γiβiξi/Bγ + Z3/Bγ

1 + (δ + δ0)/Bγ
, (6.7)

которая будет ключевой в доказательстве теоремы 10.
Обозначим

δ0β =
(∑

K2
i β2

i ξ2
i

)1/2

, δ0γ =
(∑

γ2
i b2

i X
2
i

)1/2

, δ0K =
(∑

K2
i b2

i X
2
i

)1/2

.

(6.8)

Лемма 17. Справедливо неравенство

|δ| ≤ (θ̃ − θ)2δ0K + |θ̃ − θ|(δ0γ + δ0β).

Доказательство. В силу свойств нормы имеем

|δ| ≤
(∑

(γ̃iβ̃i − γiβiξi)2
)1/2

=
(∑

((γ̃i − γi)(β̃i − βiξi) + γi(β̃i − βiξi) + βiξi(γ̃i − γi))2
)1/2

≤ δβγ + δβ + δγ ,
(6.9)

где

δβγ =
(∑

(γ̃i − γi)2(β̃i − βiξi)2
)1/2

,

δβ =
(∑

γ2
i (β̃i − βiξi)2

)1/2

, δγ =
(∑

(γ̃i − γi)2β2
i ξ2

i

)1/2

.

Далее, используя тождество

β̃i − βiξi = (θ̃ − θ)(αi + biσiξi) = (θ̃ − θ)biXi

и неравенство (2.3), легко получить, что

δβ = |θ̃ − θ|δ0γ , δγ ≤ |θ̃ − θ|δ0β , δβγ ≤ |θ̃ − θ|2δ0K . (6.10)

Из (6.9) и (6.10) следует утверждение леммы.
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Лемма 18. Если выполнены условия теоремы 10, то δ/Bγ
p→ 0.

Доказательство. Поскольку (|u|+ |v|)1/2 ≤ |u|1/2 + |v|1/2, из неравенства
Шварца и леммы 17 получаем, что

E|δ|1/2 ≤ (E(θ̃−θ)2)1/2
(
Eδ2

0K

)1/4 +(E(θ̃−θ)2)1/4
((

Eδ2
0γ

)1/4 +
(
Eδ2

0β

)1/4)
. (6.11)

С учетом определений (6.8) из этого соотношения и леммы 8 имеем

E|δ|1/2 ≤
(
16d2

c

)1/2
(∑

K2
i

(
α2

i + b2
i σ

2
i

))1/4

+
(
16d2

c

)1/4
(∑

γ2
i

(
α2

i + b2
i σ

2
i

))1/4

+
(
16d2

c

)1/4
(∑

K2
i β2

i

)1/4

.

Разделив полученное выражение на B
1/2
γ и применив условия (3.13), (3.14), (3.9),

нетрудно убедиться, что E(δ/Bγ)1/2 → 0, откуда следует заключение леммы.

Лемма 19. Если выполненo условиe (3.8), то δ0/Bγ
p→ 0.

Для доказательства этого утверждения нужно повторить вывод леммы 3,
заменив в нем величины ci на γi.

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 10. Согласно лем-
мам 12 и 13 распределение числителя в (6.7) сходится к стандартному нормаль-
ному. Знаменатель в (6.7) сходится по вероятности к единице в силу лемм 18 и
19. Для завершения доказательства остается заметить, что P(θ̃∗∗ 6= θ∗∗) → 0 и
P(d̃∗∗ 6= d∗∗) → 0 ввиду соотношений (5.8), (6.6) и условия (3.7).
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