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СВОЙСТВА УРАВНЕНИЯ БЫСТРОЙ ДИФФУЗИИ

И ЕГО МНОГОМЕРНЫЕ ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ
Э. И. Семенов

Аннотация: Доказана инвариантность уравнения быстрой диффузии в двумер-
ном координатном пространстве и приведена его редукция к одномерному по про-
странственной переменной аналогу. На основе этих результатов построены новые
точные многомерные решения, зависящие от произвольных гармонических функ-
ций. Как следствие, получены новые точные решения известного уравнения Лиу-
вилля — стационарного аналога уравнения быстрой диффузии с линейным источ-
ником. Рассмотрены некоторые обобщения на системы квазилинейных параболи-
ческих уравнений.
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Введение

В работе исследуется уравнение быстрой диффузии

ut = � lnu, u = u(x, y, t), (1)

в двумерном координатном пространстве, которое встречается во многих при-
кладных задачах, например при описании процесса растекания сверхтонкой
пленки жидкости под действием сил Ван дер Ваальса [1]. Оно возникает при
моделировании диффузионных явлений в полупроводниках, полимерах и т. п.
Известно [2], что уравнение (1) является особым с точки зрения групповой тео-
рии, так как допускает бесконечномерную алгебру точечных симметрий. Это
означает, что уравнение (1) в координатном пространстве двух измерений об-
ладает неограниченным запасом инвариантных решений [3]. В литературе со-
отношение (1) иногда называют уравнением Риччи (Ricci).

В настоящей статье приведены некоторые свойства (1) и на их основе по-
строены новые точные многомерные решения указанного уравнения, зависящие
от произвольных гармонических функций.

1. Инвариантность уравнения быстрой диффузии

Под инвариантностью будем понимать неизменяемость вида уравнения под
действием какого-либо преобразования.

Определение [4]. Гармонические функции ξ(x, y) и η(x, y) называются со-
пряженными в односвязной области D, если функция F (z) = ξ(x, y) + iη(x, y)
есть аналитическая функция аргумента z = x+ iy в области D.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке INTAS (грант 2000–0015) и
Междисциплинарного проекта СО РАН № 131 «Гидродинамика вод Байкала».
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Сопряженные гармонические функции связаны уравнениями Коши — Ри-
мана

∂ξ

∂x
=
∂η

∂y
,

∂ξ

∂y
= −∂η

∂x
,

определяют одна другую всюду в D c точностью до аддитивной постоянной и,
как следствие, обладают следующими свойствами:

(∇ξ,∇η) = 0, |∇ξ|2 = |∇η|2. (2)

Простейшими примерами сопряженных гармонических функций являются гар-
монические полиномы

ξ(x, y) = (x2 + y2)
n
2 cos(nϕ), η(x, y) = (x2 + y2)

n
2 sin(nϕ),

где ϕ = arccos
(

x√
x2+y2

)
или ϕ = arcsin

( y√
x2+y2

)
, n ∈ N.

Лемма 1. Если функция η(x, y) является гармонической, то гармониче-
ской будет функция ln

∣∣η2
x + η2

y

∣∣.
Доказательство. Для удобства введем обозначение ψ(x, y) = η2

x + η2
y.

Тогда
� lnψ =

[
ψ(ψxx + ψyy)−

(
ψ2
x + ψ2

y

)]
ψ−2. (3)

Последовательно вычисляя необходимые частные производные, находим

ψxx + ψyy = 2
(
η2
xx + η2

yy

)
+ 4η2

xy + 2ηx(ηxx + ηyy)x + 2ηy(ηxx + ηyy)y,

ψ2
x + ψ2

y = 8ηxηyηxy(ηxx + ηyy) + 4η2
x

(
η2
xx + η2

xy

)
+ 4η2

y

(
η2
yy + η2

xy

)
.

Так как в силу гармоничности ηxx = −ηyy, последние соотношения примут
соответственно вид

ψxx + ψyy = 4
(
η2
xx + η2

xy

)
, ψ2

x + ψ2
y = 4

(
η2
x + η2

y

)(
η2
xx + η2

xy

)
.

Следовательно, выражение (3) тождественно обращается в нуль. Лемма дока-
зана.

Теперь сформулируем один из основных результатов работы.

Теорема 1. Если ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) — сопряженные гармонические
функции, то уравнение быстрой диффузии (1) инвариантно относительно пре-
образования

u(x, y, t) = ρ(x, y)v(ξ, η, t), (4)

где ρ(x, y) = |∇η|2, т. е. под действием (4) оно переходит само в себя:

vt = �ξη ln v. (5)

Доказательство. После подстановки соотношения (4) в уравнение (1) и
несложных выкладок с учетом свойств сопряженных гармонических функций
(2) получим

ρvt = �xy ln ρ+ ρ�ξη ln v.

Отсюда в силу леммы 1 немедленно следует (5), что и требовалось доказать.
Таким образом, выражение (4) является автопреобразованием для уравне-

ния быстрой диффузии (1) и, следовательно, формулой размножения решений.
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Пример 1. Возьмем точное решение уравнения (5) вида [5, 6]

v(ξ, η, t) = 2
th(t)

ξ2 + η2th2(t)
.

Применяя к этому решению преобразование (4) с произвольно выбранными
гармоническими функциями, сконструируем несколько новых точных неавто-
модельных анизотропных по пространственным переменным явных решений
уравнения (1):

u(x, y, t) = 2
(
cth2(x) + tg2(y)

)
th(t)

1 + cth2(x)tg2(y)th2(t)
,

u(x, y, t) = 2
(tg2(x) + th2(y))th(t)
1 + tg2(x)th2(y)th2(t)

,

u(x, y, t) = 18
(tg2(x3 − 3xy2) + th2(3x2y − y3))(x2 + y2)2th(t)

1 + tg2(x3 − 3xy2)th2(3x2y − y3)th2(t)
,

u(x, y, t) = 18
(tg2(exp(3x)a(y)) + th2(exp(3x)b(y))) exp(x)th(t)

1 + tg2(exp(3x)a(y))th2(exp(3x)b(y))th2(t)
,

где приняты обозначения

a(y) = cos3(y)− 3 cos(y) sin2(y), b(y) = 3 cos2(y) sin(y)− sin3(y).

Можно заметить, что при t → +∞ полученные решения стремятся к стацио-
нарным.

Результат, аналогичный теореме 1, можно распространить на некоторый
класс систем квазилинейных параболических уравнений. Так, имеет место

Теорема 2. Пусть ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) — сопряженные гармонические
функции, а fi(u1, u2, . . . , um), i = 1, 2, . . . , n, m ≤ n, — однородные степени
однородности равной единице, т. е.

fi(λu1, λu2, . . . , λum) = λfi(u1, u2, . . . , um). (6)

Тогда система n уравнений
∂ui
∂t

= �xy lnui + fi(u1, u2, . . . , um) (7)

инвариантна относительно преобразований

ui(x, y, t) = ρ(x, y)vi(ξ, η, t), (8)

где ρ = |∇η|2, т. е. переходит сама в себя:
∂vi
∂t

= �ξη ln vi + fi(v1, v2, . . . , vm). (9)

Доказательство. Подставляя функции (8) в уравнения (7) и учитывая
условие однородности (6), приходим к системе

ρ
∂vi
∂t

= �xy(ln ρ+ ln vi) + ρfi(v1, v2, . . . , vm), (10)

при этом нетрудно убедиться, используя свойства сопряженных гармонических
функций (2), что

�xy ln vi = ρ�ξη ln vi.
Следовательно, из (10) в силу леммы 1 следует система уравнений (9). Теорема
доказана.
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2. Редукция уравнения быстрой
диффузии к своему одномерному

по пространственной переменной аналогу

Теорема 3. Пусть η(x, y) — произвольная гармоническая функция, отлич-
ная от постоянной, тогда уравнение быстрой диффузии (1) с помощью преоб-
разования

u(x, y, t) =
(
η2
x + η2

y

)
v(η, t) (11)

редуцируется к своему одномерному по пространственной переменной η аналогу

∂v

∂t
=
∂2 ln v
∂η2 . (12)

Доказательство. После подстановки выражения (11) в уравнение (1)
приходим к равенству

ψ(x, y)
∂v

∂t
= �xy(lnψ(x, y) + ln v), (13)

причем легко показать, что

�xy ln v = ψ(x, y)
∂2 ln v
∂η2 ,

где ψ(x, y) = η2
x + η2

y. Таким образом, из равенства (13) в силу леммы 1 следует
уравнение (12), что и требовалось доказать.

Значит, проинтегрировав уравнение (12) и используя формулу (11), можно
построить класс точных решений уравнения быстрой диффузии (1), зависящих
от произвольной гармонической функции.

Пример 2. Пусть η(x, y) — гармонический полином четвертой степени, т. е.
η(x, y) = x4− 6x2y2 + y4 или η(x, y) = 4(x3y−xy3). Тогда η2

x + η2
y = 16(x2 + y2)3.

В этом случае преобразование

u(x, y, t) = 16(x2 + y2)3v(η, t)

дает анизотропное по пространственным переменным x и y решение уравнения
(1), при этом функция v(η, t) определяется из соотношения (12). Поскольку,
уравнение (12) заменой v = w−1 сводится к уравнению с квадратичными нели-
нейностями

wt = wwηη − (wη)2,

то в дополнение построим некоторые точные решения уравнения (12), используя
подход, изложенный в [7, 8]:

v(η, t) =
1
λ
·

√
k2
1 + k2

2sh(λt)
k1 cos(η) + k2 sin(η) +

√
k2
1 + k2

2ch(λt)
,

v(η, t) =
1
λ
·

√
k2
1 + k2

2 cos(λt)
k1 cos(η) + k2 sin(η)−

√
k2
1 + k2

2 sin(λt)
,

v(η, t) =
1
λ
·

√
k2
1 − k2

2 cos(λt)
k1ch(η) + k2sh(η) +

√
k2
1 − k2

2 sin(λt)
,

v(η, t) =
1
λ
·

√
k2
1 − k2

2sh(λt)
k1ch(η) + k2sh(η)−

√
k2
1 − k2

2ch(λt)
.
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Здесь λ 6= 0, k1 > k2 — произвольные числовые параметры.

Замечание. Аналог теоремы 3 для системы квазилинейных параболиче-
ских уравнений (7) доказан в работе автора [9].

Хорошо известно [10, с. 84], что уравнение Лапласа в двумерном коорди-
натном пространстве инвариантно относительно конформного преобразования
независимых переменных

∂x

∂q2
=

∂y

∂q1
,

∂x

∂q1
= − ∂y

∂q2
, (14)

при этом ∂x
∂q1

, ∂y
∂q2

не обращаются одновременно в нуль. Примером такого пре-
образования может служить система параболических координат

x = q22 − q21 , y = 2q1q2.

Применим преобразование (14) к исследуемому уравнению (1), которое перепи-
шется следующим образом:

ut = f(q1, q2)�q1q2 lnu, u = u(q1, q2, t). (15)

Здесь принято обозначение f(q1, q2) = x2
q1 + x2

q2 . Так как в силу (14) функция
x = x(q1, q2) является гармонической, из леммы 1 вытекает, что

�q1q2 ln f(q1, q2) = 0. (16)

Таким образом, справедлива

Теорема 4. Если выполнено соотношение (16), то неоднородное уравнение
быстрой диффузии (15) преобразованием

u(q1, q2, t) =
1

f(q1, q2)
[
f2
q1 + f2

q2

]
v(η, t), η = ln f(q1, q2), (17)

редуцируется к однородному и одномерному по пространственной переменной
η уравнению (12).

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 3, от-
личие в том, что в формуле (11), записанной в переменных q1 и q2, надо поло-
жить η(q1, q2) = ln f(q1, q2).

Пример 3. Уравнение нелинейной диффузии

ut = exp(x2 − y2)� lnu, или wt = exp(x2 − y2 − w)�w,

где w(x, y, t) = ln v(x, y, t), обладает точным несимметричным по пространствен-
ным переменным решением

u(x, y, t) = 4(x2 + y2) exp(x2 − y2)v(η, t), η = x2 − y2.

При этом функция v(η, t) удовлетворяет уравнению (12), точные решения кото-
рого приведены в примере 2.

Отметим, что некоторые точные решения уравнения (1), отличные от по-
строенных в разд. 1, 2 настоящей работы, можно найти в [1, 2, 11–14].



Свойства уравнения быстрой диффузии 867

3. Точные решения уравнения Лиувилля
в двумерном координатном пространстве

Нетрудно показать, что основные результаты разд. 1, 2 непосредственно,
обобщаются на уравнение быстрой диффузии с линейным источником (стоком)

ut = � lnu− λu, (18)

где λ ∈ Re \{0}. Так как формулы (4), (11), (17) явно не зависят от времени,
теоремы 1, 3 и 4 останутся справедливыми для стационарного (эллиптического)
уравнения (18)

� lnu = λu,

которое заменой u = exp(λw) сводится к известному уравнению Лиувилля

�w = exp(λw). (19)

Итак, из теоремы 1 и леммы 1 вытекает

Утверждение 1. Уравнение Лиувилля (19) инвариантно относительно
преобразования

w(x, y) = v(ξ, η) +
1
λ

ln |ρ(x, y)|, (20)

где ρ = |∇η|2, а ξ(x, y), η(x, y) — сопряженные гармонические функции.
Применяя к уравнению (19) преобразование (11), получим обыкновенное

дифференциальное уравнение (ОДУ), которое легко интегрируется, тем самым
убеждаемся, что имеет место

Утверждение 2. Уравнение Лиувилля (19) в двумерном координатном
пространстве обладает точными решениями вида

w(x, y) =
1
λ

ln
∣∣∣∣2A2

λ

(
η2
x + η2

y

)
sec2(Aη)

∣∣∣∣,
w(x, y) =

1
λ

ln
∣∣∣∣2A2

λ

(
η2
x + η2

y

)
sech2(Aη)

∣∣∣∣,
где η(x, y) — произвольная гармоническая функция, отличная от постоянной,
A, λ ∈ Re \{0}.

Замечание. Результаты утверждений 1 и 2 ранее получены С. Р. Свир-
щевским в работах [13, 14].

Аналогично из теоремы 4 для стационарного неоднородного уравнения (15)
с линейной добавкой следует, что справедливо

Утверждение 3. Неоднородное уравнение Лиувилля

�w = η(x, y) exp(λw), (21)

где η(x, y) — произвольная гармоническая функция, отличная от постоянной,
имеет точное решение

w(x, y) =
1
λ

ln
∣∣∣∣ 3λ η2

x + η2
y

η3

∣∣∣∣.
Отметим, что точные решения неоднородного уравнения Лиувилля (21),

когда η(x, y) является некоторой голоморфной функцией специального вида,
приведены в [15].
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Как обобщение результатов этого раздела на некоторые системы уравнений
приведем стационарную математическую модель переноса заряда с взаимодей-
ствием Пуассона, возникающую в теории полупроводников.

Пример 4. Эллиптическая система уравнений вида

�u = exp(u) +A|∇Ф|2,�v = exp(v)−B|∇Ф|2,
�Ф = exp(v)− exp(u),

(22)

обладает точным решением вида

u(x, y) = f(η) + ln
∣∣η2

x + η2
y

∣∣, v(x, y) = ψ(η) + ln
∣∣η2

x + η2
y

∣∣, Ф(x, y) = ϕ(η),

где η(x, y) — произвольная гармоническая функция, отличная от постоянной;
A,B ∈ Re \{0}. При этом функции f, ψ, ϕ определяются из системы ОДУ

f ′′ = exp(f) +Aϕ′2, ψ′′ = exp(ψ)−Bϕ′2, ϕ′′ = exp(ψ)− exp(f).

В случае A = −B система (22) допускает частное точное решение

u(x, y) = v(x, y) = f(η) + ln
∣∣η2

x + η2
y

∣∣, Ф(x, y) = η(x, y),

причем функция f(η) удовлетворяет линейному ОДУ

f ′′ = f +A

второго порядка.
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