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Аннотация: В сепарабельном гильбертовом пространстве рассматривается эволю-
ционное включение с многозначным возмущением и с эволюционными операторами,
являющимися субдифференциалами зависящей от времени собственной выпуклой
полунепрерывной снизу функции. Наряду с исходным включением рассматрива-
ется последовательность аппроксимирующих эволюционных включений с тем же
возмущением и с эволюционными операторами, которые являются субдифферен-
циалами регуляризаций Моро — Иосиды исходной функции. Показано, что мно-
жество достижимости исходного включения, рассматриваемое как многозначная
функция времени, является равномерным по времени пределом в метрике Хаусдор-
фа последовательности множеств достижимости аппроксимирующих включений. В
качестве приложения рассмотрен пример управляемой системы с разрывной нели-
нейностью.
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§ 1. Постановка задачи

Пусть T = [0, 1] — отрезок числовой прямой R с мерой Лебега µ и с σ-
алгеброй � µ-измеримых множеств. Рассмотрим сепарабельное гильбертово
пространство H с нормой ‖ · ‖ и со скалярным произведением 〈·, ·〉. Функция
ϕ : H → R = R ∪ {+∞} называется собственной, если она не равна тожде-
ственно +∞, т. е. если ее эффективная область domϕ = {x ∈ H; ϕ(x) < +∞}
непуста. Множество всех функций ϕ : H → R, которые являются собствен-
ными, выпуклыми и полунепрерывными снизу, будем обозначать через �0(H).
Субдифференциалом ∂ϕ(x) функции ϕ ∈ �0(H) в точке x ∈ H называется
множество

∂ϕ(x) = {v ∈ H; 〈v, y − x〉 ≤ ϕ(y)− ϕ(x) ∀y ∈ H}.

Известно [1], что ∂ϕ(x) является максимально монотонным оператором, dom ∂ϕ
= {x ∈ H; ∂ϕ(x) 6= ∅} ⊂ domϕ и dom(∂ϕ) = domϕ, где черта означает замы-
кание в H.

Для каждого λ > 0 регуляризацией Моро — Иосиды функции ϕ ∈ �0(H)
называется функция

ϕλ(x) = inf{ϕ(y) + (1/2λ)‖y − x‖2; y ∈ H}.
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Функция ϕλ конечная, непрерывная и выпуклая, ∂ϕλ — однозначная функция с
dom ∂ϕλ = H для каждого λ > 0. Пусть ϕt ∈ �0(H), t ∈ T , и y : [0, 1] → domϕ0 —
непрерывная функция.

Рассмотрим эволюционное включение

−ẋ(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + F (t, x(t)), x(0) = y(0) ∈ domϕ0, (1.1)

где F : T × H → H — многозначное отображение с выпуклыми компактными
значениями. Обычно функцию F (t, x) называют многозначным возмущением.

Наряду с включением (1.1) рассмотрим включение

−ẋλ(t) ∈ ∂ϕtλ(xλ(t)) + F (t, xλ(t)), xλ(0) = y(λ) ∈ domϕ0, λ ∈ (0, 1]. (1.2)

Под решением включения (1.1) понимается пара (x(·), f(·)), где x : T → H,
x(0) = y(0), — абсолютно непрерывная функция, f(·) ∈ L2(T,H), x(t) ∈ dom ∂ϕt

почти всюду и имеют место включения

−ẋ(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + f(t) п. в., (1.3)

f(t) ∈ F (t, x(t)) п. в. (1.4)

Под решением включения (1.2) при λ ∈ (0, 1] понимается пара (xλ(·), fλ(·)),
где xλ : T → H, xλ(0) = y(λ), — абсолютно непрерывная функция, fλ(·) ∈
L2(T,H) и

−ẋλ(t) = ∂ϕtλ(xλ(t)) + fλ(·) п. в., (1.5)

fλ(t) ∈ F (t, xλ(t)) п. в. (1.6)

Множества всех решений включений (1.1) и (1.2) будем обозначать через
RF (y(0)) и Rλ

F (y(λ)) соответственно. Если (x(·), f(·)) ∈ RF (y(0)), то функция
x(·), x(0) = y(0), называется траекторией включения (1.1). Аналогично опре-
деляется траектория включения (1.2). Множество траекторий включений (1.1)
и (1.2) будем обозначать через T rF (y(0)) и T rλF (y(λ)) соответственно.

Множеством достижимости включения (1.1) из точки y(0) в момент
времени t ∈ T называется множество

AF (y(0))(t) = {x(t); x(·) ∈ T rF (y(0))}, t ∈ T.

Аналогично определяется множество достижимости включения (1.2):

A λ
F (y(λ)) = {xλ(t); xλ(·) ∈ T rλF (y(λ))}, t ∈ T, λ ∈ (0, 1].

Тем самым будут определены многозначные отображения

t→ AF (y(0))(t), t→ A λ
F (y(λ))(t), λ ∈ (0, 1].

Пусть extF (t, x) — совокупность всех крайних точек множества F (t, x). Из
теоремы Крейна — Мильмана следует, что extF (t, x) 6= ∅ и extF (t, x) ⊂ F (t, x).
Наряду с включениями (1.1), (1.2) будем рассматривать включения

−ẋ(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + extF (t, x(t)) п. в., x(0) = y(0) ∈ domϕ0, (1.7)

−ẋλ(t) ∈ ∂ϕtλ(xλ(t)) + extF (t, xλ(t)) п. в., xλ(0) = y(λ) ∈ domϕ0, λ ∈ (0, 1].
(1.8)

Применительно к включениям (1.7), (1.8) мы будем использовать обозначения
RextF (y(0)), T rextF (y(0)), AextF (y(0)) и Rλ

extF (y(λ)), T rλextF (y(λ)), A λ
extF (y(λ)),

λ ∈ (0, 1].
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Нас будут интересовать взаимосвязи между множествами RextF (y(0)) и
RF (y(0)), Rλ

extF (y(λ)) и Rλ
F (y(λ)) и сходимость множеств T rλF (y(λ)) к T rF (y(0))

при λ ↓ 0. Как следствие будут получены взаимосвязи между множествами тра-
ектории и множествами достижимости. При естественных предположениях мы
доказываем, что при λ ↓ 0

A λ
F (y(λ))(t) → AF (y(0))(t) равномерно по t ∈ T (1.9)

в метрике Хаусдорфа.
Необходимость изучения вопросов, затрагиваемых в работе, обусловлена

прежде всего тем, что широкий класс управляемых систем с разрывными нели-
нейностями может быть записан в абстрактной форме в виде включения (1.1).
Для таких систем актуальной является численная оценка множеств достижимо-
сти. Однако с точки зрения вычислительных процедур исследование систем с
разрывными нелинейностями встречает принципиальные трудности. С другой
стороны, используя подходящие однозначные аппроксимации для разрывных
нелинейностей, мы можем построить аппроксимирующую последовательность
управляемых систем, которые в абстрактной форме могут быть записаны в виде
включения (1.2). Численная оценка множеств достижимости для аппроксими-
рующих систем уже не встречает принципиальных трудностей и может быть
произведена с помощью хорошо разработанных методов и подходов. Зная оцен-
ки множеств достижимости аппроксимирующих систем и используя (1.9), мы
можем дать гарантированные оценки множеств достижимости исходной управ-
ляемой системы с разрывными нелинейностями.

§ 2. Основные обозначения, определения
и предварительные сведения

Пусть X — сепарабельное банахово пространство с нормой ‖ · ‖. Всюду
в дальнейшем мы используем следующие обозначения: cbX — семейство всех
непустых замкнутых ограниченных подмножеств из X, compX — совокупность
всех компактных подмножеств из X, convX — совокупность всех выпуклых
компактных подмножеств из X. Для множества A ⊂ X через coA обозначается
выпуклая оболочка A, а через coA — замкнутая выпуклая оболочка A.

На множестве cbX определим метрику Хаусдорфа

D(A,B) = max{sup
a∈A

inf
b∈B

‖a− b‖, sup
b∈B

inf
a∈A

‖a− b‖},

A,B ∈ cbX. Всюду в дальнейшем мы считаем, что пространства cbX, compX
и convX наделены метрикой Хаусдорфа.

Отображение F : X → cbX называется полунепрерывным снизу по Вьето-
рису, если для любого открытого множества U ⊂ X множество F−1(U) = {x ∈
X;F (x) ∩ U 6= ∅} открыто.

Отображение F : X → cbX называется полунепрерывным сверху по Вье-
торису, если для любого замкнутого множества V ⊂ X множество F−1(V )
замкнуто.

Отображение F : X → cbX называется непрерывным по Вьеторису, если
оно одновременно полунепрерывно снизу и сверху по Вьеторису.

Отображение F : X → cbX называется непрерывным по Хаусдорфу, если
оно непрерывно в метрике Хаусдорфа на пространстве cbX. Хорошо известно,
что для отображения F : X → compX понятия непрерывности по Вьеторису и
Хаусдорфу совпадают.
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Для пространства X символ ω-X означает, что X наделено слабой σ(X,X∗)
топологией [2]. Такое же обозначение мы используем и для подмножеств из
X. Во всех остальных случаях считаем, что X и его подмножества наделены
сильной (нормированной) топологией.

Через C(T,X) (C(T, ω-X)) мы обозначаем пространство всех непрерывных
отображений из T в X (из T в ω-X) с топологией равномерной сходимости на
T . Под M (X) мы понимаем совокупность всех измеримых функций из T в X.

Многозначное отображение F : T → cbX называется измеримым, если
F−1(V ) = {t ∈ T ; F (t)∩V 6= ∅} ∈ � для любого замкнутого множества V ⊂ X.

Множество K ⊂ L2(T,X) называется равномерно интегрируемым с квад-
ратом, если для любого ε > 0 существует δ(ε) > 0 такое, что∫

E

‖f(t)‖2dt < ε

для любого E ∈ � с µ(E) < δ и для любого f(·) ∈ K.
На пространстве L2(T,H) наряду со стандартной нормой рассмотрим дру-

гую норму:

‖f(·)‖ω = sup
0≤t≤t′≤1

∥∥∥∥∥∥
t′∫
t

f(t) dt

∥∥∥∥∥∥. (2.1)

Пространство L2(T,H) с нормой (2.1) будем обозначать через L2
ω(T,H).

В дальнейшем нам понадобится простой факт, касающийся этой нормы.

Лемма 2.1. Если последовательность fn(·) ∈ L2(T,H), n ≥ 1, ограничена
в L2(T,H) и сходится к f(·) в L2

ω(T,H), то fn(·) сходится к f(·) в ω-L2(T,H).
Пусть ϕ ∈ �0(H). Поскольку ∂ϕ является максимально монотонным опе-

ратором, для любого λ ∈ (0, 1] будет определен однозначный оператор Jλ =
(I + λ∂ϕ)−1, где I — тождественный оператор на H. Оператор Jλ называется
резольвентой ∂ϕ. Положим

(∂ϕ)λ =
1
λ

(I − Jλ).

Следующие факты хорошо известны [1, 3].
1. Функция ϕλ(x), λ ∈ (0, 1], дифференцируема по Фреше, и ее производная

по Фреше равна ∂ϕλ; функция ∂ϕλ является липшицевой с константой Липши-
ца, равной 1/λ и

∂ϕλ = (∂ϕ)λ.

2. Для любых λ ∈ (0, 1] выполнено неравенство

ϕλ(x) ≤ ϕ(x), x ∈ H. (2.2)

Рассмотрим семейство функций ϕt ∈ �0(H), t ∈ T . Всюду в дальнейшем
считаем, что для этого семейства выполняется гипотеза H(ϕ) [3]: для каждого
r ≥ 0 существуют абсолютно непрерывные функции ar, br : T → R+ такие, что
ḃ(·) ∈ L2(T,R) и для любых s, t ∈ T , s ≤ t, и любого x ∈ domϕs с ‖x‖ ≤ r
найдется элемент y ∈ domϕt, удовлетворяющий неравенствам

‖x− y‖ ≤ |ar(t)− ar(s)| · (|ϕs(x)|1/2 + 1),

ϕt(y)− ϕs(x) ≤ |br(t)− br(s)| · (|ϕs(x)|+ 1).
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Лемма 2.2. Пусть выполняется гипотеза H(ϕ). Тогда существует кон-
станта K1 > 0 такая, что

а) выполнены неравенства
ϕtλ(x) ≥ −K1(‖x‖+ 1), t ∈ T, λ ∈ (0, 1], x ∈ H; (2.3)

б) выполнены неравенства∥∥J tλ(x)
∥∥ ≤ ‖x‖+K1, t ∈ T, λ ∈ (0, 1], x ∈ H; (2.4)

в) функции t→ ∂ϕtλ(x), t→ ϕtλ(x) измеримы.
Утверждения леммы хорошо известны. Их доказательства можно найти,

например, в [3].
Рассмотрим включение

−ẋ(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + f(t) (2.5)
и уравнение

−ẋλ(t) = ∂ϕtλ(xλ(t)) + f(t), λ ∈ (0, 1]. (2.6)
Пусть f(·) ∈ L2(T,H) и x0 ∈ domϕ0. Сильным решением включения (2.5)

называется абсолютно непрерывная функция x : T → H, x(0) = x0, такая, что
x(t) ∈ dom ∂ϕt п. в., которая удовлетворяет включению (2.5) п. в. Аналогично
определяется решение уравнения (2.6). Подытоживая результаты § 1.3, 1.4 из
работы [3], мы можем сформулировать следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть выполняется гипотеза H(ϕ). Тогда для любых x0 ∈
domϕ0, f(·) ∈ L2(T,H) включение (2.5) и уравнение (2.6) имеют единственные
сильные решения x(·), xλ(·), x(0) = xλ(0) = x0, такие, что ẋ(·), ẋλ(·) ∈ L2(T,H)
и существует константа N > 0, зависящая только от x0 и f(·), при которой
имеют место неравенства

‖x(·)‖C(T,H) ≤ N, ‖xλ(·)‖C(T,H) ≤ N, λ ∈ (0, 1], (2.7)
‖ẋ(·)‖L2(T,H) ≤ N, ‖ẋλ(·)‖L2(T,H) ≤ N, λ ∈ (0, 1], (2.8)
|ϕt(x(t))| ≤ N, |ϕtλ(xλ(t))| ≤ N, t ∈ T, λ ∈ (0, 1]. (2.9)

При λ ↓ 0
xλ(·) → x(·) в C(T,H), (2.10)
ẋλ(·) → ẋ(·) в L2(T,H), (2.11)

lim
λ↓0

ϕtλ(xλ(t)) = ϕt(x(t)) п. в. (2.12)

Введем следующие допущения относительно отображения F : T × H →
convH.

Предположение H(F ). Отображение F (t, x) таково, что
(1) отображение t→ F (t, x) измеримо для каждого x ∈ H;
(2) отображение x→ F (t, x) непрерывно при почти каждом t, и для каждо-

го ограниченного множестваB ⊂ H множество F (t, B) относительно компактно;
(3) для почти всех t ∈ T

‖F (t, x)‖ = sup{‖v‖; v ∈ F (t, x)} ≤ a(t) + b(t)‖x‖, x ∈ H, a(·), b(·) ∈ L2(T,R+);
(2.13)

(4) выполнено неравенство
D(F (t, x), F (t, y)) ≤ k(t)‖x− y‖ (2.14)

при почти всех t ∈ T и k(·) ∈ L2(T,R+).
Всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, мы считаем, что имеют

место гипотезы H(F )(1)–(3).
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§ 3. Априорные оценки

Пусть L : [0, 1]× domϕ0 × L2(T,H) → C(T,H) — оператор, который каж-
дому λ ∈ (0, 1], x0 ∈ domϕ0, f ∈ L2(T,H) ставит в соответствие единственное
сильное решение xλ(x0, f), xλ(x0, f)(0) = x0 уравнения (2.6), а при λ = 0 —
единственное сильное решение x(x0, f), x(x0, f)(0) = x0 включения (2.5).

Лемма 3.1. Для любых λ ∈ [0, 1], x0, x1 ∈ domϕ0, f1(·), f2(·) ∈ L2(T,H)
имеет место неравенство

‖L (λ, x0, f0)(t)−L (λ, x1, f1)(t)‖ ≤ ‖x0−x1‖+
t∫

0

‖f0(s)−f1(s)‖ ds, t ∈ T ; (3.1)

оператор L (λ, x, f) является непрерывным из [0, 1]×domϕ0×L2(T,H) в C2(T,H)
в любой точке (0, x0, f0), x0 ∈ domϕ0, f0 ∈ L2(T,H).

Доказательство. Пусть λ = 0. Используя определение сильного реше-
ния включения (2.5) и монотонность оператора ∂ϕt, получим

〈ẋ(x1, f1)(t)− ẋ(x0, f0)(t), x(x1, f1)(t)− x(x0, f0)(t)〉
≤ 〈f0(t)− f1(t), x(x1, f1)(t)− x(x0, f0)(t)〉. (3.2)

Из этого неравенства вытекает

1
2
‖x(x1, f1)(t)− x(x0, f0)(t)‖2 ≤ 1

2
‖x0 − x1‖2

+
t∫

0

‖f0(s)− f1(s)‖ · ‖x(x1, f1)(s)− x(x0, f0)(s)‖ ds. (3.3)

Воспользовавшись неравенством (3.3) и леммой A5 в [1, с. 157], получим

‖x(x1, f1)(t)− x(x0, f0)(t)‖ ≤ ‖x0 − x1‖+
t∫

0

‖f0(s)− f1(s)‖ ds.

Тем самым неравенство (3.1) при λ = 0 доказано. При λ 6= 0 неравенство (3.1)
доказывается аналогично с использованием монотонности оператора ∂ϕtλ.

Пусть x0 ∈ domϕ0, f0 ∈ L2(T,H), последовательность λn ∈ (0, 1], n ≥ 1,
сходится к 0, последовательность xn ∈ domϕ0, n ≥ 1, сходится к x0 и последо-
вательность fn ∈ L2(T,H), n ≥ 1, сходится к f0 в L2(T,H). Тогда

‖L (λn, xn, fn)−L (0, x0, f0)‖C(T,H)

≤ ‖L (λn, xn, fn)−L (λn, x0, f0)‖C(T,H) + ‖L (λn, x0, f0)−L (0, x0, f0)‖C(T,H).

Из этого неравенства, (3.1) и теоремы 2.1 вытекает, что

lim
λn→0

‖L (λn, xn, fn)−L (0, x0, f0)‖C(T,H) = 0.

Лемма доказана.
Пусть M1 > 0, y0 ∈ domϕ0 и ϕ0(y0) ≤M1. Возьмем произвольную последо-

вательность yn, n ≥ 1, domϕ0(yn) ≤M1, сходящуюся к y0, и последовательность



Аппроксимация множеств достижимости 889

λn ∈ (0, 1], n ≥ 1, сходящуюся к 0. Положим � = {λn}, n ≥ 0, λ0 = 0, и опреде-
лим функцию y : � → domϕ0, полагая y(λn) = yn, n ≥ 0. Тогда y(λ) является
непрерывной функцией на компактном множестве � и

ϕ0(y(λ)) ≤M1, λ ∈ �. (3.4)

Для единообразия обозначений функции ϕt будем приписывать индекс λ = 0,
т. е. ϕt = ϕt0. В этих обозначениях включение (1.1) будет записываться как
включение (1.2) при λ = 0, а уравнение (2.6) при λ = 0 будет рассматриваться
как включение (2.5). В этих обозначениях множество Rλ

F (y(λ)) при λ = 0 пере-
ходит в множество RF (y(0)). Если (xλ(·), f(·)) ∈ Rλ

F (y(λ)), λ ∈ �, то функция
xλ(·), xλ(0) = y(λ), при λ = 0 является сильным решением включения (2.5), а
при λ 6= 0 — решением уравнения (2.6). Чтобы не вводить новых обозначений,
будем обозначать траектории включений (1.1), (1.2) и решения включения (2.5)
и уравнения (2.6) через xλ(y(λ), f), λ ∈ �, подчеркивая зависимость траекторий
от y(λ) и f .

Лемма 3.2. Существует M2 > 0 такое, что для любого (xλ(y(λ), f), f) ∈
Rλ
F (y(λ)), λ ∈ �, имеют место неравенства

‖xλ(y(λ), f)(t)‖ ≤M2 +
t∫

0

(a(s) + b(s)‖xλ(y(λ), f)(s)‖) ds, t ∈ T, (3.5)

и
‖L (λ, y(λ), 0)‖C(T,H) ≤M2. (3.6)

Доказательство. Пусть (xλ(y(λ), f), f) ∈ Rλ
F (y(λ)). Тогда xλ(y(λ), f)) =

L (λ, y(λ), f), λ ∈ �. Воспользовавшись неравенством (3.1), получим

‖xλ(y(λ), f)(t)‖ ≤ ‖L (λ, y(λ), 0)(t)‖+
t∫

0

‖f(s)‖ ds. (3.7)

Функция λ → y(λ) непрерывна на �, оператор λ → L (λ, y(λ), 0) согласно лем-
ме 3.1 непрерывен в точке (0, y(0), 0). Воспользовавшись определениями мно-
жества � и функции y(λ), получим, что существует константа M2 > 0, при
которой имеет место неравенство (3.6). Теперь неравенство (3.5) вытекает из
неравенств (2.13), (3.6), (3.7). Лемма доказана.

Из (3.5) и леммы Беллмана — Гронуолла следует, что существует константа
M > 0 такая, что

M2 ≤M, (3.8)
‖xλ(y(λ), f)(t)‖ ≤M, t ∈ T, (3.9)

для любого (xλ(y(λ), f), f) ∈ Rλ
F (y(λ)), λ ∈ �.

Пусть
B = {x ∈ H; ‖x‖ ≤M} (3.10)

и
G(t) = coF (t, B), t ∈ T. (3.11)

Из гипотезыH(F )(2) следует, что t→ G(t) является многозначным отображени-
ем с выпуклыми компактными значениями. Обозначим через pr : H → B опера-
тор проектирования на множество B, который каждой точке x ∈ H ставит в со-
ответствие единственную точку prx ∈ B такую, что ‖ prx−x‖ = min{‖y−x‖; y ∈
B}. Хорошо известно, что

‖ prx− pr y‖ ≤ ‖x− y‖. (3.12)
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Рассмотрим отображение F̃ : T × H → convH, определенное по правилу
F̃ (t, x) = F (t, prx). Из (3.12) вытекает, что отображение F̃ (t, x) наследует все
свойства отображения F (t, x), приведенные в предположении H(F ). В частно-
сти,

‖F̃ (t, x)‖ ≤ a(t) + b(t)‖x‖ п. в., x ∈ H, (3.13)

‖F̃ (t, x)‖ ≤ a(t) + b(t)M п. в., x ∈ H, (3.14)

и
F̃ (t, x) ⊂ G(t) п. в., x ∈ H. (3.15)

Если мы рассмотрим включения (1.1), (1.2) с F (t, x), замененным на F̃ (t, x),
то из (3.13) следует, что оценка (3.9) останется той же самой и для решений
включений с возмущением F̃ (t, x). Тем самым (xλ(y(λ), f), f) ∈ Rλ

F (y(λ)) тогда
и только тогда, когда (xλ(y(λ), f), f) ∈ Rλ

F̃
(y(λ)), λ ∈ �. Поэтому всюду в

дальнейшем, не нарушая общности и не оговаривая специально, будем считать,
что для отображения F (t, x) имеют место соотношения

‖F (t, x)‖ ≤ a(t) + b(t)M п. в., x ∈ H, (3.16)

F (t, x) ⊂ G(t) п. в., x ∈ H. (3.17)

Пусть xn, n ≥ 1, — счетное плотное подмножество множества B. Поскольку
отображение t→ F (t, x) измеримо, согласно теореме 5.6 в [4] для каждого n ≥ 1
существует последовательность fkn(t), k ≥ 1, измеримых селекторов отображе-
ния F (t, xn) такая, что

F (t, xn) =
⋃
k≥1

fkn(t), t ∈ T,

где черта означает замыкание в H. Используя непрерывность отображения
x→ F (t, x), получим, что

F (t, B) =
⋃
n≥1

⋃
k≥1

fkn(t), t ∈ T.

Поэтому в соответствии с теоремой 5.6 из [4] отображение t→ F (t, B) измеримо.
Таковым является и отображение t→ G(t, x) = coF (t, B) = coF (t, B).

Обозначим через SG множество

SG = {f ∈ M (H); f(t) ∈ G(t) п. в.}. (3.18)

Из (3.16) следует, что для любого f(·) ∈ SG имеет место неравенство

‖f(t)‖ ≤ a(t) + b(t)M п. в. (3.19)

Поэтому SG является выпуклым компактным подмножеством пространства ω-
L2(T,H).

Пусть

RG(λ) = {xλ(y(λ), f) = L (λ, y(λ), f); f ∈ SG}, λ ∈ �. (3.20)

Воспользовавшись (3.6), (3.7) и (3.19), получим, что

‖xλ(y(λ), f)(t)‖ ≤M2 +
t∫

0

(a(s) + b(s)M) ds = C, t ∈ T, λ ∈ �. (3.21)
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Лемма 3.3. Для любого λ ∈ � и любого xλ(y(λ), f) ∈ RG(λ) имеет место
неравенство

ϕtλ(xλ(y(λ), f)(t)) +
1
2

t∫
0

‖ẋλ(y(λ), f)(s)‖2 ds ≤ ϕ0
λ(y(λ))

+
1
2

t∫
0

‖f(s)‖2 ds+
t∫

0

(|ȧr∗(s)|2 + |ḃr∗(s)|)(|ϕsλ(xλ(y(λ), f)(s))|+ 1) ds, (3.22)

где
r∗ = K1 + C + 1 (3.23)

и K1 > 0 и C > 0 — константы из неравенств (2.4) и (3.21).
Доказательство. Пусть xλ(f), xλ(f)(0) = x0 ∈ domϕ0, λ ∈ (0, 1], — ре-

шение уравнения (2.6). Тогда согласно лемме 2.2 из [5] справедливо неравенство

ϕt(xλ(f)(t)) +
t∫

0

〈ẋλ(f)(s), ẋλ(f)(s) + f(s)〉 ds

≤ ϕ0
λ(x0) +

t∫
0

|ȧr(s)| · ‖ẋλ(f)(s) + f(s)‖ ·
(∣∣ϕsλ(xλ(f)(s))

∣∣1/2 + 1
)
ds

+
t∫

0

|ḃr(s)| ·
(∣∣ϕsλ(xλ(f)(s))

∣∣+ 1
) ds (3.24)

с
r ≥ sup

{∥∥J tµxλ(f)(t)
∥∥; t ∈ T, µ ∈ (0, 1]

}
. (3.25)

Воспользовавшись неравенством |c| · |d| ≤ 1
2c

2 + 1
2d

2 применительно к первому
интегральному члену в правой части неравенства (3.24) и соотношениями (2.4),
(3.25), получим

ϕtλ(xλ(f)(t)) +
1
2

t∫
0

‖ẋλ(f)(s)‖2 ds ≤ ϕ0
λ(x0)

+
1
2

t∫
0

‖f(s)‖2 ds+
t∫

0

(|ȧr(s)|2 + |ḃr(s)|) ·
(∣∣ϕsλ(xλ(f)(s))

∣∣+ 1
)
ds (3.26)

с
r ≥ ‖xλ(f)‖C(T,H) +K1. (3.27)

Согласно теореме 2.1 в неравенстве (3.27) мы можем перейти к пределу при
λ → 0. Но при достаточно малых λ > 0 будет иметь место неравенство 1 +
‖x(f)‖C(T,H) ≥ ‖xλ(f)‖C(T,H). Поэтому неравенство (3.26) будет выполняться
при λ = 0 с

r ≥ ‖x(f)‖C(T,H) + 1 +K1. (3.28)
Воспользовавшись (3.26)–(3.28) применительно к xλ(y(λ), f), λ ∈ �, придем к
неравенствам (3.22), (3.23). Лемма доказана.

Обозначим через RG множество
RG = {∪RG(λ); λ ∈ �}, (3.29)

и пусть
BC = {x ∈ H; ‖x‖ ≤ C}, (3.30)

где C > 0 — константа из неравенства (3.21).
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Лемма 3.4. Множество RG является равностепенно непрерывным под-
множеством пространства C(T,H).

Доказательство. Из неравенств (2.2), (2.3) следует, что для любого
xλ(y(λ), f) ∈ RG, λ ∈ �, f ∈ SG, справедливо неравенство∣∣ϕtλ(xλ(y(λ), f)(t))

∣∣ ≤ ϕt(xλ(y(λ), f)(t))+2K1(‖xλ(y(λ), f)(t)‖+1), t ∈ T. (3.31)

Воспользовавшись неравенствами (3.22), (3.31), (3.21), (3.4), получим

∣∣ϕtλ(xλ(y(λ), f)(t))
∣∣+ 1

2

t∫
0

‖ẋλ(y(λ), f)(s)‖2 ds ≤M1 + 2K1(C + 1)

+
t∫

0

1
2
‖f(s)‖2 ds+

t∫
0

(|ȧr∗(s)|2 + |ḃr∗(s)|) ·
(∣∣ϕsλ(xλ(y(λ), f)(t))

∣∣+ 1
)
ds, (3.32)

t ∈ T , λ ∈ �. Из этого неравенства, (3.19) и неравенства Беллмана — Гронуолла
вытекает, что существует константа A > 0 такая, что∣∣ϕtλ(xλ(y(λ), f)(t))

∣∣ ≤ A, t ∈ T, λ ∈ �, f ∈ SG.

Из последнего неравенства, (3.32) и (3.19) следует, что∫
T

‖ẋλ(y(λ), f)(t)‖2dt ≤ R2, λ ∈ �, f ∈ SG, (3.33)

при некоторой константе R > 0. Из (3.33) и неравенства Гёльдера получаем,
что

‖xλ(y(λ), f)(t)− xλ(y(λ), f)(s)‖ ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

‖ẋλ(y(λ), f)(τ)‖ dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ |t− s|1/2 ·R,

λ ∈ �, f ∈ SG. Тем самым множество RG равностепенно непрерывно в C(T,H).
Лемма доказана.

Теорема 3.1. Оператор (λ, f) → L (λ, y(λ), f) является непрерывным из
�× ω-SG в C(T,H).

Доказательство. Так как множество ω-SG — метризуемый компакт в ω-
L2(T,H), нам достаточно доказать секвенциальную непрерывность оператора
(λ, f) → L (λ, y(λ), f). Вначале покажем, что для каждого λ ∈ � оператор
f → L (λ, y(λ), f) непрерывен из ω-SG в C(T,H). Пусть λ ∈ � и последова-
тельность fn ∈ SG, n ≥ 1, сходится к f∗ в топологии пространства ω-L2(T,H).
Воспользовавшись монотонностью оператора ∂ϕtλ, получим

〈xλ(y(λ), fn)(t)− xλ(y(λ), f∗)(t), ẋλ(y(λ), fn)(t)− ẋλ(y(λ), fn)(t)〉
≤ 〈xλ(y(λ), fn)(t)− xλ(y(λ), f∗)(t), f∗(t)− fn(t)〉. (3.34)

Из неравенства (3.21) следует, что

xλ(y(λ), fn)(t) ∈ BC , t ∈ T, n ≥ 1, и xλ(y(λ), fn) ∈ RG.

Согласно лемме 3.4 последовательность xλ(y(λ), fn), n ≥ 1, равностепенно непре-
рывна в C(T,H). Поэтому последовательность xλ(y(λ), fn), n ≥ 1, относительно
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компактна в пространстве C(T, ω-H). Поскольку множество C(T, ω-BC) явля-
ется метризуемым подмножеством в C(T, ω-H), существует подпоследователь-
ность xλ(y(λ), fnk), k ≥ 1, последовательности xλ(y(λ), fn), n ≥ 1, сходящаяся
в топологии пространства C(T, ω-H) к некоторому элементу z(·) ∈ C(T, ω-BC).
Очевидно, что z(·) ∈ L2(T,H). Так как f∗(t), fn(t) ∈ G(t), n ≥ 1, и при каждом
t ∈ T множество G(t) является компактом в H, то

lim
k→∞

|〈xλ(y(λ), fnk)(t)− z(t), f∗(t)− fnk(t)〉| = 0, (3.35)

t ∈ T . Из (3.35) и (3.19) вытекает, что

|〈xλ(y(λ), fnk)(t)− z(t), f∗(t)− fnk(t)〉| ≤ 4C(a(t) + b(t)M). (3.36)

Воспользовавшись (3.35), (3.36) и теоремой Лебега об ограниченной сходимости,
получаем

lim
k→∞

∫
T

|〈xλ(y(λ), fnk)(t)− z(t), f∗(t)− fnk(t)〉| dt = 0. (3.37)

Поскольку fnk → f∗ в ω-L2(T,H), имеем

lim
k→∞

t∫
0

〈z(s), f∗(s)− fnk(s)〉 ds = 0, t ∈ T. (3.38)

Из (3.34), (3.37) и (3.38) следует, что

xλ(y(λ), fnk)(t) → xλ(y(λ), f∗)(t) в H, t ∈ T. (3.39)

На каждом равностепенно непрерывном множестве топология поточечной схо-
димости на компактном множестве T совпадает с топологией равномерной схо-
димости [6], тем самым в соответствии с (3.39) xλ(y(λ), fnk) → xλ(y(λ), f∗)
в C(T,H). Если мы предположим, что сама последовательность xλ(y(λ), fn)
не сходится к xλ(y(λ), f∗), то существует подпоследовательность xλ(y(λ), fnk),
k ≥ 1, последовательности xλ(y(λ), fn), n ≥ 1, такая, что любая подпоследо-
вательность последовательности xλ(y(λ), fnk), k ≥ 1, не сходится к xλ(y(λ), f∗).
Повторяя рассуждения, приведенные выше, к последовательности xλ(y(λ), fnk),
k ≥ 1, придем к противоречию. Тем самым оператор f → L (λ, y(λ), f) непре-
рывен из ω-SG в C(T,H).

Докажем теперь непрерывность оператора (λ, f) → L (λ, y(λ), f) из �× ω-
SG в C(T,H). Так как множество � имеет единственную предельную точку
λ = 0, на основании доказанного выше нам нужно рассмотреть только случай,
когда λn → 0, λ ∈ � и последовательность fn ∈ SG, n ≥ 1, сходится к f∗ в
ω-L2(T,H). В этом случае

‖L (0, y(0), f∗)−L (λn, y(λn), fn)‖C(T,H)

≤ ‖L (λn, y(λn), fn)−L (λn, y(λn), f∗)‖C(T,H)

+ ‖L (λn, y(λn), f∗)−L (λn, y(0), f∗)‖C(T,H)

+ ‖L (λn, y(0), f∗)−L (0, y(0), f∗)‖C(T,H). (3.40)

Воспользовавшись теоремой 2.1, получаем

lim
n→∞

‖L (λn, y(0), f∗)−L (0, y(0), f∗)‖C(T,H) = 0. (3.41)
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В соответствии с неравенством (3.1)

lim
n→∞

‖L (λn, y(λn), f∗)−L (λn, y(0), f∗)‖C(T,H) ≤ lim
n→∞

‖y(λn)−y(0)‖ = 0. (3.42)

Согласно лемме 3.4 последовательность xλn(y(λn), fn) − xλn(y(λn), f∗), n ≥ 1,
равностепенно непрерывна в C(T,H) и

‖xλn(y(λn), fn)(t)− xλn(y(λn), f∗)(t)‖ ≤ 2C, t ∈ T, n ≥ 1.

Поэтому из последовательности xλn(y(λn), fn)− xλn(y(λn), f∗)(t), n ≥ 1, можно
выбрать подпоследовательность, сходящуюся в пространстве C(T, ω-H) к неко-
торому элементу z(·) ∈ C(T, ω-H). Как показано выше, не нарушая общности,
мы можем считать, что сама последовательность xλn(y(λn), fn)− xλn(y(λn), f∗)
сходится в C(T, ω-H) к z(·).

С помощью тех же аргументов, которые использовались при доказатель-
стве соотношений (3.37), (3.38), получаем

lim
n→∞

∫
T

|〈xλn(y(λn), fn)(t)− xλn(y(λn), f∗)(t)− z(t), f∗(t)− fn(t)〉|dt = 0, (3.43)

lim
n→∞

t∫
0

〈z(s), f∗(s)− fn(s)〉 ds = 0. (3.44)

Поскольку

1
2
‖xλn(y(λn), fn)(t)− xλn(y(λn), f∗)(t)‖2

≤
t∫

0

〈xλn(y(λn), fn)(s)− xλn(y(λn), f∗)(s), f∗(s)− fn(s)〉 ds, (3.45)

из (3.43)–(3.45) вытекает, что последовательность

xλn(y(λn), fn)(t)− xλn(y(λn), f∗)(t), n ≥ 1,

поточечно сходится к нулевому элементу пространства H. Ввиду ее равносте-
пенной непрерывности имеем

lim
n→∞

‖xλn(y(λn), fn)− xλn(y(λn), f∗)‖C(T,H) = 0. (3.46)

Теперь утверждение теоремы вытекает из (3.40)–(3.42) и (3.46). Теорема дока-
зана.

Следствие 3.1. Множество RG является компактом в C(T,H).

Так как RG = {L (λ, y(λ), f); λ ∈ �, f ∈ SG}, следствие вытекает из теоре-
мы 3.1.
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§ 4. Существование и свойства решений

В этом параграфе изложим основные результаты.

Теорема 4.1. Пусть выполняются гипотезы H(F ) (1)–(3). Тогда для лю-
бого λ ∈ � множество Rλ

extF (y(λ)) непусто, а множество Rλ
F (y(λ)) является

компактным подмножеством пространства C(T,H)× ω-L2(T,H).
Доказательство. Пусть λ ∈ �. В соответствии с теоремой 3.1 множество

RG(λ) (см. (3.20)) является компактом в C(T,H). Воспользовавшись неравен-
ством (3.16) и утверждением 8.1 в [7], получаем, что существует непрерывное
отображение g : RG(λ) → L2(T,H) такое, что

g(x)(t) ∈ extF (t, x(t)), t ∈ T, x ∈ RG(λ). (4.1)

Согласно (3.17) extF (t, x) ⊂ G(t), x ∈ H. Поэтому

g(x) ∈ SG, x ∈ RG(λ). (4.2)

Рассмотрим отображение f → g(L (λ, y(λ), f)), которое по теореме 3.1 дей-
ствует непрерывно из ω-SG в L2(T,H) и, следовательно, из ω-SG в ω-L2(T,H).
Воспользовавшись (4.2), получаем, что g(L (λ, y(λ), f)) является непрерывным
отображением из ω-SG в ω-SG. Тогда в соответствии с теоремой Шаудера суще-
ствует неподвижная точка f∗ ∈ SG этого отображения, т. е. f∗ = g(L (λ, y(λ), f∗)).
Положим

xλ(y(λ), f∗) = L (λ, y(λ), f∗).
Тогда из (4.1) вытекает, что

f∗(t) ∈ extF (t, xλ(y(λ), f∗)(t)) п. в.

Поскольку xλ(y(λ), f∗) при λ 6= 0 является сильным решением уравнения (2.6) с
f = f∗, а при λ = 0 — сильным решением включения (2.5), то (xλ(y(λ), f∗), f∗) —
элемент множества Rλ

extF (y(λ)). Тем самым множества Rλ
extF (y(λ)) и Rλ

F (y(λ))
непусты.

Докажем компактность множества Rλ
extF (y(λ)) в C(T,H)×ω-L2(T,H). Так

как для любого (xλ(y(λ), f), f) ∈ Rλ
F (y(λ)) имеет место включение

f(t) ∈ F (t, xλ(y(λ), f)(t)) ⊂ G(t) п. в.,

то
Rλ
F (y(λ)) ⊂ RG(λ)× SG. (4.3)

Поэтому множество Rλ
F (y(λ)) является относительно компактным подмноже-

ством в пространстве C(T,H)×ω-L2(T,H). В силу того, что SG — метризуемый
компакт в ω-L2(T,H), в соответствии с (4.3) остается доказать секвенциальную
замкнутость множества Rλ

F (y(λ)). Пусть последовательность (xλ(y(λ), fn), fn)
∈ Rλ

F (y(λ)) сходится в C(T,H) × ω-L2(T,H) к (x∗, f∗). Тогда согласно теоре-
ме 3.1

x∗ = L (λ, y(λ), f∗) = xλ(y(λ), f∗). (4.4)
Поскольку

fn(t) ∈ F (t, xλ(y(λn), fn)(t)), t ∈ T, (4.5)
из теоремы Мазура и гипотезы H(F )(2) и (4.5) следует, что

f∗(t) ∈
∞⋂
n=1

co

( ∞⋃
k=n

fk(t)

)
⊂ F (t, xλ(y(λ), f∗)(t)) п. в. (4.6)

Тогда согласно (4.4), (4.6) пара (xλ(yλ(λ), f∗), f∗) является элементом множества
Rλ
F (y(λ)). Теорема доказана.
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Теорема 4.2. Пусть выполняется предположение H(F ). Тогда для любого
λ ∈ �

Rλ
F (y(λ)) = Rλ

extF (y(λ)), (4.7)

где черта сверху означает замыкание в пространстве C(T,H)× ω-L2(T,H).

Доказательство. Пусть (xλ(y(λ), f∗), f∗) ∈ Rλ
F (y(λ)). Обозначим через

SF (x) множество

SF (x) = {f ∈ M (H); f(t) ∈ F (t, x(t)) п. в.}, x ∈ RG(λ).

Из (3.16) и утверждения 4.2 в [7] следует, что SF является отображением из
RG(λ) в cbL2(T,H), непрерывным в метрике Хаусдорфа на cbL2(T,H). Возь-
мем n ≥ 1. Для каждого x ∈ RG(λ) согласно неравенству (2.14) существует
элемент u ∈ SF (x) такой, что

‖f∗(t)− u(t)‖ < 1
2n

+ d(f∗(t), F (t, x(t)) ≤ 1
2n

+ k(t)‖xλ(y(λ), f∗)(t)− x(t)‖.

Поэтому из утверждения 2.3 и теоремы 3.1 из [8] следует существование непре-
рывной функции vn : RG(λ) → L1(T,H) такой, что

vn(x)(t) ∈ F (t, x(t)), (4.8)

‖f∗(t)− vn(x)(t)‖ ≤ 1/n+ k(t)‖xλ(y(λ), f∗)(t)− x(t)‖. (4.9)

Согласно (4.8) и (3.16) семейство функций {vn(x); x ∈ RG(λ)} равномерно
интегрируемо со второй степенью. Воспользовавшись утверждением 2.4 из
[7], получаем, что функция vn(x) является непрерывной из RG(λ) в L2(T,H).
Тогда в соответствии с теоремой 0.2 в [9] существует непрерывная функция
gn : RG(λ) → L2(T,H) такая, что

gn(x)(t) ∈ extF (t, x(t)) п. в. (4.10)

и
‖gn(x)− vn(x)‖ω ≤ 1/n, (4.11)

где ‖ · ‖ω — норма (2.1).
Рассмотрим отображение gn(L (λ, y(λ), f)) из SG в L2(T,H). Как и при

доказательстве теоремы 4.1, получаем, что отображение gn(L (λ, y(λ), f) непре-
рывно из ω-SG в ω-SG. Пусть fn — неподвижная точка этого отображения,
т. е.

fn = gn(L (λ, y(λ), fn)).

Положим xλ(y(λ), fn) = L (λ, y(λ), fn). Тогда ввиду (4.10) пара (xλ(y(λ), fn), fn)
является элементом множества Rλ

extF (y(λ)). Воспользовавшись монотонностью
оператора ∂ϕtλ, получим

1
2
‖xλ(y(λ), fn)(t)− xλ(y(λ), f∗)(t)‖2

≤
t∫

0

〈xλ(y(λ), fn)(s)− xλ(y(λ), f∗)(s), f∗(s)− fn(s)〉 ds. (4.12)
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Оценим правую часть неравенства (4.12) следующим образом:
t∫

0

〈xλ(y(λ), fn)(s)− xλ(y(λ), f∗)(s), f∗(s)− fn(s)〉 ds

=
t∫

0

〈xλ(y(λ), fn)(s)− xλ(y(λ), f∗)(s), f∗(s)− vn(xλ(y(λ), fn)(s)〉 ds

+
t∫

0

〈xλ(y(λ), fn)(s)− xλ(y(λ), f∗)(s), vn(xλ(y(λ), fn)(s)− fn(s)〉 ds. (4.13)

Воспользовавшись неравенством (4.9), получаем
t∫

0

〈xλ(y(λ), fn)(s)− xλ(y(λ), f∗)(s), f∗(s)− vn(xλ(y(λ), fn)(s)〉 ds

≤ 1
n

t∫
0

‖xλ(y(λ), fn(s)− xλ(y(λ), f∗)(s)‖ ds

+
t∫

0

k(t)‖xλ(y(λ), f∗)(s)− xλ(y(λ), fn)(s)‖2 ds. (4.14)

Так как fn(s) = gn(xλ(y(λ), fn)(s), из (4.11) и леммы 2.1 вытекает, что последо-
вательность vn(xλ(y(λ), fn)−fn сходится в ω-L2(T,H) к нулевому элементу про-
странства L2(T,H). Поскольку последовательность xλ(y(λ), fn) − xλ(y(λ), f∗),
n ≥ 1, относительно компактна в C(T,H), то

lim
n→∞

t∫
0

〈xλ(y(λ), fn)(s)−xλ(y(λ), f∗)(s), vn(xλ(y(λ), fn)(s)−fn(s)〉 ds = 0, t ∈ T.

(4.15)
Последовательность xλ(y(λ), fn) − xλ(y(λ), f∗), n ≥ 1, относительно компактна
в C(T,H), тем самым, не нарушая общности, можно считать, что она сходится
в C(T,H) к некоторому элементу y(·). Переходя к пределу в (4.12) и учитывая
(4.13)–(4.15), получаем

1
2
‖y(t)‖2 ≤

t∫
0

k(s)‖y(s)‖2 ds.

Из этого неравенства и неравенства Беллмана — Гронуолла следует, что ‖y(t)‖
= 0, t ∈ T . Значит, последовательность xλ(y(λ), fn) сходится к xλ(y(λ), f∗) в
C(T,H). Из неравенства (4.9) вытекает, что

lim
n→∞

‖f∗(t)− vn(xλ(y(λ), fn)(t)‖ = 0, t ∈ T. (4.16)

Как указано выше, последовательность vn(xλ(y(λ), fn) − fn, n ≥ 1, сходится в
ω-L2(T,H) к нулевому элементу пространства L2(T,H). Тогда согласно (4.16)
последовательность fn сходится к f∗ в ω-L2(T,H). Таким образом, мы показали,
что для элемента (xλ(y(λ), f∗), f∗) ∈ Rλ

F (y(λ) существует последовательность
{xλ(y(λ), fn), fn} ∈ Rλ

extF (y(λ), n ≥ 1, сходящаяся к этому элементу в C(T,H)×
ω-L2(T,H). Теперь равенство (4.7) вытекает из теоремы 4.1. Теорема доказана.
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Следствие 4.1. Пусть выполняется предположениеH(F ). Тогда T rλF (y(λ))
для любого λ ∈ � является компактным подмножеством пространства C(T,H)
и справедливо равенство

T rλF (y(λ)) = T rλextF (y(λ)),

где черта означает замыкание в C(T,H).

Следствие 4.2. Пусть выполняется предположение H(F ). Тогда
A λ
F (y(λ))(t) для любого λ ∈ � является непрерывным отображением из T в

compH и справедливо равенство

A λ
F (y(λ))(t) = A λ

extF (y(λ))(t), t ∈ T,

где черта означает замыкание в H.
Следствия вытекают из теорем 4.1 и 4.2.

§ 5. Сходимость аппроксимаций

Всюду в дальнейшем в этом параграфе мы считаем, что выполнено пред-
положение H(F ).

Обозначим через DL2(·, ·) метрику Хаусдорфа на пространстве cbL2(T,H).
Пусть � (λ, f), λ ∈ �, f ∈ L2(T,H), — многозначное отображение, определенное
по правилу

� (λ, f) = {u ∈ M (H); u(t) ∈ F (t,L (λ, (y(λ), f)(t)) п. в.}.
Из (2.13) вытекает, что � (λ, f) является выпуклым замкнутым ограниченным
разложимым подмножеством пространства L2(T,H). В соответствии с утвер-
ждением 4.2 в [7]

DL2(� (λ1, f), � (λ2, f))

≤
(∫
T

D2(F (t,L (λ1, (y(λ1), f)(t)), F (t,L (λ2, (y(λ2), f)(t))) dt
)1/2

, λ1, λ2 ∈ �.

Поскольку множество � имеет только одну предельную точку λ = 0, то из
этого неравенства, неравенства (2.14) и леммы 3.1 следует, что отображение
λ→ � (λ, f) является непрерывным из � в cbL2(T,H).

На пространстве L2(T,H) кроме стандартной нормы введем следующую
норму:

P (f) =

∫
T

exp

−4
t∫

0

k2(s) ds

 · ‖f(t)‖2 dt

1/2

, f ∈ L2(T,H). (5.1)

Очевидно, что P (f) является нормой, эквивалентной исходной норме простран-
ства L2(T,H).

Пусть DP (·, ·) — метрика Хаусдорфа на пространстве cbL2(T,H), порож-
денная нормой (5.1). Воспользовавшись утверждением 4.2 в [7], получаем

DP (� (λ, f1), � (λ, f2)) ≤

∫
T

exp

−4
t∫

0

k2(s) ds


×D2(F (t,L (λ, (y(λ), f1)(t)), F (t,L (λ, (y(λ), f2)(t))) dt

1/2

. (5.2)
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Из неравенств (5.2), (2.14), (3.1) следует, что

DP (� (λ, f1), � (λ, f2))

≤

∫
T

exp

−4
t∫

0

k2(s) ds) · k2(t)
t∫

0

(‖f1(s)− f2(s)‖2 ds

 dt

1/2

, (5.3)

t ∈ T , f1, f2 ∈ L2(T,H). Применяя правило интегрирования по частям, получим

∫
T

exp

−4
t∫

0

k2(s) ds

 · k2(t)
t∫

0

(‖f1(s)− f2(s)‖2 ds) dt

≤ 1
4

∫
T

exp

−4
t∫

0

k2(s) ds

 · ‖f1(t)− f2(t)‖2dt. (5.4)

Воспользовавшись (5.1), (5.3), (5.4), приходим к неравенству

DP (� (λ, f1), � (λ2, f2)) ≤
1
2
P (f1 − f2), f1, f2 ∈ L2(T,H). (5.5)

Напомним, что неподвижной точкой многозначного отображения f → � (λ, f)
называется точка f∗, удовлетворяющая включению f∗ ∈ � (λ, f∗).

Обозначим через Fix � (λ), λ ∈ �, множество неподвижных точек отоб-
ражения f → � (λ, f). Так как отображение λ → � (λ, f) непрерывно из � в
cbL2(T,H) и имеет место неравенство (5.5), отображение � (λ, f) удовлетворя-
ет всем предположениям теоремы 3.1 в [10]. Согласно этой теореме для лю-
бого λ ∈ � множество Fix � (λ) непусто и существует непрерывная функция
u : �→ L2(T,H) такая, что

u(λ) ∈ Fix � (λ), λ ∈ �; (5.6)

если u∗(0) ∈ Fix � (0), то существует непрерывная функция u : � → L2(T,H)
такая, что имеет место включение (5.6) и

u(0) = u∗(0). (5.7)

Теорема 5.1. Отображение λ→ T rλ(y(λ)) является непрерывным по Ха-
усдорфу из � в compC(T,H).

Доказательство. Поскольку множество � имеет только одну предель-
ную точку λ = 0, нам нужно показать, что если λn → 0, λn ∈ �, λn 6= 0, то
T rλn(y(λn)) → T r(y(0)) в compC(T,H). Покажем вначале, что отображение
λ → T rλ(y(λ)) является полунепрерывным снизу по Вьеторису. Для этого до-
статочно доказать, что если x∗ ∈ T r(y(0)) и λn → 0, λn 6= 0, то существует
последовательность xn ∈ T rλn(y(λn)), n ≥ 1, сходящаяся к x∗(·) в C(T,H).

Пусть x∗ ∈ T r(y(0)). Из определения решения включения (1.1) вытекает
существование f∗ ∈ L2(T,H) такого, что

x∗ = L (0, y(0), f∗)

и
f∗(t) ∈ F (t,L (0, y(0), f∗)(t)) п. в. (5.8)
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Из (5.8) следует, что f∗ ∈ Fix � (0). Согласно (5.6), (5.7) существует непрерывная
функция f : � → L2(T,H) такая, что f(λ) ∈ Fix � (λ) и f(0) = f∗. Пусть
fn = f(λn). Положим

xn = L (λn, y(λn), fn). (5.9)
Тогда

fn(t) ∈ F (t, xn(t)) п. в. (5.10)
Из (5.9), (5.10) вытекает, что пара (xn, fn) является решением включения (1.2)
с λ = λn. Следовательно, xn ∈ T rλn(y(λn)). Так как fn → f∗ в L2(T,H) и
y(λn) → y(0), из леммы 3.1 следует, что xn(·) → x∗(·) в C(T,H). Тем самым
отображение λ→ T rλ(y(λ)) является полунепрерывным снизу по Вьеторису.

Докажем теперь полунепрерывность сверху по Вьеторису отображения λ→
T rλ(y(λ)). Так как для каждого λ ∈ � множества T rλ(y(λ)) и RG (см. (3.29))
являются компактами в C(T,H) и T rλ(y(λ)) ⊂ RG, λ ∈ �, нам нужно показать,
что если λn → 0, λn ∈ � и последовательность xn ∈ T rλn(y(λn)), n ≥ 1,
сходится к x в C(T,H), то x ∈ T r(y(0)). Если xn ∈ T rλn(y(λn)), то существует
fn ∈ L2(T,H) такое, что имеют место соотношения (5.9), (5.10). Поскольку
fn ∈ SG, не нарушая общности, можно считать, что fn, n ≥ 1, сходится в
ω-L2(T,H) к некоторому элементу f ∈ SG. Воспользовавшись теоремой 3.1,
получаем, что

x = L (0, y(0), f∗). (5.11)
С другой стороны, из (5.10) и теоремы Мазура следует, что

f∗(t) ∈
∞⋂
n=1

co

( ∞⋃
k=n

fk(t)

)
⊂ F (t, x(t)) п. в. (5.12)

Из (5.11), (5.12) вытекает, что (x, f) является решением включения (1.1). По-
этому x ∈ T r(y(0)). Тем самым мы показали, что отображение λ→ T rλ(y(λ))
полунепрерывно сверху по Вьеторису и, следовательно, непрерывно по Вьетори-
су из � в compC(T,H). Хорошо известно, что если отображение λ→ T rλ(y(λ))
является непрерывным по Вьеторису из � в compC(T,H), то оно будет непре-
рывным по Хаусдорфу. Теорема доказана.

Обозначим через C(T, compH) пространство всех непрерывных отображе-
ний из T в compH с топологией равномерной сходимости на T .

Следствие 5.1. Для каждого λ ∈ � функция t→ A λ
F (y(λ))(t), — элемент

пространства C(T, compH) и отображение λ→ A λ
F (y(λ))(t) непрерывно из � в

C(T, compH).
Следствие вытекает из следствия 4.2 и теоремы 5.1.

Следствие 5.2. Отображение λ → T rλextF (y(λ)), где черта означает за-
мыкание в C(T,H), является непрерывным по Хаусдорфу из � в compC(T,H).

Следствие 5.3. Для каждого λ ∈ � функция t → A λ
extF (y(λ))(t), где

при каждом t ∈ T черта означает замыкание в H, является элементом про-
странства C(T, compH), а отображение λ → A λ

extF (y(λ))(t) непрерывно из � в
C(T, compH).

Следствия 5.2, 5.3 вытекают из следствий 4.1, 4.2, 5.1 и теоремы 5.1.
Замечание 5.1. Для y0 ∈ domϕ0, ϕ0(y0) ≤ M1 и λn ∈ (0, 1], λn → 0, мы

выбирали последовательность yn ∈ domϕ0 такую, чтобы

ϕ0(yn) ≤M1 (5.13)
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(см. (3.4)). Если функция ϕ0(x) непрерывна в точке y0, то неравенство (5.13)
будет выполняться для любой последовательности yn ∈ domϕ0, n ≥ 1, сходя-
щейся к y0 при некотором M1 > 0. Поэтому если функция ϕ0(x) непрерывна
в точке y0 ∈ domϕ0, то все наши утверждения будут справедливы для любой
последовательности yn ∈ domϕ0, сходящейся к y0.

В частности, если внутренность int domϕ0 эффективной области domϕ0

непуста и y0 ∈ int domϕ0, то функция ϕ(x) непрерывна в точке y0 [11].

§ 6. Приложение

Уравнение возмущенного движения электромотора с присоединенным к не-
му манипулятором описывается уравнениями [12]

ẋ1 = x2, ẋ2 = −bx2 − f1(x2)− τ(x1) + ku, x1(0) = x1
0, x2(0) = x2

0, (6.1)

с ограничениями
umin ≤ u ≤ umax, (6.2)

где x1 — угол поворота ротора, b — коэффициент вязкого трения, f(x2) — раз-
рывная нелинейность, характеризующая сухое трение, τ(x1) — нагрузка на ва-
лу двигателя, u — напряжение. Функции f1(x) и τ(x) имеют следующий вид:
f1(x) = a sgnx · exp(−ν|x|), где sgnx — разрывная в точке x = 0 функция и
sgnx = 1, если x > 0, sgnx = −1, если x < 0; a > 0, ν > 0; τ(x) = 0, если x < xf ,
τ(x) = ks(x− xf ), если x ≥ xf , xf > 0, ks > 0.

Если под решением уравнения (6.1) с разрывной правой частью понимать
решение в смысле А. Ф. Филиппова [13], то в точке x = 0 функцию sgnx мы
должны доопределить следующим образом: sgn 0 = [−1, 1]. Всюду в дальней-
шем под sgnx мы будем понимать функцию, доопределенную в точке x = 0
вышеуказанным способом. В этом случае управляемая система (6.1) сведется к
дифференциальному включению

−ẋ1 = −x2, −ẋ2 ∈ f1(x2) + bx2 + τ(x1)− ku, x1(0) = x1
0, x2(0) = x2

0, (6.3)

с ограничениями (6.2) на управление u.
Представим функцию f1(x2) в виде f1(x2) = a sgn(x2) + f2(x2), где

f2(x2) =
{ −a(1− exp(−νx2)), если x2 > 0,
a(1− exp(νx2)), если x2 ≤ 0.

Очевидно, что f2(x2) является липшицевой функцией. Перепишем включение
(6.3) в эквивалентном ему виде

−ẋ1 = −x2, −ẋ2 = a sgn(x2)+f2(x2)+bx2+τ(x1)−ku, x1(0) = x1
0, x2(0) = x2

0.
(6.4)

Наряду с включением (6.4) рассмотрим управляемую систему

−ẋ1 = −x2, −ẋ2 ∈ fλ(x2) + f2(x2) + bx2 + τ(x1)− ku, λ ∈ (0, 1],

x1(0) = x1
λ, x2(0) = x2

λ,
(6.5)

где

fλ(x2) =


−a, x2 < −λa,
x2/λ, |x2| ≤ λa,

a, x2 > λa.
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Пусть T = [0, 1], U — отрезок [umin, umax], extU = {umin, umax}, где {umin, umax}
— множество, состоящее из двух точек umin и umax. Обозначим через M (U)
совокупность всех измеримых функций u : T → R, u(t) ∈ U п. в., а через
M (extU)} — совокупность всех измеримых функций u : T → R, удовлетво-
ряющих включению u(t) ∈ extU п. в. Для фиксированного u(·) ∈ M (U) под
решением в смысле А. Ф. Филиппова управляемой системы (6.1) мы понимаем
абсолютно непрерывную функцию t → (x1(t), x2(t)), x1(0) = x1

0, x2(0) = x2
0,

t ∈ T , почти всюду удовлетворяющую включению

−ẋ1(t) = −x2(t), −ẋ2(t) ∈ f(x2(t)) + bx2(t) + τ(x1(t))− ku(t).

Ясно, что определение решения управляемой системы (6.1) с разрывной нели-
нейностью совпадает с общепринятым определением решения дифференциаль-
ного включения (6.3) или эквивалентного ему включения (6.4). Решение управ-
ляемой системы (6.5) для u ∈ M (U) определяется аналогично.

Множество всех решений включения (6.3), соответствующих u ∈ M (U),
обозначим через T rU

(
x1

0, x
2
0
)
, а множество всех решений системы (6.5) будем

обозначать через T rλU
(
x1
λ, x

2
λ

)
; T rextU

(
x1

0, x
2
0
)

и T rλextU
(
x1
λ, x

2
λ

)
означают сово-

купности всех решений включения (6.3) и системы (6.5) с u ∈ M (extU). Множе-
ства достижимости в момент t ∈ T включения (6.3) и системы (6.5) с u ∈ M (U)
мы обозначаем через AU

(
x1

0, x
2
0
)
(t) и A λ

U

(
x1
λ, x

2
λ

)
(t). Аналогичный смысл имеют

обозначения AextU
(
x1

0, x
2
0
)
(t) и A λ

extU
(
x1
λ, x

2
λ

)
(t) для u ∈ M (extU).

Теорема 6.1. Для любых
(
x1

0, x
2
0
)
∈ R2,

(
x1
λ, x

2
λ

)
∈ R2, λ ∈ (0, 1] справед-

ливы следующие утверждения:
1) множества T rU

(
x1

0, x
2
0
)
, T rλU

(
x1
λ, x

2
λ

)
, T rextU

(
x1

0, x
2
0
)
, T rλextU

(
x1
λ, x

2
λ

)
непусты;

2) множества T rU
(
x1

0, x
2
0
)
, T rλU

(
x1
λ, x

2
λ

)
являются выпуклыми компактны-

ми подмножествами пространства C(T,R2) и

T rU
(
x1

0, x
2
0
)

= T rextU
(
x1

0, x
2
0
)
, T rλU

(
x1
λ, x

2
λ

)
= T rλextU

(
x1
λ, x

2
λ

)
,

где черта сверху означает замыкание в C(T,R2);
3) для любой последовательности λn → 0 и любой последовательности(

x1
λn, x

2
λn

)
, n ≥ 1, сходящейся к

(
x1

0, x
2
0
)
, последовательность T rλnU

(
x1
λn, x

2
λn

)
,

n ≥ 1, сходится к T rU
(
x1

0, x
2
0
)

в пространстве compC(T,R2).
Доказательство. Пусть y = (x1, x2). Рассмотрим собственную выпук-

лую функцию ϕ(y) = ϕ(x1, x2) = a|x2|. Хорошо известно [1], что

∂ϕ(y) = (0, a sgn(x2)), ∂ϕλ(y) = (0, fλ(x2)). (6.6)

Положим
g(y, u) = (−x2, f2(x2) + bx2 + τ(x1)− ku), (6.7)

F (y) = {∪g(y, u); u ∈ U}. (6.8)

Тогда
extF (y) = {∪g(y, u); u ∈ extU}. (6.9)

Воспользовавшись (6.6)–(6.8), перепишем системы (6.4), (6.5) в виде

−ẏ(t) ∈ ∂ϕ(y(t)) + F (y(t)), y(0) =
(
x1

0, x
2
0
)
, (6.10)

−ẏλ(t) ∈ ∂ϕλ(yλ(t)) + F (yλ(t)), yλ(0) =
(
x1
λ, x

2
λ

)
. (6.11)
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Очевидно, что отображение F : R2 → R2 удовлетворяет предположению H(F ).
Поэтому, как доказано в теореме 4.1, множества траекторий T rF

(
x1

0, x
2
0
)
,

T rλF
(
x1
λ, x

2
λ

)
включений (6.10), (6.11) непусты. Из определения решений систем

(6.4), (6.5) и включений (6.10), (6.11) вытекает, что

T rU
(
x1

0, x
2
0
)
⊂ T rF

(
x1

0, x
2
0
)
, T rλU

(
x1
λ, x

2
λ

)
⊂ T rλF

(
x1
λ, x

2
λ

)
.

Пусть y(·) ∈ T rF
(
x1

0, x
2
0
)
. Тогда согласно определению решения включения

(6.10) существует f ∈ L2(T,H) такое, что

−ẏ(t) ∈ ∂ϕ(y(t)) + f(y(t)) п. в., f(t) ∈ F (y(t)) п. в. (6.12)

Воспользовавшись (6.8) и теоремой 7.2 в [4], получаем, что существует измери-
мая функция u(t) ∈ U п. в. такая, что

f(t) = g(y(t), u(t)). (6.13)

Теперь из (6.7), (6.12), (6.13) следует, что y(t) = (x1(t), x2(t)) является решением
включения (6.4) и, следовательно, решением эквивалентного ему включения
(6.3). Поэтому y(·) ∈ T rU

(
x1

0, x
2
0
)
. Следовательно, T rU

(
x1

0, x
2
0
)

= T rF
(
x1

0, x
2
0
)
.

Аналогично мы можем показать, что

T rλU
(
x1
λ, x

2
λ

)
= T rλF

(
x1
λ, x

2
λ

)
, T rextU

(
x1

0, x
2
0
)

= T rextF
(
x1

0, x
2
0
)
,

T rλextU
(
x1
λ, x

2
λ

)
= T rλextF

(
x1
λ, x

2
λ

)
.

Так как domϕ = R2, утверждения теоремы вытекают из утверждений тео-
рем 4.1, 4.2, 5.1 и замечания 5.1. Теорема доказана.

Следствие 6.1. Для любых
(
x1

0, x
2
0
)
∈ R2,

(
x1
λ, x

2
λ

)
∈ R2, λ ∈ (0, 1] спра-

ведливы следующие утверждения:
1) отображения t → AU

(
x1

0, x
2
0
)
(t), t → A λ

U

(
x1
λ, x

2
λ

)
(t) непрерывны из T в

comp R2, и

AU

(
x1

0, x
2
0
)
(t) = AextU

(
x1

0, x
2
0
)
(t), A λ

U

(
x1
λ, x

2
λ

)
(t) = A λ

extU

(
x1
λ, x

2
λ

)
(t),

где для каждого t ∈ T черта сверху означает замыкание в R2;
2) для любой последовательности λn → 0 и любой последовательности(

x1
λn, x

2
λn

)
, n ≥ 1, сходящейся к

(
x1

0, x
2
0
)
, последовательность A λn

U

(
x1
λn, x

2
λn

)
(t)

сходится к AU

(
x1

0, x
2
0
)
(t) в comp R2 равномерно по t ∈ T .

Следствие вытекает из теоремы 6.1.
Из следствия 6.1 получаем, что при численных расчетах множество дости-

жимости управляемой системы (6.1) с разрывной нелинейностью можно с лю-
бой степенью точности аппроксимировать множествами достижимости управ-
ляемой системы (6.5) с достаточно гладкими правыми частями. Численная же
оценка множеств достижимости системы (6.5) не встречает принципиальных
трудностей. В заключение отметим, что в работе [12] предлагался некоторый
эвристический подход к изучению системы (6.1), основанный на линеаризации
нелинейности f1(x2). Этот подход не имеет строгого математического обосно-
вания и отличен от нашего.
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