
Сибирский математический журнал
Июль—август, 2003. Том 44, № 4

УДК 517.49

ОПЕРАТОРЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

ДЛЯ ВОЗМУЩЕННОГО РАЗНОСТНОГО

УРАВНЕНИЯ ХИЛЛА И ИХ ОДНО ПРИЛОЖЕНИЕ

Аг. Х. Ханмамедов

Аннотация: Построены операторы преобразования с условиями на бесконечности
для возмущенного уравнения Хилла. Показано одно применение оператора преоб-
разования при исследовании решений некоторого нелинейного разностного уравне-
ния.
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В работе [1] В. Э. Лянце построил оператор преобразования с условием на
бесконечности для некоторого разностного уравнения второго порядка. После
этой работы для разностных уравнений, коэффициенты которых сходятся на
бесконечности, появились новые виды операторов преобразования, которые ис-
пользовались при исследовании обратных задач [2, 3]. Вместе с тем для разност-
ного уравнения второго порядка с расходящимися коэффициентами операторы
преобразования не изучались. В настоящей работе на примере возмущенного
разностного уравнения Хилла мы изучим этот вопрос. Более того, будет по-
казано одно применение оператора преобразования к исследованию некоторого
нелинейного уравнения.

В первой части работы рассмотрено возмущенное разностное уравнение
Хилла

(ân−1 + an−1)yn−1 + (b̂n + bn)yn + (ân + an)yn+1 = λyn, n = 0,±1, . . . , (0.1)

в котором λ — комплексный параметр, а вещественные коэффициенты ân, b̂n,
an, bn удовлетворяют условиям

ân+N = ân > 0, b̂n+N = b̂n, ân+an > 0, n = 0,±, . . . ,
∞∑

n=−∞
|n|(|an|+|bn|) <∞,

(0.2)
где N — натуральное число. Построены операторы преобразования с услови-
ями на бесконечности, т. е. операторы, переводящие решения невозмущенного
уравнения

ân−1yn−1 + b̂nyn + ânyn+1 = λyn, n = 0,±1, . . . , (0.3)

в решения уравнения (0.1) с той же асимптотикой на бесконечности. При N = 1
эта задача рассматривалась в работах [2, 4, 5], и поэтому всюду ниже предпола-
гается, что N > 1. При наличии последнего условия задача становится значи-
тельно сложнее, и основная трудность заключается в нахождении специальных
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решений уравнения (0.3) с условиями на бесконечности и уравнений для ядер
операторов преобразования.

Отметим, что подобная задача для возмущенного уравнения Шредингера
с периодическим потенциалом изучалась в работах [6].

Во второй части работы дано одно приложение операторов преобразования
в физике нелинейных явлений. Точнее, рассмотрена задача Коши для цепочки
Тоды

ȧn = an(bn+1 − bn), an = an(t) > 0, n = 0,±1, . . . , ḃn = 2
(
a2
n−1 − a2

n

)
, (0.4)

где точка означает производную по t, с начальными данными

a2n+j(0) → Aj+1 > 0, b2n+j(0) → Bj+1, n→ ±∞, j = 0, 1. (0.5)

При этом исследуется быстро убывающее решение задачи (0.4), (0.5), т. е. при
T > 0 удовлетворяющее условию

sup
0<t<T

∞∑
n=−∞

|n|(|a2n+j −Aj+1| − |b2n+j −Bj+1|) <∞, j = 0, 1. (0.6)

Известно [4, 7], что при условиях A1 = A2, B1 = B2 задача (0.4), (0,5)
имеет быстро убывающее решение, если начальные данные достаточно быстро
стремятся к своим пределам. С помощью результатов, полученных в первой
части работы, доказано, что при нарушении одного из этих условий быстро
убывающее решение отсутствует.

Автор благодарен М. М. Лаврентьеву за полезные обсуждения и И. М. Гу-
сейнову за ценные замечания.

1. Операторы преобразования

1. Для дальнейших исследований нам понадобятся предварительные све-
дения, относящиеся к невозмущенному уравнению (0.3). Рассмотрим уравнение
(0.3) и сделаем замены:

ânN+j = âj
def= Aj+1, b̂nN+j = b̂j

def= Bj+1, ynN+j = yj+1,n, j = 0, . . . , N − 1.

Тогда

B1y1,n +A1y2,n +ANyN,n−1 = λy1,n,

A1y1,n +B2y2,n +A2y3,n = λy2,n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

AN−2yN−2,n +BN−1yN−1,n +AN−1yN,n = λyN−1,n,

ANy1,n+1 +AN−1yN−1,n +BNyN,n = λyN,n,

n = 0,±1, . . . . (1.1)

Ищем решение системы разностных уравнений (1.1) в виде

yj,n = ejz
n, j = 1, . . . , N, (1.2)

где e1, . . . , en, z — величины, подлежащие определению. Подставляя в (1.1) вме-
сто yj,n, j = 1, . . . , N , их выражения (1.2) через e1, e2, . . . , eN , получим следую-
щую систему уравнений:

(B1 − λ)ze1 +A1ze2 +ANeN = 0,
A1e1 + (B2 − λ)e2 +A2e3 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

AN−2eN−2 + (BN−1 − λ)eN−1 +AN−1eN = 0,
ANze1 +AN−1eN−1 + (BN − λ)eN = 0.

(1.3)
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Ясно, что система уравнений (1.3) имеет нетривиальное решение лишь тогда,
когда определитель ее основной матрицы A равен нулю. Легко убедиться в том,
что

det A = (−1)N−1A1A2 . . . ANz
2 + µz + (−1)N−1A1A2 . . . AN ,

где
µ = �± ± (−1)N2A1A2 . . . AN ,

�± =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B1 − λ A1 . . . 0 ±AN

A1 B2 − λ . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . BN−1 − λ AN−1
±AN 0 . . . AN−1 BN − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Из условия det A = 0 находим, что

z = z(λ) =
(−1)Nµ

2A1A2 . . . AN
+

√(
(−1)Nµ

2A1A2 . . . AN

)2

− 1.

Обозначим через λ+
1 ≤ λ+

2 ≤ · · · ≤ λ+
N и λ−1 ≤ λ−2 ≤ · · · ≤ λ−N корни многочленов

�+ и �− соответственно. Как известно [5, 8], эти корни взаимно перемежаются,
и их можно расположить в одну строку, а именно

λ+
1 < λ−1 ≤ λ−2 < λ+

2 ≤ λ+
3 < · · · < λ+

N−1 ≤ λ−N < λ+
N , если N четно,

λ−1 < λ+
1 ≤ λ+

2 < λ−2 ≤ λ+
3 < · · · < λ+

N−1 ≤ λ−N < λ+
N , если N нечетно.

Пусть � — комплексная λ-плоскость с разрезами по отрезкам I1, I2, . . . , IN , где
концы отрезка Ij находятся в точках λ±j , j = 1, . . . , N . В плоскости � выберем
регулярную ветвь функции z(λ) такую, что z(∞) = 0. Поскольку при таком вы-
боре z выполняется равенство det A = 0, в системе (1.3) вычеркнем последнюю
строку. Полагая eN ≡ 1, по правилу Крамера находим, что

em = (zσ(1, N))−1{(−1)N−mAmAm+1 . . . AN−1σ(1,m)z
+ (−1)mA1 . . . Am−1ANσ(m+ 1, N)}, m = 1, . . . , N − 1, (1.4)

где σ(1, 1) = σ(N,N) = 1,

σ(m, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Bm − λ Am 0 . . . 0 0
Am Bm − λ Am+1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . Bs−2 − λ As−2
0 0 0 . . . As−2 Bs−1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , s ≥ m+ 1.

Таким образом, система уравнений (1.1) имеет специальное решение в виде
(e1, . . . , eN−1, 1)zn. Аналогично доказывается, что она обладает также решени-
ем (ē1, . . . , ēN−1, 1)z−n, где

em = σ−1(1, N){(−1)N−mAmAm+1 . . . AN−1σ(1,m)
+ (−1)mA1 . . . Am−1ANσ(m+ 1, N)z}, m = 1, . . . , N − 1. (1.5)

Многочлен σ(1, N) имеетN−1 простых вещественных нулей νj , j = 1, . . . , N .
Известно [8], что они расположены между отрезками Ij и Ij+1, j = 1, . . . , N − 1.
Более того, векторы (e1, . . . , eN−1, 1) и (ē1, . . . , ēN−1, 1) регулярны в области � ,
за исключением точек νj , 1, . . . , N , и непрерывны вплоть до границы ∂� этой
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области. Если νk 6∈ {λ±j }Nj=1, то в точке νk один из этих векторов регулярен, а
другой имеет простой полюс.

Из вышеуказанных рассуждений вытекает, что уравнение (0.3) имеет спе-
циальные решения ψn = ψn(λ) и ψ̄n = ψ̄n(λ), где

ψnN+j = ejz
n, ψ̄nN+j = ēj+1z

−n, j = 0, . . . , N − 1, eN = ēN = 1. (1.6)

Введем обозначение

ρ(λ) = (−1)NA1A2 . . . ANσ
−1(1, N)(z−1 − z).

Используя определение функции z(λ), как и в [9, гл. 4, с. 172], можно доказать,
что

z(λ) =
A1A2 . . . AN

λN
+ O

(
1

λN+1

)
, λ→∞. (1.7)

Воспользовавшись формулами (1.5)–(1.7) и теоремой о вычетах, получим

1
2πi

∫
∂�

ρ(λ)ψnψ̄m dλ = δnm, n,m = 0,±1, . . . , (1.8)

где i =
√
−1, δnm — символ Кронекера.

2. Рассмотрим теперь возмущенное уравнение (0.1). Hас будет интересо-
вать решение fn = fn(λ) уравнения (0.1), удовлетворяющее условию

lim
n→∞

(fn − ψn) = 0.

Перепишем уравнение (0.1) в виде

ân−1yn−1 + b̂nyn + ânyn+1 − λyn = −(an−1yn−1 + bnyn + anyn+1).

Очевидно, что ψn и ψ̄n при λ 6∈ {λ±j }Nj=1 являются линейно независимыми
решениями уравнения (0.3). Поэтому, считая правую часть последнего уравне-
ния известной, для отыскания решения fn этого уравнения можно применить
метод вариации произвольных постоянных. В результате придем к уравнению

fn = ψn +
∞∑

k=n+1

�(n, k, λ)(ak−1fk−1 + bkfk + akfk+1), (1.9)

равносильному уравнению (0.1) с граничным условием lim
n→∞

(fn − ψn) = 0, где

�(n, k, λ) = ρ(λ)(ψkψ̄n − ψnψ̄k).

Введем теперь в рассмотрение функцию

F (n, k,m, l) =
1

2πi

∫
∂�

ρ(λ)�(n, k, λ)ψmψ̄l dλ, k > n. (1.10)

При исследовании уравнения (1.9) нам понадобятся некоторые свойства
F (n, k,m, l).
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Лемма 1.1. Имеют место равенства

F (n, k,m, l) = 0 при ± l ≥ ±(m± (k − n)).

Кроме того, F (n, k,m, l) равномерно ограничена, т. е.

|F (n, k,m, l)| < C при всех n, k,m, l.

Доказательство. Из определения функции �(n, k, λ) и теоремы о выче-
тах следует, что

F (n, k,m, l) = res
λ=∞

ρ2(λ)ψkψ̄nψmψ̄l − res
λ=∞

ρ2(λ)ψ̄nψkψmψ̄l.

Пусть l ≤ m− (k − n). Предположим, что k = k1N + k2 − 1, n = n1N + n2 − 1,
m = m1N +m2 − 1, l = l1N + l2 − 1, где числа k2, n2, m2, l2 меняются от 1 до
N . Согласно (1.6)

ψn = en2z
n1 , ψ̄k = ēk2z

−k1 , ψm = em2z
m1 , ψ̄l = ēl2z

−l1 .

С другой стороны, с точностью до постоянного множителя

ejz
s ∼ λ−sN · λN−j , ējz

−s ∼ λsN · λj−N , λ→∞, j = 1, . . . , N.

Следовательно, ψnψ̄kψmψ̄l ∼ λk−n+l−m, λ → ∞. Далее, в силу определения
функции ρ(λ) имеем

ρ2(λ) ∼ 1
λ2 , λ→∞.

Учитывая, что k − n + l −m ≤ 0, из последних двух соотношений заключаем,
что

res
λ=∞

ρ2(λ)ψnψ̄kψmψ̄l = 0.

Поскольку условие k − n+ l−m ≤ 0 влечет за собой условие n− k + l−m ≤ 0,
аналогично получим

res
λ=∞

ρ2(λ)ψkψ̄nψmψ̄l = 0.

Таким образом,

F (n, k,m, l) =
1

2πi

∫
∂�

ρ2(λ){ψkψ̄nψmψ̄l − ψnψ̄kψmψ̄l} dλ = 0

при l ≤ m − (k − n). Так как при λ ∈ ∂� функция ρ2(λ) принимает действи-
тельные значения, а ψs и ψ̄s являются комплексно сопряженными, то, переходя
в последней формуле к сопряженным выражениям, приходим к равенству

1
2πi

∫
∂�

ρ2(λ){ψkψ̄nψlψ̄m − ψnψ̄kψlψ̄m} dλ = 0,

т. е. F (n, k, l,m) = 0 при m ≥ l + (k − n). Следовательно,

F (n, k,m, l) = 0 при l ≥ m+ (k − n).

Теперь докажем ограниченность F (n, k,m, l). Легко проверить, что выражение
F (n, k,m, l)− F̂ (n, k,m, l), где

F̂ (n, k,m, l) =
1

2πi

∫
∂�

ρ2(λ)ek2 ēn2em2 ēl2
(
zk1−n1+m1−l1 − zn1−k1+m1−l1

)
dλ,
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равномерно ограничено. Для определенности предположим, что s1 = k1 − n1 +
m1−l1 и s2 = n1−k1+m1−l1 являются четными числами. Запишем F̂ (n, k,m, l)
в виде

F̂ (n, k,m, l) =
1

2πi

∫
∂�

ρ2(λ)c(λ)(zs1−z2) dλ− 1
2πi

∫
∂�

ρ2(λ)c(λ)(zs2−z2) dλ, (1.11)

где c(λ) = ek2 ēn2em2 ēl2 .
Докажем, что каждое выражение, стоящее в правой части (1.11), равно-

мерно ограничено. Если sj (j = 1, 2) — положительное число, то равномерная
ограниченность выражения

1
2πi

∫
∂�

ρ2(λ)c(λ)(zsj − z2) dλ

следует из теоремы о вычетах.
Пусть sj отрицательно. Заметим, что

1
2πi

∫
∂�

ρ2(λ)c(λ)(zsj − z2) dλ =
1

2πi

∫
∂�

(z−1 − z)ρ2(λ)c(λ)zsj+1 dλ

+
1

2πi

∫
∂�

ρ2(λ)c(λ)(zsj+2 − z2) dλ.

Интегрируя дважды по частям, находим, что∣∣∣∣ 1
2πi

∫
∂�

ρ2(λ)c(λ)(z−1 − z)zsj+1 dλ

∣∣∣∣ ≤ M

(sj − 1)2
,

где M — постоянная. Из предыдущего равенства следует, что∣∣∣∣ 1
2πi

∫
∂�

ρ2(λ)c(λ)(zsj − z2) dλ
∣∣∣∣ ≤M

∞∑
n=1

1
n2 = M1.

Из этих рассуждений и (1.11) вытекает, что выражение F̂ (n, k,m, l) равномерно
ограничено.

В случае, когда sj (j = 1, 2) служат нечетными числами, в (1.11) вместо z2

следовало бы подставить z.
Так как разность F (n, k,m, l) − F̂ (n, k,m, l) равномерно ограничена, то и

F (n, k,m, l) равномерно ограничена.
Лемма доказана.
Из доказанной леммы и формулы (1.8) следует, что имеет место равенство

�(n, k, λ)ψm =
m+(k−n)−1∑

j=m−(k−n)+1

F (n, k,m, j)ψj . (1.12)

3. Изучим теперь вопрос о существовании операторов преобразования и
найдем виды операторов преобразования. Рассмотрим уравнение (0.1) и введем
обозначения

ξ(n) =
∞∑
k=n

(2|ak|+ |bk|), ξ1(m,n) =
∞∑

k=m

(2k − 2n+ 1)(2|ak|+ |bk|).

Пусть [x] — целая часть x.
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Теорема 1.1. При условиях (0.2) уравнение (0.1) имеет решение fn =
fn(λ), представимое в виде

fn = αn

(
ψn +

∞∑
m=n+1

K(n,m)ψm

)
, n = 0,±1, . . . . (1.13)

Величины αn, K(n,m) удовлетворяют соотношениям

αn > 0, lim
n→∞

αn = 1, |K(n,m)| ≤Mξ
(
n+

[m
2

])
exp{ξ(n+ 1, n)}), (1.14)

где M — постоянная.
Доказательство. Достаточно доказать, что fn, представленное в виде

(1.13), удовлетворяет уравнению (1.9). Подставляя в (1.9) вместо fn его пред-
ставление в виде (1.13) и учитывая (1.12), получаем, что равенство (1.9) выпол-
няется, если αn и A(n,m) = αnK(n,m) удовлетворяют уравнениям

αn =
ân

ân + an
+

ân
ân + an

∞∑
k=n+1

akF (n, k + 1, k, n)αk, (1.15)

A(n, n+ 1) =
ân

ân + an

∞∑
k=n+1

{akF (n, k + 1, k, n+ 1) + bkF (n, k, n, n+ 1)}αk

+
ân

ân + an

∞∑
k=n+1

akA(k, k + 1)F (n, k + 1, k + 1, n+ 1) def= ϕ(α) + ϕ(A), (1.16)

A(n, n+ 2) =
ân

ân + an

{ ∞∑
k=n+1

ak(F (n, k + 1, k, n+ 2)αk

+ F (n, k, k + 1, n+ 2)αk+1) +
∞∑

k=n+2

bkF (n, k, k, n+ 2)

+
∞∑

k=n+1

ak

k+2∑
j=k+1

A(k, j)F (n, k + 1, j, n+ 2)

}
def= ϕ(α) + ϕ(A), (1.17)

A(n,m) =
ân

ân + an

{ ∞∑
k=[m+n+1

2 ]

ak(F (n, k + 1, k,m)αk + F (n, k, k + 1,m)αk+1)

+
∞∑

k=1+[m+n
2 ]

bkF (n, k, k,m)αk

}

+
ân

ân + an

{[m+n−1
2 ]∑

k=n+1

ak

(
m+(k−n)∑

j=m−(k−n)

A(k, j)F (n, k + 1, j,m)

+
m+(k−n)−1∑

j=m−(k−n)+1

A(k + 1, j)F (n, k, j,m)

)
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+
[m+n

2 ]∑
k=n+1

bk

m+(k−n)−1∑
j=m−(k−n)+1

A(k, j)F (n, k, j,m)

+
∞∑

k=[m+n+1
2 ]

ak

(
m+k−n∑
j=k+1

A(k, j)F (n, k + 1, j,m)

+
m+(k−n)−1∑

j=k+2

A(k + 1, j)F (n, k, j,m)

)

+
∞∑

k=1+[m+n
2 ]

bk

m+k−n−1∑
j=k+1

A(k, j)F (n, k, j,m)

}
def= ϕ(α) + ϕ(A), m ≥ n+ 3.

(1.18)

Покажем, что при выполнении условий (0.2) уравнения (1.15)–(1.18) могут
быть решены с помощью метода последовательных приближений.

Рассмотрим уравнение (1.15). Ясно, что величина ân
ân+an

ограничена:∣∣∣∣ ân
ân + an

∣∣∣∣ ≤M.

Кроме того, согласно лемме имеем |F (n, k,m, l)| ≤ C. Далее, положим

α(0)
n =

ân
ân + an

, α(l)
n =

ân
ân + an

∞∑
k=n+1

akF (n, k + 1, k, n)α(l−1)
k .

Заметим, что
∣∣α(0)

n

∣∣ ≤M, α(1)
n ≤MCξ0(n+ 1), где

ξ0(n) =
∞∑
k=n

|ak|.

Тогда

∣∣α(2)
n

∣∣ ≤ (MC)2
∞∑

k=n+1

|ak|ξ0(k + 1) = (MC)2
∞∑

k=n+1

{ξ0(k)− ξ0(k + 1)}ξ0(k + 1).

С другой стороны,
∞∑

k=n+1

{ξ0(k)− ξ0(k + 1)}ξ0(k + 1) ≤
∞∑

k=n+1

{ξ0(k)− ξ0(k + 1)}ξ0(k)

= ξ20(n+ 1)−
∞∑

k=n+1

{ξ0(k)− ξ0(k + 1)}ξ0(k + 1).

Следовательно,
∞∑

k=n+1

{ξ0(k)− ξ0(k + 1)}ξ0(k + 1) ≤ ξ20(n+ 1)
2

,

т. е. ∣∣α(2)
n

∣∣ ≤ (C1ξ0(n+ 1))2

2
, C1 = MC.
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По индукции доказывается, что∣∣α(l)
n

∣∣ ≤ (C1ξ0(n+ 1))l

l!
.

Поэтому ряд αn =
∞∑
l=0

α(l)
n сходится и удовлетворяет уравнению (1.15), причем

|αn| ≤ exp{C1ξ0(n+ 1)} ≤M.

Из этой оценки и (1.15) следует, что lim
n→∞

αn = 1. Таким образом, уравнение
(1.15) разрешимо.

Теперь рассмотрим уравнения (1.16)–(1.18). Ищем A(n,m) в виде

A(n,m) =
∞∑
l=0

A(l)(n,m), (1.19)

где A(0)(n,m) = ϕ(α), A(l)(n,m) = ϕ(A(l−1)). Из определения A(l)(n,m) следует,
что

|A(0)(n,m)| ≤M1C1ξ

([
n+m

2

])
,

|A(1)(n,m)| ≤M1C
2
1ξ

([
n+m

2

]){[m+n−1
2 ]∑

k=n+1

2(2k − 2n+ 1)|ak|

+
∞∑

k=[m+n+1
2 ]

2(m− n)|ak|+
[m+n

2 ]∑
k=1

(2k − 2n+ 1)|bk|

+
∞∑

k=1+[m+n
2 ]

(m− n− 1)|bk|

}
≤M1C

2
1ξ

([
n+m

2

])
ξ1(n+ 1, n).

Предположим, что

|A(l−1)(n,m)| ≤M1ξ

([
n+m

2

])
Cl

1ξ
l−1
1 (n+ 1, n)
(l − 1)!

.

Тогда из равенства A(l)(n,m) = ϕ(A(l−1)) получим

|A(l)(n,m)| ≤M1ξ

([
n+m

2

])
Cl−1

1
(l − 1)!

∞∑
k=n+1

(2k−2n+1)(2|ak|+|bk|)ξl−1
1 (k+1, k).

(1.20)
Очевидно, что

∞∑
k=n+1

(2k − 2n+ 1)(2|ak|+ |bk|)ξl−1
1 (k + 1, k)

=
∞∑

k=n+1

{ξ1(k, n)− ξ1(k + 1, n)}ξl−1
1 (k + 1, k)

≤
∞∑

k=n+1

{ξ1(k, n)− ξ1(k + 1, n)}ξl−1
1 (k + 1, n). (1.21)



Операторы преобразования 935

С другой стороны,
∞∑

k=n+1

{ξ1(k, n)− ξ1(k + 1, n)}ξl−1
1 (k + 1, n)

≤
∞∑

k=n+1

{ξ1(k, n)− ξ1(k + 1, n)}ξl−1
1 (k, n)

= ξl1(n+ 1, n)−
∞∑

k=n+1

{
ξl−1
1 (k, n)− ξl−1

1 (k + 1, n)
}
ξ1(k + 1, n)

≤ ξl1(n+ 1, n)− (l − 1)
∞∑

k=n+1

{ξ1(k, n)− ξ1(k + 1, n)}ξl−1
1 (k + 1, n),

откуда
∞∑

k=n+1

{ξ1(k, n)− ξ1(k + 1, n)}ξl−1
1 (k + 1, n) ≤ ξl1(n+ 1, n)

l
. (1.22)

Из (1.20)–(1.22) заключаем, что

|A(l)(n,m)| ≤M1C1ξ

([
n+m

2

])
(C1ξ1(n+ 1, n))l

l!
.

В силу последней оценки ряд (1.19) сходится, а его сумма A(n,m) является
решением уравнений (1.16)–(1.18).

Таким образом, уравнение (1.9) и, следовательно, уравнение (0.1) имеет
решение fn, представленное в виде (1.13). Подставляя в (0.1) вместо fn его
выражение в виде (1.13) и учитывая (1.8), находим, что

α−1
n =

∞∏
k=n

âk + ak
âk

> 0.

Принимая во внимание, что K(n,m) = α−1
n A(n,m), придем к соотношениям

(1.14).
Теорема доказана.
Замечание 1.1. Согласно определению функции z(λ) справедливо нера-

венство |z(λ)| ≤ 1 при λ ∈ � . Поэтому в силу (1.6) и (1.14) ряд, стоящий в
правой части формулы (1.13), сходится.

Аналогично доказывается

Теорема 1.2. При условиях (0.2) уравнение (0.1) имеет решение gn =
gn(λ), представимое в виде

gn = βn

(
ψ̄n +

n−1∑
m=−∞

L (n,m)ψ̄m

)
.

Величины βn и L (n,m) удовлетворяют соотношениям

βn > 0, lim
n→−∞

βn = 1, |L (n,m)| ≤ L ξ̃

([
n+m

2

])
exp{ξ̃1(n− 1, n)},

где

ξ̃(n) =
n∑

k=−∞

(2|ak|+ |bk|), ξ̃1(n,m) =
m∑

k=−∞

(2n− 2k + 1)(2|ak|+ |bk|),

L — постоянная.
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2. Приложение оператора преобразования

Предположим, что в условиях (0.2), в частности, N = 2. Беря в уравнении
(0.1)
â2n+j + a2n+j = aj+1,n, b̂2n+j + b2n+j = bj+1,n, y2n+j = yj+1,n, j = 0, 1,

придем к системе уравнений{
a1,ny2,n + a2,n−1y2,n−1 + b1,ny1,n = λy1,n,

a1,ny1,n + a2,ny1,n+1 + b2,ny2,n = λy2,n,
n = 0,±, . . . . (2.1)

Эта система уравнений является разностным аналогом одномерной системы Ди-
рака. Согласно (0.2)

∞∑
n=−∞

|n|(|aj,n −Aj |+ |bj,n −Bj |) <∞, j = 1, 2. (2.2)

Рассмотрим формулу (1.13). Введем обозначения
α2n+j = αj+1(n), j = 0, 1.

Ksj
nm =

{
K(2n+ s− 1, 2(n+m) + j − 1), 1 ≤ j ≤ s,

K(2n+ s− 1, 2(n+m) + j + 1), s+ 1 ≤ j ≤ 2.
Из теоремы 1.1 и формулы (1.6) вытекает

Следствие. При условиях (2.2) система уравнений (2.1) имеет решение
(f1,n, f2,n), представимое в виде

f1,n = α1(n)zn
{
e1 +

∞∑
m=1

(
K11
nme1z

m +K12
nmz

m−1)} ,
f2,n = α2(n)zn

{
e1 +

∞∑
m=1

(
K21
nme1z

m +K22
nmz

m
)}

.

(2.3)

Ядра Ksj
nm удовлетворяют оценкам

|Ksj
nm| = O

( ∞∑
k=n+[m2 −1]

2∑
r=1

{|ar,k −Ar|+ |br,k −Br|}

)
, n+m→∞. (2.4)

Воспользовавшись этим следствием, легко проверить, что коэффициенты
aj,n, bj,n системы (2.1) и ядра Ksj

nm связаны равенствами
b1,n −B1 = A1K

12
n1 −A2K

21
n−1,1, b2,n −B2 = A2K

21
n1 −A1K

12
n1, (2.5)

a2
1,n

A1
= A1 +A2

(
K11
n1 −K22

n−1,1
)

+ (B2 − b1,n)K12
n1,

a2
2,n

A2
= A2 +A1

(
K22
n1 −K11

n1
)

+ (B1 − b2,n)K21
n1.

(2.6)

Теперь рассмотрим задачу (0.4), (0.5). Полагая a2n+j = aj+1,n, b2n+j =
bj+1,n, j = 0, 1, приведем ее к виду

ȧ1,n = a1,n(b2,n − b1,n), ȧ2,n = a2,n(b1,n+1 − b2,n),

ḃ1,n = 2
(
a2
2,n−1 − a2

1,n
)
, ḃ2,n = 2

(
a2
1,n − a2

2,n
)
,

(2.7)

aj,n(0) → Aj > 0, bj,n → Bj > 0, j = 1, 2, n→∞. (2.8)
В силу (0.6) быстро убывающее решение задачи (2.7), (2.8) удовлетворяет

условиям

sup
0<t<T

∞∑
n=−∞

|n|(|aj,n −Aj |+ |bj,n −Bj |) <∞, j = 1, 2. (2.9)
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Теорема 2.1. При нарушении одного из условий A1 = A2, B1 = B2 задача
(0.4), (0.5) не имеет быстро убывающего решения.

Доказательство. Для определенности будем предполагать, что A1 6= A2.
Допустим противное. Тогда задача (2.7), (2.8) имеет быстро убывающее реше-
ние.

Рассмотрим систему уравнений (2.1), где коэффициенты aj,n, bj,n зависят
от t и образуют быстро убывающее решение задачи (2.7), (2.8). В силу (2.9)
справедливы равенства (2.5). Используя (2.4), из (2.5) находим, что

K21
n1 =

1
A2

∞∑
k=n+1

{(B1 − b1,k) + (B2 − b2,k)}.

Из последних двух уравнений системы (2.7), условий (2.9) и последнего
равенства следует, что K21

n1 дифференцируемо по t и K̇21
n1 → 0 при n → ∞.

Аналогично получаем, что ядро K12
n1 дифференцируемо по t и K̇12

n1 → 0 при
n → ∞. Тогда из первого равенства (2.5) заключаем, что ḃ1,n → 0 при n → ∞.
С другой стороны, согласно (2.7)

ḃ1,n → 2
(
A2

2 −A2
1
)
6= 0 при n→∞.

Полученное противоречие показывает, что быстро убывающее решение от-
сутствует.

Случай B1 6= B2 исследуется аналогичными рассуждениями и использова-
нием формулы (2.6).

Теорема доказана.
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