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ОБ ОДНОМ ЭКВИВАЛЕНТНОМ

УСЛОВИИ ПЛОСКОЙ МЕТРИКИ
Х. Ким, Дж. Ким

Аннотация: Доказано, что на 8-мерном многообразии с нулевой эйлеровой харак-
теристикой каждая семиплоская метрика должна быть плоской.
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1. Введение

Локальная геометрия многообразия дает информацию о его глобальной то-
пологии. Так, обобщенная теорема Гаусса — Бонне [1, 2] утверждает, что эйле-
рова характеристика χ компактного ориентированного риманова многообразия
M4k может быть представлена интегралом

χ =
2
V

[(2k)!]2

4k

∫
M

trace(∗R2k ∗R2k) dV,

где V — объем евклидовой единичной 4k-сферы, dV — элемент объема на M ,
звездочка означает ∗-оператор Ходжа и R2k — 2k-оператор кривизны. Если R2k
коммутирует с ∗, т. е. R2k∗ = ∗R2k, то будем говорить, что выполнено условие
Торпа, метрику называть торповой метрикой или метрикой Торпа, а многооб-
разие — торповым многообразием или многообразием Торпа. В 4-мерном случае
торпова метрика эйнштейнова [3, 4], и в размерности 4k, более высокой, чем 4,
торповы многообразия изучались в [4]. С другой стороны, если R2k антиком-
мутирует с ∗, т. е. R2k∗ = − ∗ R2k, будем называть это условие антиусловием
Торпа, метрику — антиторповой метрикой, а многообразие — антиторповым
многообразием. Будем в дальнейшем риманову метрику называть полуплоской,
если она скалярно-плоская и конформно-плоская, иными словами, ее скалярная
кривизна и тензор Вейля равны нулю. В частности, в размерности 4 антитор-
пова метрика полуплоская, верно и обратное. В размерности 4k, более высо-
кой, чем 4, однако, антиторпова метрика не обязательно будет полуплоской, и
обратно. Пусть, например, T 2k+1 — плоский тор и M2k−1 — компактное ори-
ентированное неплоское риманово многообразие. Тогда риманово произведение
T 2k+1 × M2k−1 будет антиторповым многообразием. Однако, вообще говоря,
метрика произведения не будет полуплоской. С другой стороны, пусть S4k —
стандартная 4k-сфера и H4k — стандартное 4k-гиперболическое многообразие.
Тогда метрика произведения S4k и H4k полуплоская, но вместе с тем не антитор-
пова. Риманову метрику на компактном ориентированном многообразии M4k
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назовем семиплоской, если она удовлетворяет условию полуплоской метрики и
антиусловию Торпа. Семиплоская метрика не обязательно плоская. Например,
метрика произведения S4k+2 и H4k+2 будет семиплоской, но не плоской метри-
кой. Цель настоящей работы — исследовать, когда семиплоская метрика будет
плоской.

Теорема 1. На компактном ориентированном 8-мерном многообразии с
χ = 0 всякая семиплоская метрика будет плоской.

Важным составляющим в доказательстве этой теоремы является

Лемма 1. Пусть (M, g) — риманово многообразие размерности 8. Тогда

traceR4 =
1
22

(
1
6

){
30
56
s2 − 10

3
|rico|2 + 4 |W |2

}
,

где s — скалярная кривизна rico, — тензор Риччи с нулевым следом, т. е. rico =
ric− s

8g, и W — тензор Вейля.

Из леммы 1 можно получить, что traceR4 неположителен, если метрика
полуплоская.

2. p-Оператор кривизны

Пусть M — риманово многообразие размерности n. Через
∧p(M) обозна-

чим связку p-векторов из M . Это риманово векторное расслоение с внутренним
произведением на слое

∧p(x) над точкой x [2]. Пусть R означает ковариантный
тензор кривизны M . Для каждого четного p > 0 определим p-тензор кривизны
Rp на M как ковариантное тензорное поле порядка 2p, задаваемое так:

Rp(u1, . . . , up, v1, . . . , vp)

=
1

2p/2p!

∑
α,β∈Sp

ε(α)ε(β)R(uα(1), uα(2), vβ(1), vβ(2)) · · ·R(uα(p−1), uα(p), vβ(p−1), vβ(p)),

где ui, vj ∈ TxM , Sp — группа перестановок на (1, . . . , p) и ε(α) для α ∈ Sp —
знак перестановки α.

Тензор Rp обладает следующими свойствами. Он альтернирующий по пер-
вым p переменным, альтернирующий по последним p переменным и инвариан-
тен относительно операции перестановки первых p переменных с последними
p переменными. Однако для каждой точки x ∈ M можно рассматривать Rp

как симметричную билинейную форму на
∧p(x). Используя внутреннее произ-

ведение на
∧p(x), можно Rp в x отождествить с самосопряженным линейным

оператором Rp на
∧p(x). Такое отождествление дается формулой

〈Rp(u1 ∧ · · · ∧ up), v1 ∧ · · · ∧ vp〉 ≡ Rp(u1, . . . , up, v1, . . . , vp),

где ui, vj ∈ TxM . В дальнейшем мы будем использовать одно и то же обозна-
чение для p-операторов кривизны и для p-тензоров кривизны. Для p = n про-
странство

∧n(x) одномерно, и тем самым самосопряженный линейный оператор
Rn :

∧n(x) −→
∧n(x) представляет собой умножение скаляра на тождествен-

ный оператор. Точнее, гомоморфизм линейных расслоений Rn :
∧n(M) −→∧n(M) есть

Rn = KI,
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где I — тождественный автоморфизм на
∧n(M) и K — кривизна Липшица —

Киллинга на M [5]. Более того, для x ∈M

K(x) = Rn(e1, . . . , en, e1, . . . , en),

где {e1, . . . , en} — ортонормальный базис на TxM .
Обобщенная теорема Гаусса — Бонне [1] дает выражение эйлеровой характе-

ристики χ компактного ориентированного риманова многообразия четной раз-
мерности n через интеграл:

χ =
2
cn

∫
M

K dV,

где K — кривизна Липшица — Киллинга на M , cn — мера евклидовой n-мерной
сферы и dV — элемент объема на M .

Покажем, что кривизна Липшица — Киллинга K на M может быть выра-
жена в терминах Rp и оператора Ходжа ∗.

Пусть M — ориентированное риманово многообразие четной размерности
n. Тогда согласно [2] кривизна Липшица — Киллинга K на M может также
быть представлена как функция, значение которой в точке x ∈M находится по
формуле

p!(n− p)!
n!

trace(∗Rn−p ∗Rp),

где p = 2, 4, 6, . . . , (n − 2). Для ориентированного риманова многообразия раз-
мерности n = 4k можно рассмотреть оператор средней кривизны R2k, и если он
удовлетворяет антиусловию Торпа

R2k∗ = − ∗R2k,

то, поскольку ∗2 = Id, формула следа для K сводится к такой:

K = − [(2k)!]2

(4k)!
traceR2

2k ≤ 0,

где равенство имеет место тогда и только тогда, когда R2k= 0. Из предыдущих
утверждений легко выводится необходимое условие существования антиторпо-
вой метрики.

Теорема 2. Пусть M — компактное ориентируемое 4k-мерное риманово
многообразие, допускающее антиторпову метрику. Тогда

χ ≤ 0,

где χ — эйлерова характеристика M . Более того, χ = 0 тогда и только тогда,
когда R2k ≡ 0.

Далее мы увидим, что в 4-мерном случае антиторпова метрика полуплос-
кая, верен также и обратный факт.

Теорема 3. На 4-мерном римановом многообразии (M, g) метрика g будет
полуплоской тогда и только тогда, когда g — антиторпова метрика.

Доказательство. Рассматривая R2k ≡ R в S2∧2 T ∗M4 как линейное
отображение на

∧2 T ∗M4 и записывая разложение∧2
T ∗M4 =

∧+
T ∗M4 ⊕

∧−
T ∗M4,
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где
∧+ T ∗M4 — (+1)-собственное (автодуальное) пространство,

∧− T ∗M4 —
(−1)-собственное (антиавтодуальное) пространство ∗-оператора Ходжа соответ-
ственно, приходим к следующему выражению для R [3]:

автодуальное антиавтодуальное

R =

(
W+ + s

12 Id rico
t rico W− + s

12 Id

)
автодуальное

антиавтодуальное

где W+, W− — автодуальная и антиавтодуальная части тензора Вейля W со-
ответственно.

Нетрудно заметить, что антиусловие Торпа влечет одновременно R (автоду-
альное пространство) = антиавтодуальное пространство и R (антиавтодуальное
пространство) = автодуальное пространство. Отсюда вытекает, что антиусло-
вие Торпа равносильно одновременному обращению в нуль скалярной кривизны
и тензора Вейля, так что любая антиторпова метрика полуплоская и обратно.
Это завершает доказательство.

3. Эквивалентное условие плоской метрики

Метрика риманова произведения S4k+2 и H4k+2 полуплоская, но не плос-
кая. С другой стороны, мы докажем, что на компактном ориентированном
многообразии размерности 8 с χ = 0 каждая полуплоская метрика плоская.

Следующая лемма вносит существенный вклад в доказательство основного
результата.

Лемма 1. Пусть (M, g) — риманово многообразие размерности 8. Тогда

traceR4 =
1
22

(
1
6

){
30
56
s2 − 10

3
| rico |2 + 4|W |2

}
,

где s — скалярная кривизна, rico — тензор Риччи с нулевым следом, т. е. rico =
ric− s

8g и W — тензор Вейля.
Доказательство. Для 4-формы {ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed} с учетом эйнштейнова

суммирования имеем

traceR4 =
1
22R

[ab
[ab R

cd]
cd] =

1
22R

ab
[ab R

cd
cd] =

1
22

(
1
6

){
Rab
ab R

cd
cd +Rab

ac R
cd
db +Rab

ad R
cd
bc

+Rab
bc R

cd
ad +Rab

bd R
cd
ca +Rab

cd R
cd
ab

}
,

где [ ] — кососимметризация и {ek}8
k=1 — ортонормальный репер. Проанализи-

руем члены этой суммы по отдельности:
(i) Rab

ab R
cd
cd = 30

56s
2 − 10

3 riccoc riccoc +2W cd
cd W cd

cd ;
(ii) Rab

ac R
cd
db = − 5

6 ricboc riccob +W db
dc W dc

db ;
(iii) Rab

cd R
cd
ab = W ab

cd W cd
ab ,

откуда

traceR4 =
1
22

(
1
6

){
30
56
s2 − 10

3
riccoc riccoc−

10
3

ricboc riccob

+ 2W cd
cd W cd

cd + 4W db
dc W dc

db +W ab
cd W cd

ab

}
,

что завершает доказательство.
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Теорема 4. На компактном ориентированном многообразии размерности
8 с χ = 0 каждая полуплоская метрика плоская.

Доказательство. Из теоремы 2 следует, что R4 = 0, в частности, traceR4
= 0, откуда легко вытекает, что тензор Риччи будет нулевым тензором при
выполнении условия полуплоской метрики и леммы 1. Теорема доказана.

Следствие 1. На торе размерности 8 каждая семиплоская метрика будет
плоской.

Следствие 2. На произведении сфер Sp × Sq с нечетным p и p+ q = 8 не
существует семиплоской метрики.
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