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ОЦЕНКИ ФУНКЦИОНАЛОВ

ДЛЯ ОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ,

НЕ ПРИНИМАЮЩИХ НУЛЕВОГО ЗНАЧЕНИЯ

С. В. Романова

Аннотация: Рассматривается класс аналитических ограниченных в единичном
круге функций, не принимающих в этом круге нулевых значений. Доказаны неко-
торые свойства экстремальных функций для функционалов определенного вида в
этом классе функций.

Ключевые слова: ограниченные функции, гипотеза Кжижа.

1. Введение

Пусть B — класс всех функций f , f(z) = a0+a1z+. . . , аналитических в еди-
ничном круге D = {z : |z| < 1} и удовлетворяющих в D условию 0 < |f(z)| ≤ 1.
Я. Кжиж [1] высказал гипотезу, что sup

f∈B
|an| = 2/e, n ≥ 1, с равенством для

функций λF (kzn), |λ| = |k| = 1, где F (z) = exp((z − 1)/(z + 1)). Гипотеза была
доказана для n = 1, 2, 3, 4 (см. библиографию в [2]). Поскольку класс B ин-
вариантен относительно вращения, достаточно рассматривать функции f ∈ B,
нормированные условием a0 > 0. Ввиду неравенства 0 < a0 ≤ 1 можно по-
ложить a0 = e−t, 0 ≤ t < ∞. Обозначим через B(t) класс функций f ∈ B,
для которых a0 = e−t, Ft(z) = exp(−t(1 − z)/(1 + z)). Будем рассматривать
функционалы, определенные на классе всех аналитических в единичном круге
функций вида

L(f) = Re(an + αn−1an−1 + · · ·+ α1a1), α1, . . . , αn−1 ∈ C.

В статье доказано, что если f(z, t) =
∞∑
k=0

ak(t)zk доставляет экстремум функци-

оналу L(f) в классе B(t), то для ak(t), k ≥ 1, справедлива формула

ak(t) = e−t
[
(−1)k

2kCk
1 t

k

k!
+

k−1∑
p=1

(−1)k−p2k−ptk−p
∑

α1+···+as=k−p
α1j1+···+αsjs=k

Cα1
js . . . Cαs

js

α1! . . . αs!

]
,

где α1, . . . , αs — неотрицательные целые числа,

Cp =
m∑
k=1

λke
−ipuk , λ1, . . . , λm ≥ 0,

m∑
k=1

λk = 1,
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0 ≤ u1 < u2 < · · · < um < 2π, m ≤ n.

Пусть функции f0 соответствуют следующие uk и λk:

u1 = u0
1, . . . , um = u0

m, λ1 = λ0
1, . . . , λm = λ0

m.

Обозначим (u0, λ0) =
(
u0

1, . . . , u
0
m, λ

0
1, . . . , λ

0
m

)
. Назовем функцию f0 крити-

ческой точкой функционала L(f), если

∂L

∂u1
(u0, λ0) = · · · = ∂L

∂um
(u0, λ0) = 0,

∂L

∂λ1
(u0, λ0) = · · · = ∂L

∂λm−1
(u0, λ0) = 0.

Пусть Mk(t) — множество таких векторов (α1, . . . , αn−1) ∈ Cn−1, что функция
Ft(zk) будет критической точкой для функционала L(f) при фиксированном
t > 0.

В статье установлена размерность многообразия Mk(t) и получена формула
для an, позволяющая выписывать систему линейных уравнений для коэффици-
ентов (α1, . . . , αn−1) из Mk(t). Доказана следующая

Теорема. Множество Mk(t), 1 ≤ k ≤ n − 1, является гладким действи-
тельным многообразием размерности 2n− 2k − 1. Множество Mn(t) совпадает
с множеством (0, . . . , 0).

2. Обобщенное уравнение типа Левнера

В [3] показано, что любую функцию f из всюду плотного подкласса B(t0),
t0 > 0, можно представить в виде f(z) = f(z, t0), где f(z, t) является интегралом
дифференциального уравнения типа Левнера

∂f(z, t)
∂t

= −f(z, t)
1 + e−iu(t)z

1− e−iu(t)z
, 0 ≤ t ≤ t0, z ∈ D, f(z, 0) = 1,

u(t) — кусочно-непрерывная действительнозначная функция на [0, t0], называе-
мая управлением. Наряду с этим уравнением можно рассматривать обобщенное
дифференциальное уравнение типа Левнера, интегралы которого образуют всю-
ду плотный подкласс B(t0). А именно, любую функцию f из подкласса B(t0),
t0 > 0, можно представить в виде f(z) = f(z, t0), где f(z, t) является интегралом
обобщенного дифференциального уравнения типа Левнера

∂f(z, t)
dt

= −f(z, t)
m∑
k=1

λk
1 + e−iuk(t)z

1− eiuk(t)z
, (1)

где λ1 ≥ 0, . . . , λm ≥ 0,
m∑
k=1

λk = 1, uk(t) — непрерывные на [0, t0] действитель-
нозначные управления.

В самом деле, известно, что функцию из класса B(t0) можно представить
в виде f(z) = e−tp(z), где p(z) ∈ P , P — класс Каратеодори всех функций
p, p(z) = 1 + p1z + . . . , аналитических в D и удовлетворяющих в D условию
Re p(z) > 0. Для функций класса P имеется интегральное представление

p(z) =
2π∫
0

eiu − z

eiu − z
dµ(u),
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где µ(u) — неубывающая на [0, 2π] функция, удовлетворяющая условию

2π∫
0

dµ(u) = 1.

Таким образом, легко видеть, что функции класса B(t0), имеющие интегральное
представление

f(z) = exp

− 2π∫
0

m∑
k=1

λk
eiu + z

eiu − z
hk(u)du

 ,

где hk(u) — положительные непрерывные функции, удовлетворяющие условию

2π∫
0

hk(u)du = − log f(0), λk ≥ 0,
m∑
k=1

λk = 1,

образуют всюду плотный подкласс класса B(t0). Запишем f(z) в виде

f(z) = exp

− m∑
k=1

λk

2π∫
0

eiu + z

eiu − z
hk(u)du

 .

В каждом интеграле в последней формуле сделаем соответственно замену пе-
ременных

τ = τ(u) =
u∫

0

hk(u) du.

Тогда приходим к формуле

f(z) = exp

− m∑
k=1

λk

t0∫
0

1 + e−iuk(τ)z

1− e−iuk(τ)z
dτ

 , (2)

где t0 = τ(2π) = − log f(0). Обратно, если uk(τ) — непрерывные функции, то
равенство (2) определяет функцию класса B. Рассмотрим функцию

f(z, t) = exp

− t∫
0

m∑
k=1

λk
1 + e−iuk(τ)z

1− e−iuk(τ)z
dτ

 , 0 ≤ t ≤ t0, z ∈ D. (3)

Тогда f(z, t) ∈ B(t) для всех t ∈ [0, t0], f(z, t0) = f(z), f(z, 0) = 1. Из (3) сле-
дует, что для всех t ∈ [0, t0] справедливо уравнение (1). Если f(z, t) — решение
уравнения (1), то, проинтегрировав его, получим

f(z, t) = exp

− t∫
0

m∑
k=1

λk
1− eiukz

1− e−iukz
dt

 .

Следовательно, f(z, t) ∈ B.
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3. Предварительные результаты

Пусть f(z, t) имеет разложение f(z, t) = a0(t)+a1(t)z+ . . . и является реше-
нием дифференциального уравнения (1). Из уравнения (1) получаем систему
дифференциальных уравнений

ȧ0 = −a0(t), a0(0) = 1,
ȧ1(t) = −a1(t)− 2a0(t)C1, a1(0) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ȧn(t) = −an(t)− 2an−1(t)C1 − · · · − 2a0(t)Cn, an(0) = 0,

(4)

где

Cp = Cp(u1, . . . , um, λ1, . . . , λm) =
m∑
k=1

λke
−ipuk(t), 1 ≤ p ≤ n.

Из первого уравнения системы (4) следует, что a0(t) = e−t. Покажем, что все
экстремальные функции для функционала L(f) в классе B(t) имеют вид

f(z, t) = exp

[
−t

m∑
k=1

λk
1 + e−iuk(t)z

1− eiuk(t)z

]
.

Действительно, всякую функцию класса B(t) можно записать в виде f(z, t) =
e−tp(z), где p(z) ∈ P , P — класс Каратеодори.

Задача о максимуме функционала L(f) в классе B(t) эквивалентна задаче
о максимуме в классе P нелинейного функционала, зависящего от коэффициен-
тов p1, . . . , pn. Так как экстремальные функции в классе P [4, с. 124–126] имеют
вид

p(z) =
m∑
k=1

λk
1 + e−iukz

1− eiukz
, 1 ≤ m ≤ n, λk ≥ 0,

m∑
k=1

λk = 1,

то экстремальные функции для функционала L(f) в классе B(t) имеют вид

f(z, t) = exp

[
−t

m∑
k=1

λk
1 + eiukz

1− e−iukz

]
.

Отсюда следует, что все экстремальные функции для функционала L(f) явля-
ются интегралами обобщенного дифференциального уравнения (1) с постоян-
ными управлениями.

Лемма. Если

f(z, t) =
∞∑
k=0

ak(t)zk

доставляет экстремум функционалу L(f) в классе B(t), то для ak(t), k ≥ 1,
справедлива формула

ak(t) = e−t
[
(−1)k

2kCk
1 t

k

k!
+

k−1∑
p=1

(−1)k−p2k−ptk−p
∑

α1+···+αs=k−p
α1j1+···+αsjs=k

Cα1
ji

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!

]
, (5)

где α1, . . . , αs — неотрицательные целые числа,

Cp =
m∑
k=1

λke
−ipuk , λ1, . . . , λm ≥ 0,

m∑
k=1

λk = 1,
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0 ≤ u1 < u2 < · · · < um < 2π, m ≤ n.

Доказательство. Равенство (5) получается интегрированием системы (4).
Будем доказывать его по индукции. Из второго уравнения системы (4) получа-
ем a1(t) = −2C1te−t. Допустим, что формула (5) верна для a2, . . . , ak. Докажем
ее для ak+1. Из системы (4) имеем

ȧk+1 = −ak+1 − 2akC1 − 2ak−1C2 − · · · − 2a1Ck − 2a0Ck+1. (6)

Будем искать решение уравнения (6) в виде ak+1 = �k+1e−t. Тогда �k+1 будет
удовлетворять уравнению

�̇k+1e
−t = −2C1ak − 2C2ak−1 − · · · − 2a1Ck − 2a0Ck+1.

Используя предположение индукции, получим

�̇k+1 = −2C1

[
(−1)k

2kCk
1 t

k

k!
+

k−1∑
p=1

(−1)k−p2k−ptk−p
∑

α1+···+αs=k−p
α1j1+···+αsjs=k

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!

]

− 2C2

[
(−1)k−1 2k−1Ck−1

1 tk−1

(k − 1)!

+
k−2∑
p=1

(−1)k−p−12k−p−1tk−p−1
∑

α1+···+αs=k−p−1
α1j1+···+αsjs=k−1

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!

]
−

· · · − 2Ck(−2tC1)− 2Ck+1 = bkt
k + bk−1t

k−1 + · · ·+ b1t+ b0, �k+1(0) = 0, (7)

где

bk = (−1)k+1 2k+1Ck+1
1

k!
,

bk−1 = (−1)k−12k−1
∑

α1+···+αs=k−1
α1j1+···+αsjs=k

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!
(−2C1)− 2C2(−1)k−1 2k−1Ck−1

1
(k − 1)!

= (−1)k2k
[
C1

∑
α1+···+αs=k−1
α1j1+···+αsjs=k

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!
+
Ck−1

1 C2

(k − 1)!

]

= (−1)k2k
[
C1C

k−2
1 C2

(k − 2)!
+
Ck−1

1 C2

(k − 1)!

]
= (−1)k2k

∑
α1+···+αs=k

α1j1+···+αsjs=k+1

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!
k,

bk−p =
[
(−1)k−p+12k−p+1C1

∑
α1+···+αs=k−p
α1j1+···+αsjs=k

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!

+(−1)k−p+12k−p+1C2
∑

α1+···+αs=k−p
α1j1+···+αsjs=k−1

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!
+· · ·+(−1)k−p+1 2k−p+1Cp+1C

k−p
1

(k − p)!

]
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= (−1)k−p+12k−p+1
[
C1

∑
α1+···+αs=k−p
α1j1+···+αsjs=k

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!

+ C2
∑

α1+···+αs=k−p
α1j1+···+αsjs=k

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!
+ · · ·+ Cp+1C

k−p
1

(k − p)!

]

= (−1)k−p+12k−p+1
∑

α1+···+αs=k−p+1
α1j1+···+αsjs=k+1

βsC
α1
j1

. . . Cαs
js
, 2 ≤ p ≤ k − 1.

Если j1 < j2 < · · · < js, то

βs =
1

(α1 − 1)!α2! . . . αs!
+

1
α1!(α2 − 1)! . . . αs!

+ · · ·+ 1
(α1!α2! . . . (αs − 1)!

=
α1 + · · ·+ αs
α1! . . . αs!

=
k − p+ 1
α1! . . . αs!

.

Если j1 = · · · = js, то

βs =
1

(k − p)!
=

k − p+ 1
(k − p+ 1)!

.

Таким образом,

bk−p = (−1)k−p+12k−p+1
∑

α1+···+αs=k−p+1
α1j1+···+αsjs=k+1

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!
(k − p+ 1), 2 ≤ p ≤ k − 1,

b0 = −2Ck+1.

После интегрирования уравнения (7) получаем

�k+1 =

[
(−1)k+12k+1Ck+1

1 tk+1(k + 1)!

+
k∑

p=1

(−1)k+1−p2k+1−ptk+1−p
∑

α1+···+αs=k−p+1
α1j1+···+αsjs=k+1

Cα1
j1

. . . Cαs
js

α1! . . . αs!

]
,

ak+1 = �k+1e−t, и равенство (5) доказано.

4. Доказательство теоремы

1. Определим сначала множество Mn(t). Функции Ft(zn) соответствуют
следующие управления и параметры λk:

u0
1 =

π

n
, . . . , u0

n =
(2n− 1)π

n
, λ0

1 = · · · = λ0
n =

1
n
.

Пусть

(u, λ) = (u1, . . . , un, λ1, . . . , λn), (u0, λ0) =
(
u0

1, . . . , u
0
n, λ

0
1, . . . , λ

0
n

)
.

Рассмотрим функционал

L(f) = Re(an + αn−1an−1 + · · ·+ α1a1).
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Подставляя в функционал L(f) значения a1, . . . , an из формулы (5), получим

L(f) = Re(an(u, λ) + αn−1an−1(u, λ) + · · ·+ α1a1(u, λ)).

Функция Ft(zn) является критической точкой для функционала L(f). Следо-
вательно, должны выполняться условия

∂L

∂u1
(u0, λ0) = · · · = ∂L

∂un
(u0λ0) = 0,

∂L

∂λ1
(u0, λ0) = · · · = ∂L

∂λn−1
(u0, λ0) = 0,

(8)

L(f) = Re
[(

(−1)n
2nCn

1 t
n

n!
+ · · ·+ (−2tCn)

)
e−t

+αn−1

(
(−1)n−1 2n−1Cn−1

1 tn−1

(n− 1)!
+ · · ·+ (−2tCn−1))e−t

)
+ · · ·+α1(−2tC1)e−t

]
.

Так как C1(u0, λ0) = · · · = Cn−1(u0, λ0) = 0, Cn(u0, λ0) = −1, то

∂L

∂u1
(u0, λ0) = Re

[
−2t

∂Cn

∂u1
(u0, λ0)e−t

− 2tαn−1
∂Cn−1

∂u1
(u0, λ0)e−t − · · · − 2tα1

∂C1

∂u1
(u0, λ0)e−t

]
= Re

[
2tinλ0

1e
−inu0

1 + 2tαn−1(n− 1)iλ0
1e
−i(n−1)u0

1 + · · ·+ 2tα1iλ
0
1e
−iu0

1
]
e−t,

∂L

∂u2
(u0, λ0) = Re

[
2nitλ0

2e
−inu0

2

+ 2tαn−1(n− 1)iλ0
2e
−i(n−1)u0

2 + · · ·+ 2tα1iλ
0
2e
−iu0

2
]
e−t, . . . ,

∂L

∂un
(u0, λ0) = Re

[
2nitλ0

ne
−inu0

n

+ 2tαn−1(n− 1)iλ0
ne
−i(n−1)u0

n + · · ·+ 2tα1iλ
0
ne
−iu0

n
]
e−t,

∂L

∂λ1
(u0, λ0) = Re[−2t(e−inu

0
1 − e−inu

0
n)

− 2tαn−1(e−i(n−1)u0
1 − e−i(n−1)u0

n)− · · · − 2tα1(e−iu
e
1 − e−iu

0
n)]e−t, . . . ,

∂L

∂λn−1
(u0, λ0) = Re[−2t(e−inu

0
n−1 − e−inu

0
n)

− 2tαn−1(e−i(n−1)u0
n−1 − e−i(n−1)u0

n)− · · · − 2tα1(e−iu
0
n−1 − e−iu

0
n)]e−t.

Введем обозначение ekm,p = e−iku
0
m − e−iku

0
p .

Учитывая (8), приходим к системе уравнений

Im[ne−inu
0
1 + αn−1(n− 1)e−i(n−1)u0

1 + · · ·+ α1e
−iu0

1 ] = 0, . . . ,

Im[ne−inu
0
n + αn−1(n− 1)e−i(n−1)u0

n + · · ·+ α1e
−iu0

n ] = 0,

Re
[
en1,n + αn−1e

n−1
1,n + · · ·+ α1e

1
1,n

]
= 0, . . . ,

Re
[
enn−1,n + αn−1e

n−1
n−1,n + · · ·+ α1e

1
n−1,n

]
= 0.
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Вычитая n-e уравнение этой системы из всех предыдущих, получим систему

Im
[
nen1,n + αn−1(n− 1)en−1

1,n · · ·+ α1e
1
1,n

]
= 0, . . . ,

Im
[
nenn−1,n + αn−1(n− 1)en−1

n−1,n · · ·+ α1e
1
n−1,n

]
= 0,

Re
[
en1,n + αn−1e

n−1
1,n · · ·+ α1e

1
1,n

]
= 0, . . . ,

Re
[
enn−1,n + αn−1e

n−1
n−1,n · · ·+ α1e

1
n−1,n

]
= 0.

Последняя система равносильна системе

(n− 1)Reαn−1 Im en−1
1,n + (n− 1) Imαn−1 Re en−1

1,n +

· · ·+ Reα1 Im e11,n + Imα1 Re e11,n = 0, . . . ,

(n− 1)Reαn−1 Im en−1
n−1,n + (n− 1) Imαn−1 Re en−1

n−1,n+

· · ·+ Reα1 Im e1n−1,n + Imα1 Re e1n−1,n = 0,

Reαn−1 Re en−1
1,n − Imαn−1 Im en−1

1,n +

· · ·+ Reα1 Re e11,n − Imα1 Im e11,n = 0, . . . ,

Reαn−1 Re en−1
n−1,n− Imαn−1 Im en−1

n−1,n+ · · ·+Reα1 Re e1n−1,n− Imα1 Im e1n−1,n = 0.
(9)

Получили однородную систему линейных уравнений относительно

Reαn−1, Imαn−1, . . . ,Reα1, Imα1.

Допустим, что существует нетривиальное решение системы (9). Тогда опреде-
литель этой системы должен быть равен нулю:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(n− 1) Im en−1
1,n (n− 1)Re en−1

1,n . . . Im e11,n Re e11,n
. . . . . . . . . . . . . . .

(n− 1) Im en−1
n−1,n (n− 1)Re en−1

n−1,n . . . Im e1n−1,n Re e1n−1,n

Re en−1
1,n − Im en−1

1,n . . . Re e11,n − Im e11,n
. . . . . . . . . . . . . . .

Re en−1
n−1,n − Im en−1

n−1,n . . . Re e1n−1,n − Im e1n−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (10)

Строки определителя (10) должны быть линейно зависимыми, следовательно,
существуют такие числа β1, . . . , β2n−2, не обращающиеся одновременно в нуль,
что справедливы равенства

β1(n− 1) Im en−1
1,n + · · ·+ βn−1(n− 1) Im en−1

n−1,n

+ βn Re en−1
1,n + · · ·+ β2n−2 Re en−1

n−1,n = 0,

β1(n− 1)Re en−1
1,n + · · ·+ βn−1(n− 1)Re en−1

n−1,n

− βn Im en−1
1,n − · · · − β2n−2 Im en−1

n−1,n = 0, . . . ,

β1 Im e11,n + · · ·+ βn−1 Im e1n−1,n + βn Re e11,n + · · ·+ β2n−2 Re e1n−1,n = 0,

β1 Re e11,n + · · ·+ βn−1 Re e1n−1,n − βn Im e11,n − · · · − β2n−2 Im e1n−1,n = 0.
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Так как e−i(n−p)u
0
k = e−i(π−pu

0
k) при любом p, из последней системы получаем

(n− 1)(β1 Im e11,n + · · ·+ βn−1 Im e1n−1,n)

− (βn Re e11,n + · · ·+ β2n−2 Re e1n−1,n) = 0,

− (n− 1)(β1 Re e11,n + · · ·+ βn−1 Re e1n−1,n)

− (βn Im e11,n + · · ·+ β2n−2 Im e1n−1,n) = 0, . . . ,

β1 Im e11,n + · · ·+ βn−1 Im e1n−1,n + βn Re e11,n + · · ·+ β2n−2 Re e1n−1,n = 0, (11)

β1 Re e11,n + · · ·+ βn−1 Re e1n−1,n − βn Im e11,n − · · · − β2n−2 Im e1n−1,n = 0.

Из первого и предпоследнего уравнения системы (11) следует, что справедливы
уравнения

β1 Im e11,n + · · ·+ βn−1 Im e1n−1,n = 0, βn Re e11,n + · · ·+ β2n−2 Re e1n−1,n = 0.

Второе и последнее уравнения системы (11) приводят к уравнениям

β1 Re e11,n + · · ·+ βn−1 Re e1n−1,n = 0, βn Im e11,n + · · ·+ β2n−2 Im e1n−1,n = 0.

Отсюда получаем, что

β1(e−iu
0
1 − e−iu

0
n) + · · ·+ βn−1(e−iu

0
n−1 − e−iu

0
n) = 0,

βn(e−iu
0
1 − e−iu

0
n) + · · ·+ β2n−2(e−iu

0
n−1 − e−iu

0
n) = 0.

Используя остальные уравнения системы (11), приходим к системам

β1(e−iu
0
1 − e−iu

0
n) + · · ·+ βn−1(e−iu

0
n−1 − e−iu

0
n) = 0,

β1(e−2iu0
1 − e−2iu0

n) + · · ·+ βn−1(e−2iu0
n−1 − e−2iu0

n) = 0, . . . ,

β1(e−i(n−1)u0
1 − e−i(n−1)u0

n) + · · ·+ βn−1(e−i(n−1)u0
n−1 − e−i(n−1)u0

n) = 0;

(12)

βn(e−iu
0
1 − e−iu

0
n) + · · ·+ β2n−2(e−iu

0
n−1 − e−iu

0
n) = 0,

βn(e−2iu0
1 − e−2iu0

n) + · · ·+ β2n−2(e−2iu0
n−1 − e−2iu0

n) = 0, . . . ,

βn(e−i(n−1)u0
1 − e−i(n−1)u0

n) + · · ·+ β2n−2(e−i(n−1)u0
n−1 − e−i(n−1)u0

n) = 0.

(13)

Существование нетривиального решения системы (12) равносильно тому, что
определитель этой системы равен нулю, т. е.∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
e−iu

0
1 . . . e−iu

0
n

. . . . . . . . .
e−i(n−1)u0

1 . . . e−i(n−1)u0
n

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Но это определитель Вандермонда, который отличен от нуля. Следовательно,
β1 = · · · = βn−1 = 0. Аналогично из (13) следует, что βn = · · · = β2n−2 =
0. Полученное противоречие доказывает, что Mn(t) содержит только нулевой
вектор.
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2. Рассмотрим теперь случай Mk(t), 1 ≤ k ≤ n − 1. Функции Ft(zk) соот-
ветствует точка (u0, λ0) =

(
u0

1, . . . , u
0
k, λ

0
1, . . . , λ

0
k

)
, где

u0
1 =

π

k
, . . . , u0

k =
(2k − 1)π

k
, λ0

1 = · · · = λ0
k =

1
k
.

В этом случае Cj(u0, λ0) = 0, j 6= k, Ck(u0, λ0) = −1. Функция Ft(zk) является
критической точкой для функционала L(f). Следовательно, должны выпол-
няться условия

∂L

∂u1
(u0, λ0) = · · · = ∂L

∂uk
(u0, λ0) = 0,

∂L

∂λ1
(u0, λ0) = · · · = ∂L

∂λk−1
(u0, λ0) = 0.

(14)
Система (14) равносильна системе

Re

[
∂an
∂us

(u0, λ0) +
n−1∑
k=1

αk
∂ak
∂us

(u0, λ0)

]
= 0, 1 ≤ s ≤ k,

Re

[
∂an
∂λs

(u0, λ0) +
n−1∑
k=1

αk
∂ak
∂λs

(u0, λ0)

]
= 0, 1 ≤ s ≤ k − 1.

Преобразуем последнюю систему к виду

Re

∂an
∂uk

(u0, λ0) +
n−1∑
j=1

αj
∂aj
∂uk

(u0, λ0)

 = 0,

Re

(
∂an
∂us

− ∂an
∂uk

)
(u0, λ0) +

n−1∑
j=1

αj

(
∂aj
∂us

− ∂aj
∂uk

)
(u0, λ0)

 = 0, 1 ≤ s ≤ k − 1,

Re

∂an
∂λk

(u0, λ0) +
n−1∑
j=1

αj
∂aj
∂λs

(u0, λ0)

 = 0, 1 ≤ s ≤ k − 1.

(15)
Получили систему относительно Reαn−1, Imαn−1, . . . ,Reα1, Imα1. Опреде-
лим ранг этой системы. Покажем, что определитель из коэффициентов, при
Imαk,Reαk−1, . . . ,Reα1, Imα1 отличен от нуля. Это равносильно требованию
отличия от нуля определителя∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

kRe e−iku
0
k (k−1) Im e−i(k−1)u0

k (k−1) Re e−i(k−1)u0
k ... Im e−iu

0
k Re e−iu

0
k

0 (k−1) Im ek−1
1,k (k−1) Re ek−1

1,k ... Im e11,k Re e11,k
... ... ... ... ... ...
0 (k−1) Im ek−1

k−1,k (k−1) Re ek−1
k−1,k ... Im e1k−1,k Re e1k−1,k

0 Re ek−1
1,k − Im ek−1

1,k ... Re e11,k − Im e11,k
... ... ... ... ... ...
0 Re ek−1

k−1,k − Im ek−1
k−1,k ... Re e1k−1,k − Im e1k−1,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

что следует из первой части доказательства. Таким образом, ранг системы (15)
равен 2n− 3− (2(k− 1) + 1) = 2n− 2− 2k. Так как переменная Reαk не входит
в систему (14), размерность многообразия Mk(t) будет на 1 больше, т. е. равна
2n− 2k − 1.
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