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ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ

В КАТЕГОРИИ b–ПРОСТРАНСТВ
Б. Аксу

Аннотация: Для ядерного b-пространства N показано, что если � — простран-
ство с конечной или σ-конечной мерой и 1 ≤ p ≤ ∞, то функторы Lploc(�,Nε·) и
NεLp(�, ·) изоморфны в категории b-пространств Вальбрука.
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1. Введение

Пусть N — ядерное b-пространство. Наша цель — доказать, что если � —
пространство с конечной или σ-конечной мерой и 1 ≤ p ≤ ∞, то функторы
Lp(�,Nε·) и NεLp(�, ·) совпадают в категории b-пространств b.

Так как N — ядерное b-пространство, известно, что функторы Nε. и N⊗πb .
изоморфны в категории b [1]. Этот результат тем самым верен и для функтора
проективного тензорного произведения ⊗πb . Достаточно доказать указанные
изоморфизмы, когда E — банахово пространство, и мы будем рассматривать
ядерное b-пространство N как объединение банаховых пространств NB , где
каждое NB изоморфно банахову пространству lp.

Введем обозначения и напомним некоторые определения, необходимые да-
лее в этой статье. Пусть EV — категория векторных пространств и линейных
отображений над полем скаляров R или C и Ban — подкатегория банаховых
пространств и ограниченных линейных отображений.

1.1. Пусть E — вещественное или комплексное векторное пространство и
B — абсолютно выпуклое множество в E. Будем говорить, что EB =

⋃
λ>0

λB —

векторное пространство, порожденное множеством B. Функционал Минков-
ского B является полунормой на EB . Он будет нормой в том и только в том
случае, если B не содержит ненулевого подпространства в E. Множество B
наполняющее, если его функционал Минковского является банаховой нормой.

Ограниченная структура β на векторном пространстве E определяется по-
средством совокупности «ограниченных» подмножеств в E, обладающей следу-
ющими свойствами:

(1) каждое конечное множество в E ограничено,
(2) объединение двух ограниченных множеств ограничено,
(3) каждое подмножество ограниченного множества ограничено,
(4) гомотетический образ ограниченного множества ограничен,
(5) каждое ограниченное подмножество содержится в наполняющем огра-

ниченном множестве.
b-Пространство (E, βE) является векторным пространством E с ограничен-

ностью βE . Подпространство F b-пространства E борнологически замкнуто,
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если для каждого наполняющего ограниченного B в E множество F ∩ EB за-
мкнуто в EB .

Если (E, βE) и (F, βF ) — два b-пространства, то линейное отображение u :
E → F ограничено, если оно отображает подмножества из E в ограниченные
подмножества в F . Отображение u : E → F борнологически сюръективно, если
для любого B′ ∈ βF найдется B ∈ βE такое, что u(B) = B′.

Обозначим через b(E1, E2) пространство всех ограниченных линейных отоб-
ражений E1 → E2 и через b — категорию b-пространств и ограниченных линей-
ных отображений. Дальнейшую информацию о b-пространствах можно найти
в [1, 2].

1.2. Если E, F — банаховы пространства, то ε-произведение E и F — это
банахово пространство линейных отображений E′ → F , ограничения которых
на замкнутый единичный шар BE′ в E′ σ(E′, E)-непрерывны. Это банахово
пространство относительно нормы равномерной сходимости на BE′ , будем обо-
значать его через EεF . ε-Произведение симметрично, т. е. банаховы простран-
ства EεF и FεE изометрически изоморфны (см. [3, предложение 2]). Если
Ei и Fi — банаховы пространства и ui : Ei −→ Fi — ограниченные линейные
отображения (i = 1, 2), то ε-произведение u1 и u2 — это непрерывное линейное
отображение u1εu2 : E1εE2 → F1εF2, f 7−→ u2 ◦ f ◦ u′1, где u′1 — двойственное к
u1 отображение. Ясно, что u1εu2 инъективно, когда u1 и u2 инъективны. Если
G — банахово пространство и F — замкнутое подпространство банахова про-
странства E, то GεF — замкнутое подпространство в GεE. Более подробно об
ε-произведении изложено в [4] или [3].

1.3. Банахово пространство E является Lp,λ-пространством, 1 ≤ p ≤ ∞,
λ ≥ 1, тогда и только тогда, когда каждое конечномерное подпространство F в
E содержится в конечномерном подпространстве F1 в E таком, что d

(
F1, lpn

)
≤ λ,

где n = dimF1, и lpn есть Kn (K = R или C) с нормой
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, где d(X,Y ) =

inf{‖T‖ · ‖T−1‖, T : X → Y — изоморфизм} — расстояние Банаха — Мазура
между X и Y . Банахово пространство E является Lp-пространством, если оно
Lp,λ-пространство при некотором λ ≥ 1. Любое дополняемое подпространство
Lp-пространства будет Lp-пространством. Детальнее об Lp-пространствах см.
в [5].

1.4. Пусть E, F — банаховы пространства. Ограниченное линейное отоб-
ражение u : E → F будет ядерным, если существуют (x′n)n ⊂ E′, (yn)n ⊂ F и
(λn)n ⊂ l1 такие, что для всех x ∈ E выполняется соотношение

u(x) =
+∞∑
n=1

λnx
′
n(x)yn.

b-Пространство G ядерное, если каждое ограниченное наполняющее B в
G содержится в ограниченном наполняющем A в G таком, что вложение iAB :
GB → GA является ядерным отображением. Подробнее о ядерных b-простран-
ствах см. в [1].

2. Предварительные сведения

Пусть G — b-пространство и E — банахово пространство. Определим GεE
как объединение

⋃
B
GBεE. Это b-пространство, которое мы будем называть
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ε-произведением G и E. Ясно, что если F — борнологически замкнутое подпро-
странство в G, то FεE — борнологически замкнутое подпространство в GεE.

В [6] определен класс ε-пространств, полезный для ε-произведения. Бана-
хово пространство является ε-пространством, если непрерывное линейное отоб-
ражение IdG εu : GεE → GεF сюръективно, когда u : E → F — сюръективное
непрерывное линейное отображение между банаховыми пространствами. В [6]
показано, что банахово пространство будет ε-пространством в том и только в
том случае, если оно является L∞-пространством.

Согласно [7] банахово пространство G является L∞-пространством тогда и
только тогда, когда для каждого ограниченного борнологически сюръективного
линейного отображения u : X → Y ограниченное линейное отображение IdG εu :
GεX → GεY борнологически сюръективно, где X и Y суть b-пространства.

b-Пространство G является εb-пространством, если борнологически огра-
ниченное линейное отображение IdG εu : GεE → GεF сюръективно, когда u :
E → F — сюръективное ограниченное линейное отображение между банаховы-
ми пространствами.

Если G и E — b-пространства, то ε-произведение G и E будет b-простран-
ством GεE =

⋃
B,C

GBεEC , где B и C соответственно пробегают совокупности

ограниченных наполняющих подмножеств b-пространств G и E.
Ясно, что b-пространство G будет εb-пространством в том и только в том

случае, если для каждого борнологически сюръективного ограниченного линей-
ного отображения u : X → Y отображение IdG εu : GεX → GεY борнологически
сюръективно, где X и Y — b-пространства.

Комплекс (u, v) : F −→ E −→ G в категории b точный, если v ◦u = 0 и для
любого B, ограниченного в E, такого, что v(B) = {0}, существует ограниченное
A в F такое, что u(A) = B. Если 0 −→ F −→ E −→ G −→ 0 — точный комплекс
в категории b, то F изоморфно борнологически замкнутому подпространству в
E и G ' E/F .

Предложение 2.1. Если G — εb-пространство, то функтор Gε. : b → b :
E → GεE точный.

Доказательство. Если

(0, i, π, 0) : 0 −→ F −→ E −→ H −→ 0

— точный комплекс в категории b, то отображение IdG εi : GεF → GεE инъ-
ективно и отображение IdG επ : GεE → GεH борнологически сюръективно.
Остается показать, что образ GεF при IdG εi совпадает (векторно и борноло-
гически) с ядром IdG επ. Рассматриваемое как отображение из F в π−1({0})
ограниченное линейное отображение i борнологически сюръективно, поэтому
отображение IdG εi : GεF → Gε(π−1({0})) борнологически сюръективно. По-
скольку (IdG επ−1)({0}) = (IdG επ)−1({0}), последовательность

(0, IdG εi, IdG επ, 0) : 0 −→ GεF −→ GεE −→ GεH −→ 0

точна в b.

Предложение 2.2. Если b-пространство G является индуктивным преде-
лом L∞-пространств, то G будет εb-пространством.

Доказательство. В самом деле, если G =
⋃
B
GB , где каждое GB является

L∞-пространством, то каждое отображение IdGB εu : GBεE → GBεF борноло-
гически сюръективно, когда u : E → F — сюръективное ограниченное линейное
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отображение между банаховыми пространствами. Так как функтор индуктив-
ного предела точен в категории b [8], ограниченное линейное отображение

IdG εu = lim−→
B

(IdGB εu) : lim−→
B

(GBεE) → lim−→
B

(GBεF )

борнологически сюръективно.

Следствие 2.3. Каждое ядерное b-пространство будет εb-пространством.
Доказательство. Действительно, каждое ядерное b-пространство явля-

ется индуктивным пределом L∞-пространств. На самом деле, если G — ядер-
ное b-пространство, то существует базис (B0,i)i∈I ограниченности в G такой,
что GB0,i изометрически изоморфно c0 и G =

⋃
i∈I

GB0,i (борнологически) [1].

Поскольку банахово пространство c0 (пространство сходящихся к нулю после-
довательностей) является L∞-пространством [5], приходим к требуемому.

Пример 2.4. Пусть r ∈ N∗ и X — компактное многообразие размерности
≥ 2. Согласно [9] пространство Cr(X) не будет L∞-пространством. Возьмем

Cr+0(X) =
⋃
ε

Cr+ε(X),

где 0 < ε < 1 и Cr+ε(X) — банахово пространство функций класса Cr на
X таких, что для каждого k ∈ Nn, |k| ≤ r, производные Dkf удовлетворяют
условию Гёльдера с показателем ε. На Cr+0(X) зададим следующую ограни-
ченность b-пространства: B ⊂ Cr+0(X) ограничено, если найдется ε > 0 та-
кое, что B ограничено в Cr+ε(X). Пространство Cr+0(X) является индуктив-
ным пределом (борнологически) индуктивной системы (Cr+ε(X))ε>0, где каж-
дое Cr+ε(X) является L∞-пространством [10]. Пространство Cr+0(X) будет
тогда εb-пространством.

3. Результаты

Мы предполагаем, что читатель знаком с результатами об измеримых по
Бохнеру функциях со значениями в банаховых пространствах, см. [11].

Если (�,<, µ) — пространство с конечной или σ-конечной полной мерой и
E — банахово пространство, то L0(�,E) — пространство (классов эквивалент-
ности) измеримых по Бохнеру функций � −→ E. Это вполне метризуемое топо-
логическое векторное пространство, так что L0(�, ·) — функтор Ban −→ EV.
Поскольку линейное отображение L0(�, u) инъективно, когда u : E −→ F —
инъективное ограниченное линейное отображение, мы распространяем функ-
тор L0(�, ·) стандартным образом на категорию b.

Определение 3.1. Пусть (�,<, µ) — пространство с полной конечной или
σ-конечной мерой и E — b-пространство. Тогда L0(�,E) — индуктивный пре-
дел векторных пространств L0(�,EB), где B пробегает совокупность всех огра-
ниченных наполняющих подмножеств E. Если u : E −→ F — ограниченное
линейное отображение между b-пространствами, то L0(�, u) — индуктивный
предел линейных отображений L0(�, u|EB ) : L0(�,EB) −→ L0(�,Fu(B)).

Если E — банахово пространство, то Lp(�,E) — пространство измери-
мых отображений f : � −→ E таких, что ‖f(·)‖ ∈ Lp(�, µ). Норма функции
f ∈ Lp(�,E) определяется как норма в Lp(�, µ) функции ‖f(·)‖. Она обозна-
чается через ‖f‖Lp(�,E) = ‖ ‖f(·)‖E‖Lp(�,µ). Тем самым определено банахово
пространство Lp(�,E).
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Определение 3.1′. Пусть (�,<, µ) — пространство с полной конечной или
σ-конечной мерой и E — b-пространство. Положим Lp(�,E) '

⋃
B
Lp(�,EB), где

B пробегает совокупность всех наполняющих ограниченных подмножеств E.
Сначала мы обобщим теорему Бартла — Грейвса [12] на L0-пространства.

Аналогичный результат установлен в [7] для непрерывных функций.

Теорема 3.2. Пусть (�,<, µ) — пространство с полной конечной или σ-
конечной мерой и u : E −→ F — борнологически сюръективное ограниченное
линейное отображение между b-пространствами. Тогда линейное отображение
L0(�, u) : L0(�,E) −→ L0(�,F ), f −→ u ◦ f , сюръективно.

Доказательство. Поскольку индуктивный предел является точным функ-
тором в категории b [8], будем рассматривать только случай, когда E и F — ба-
наховы пространства. Для доказательства сюръективности линейного отобра-
жения L0(�, u) поднимем произвольную функцию g ∈ L0(�,F ) на f ∈ L0(�,E)
так, что g = L0(�, u)(f) = u ◦ f . Будем использовать тот факт, что существует
константа A > 0 такая, что ‖x‖ ≤ A‖u(x)‖ для любого x ∈ F .

Функция g принимает значения почти всюду в сепарабельном банаховом
подпространстве F1 в F . Поскольку F1 сепарабельно, для каждого n ∈ N можно
построить измеримое разбиение F1 на множества Yn,k диаметра, меньшего чем
1
2n (начинаем со счетного измеримого покрытия F1 подмножествами Xn,k диа-
метра, меньшего чем 1

2n , и полагаем Yn,1 = Xn,1 и Yn,k = Xn,k\Xn,1∪· · ·∪Xn,k−1
для k > 1; пустые множества Yn,k опускаем).

Разбиение (Yn,k)k используем для построения по индукции ряда
∑

fi из-
меримых функций из � в E, сходящегося почти всюду к функции f такой, что
g = u ◦ f .

Сначала построим функцию f0. Для каждого k положим �0,k = g−1(Y0,k)
и выберем x0,k ∈ u−1(Y0,k). Функция f0 =

∑
k

1�0,kx0,k измерима и действует

из � в E. Для почти всех x ∈ �0,k выполнены соотношения g(x) ∈ Y0,k и
u(f0(x)) = u(x0,k) ∈ Y0,k. Тем самым ‖g(x)− u ◦ f0(x)‖ ≤ 1.

Предположим, что определены измеримые функции f0, f1, . . . , fn со значе-
ниями в E такие, что для любого i = 0, . . . , n и для почти всех x ∈ �

‖g(x)− u(f0(x) + · · ·+ fi(x))‖ ≤ 1
2i
.

Тогда рассмотрим функцию h = g − u ◦ (f0 + · · · + fn) и положим �n+1,k =
h−1(Yn+1,k) (мы сохраняем только значения k такие, что h(�) ∩ Yn+1,k 6= ∅).
Для такого k выберем также xn+1,k ∈ u−1(Yn+1,k).

Заметим, что ‖xn+1,k‖ ≤ A‖u(xn+1,k)‖ и
1) u(xn+1,k) ∈ Yn+1,k;
2) Yn+1,k ∩ h(�) 6= ∅;
3) для почти всех x ∈ � выполнено неравенство ‖h(x)‖ ≤ 1

2n ;
4) диаметр Yn+1,k меньше чем 1

2n+1 .
Заключаем, что

‖u(xn+1,k)‖ ≤
1

2n−1 , ‖xn+1,k‖ ≤ A
1

2n−1

для каждого k. Положим

fn+1 =
∑
k

1�n+1,kxn+1,k.
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Очевидно, что выполнены следующие свойства.
1. Для любого x

‖fn+1(x)‖ ≤ A

2n+1 .

2. Для почти всех x

‖h(x)− u ◦ fn+1(x)‖ ≤ 1
2n+1 .

Из первого свойства вытекает, что ряд
∑
n
fn сходится к функции f ∈ L0(�,E),

а из второго — что для почти всех x будет g(x) = u(f(x)), т. е. отображение
L0(�, u) сюръективно.

Следствие 3.3. Пусть (�,<, µ) — пространство с полной конечной или
σ-конечной мерой. Функтор L0(�,<, µ; ·) : b −→ EV точный.

Доказательство. Согласно предложению 3.2 достаточно доказать, что
функтор L0(�, ·) : Ban −→ EV точный. Пусть (0, v, w, 0) : 0 −→ E −→ F −→
G −→ 0 — короткий точный комплекс в Ban. Докажем точность последова-
тельности

(0, L0(�, v), L0(�,w), 0) : 0 −→ L0(�,E) −→ L0(�,F ) −→ L0(�,G) −→ 0

в категории EV. Отображение L0(�, v) инъективно. Действительно, пусть f ∈
L0(�,E) такова, что L0(�, v)(f) = 0. Тогда v(f(x)) = 0 для почти всех x ∈ �.
Так как v инъективно, функция f почти всюду нулевая.

Остается показать, что образ L0(�, v) совпадает с ядром L0(�,w). Но это
ясно, поскольку, как установлено при доказательстве теоремы 3.2, образ L0(�, v)
есть L0(�, v(E)). Однако это пространство совпадает с L0(�,w−1(0)), очевидно,
являющимся ядром L0(�,w).

Отсюда вытекает

Следствие 3.4. Пусть (�,<, µ) — пространство с полной конечной или σ-
конечной мерой. Если E — b-пространство и F — борнологически замкнутое
подпространство в E, то L0(�,E/F ) = L0(�,E)/L0(�,F ).

Обращаясь к функтору Lp(�, ·) : b −→ b : E −→ Lp(�,E), можно показать
его точность. Пространство Lp(�,E) является банаховым пространством или
b-пространством соответственно природе E. Здесь можно сделать некоторые
добавления. Мы рассмотрим только случай p 6= ∞.

Пусть � и �′ — два пространства с мерой, � × �′ — пространство с ме-
рой. Согласно теореме Фубини [11] если E — банахово пространство и f ∈
Lp(� × �′, E), то почти для всех x ∈ � функция f(x, ·) : �′ −→ E : y 7→ f(x, y)
принадлежит Lp(�′, E) и функция f(·, ·) : � −→ Lp(�′, E) : x 7→ f(x, ·) на-
ходится в Lp(�,Lp(�′, E)). Тем самым Lp(� × �′, E) ' Lp(�,Lp(�′, E)) для
произвольного банахова пространства E. Этот изоморфизм непосредственно
распространяется на случай b-пространств.

Итак, мы получаем

Предложение 3.5. Если � и �′ суть пространства с мерой, то функторы
Lp(�× �′, ·) : b −→ b и Lp(�,Lp(�′, ·)) : b −→ b изоморфны.

Доказательство. Банахово пространство lp естественно изоморфно ба-
нахову пространству Lp(N,<(N),#), где <(N) — σ-алгебра всех подмножеств
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N и # — мера на <(N), считающая число элементов. Если 1 ≤ p < ∞, то
lp(Lp(�,E)) ' Lp(�, lp(E)).

Рассмотрим также пространства локально p-суммируемых функций. Ес-
ли использовать только банаховы пространства, то можно ограничиться про-
странствами с конечной мерой. При изучении общих b-пространств полезна
σ-конечность меры.

Определение 3.6. Пусть E — b-пространство и (�,<, µ) — пространство
с σ-конечной мерой. Если (�n)n∈N — разбиение � такое, что µ(�n) < +∞ для
каждого n, то Lploc(�,E) — прямое произведение

∏
n∈N

Lp(�n, E).

В случае, когда E — b-пространство, из этого определения вытекает, что
множество значений f(�) функции f ∈ Lploc(�,E) не обязано содержаться в
каком-либо банаховом подпространстве EB в E.

Предложение 3.5 распространяется на случай локально p-суммируемых
функций.

Предложение 3.7. Если � и �′ — пространства с σ-конечной мерой, то
функторы Lploc(�× �′, ·) : b −→ b и Lploc(�,L

p
loc(�

′, ·)) : b −→ b изоморфны.
Один из основных результатов настоящей работы составляет

Теорема 3.8. Если � — пространство с конечной мерой, E — банахово
пространство и N — ядерное b-пространство, то b-пространства Lp(�,NεE) и
NεLp(�,E) изоморфны при 1 ≤ p ≤ ∞.

Доказательство. Поскольку N — ядерное b-пространство, мы можем
рассматривать его как объединение банаховых пространств Ni, где каждое Ni

изоморфно lp с 1 ≤ p <∞. Тогда

Lp(�,NiεE) ' Lp(�, lpεE) ' Lp(�, lp(E)) ' lp(Lp(�,E)).

Таким образом,

Lp(�,NiεE) ' lpεLp(�,E) ' NiεL
p(�,E).

Для каждого i ∈ I существует k ∈ I такое, что Ni ⊂ Nk и включение Ni −→ Nk

ядерное. Это включение задается инъективной матрицей u, которая определяет
естественное отображение uE : Ni(E) −→ Nk(E). Так как отображение uE
также инъективно, индуктивный предел банаховых пространств Ni(E) будет b-
пространством. Более того, в каждом случае индуктивный предел есть не что
иное, как пространство NεE.

b-ПространствоNεE — это объединение банаховых пространствNiεE. Пусть
uji — вложение Ni −→ Nj и ui — вложение Ni −→ N . Имеем ui = uj ◦ uji. По-
скольку функтор Lp(�, ·) : b −→ b точный, b-пространство Lp(�,NεE) являет-
ся объединением банаховых пространств Lp(�,NiεE) и мы имеем вложения

Lp(�, ujiε IdE) : Lp(�,NiεE) −→ Lp(�,NjεE)

и
Lp(�, uiε IdE) : Lp(�,NiεE) −→ Lp(�,NεE).

Иными словами, b-пространство NεLp(�,E) есть объединение банаховых про-
странств NiεLp(�,E), и мы имеем вложения

ujiε IdLp(�,E) : NiεL
p(�,E) −→ NjεL

p(�,E)
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и
uiε IdLp(�,E) : NiεL

p(�,E) −→ NεLp(�,E).

Тогда для каждого i имеем ограниченное инъективное линейное отображение
vi : Lp(�,NiεE) −→ NiεLp(�,E). Рассматривая индуктивный предел, прихо-
дим к инъективному ограниченному линейному отображению v : Lp(�,NεE) →
NεLp(�,E) такому, что диаграмма

Lp(�,NiεE) vi−−−−→ NiεLp(�,E)

Lp(�,uiε IdE)
y yuiε IdLp(�,E)

Lp(�,NεE) v−−−−→ NεLp(�,E)

коммутативна.
Так как N — ядерное b-пространство, для каждого i найдется j ≥ i та-

кое, что вложение uji : Ni −→ Nj ядерно. Тогда существует каноническое
инъективное ограниченное линейное отображение NiεLp(�,E) −→ NjεLp(�,E).
Возьмем инъективное отображение

NjεL
p(�,E) −→ Lp(�,NjεE)

и составим композицию его с предыдущим отображением. Таким образом мы
получаем инъективное ограниченное линейное отображение

wi : NiεL
p(�,E) −→ Lp(�,NiεE).

Переходя к индуктивному пределу, приходим к ограниченному линейному инъ-
ективному отображению w : NεLp(�,E) −→ Lp(�,NεE) такому, что диаграмма

NiεLp(�,E) wi−−−−→ Lp(�,NiεE)

uiε IdLp(�,E)

y yLp(�,uiε IdE)

NεLp(�,E) w−−−−→ Lp(�,NεE)

коммутативна.
Остается доказать, что отображения v и w взаимно обратны. Заметим, что

имеют место эквивалентности

w ◦ v = IdLp(�,NεE) ⇐⇒ (∀i)w ◦ v ◦ Lp(�, uiε IdE) = Lp(�, uiε IdE)
⇐⇒ (∀i)w ◦ (uiεLp(�, IdE)) ◦ vi = Lp(�, uiε IdE)

⇐⇒ (∀i)Lp(�, uiε IdE) ◦ wi ◦ vi = Lp(�, uiε IdE).

Аналогично можно показать, что

v ◦ v = IdNεLp(�,E) ⇐⇒ (∀i)(uiεLp(�, IdE)) ◦ vi ◦ wi = (uiεLp(�, IdE)).

Очевидно, достаточно показать, что

wi ◦ vi = Lp(�, uiε IdE), vi ◦ wi = uiεL
p(�, IdE).
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Следствие 3.9. Пусть � — пространство с конечной мерой, N — ядерное
b-пространство, E — b-пространство и F — борнологически замкнутое подпро-
странство в E. Тогда Lp(�,Nε(E/F )) = NεLp(�,E/F ).

Доказательство. Поскольку N — εb-пространство, имеем Nε(E/F ) =
(NεE)/(NεF ). Иными словами,

Lp(�,Nε(E/F )) = Lp(�, (NεE)/(NεF )) = Lp(�,NεE)/Lp(�,NεF )
= (NεLp(�,E))/(NεLp(�,F )) = NεLp(�,E/F ).

Напомним, что для b-пространств E и F борнологическое проективное тен-
зорное произведение E ⊗πb F определяется как lim−→

B,C
(EB ⊗π FC), где B и C

пробегают совокупности ограниченных наполняющих подмножеств в E и F
соответственно и индуктивный предел берется в категории b. Борнология b-
пространства E ⊗πb F называется проективной ограниченностью.

Отметим, что структурные отображения EB1 ⊗π FC1 −→ EB2 ⊗π FC2 могут
не быть инъективными. Для того чтобы структурные отображения были инъ-
ективными, достаточно, чтобы одно из b-пространств E, F было объединением
аппроксимирующих банаховых пространств.

Следствие 3.10. Пусть � — пространство с конечной мерой, N — ядерное
b-пространство, E — b-пространство и F — борнологически замкнутое подпро-
странство в E. Тогда

Lp(�,N⊗̂πb(E/F )) = N⊗̂πbLp(�,E/F ).

Для следующего утверждения напомним определение прямого произведе-
ния в категории b-пространств.

Пусть (Ei)i∈I — семейство b-пространств. На прямом произведении
∏
i∈I

Ei

зададим следующую ограниченность (прямую ограниченность): B ⊂
∏
i∈I

Ei

ограничено, если для каждого i ∈ I множество pi(B) = {pi(x), x ∈ B} огра-
ничено в Ei, где pj :

∏
i∈I

Ei −→ Ej — каноническая проекция.

Очевидно, что все канонические проекции pj :
∏
i∈I

Ei −→ Ej ограничены,

если мы задаем на пространстве
∏
i∈I

Ei прямую ограниченность.

В доказательстве теоремы 3.12 нам понадобится следующее

Предложение 3.11. Пусть N — ядерное b-пространство. Для каждо-

го n ∈ N пусть En — b-пространство. Тогда b-пространства Nε

( ∞∏
n=0

En

)
и

∞∏
n=0

(NεEn) изоморфны.

Доказательство. Если пространства En суть общие b-пространства, то

произведение
∞∏
n=0

En будет индуктивным пределом произведений банаховых про-

странств
∞∏
n=0

(En)Bn , где Bn пробегает совокупность ограниченных наполняю-

щих подмножеств в En. Тем самым доказательство сводится к случаю, когда
все En — банаховы пространства.
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Если E — банахово пространство и M — строго положительное веществен-
ное число, то обозначим через M.E банахово пространство, имеющее те же
элементы, что и E, но с нормой ‖x‖M.E = 1

M ‖x‖.
Пусть l∞((En)n) — пространство последовательностей (xn)n таких, что (∀n)

xn ∈ En и существует M > 0 такое, что (∀n) ‖xn‖ ≤M . Это банахово простран-
ство с нормой sup

n∈N
‖xn‖.

Если (En)n — последовательность банаховых пространств и B ограничено

в прямом произведении
∞∏
n=0

En, то найдется последовательность (Mn)n ∈ (R+)N

такая, что B содержится в единичном шаре l∞((Mn.En)n).
Завершение доказательства упрощается, если мы будем именовать индексы,

что позволит нам переставлять их. Мы трактуем индекс подобно неопределен-
ной переменной в алгебре.

Если E — банахово пространство и m̈ — индекс, то обозначим через l∞m̈ (E)
пространство ограниченных последовательностей элементов из E с индексом m.

Для последовательности банаховых пространств (En̈)n̈ определим банахо-
вы пространства l∞n̈ (En̈) и l∞m̈ (l∞n̈ (En̈)). Для каждого n ∈ N рассмотрим банахово
пространство l∞m̈ (En). Это пространство последовательностей элементов из En
с индексом m̈.

Рассмотрим также банахово пространство l∞n̈ (l∞m̈ (En̈)). Ясно, что банахо-
вы пространства l∞n̈ (l∞m̈ (En̈)) и l∞m̈ (l∞n̈ (En̈)) естественно изоморфны (переменой
индексов).

Рассмотрим (частично упорядоченное) множество (R+)N и изоморфизмы

l∞n̈
(
l∞m̈ (Mn.En̈)

)
−→ l∞n̈

(
l∞m̈ (M ′

n.En̈)
)
.

Вспомним, что l∞(En) получается из N∞(En) (где N∞ изоморфно l∞), и ес-
ли u : N∞,i −→ N∞,j получается из матрицы, например при ядерном u, то
можно определить uE : N∞,i(E) −→ N∞,j(E). Напомним, что N — ядерное
b-пространство.

В итоге имеем естественный изоморфизм

Nε

( ∞∏
n=0

En

)
'

∞∏
n=0

(NεEn),

если N — ядерное b-пространство и (En)n — последовательность банаховых
пространств. Предложение доказано.

Теорема 3.12. Пусть N — ядерное b-пространство, E — b-пространство и
� — пространство с σ-конечной мерой. Тогда Lploc(�,NεE) ' NεLp(�,E) для
1 ≤ p ≤ ∞.

Доказательство. Пусть � =
⋃
n
�n — пространство с σ-конечной мерой.

Пусть �′0 = �0 для каждого n > 1, �′n = �n\�n−1. Тогда для любого p,
1 ≤ p ≤ ∞,

Lploc(�,E) '
∞∏
n=0

Lp(�′n, E)

и по предложению 3.11 и теореме 3.8

NεLp(�,E) ' Nε

( ∞∏
n=0

Lp(�′n, E)

)
'

∞∏
n=0

NεLp(�′n, E)
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и

Lp(�,NεE) '
∞∏
n=0

Lp(�′n, NεE) '
∞∏
n=0

NεLp(�′n, E).
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