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РАСПОЗНАВАНИЕ КОНЕЧНЫХ

ПРОСТЫХ ГРУПП F4(2m) ПО СПЕКТРУ

А. В. Васильев, М. А. Гречкосеева,
В. Д. Мазуров, Х. П. Чао,

Г. Ю. Чен, В. Д. Ши

Аннотация: Спектр конечной группы — это множество порядков ее элементов.
Конечная группа G называется распознаваемой по спектру, если каждая конечная
группа с таким же спектром, что и G, изоморфна G. Цель работы — доказать,
что для каждого натурального числа m конечная простая группа Шевалле F4(2m)
распознаваема по спектру.

Ключевые слова: распознавание по спектру, конечная простая группа, группа
лиева типа.

Введение

Спектром ω(G) конечной группы G называется множество порядков ее эле-
ментов. Иными словами, натуральное число n принадлежит ω(G) тогда и толь-
ко тогда, когда в G есть элемент порядка n. Конечная группа G называется
распознаваемой по ее спектру (кратко, распознаваемой), если для каждой ко-
нечной группы H такой, что ω(H) = ω(G), имеет место изоморфизм H ' G.
Поскольку любая конечная группа, обладающая нетривиальной разрешимой
нормальной подгруппой, нераспознаваема (см. [1, лемма 1]), каждая распозна-
ваемая группа является расширением прямого произведенияM неабелевых про-
стых групп с помощью некоторой подгруппы из Out(M). Особый интерес пред-
ставляет вопрос о распознаваемости простых и почти простых групп (группа
G называется почти простой, если S 6 G 6 Aut(S) для некоторой неабеле-
вой простой группы S). Первые примеры распознаваемых конечных простых
групп указаны Ши в середине 80-х гг. прошлого века (см. [2, 3]). В 1994 г.
Ши и Брандл доказали распознаваемость бесконечной серии простых линей-
ных групп L2(q), q 6= 9 (см. [4, 5]). К настоящему времени решен вопрос о
распознаваемости для всех групп, простые делители которых не превосходят 11
(см. [6]), доказана распознаваемость нескольких бесконечных серий конечных
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простых и почти простых групп. Список групп, для которых к настоящему
времени решен вопрос о распознаваемости, можно найти в [6].

Цель настоящей работы — доказать следующий результат.

Теорема. Для каждого натурального числа m группа G = F4(2m) распо-
знаваема по спектру.

Замечание. Распознаваемость группы F4(2) была установлена в [7], по-
этому при доказательстве теоремы мы можем считать, что m > 1.

§ 1. Предварительные результаты

Множество ω(H) конечной группы H замкнуто относительно делимости и
однозначно определено множеством µ(H) тех элементов из ω(H), которые яв-
ляются максимальными относительно делимости. Кроме того, множество ω(H)
определяет граф Грюнберга — Кегеля GK(H), вершинами которого служат все
простые делители порядка группы H, и два простых числа p и q смежны, ес-
ли H содержит элемент порядка p · q. Обозначим через s(H) число компонент
связности графа GK(H), а через πi(H), i = 1, . . . , s(H), — его i-ю компоненту
связности. Если группа H имеет четный порядок, то положим 2 ∈ π1(H). Обо-
значим через µi(H) (соответственно через ωi(H)) множество чисел n ∈ µ(H)
(n ∈ ω(H)) таких, что каждый простой делитель числа n принадлежит πi.

В работе [8] было показано, что для группы G = F4(q), где q = 2m, m ∈ N,
выполнено s(G) = 3. Таким образом, мы можем использовать следующие две
леммы.

Лемма 1.1 (следствие теоремы Грюнберга — Кегеля). Пусть H — конеч-
ная группа с s(H) > 2. Тогда существует неабелева простая группа S такая,
что S ≤ H = H/K 6 Aut(S) для некоторой нильпотентной нормальной π1(H)-
подгруппы K из H и группа H/S является π1(H)-подгруппой. Более того,
граф GK(L) несвязен, s(S) ≥ s(H), и для каждого i, 2 ≤ i ≤ s(H), существует
j, 2 ≤ j ≤ s(S), такое, что ωi(H) = ωj(S).

Доказательство. См. [9].

Лемма 1.2. Пусть S — конечная простая неабелева группа, не изоморфная
знакопеременной группе A6, и s(S) > 2. Тогда S квазираспознаваема, т. е.
любая конечная группа H такая, что ω(H) = ω(S), содержит композиционный
фактор, изоморфный S.

Доказательство. См. [10].

Лемма 1.3. Пусть H — конечная группа, K C H и H/K — группа Фро-
бениуса с ядром F и циклическим дополнением C. Если (|F |, |K|) = 1 и F не
содержится в KCH(K)/K, то p|C| ∈ ω(H) для некоторого простого делителя p
числа |K|.

Доказательство. См. [11, лемма 1].

Лемма 1.4. Пусть L = G2(q), где q = pn, p — простое число. Тогда L
содержит подгруппу Фробениуса FC с ядром F — элементарной абелевой p-
группой порядка q2 — и дополнением C = 〈c〉 — циклической группой порядка
q2 − 1.

Доказательство. Пусть � — система корней, �+ — система положитель-
ных и � = {α1, α2} — система простых корней алгебры Ли G2, причем корень
α2 длиннее, чем α1, т. е. (α2, α2) = 3(α1, α1). Обозначим через xα(t), где α ∈ �,
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t ∈ Fq, корневой элемент группы L, через Xα — соответствующую корневую
подгруппу, через H =

〈
hai(u) | i = 1, 2, u ∈ F∗

q

〉
— подгруппу Картана группы L

и через U = 〈Xα | α ∈ �+〉 — максимальную унипотентную подгруппу, соответ-
ствующую �+. Подгруппа U является силовской p-подгруппой L. С точностью
до сопряжения в L существуют две максимальные параболические подгруппы.
Следуя [12], где такие подгруппы подробно описаны, обозначим эти подгруппы
через P1 и P2. Для нас интерес представляет группа P1. Она допускает раз-
ложение Леви: P1 = U1 : L1, где U1 = 〈Xα | α ∈ �+ \ {α2}〉 — унипотентная
подгруппа порядка q5, L1 = 〈H,Xα2 , X−α2〉 — подгруппа порядка q(q2−1)(q−1),
U1 ∩ L1 = 1 и P1 = NL(U1) является нормализатором U1 в L.

Обозначим через F подгруппу U1, порожденную корневыми подгруппами
X3α1+α2 и X3α1+2α2 . В силу коммутаторной формулы Шевалле [13, теоре-
ма 5.2.2] элементы x3α1+α2(t) и x3α1+2α2(u) перестановочны для любых t, u ∈ Fq.
Следовательно, группа F является элементарной абелевой p-группой поряд-
ка q2.

Подгруппа Картана H нормализует каждую корневую подгруппу. Далее,
используя коммутаторную формулу Шевалле, легко проверить, чтоXg

α ⊆ F , где
α = 3α1 + α2 или 3α1 + 2α2, а g пробегает множество элементов вида x±α2(t),
t ∈ Fq. Следовательно, подгруппа L1 нормализует F .

Рассмотрим F как двумерное векторное пространство V над полем порядка
q и выберем элементы x3α1+α2(1) и x3α1+2α2(1) в качестве базисных векторов
v1 и v2 пространства V . Так как L1 нормализует F , существует естественный
гомоморфизм ψ из L1 в GL(V ). Образы элементов xα2(t), x−α2(t) и hα1(λ), где
t ∈ Fq, λ ∈ F∗

q , из L1 под действием ψ выглядят следующим образом:(
1 t
0 1

)
,

(
1 0
t 1

)
,

(
λ 0
0 1

)
.

Поскольку эти матрицы порождают GL2(q), отображение ψ является эпи-
морфизмом. Но |L1| = |GL2(q)|, поэтому L1 ' GL2(q).

Теперь отождествим векторное пространство V с аддитивной группой поля
порядка q2. Тогда оператор правого умножения на примитивный элемент поля
индуцирует невырожденное линейное преобразование ϕ пространства V поряд-
ка q2 − 1, которое, очевидно, регулярно на V . Следовательно, его прообраз c
в L1 обладает тем же свойством. Таким образом, подгруппа FC, где C = 〈c〉,
является искомой группой Фробениуса. Лемма доказана.

Замечание. Доказательство последней леммы повторяет с незначитель-
ными изменениями доказательство леммы 2.1 из [14], где тот же самый резуль-
тат доказан для G2(q), q = pn, p — нечетное простое число.

Лемма 1.5. Пусть G = F4(q), q = 2m, m ∈ N, действует на конечной 2-
группе V . Тогда для каждого элемента x из G нечетного порядка группа CV (x)
нетривиальна.

Доказательство. Существуют алгебраическая группа G̃ над алгебраи-
ческим замыканием Fq и ее эпиморфизм σ такие, что G = O2′

(G̃σ), где G̃σ —
централизатор σ в G̃. Более того, существует максимальный σ-инвариантный
тор T группы G, содержащий x.

Без потери общности можно считать, что V — абсолютно неприводимый
модуль для G. Поскольку по теореме Стейнберга [15, теоремы 41 и 43] любой
такой модуль является тензорным произведением G̃-модулей, полученных из
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так называемых базисных модулей применением степеней автоморфизма Фро-
бениуса, можно считать, что V является базисным. Базисные модули для G̃
описаны Велдкампом в [16]. Из табл. II в [16] следует, что T централизует
некоторое ненулевое подпространство в V , и лемма доказана.

Авторы благодарны Франку Любеку, объяснившему одному из них, как
применить результаты Велдкампа [16] для нужд настоящей работы.

В последней лемме определяется множество µ(G).

Лемма 1.6. Пусть G = F4(2m), m ∈ N и m > 1. Тогда
µ(G) = {16, 8(q − 1), 8(q + 1), 4(q2 − 1), 4(q2 + 1), 4(q2 − q + 1), 4(q2 + q + 1),

2(q − 1)(q2 + 1), 2(q + 1)(q2 + 1), 2(q3 − 1), 2(q3 + 1),
(q2 − 1)(q2 − q + 1), (q2 − 1)(q2 + q + 1), q4 − 1, q4 + 1, q4 − q2 + 1}.

В частности, µ2(G) = {q4 + 1}, µ3(G) = {q4 − q2 + 1}.
Доказательство. Классы сопряженных элементов группы G найдены

Шинодой в [17]. Мы воспользуемся его результатами, чтобы получить порядки
элементов в группе G.

2-элементы. Теорема 2.1 из [17] утверждает, что в G содержится 35 клас-
сов сопряженных 2-элементов (включая тождественный элемент). В этой же
теореме даны их представители. Используя коммутаторную формулу Шевал-
ле, получаем следующее:

x0 — тождественный элемент;
x1, . . . , x4 имеют порядок 2;
x5, . . . , x19 имеют порядок 4;
x20, . . . , x30 имеют порядок 8;
x31, . . . , x34 имеют порядок 16.

2′-элементы. Хорошо известно, что каждый 2′-элемент лежит в некото-
ром максимальном торе группы G. По [17] группа G содержит 25 максимальных
торов:

H(1) ' Zq−1 × Zq−1 × Zq−1 × Zq−1;
H(2) ' Zq−1 × Zq−1 × Zq2−1;
H(3) ' Zq−1 × Zq−1 × Zq−1 × Zq+1;
H(4) ' Zq−1 × Zq−1 × Zq+1 × Zq+1;
H(5) ' Zq2−1 × Zq−1 × Zq+1;
H(i) ' Zq−1 × Zq3−1, где i = 6, . . . , 10;
H(11) ' H(12) ' Zq4−1;
H(13) ' H(14) ' Zq−1 × Zq3+1;
H(i) ' Zq+1 × Zq3−1, где i = 15, . . . , 22;
H(23) ' Zq4+1;
H(24) ' Zq4−q2+1;
H(25) ' Zq2−q+1 × Zq2−q+1.
Поскольку (q − 1, q3 + 1) = (q + 1, q3 − 1) = 1, торы H(13) и H(15) цик-

лические. Таким образом, максимальными относительно делимости порядками
2′-элементов G являются q4−1, q4 +1, (q−1)(q3 +1), (q+1)(q3−1) и q4− q2 +1.

Остальные элементы. Используя табл. IV из [17] и информацию о строе-
нии централизаторов 2-элементов и 2′-элементов, мы вычисляем максимальные
порядки составных элементов G. Они равны 8(q−1), 8(q+1), 4(q2−1), 4(q2+1),
4(q2 − q + 1), 4(q2 + q + 1), 2(q3 − 1), 2(q3 + 1), 2(q + 1)(q2 + 1), 2(q − 1)(q2 + 1).
Таким образом, лемма доказана.
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§ 2. Доказательство теоремы

Пусть G = F4(q), q = 2m, m ∈ N, m > 1, и H — конечная группа такая, что
ω(H) = ω(G).

Из лемм 1.1 и 1.2 следует, что G ≤ H = H/K ≤ Aut(G) для некоторой
нильпотентной нормальной π1(H)-подгруппы K из H и группа H/S является
π1(H)-подгруппой. Мы проведем наше доказательство в три этапа.

Предложение 1. K является элементарной абелевой p-группой, где p = 2
или p = 3.

Доказательство. Применяя индукцию по порядку H, можно считать,
что K является элементарной абелевой p-группой для некоторого простого p.
Предположим, что p 6= 2, 3.

В G существует подгруппа A, изоморфная простой линейной группе A3(q).
Следовательно, в G есть подгруппа Фробениуса с ядром F порядка q3 и допол-
нением C порядка q3 − 1 (см. доказательство леммы 3 из [18]). Так как p 6= 2 и
G проста, имеем (|F |, |K|) = 1 и CH(K) = K. Таким образом , из леммы 1.3 сле-
дует, что группа H содержит элемент порядка p(q3 − 1). Используя лемму 1.6,
получаем, что p делит q + 1.

Вместе с тем G содержит подгруппу B, изоморфную G2(q). По лемме 1.4
группа G2(q) содержит подгруппу Фробениуса с ядром F порядка q2 и допол-
нением C порядка q2 − 1. По лемме 1.3 группа H содержит элемент порядка
p(q2−1). Используя лемму 1.6, получаем, что p делит либо q2+1, либо q2+q+1,
либо q2 − q + 1.

Поскольку q = 2m, имеем (q + 1, q2 + 1) = (q + 1, q2 + q + 1) = 1. Далее,
(q+1, q2−q+1) = 1, если q ≡ 1(mod 3), и (q+1, q2−q+1) = 3, если q ≡ −1(mod 3).
Предложение доказано.

Предложение 2. K = 1.

Доказательство. По предложению 1 можно считать, чтоK является эле-
ментарной абелевой p-группой, где p = 2 или p = 3.

Если p = 2, то по лемме 1.5 в H есть элемент порядка 2(q4 + 1), что проти-
воречит лемме 1.6.

Пусть p = 3. Группа G/K содержит подгруппу D, изоморфную 2F4(2), ко-
торая действует на K сопряжениями в G. Таблица брауэровских 3-характеров
группы 2F4(2) из [19] показывает, что элемент x ∈ D порядка 16 имеет непо-
движную точку в любом абсолютно неприводимом модуле над полем характе-
ристики 3. Поэтому x централизует некоторый нетривиальный элемент в K и,
следовательно, 48 ∈ ω(H); противоречие.

Предложение 3. H = G.

Доказательство. Итак, G ≤ H ≤ Aut(G). Группа Out(G) — цикличе-
ская группа порядка 2m, и существует графовый автоморфизм σ такой, что
его образ в Out(G) порождает эту группу. Кроме того, 〈σ2〉 — группа полевых
автоморфизмов G. Эта группа централизует подгруппу F группы G, изоморф-
ную F4(2). Если σ лежит в H, то в H лежит группа F 〈σ〉, содержащая элемент
порядка 32 (см. [20, с. 169]), что противоречит лемме 1.6. Поэтому можно счи-
тать, что H̃ = H/G содержит только полевые автоморфизмы. Так как центра-
лизатор C любого полевого автоморфизма содержит подгруппу, изоморфную
F4(2), то 16 ∈ ω(C). Если |H̃| делится на какое-нибудь нечетное число p, то
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16p ∈ ω(H); противоречие. Значит, H̃ — циклическая 2-группа, порожденная
некоторым полевым автоморфизмом G.

Пусть τ — автоморфизм поля Fq порядка 2 и t — элемент поля Fq такой,
что t 6= tτ . Мы будем отождествлять τ и полевой автоморфизм группы G,
который он индуцирует. Ясно, что τ как элемент H имеет порядок 2 и его
образ τ̃ — единственная инволюция в H̃. Пусть � = {αi | i = 1, . . . , 4} — си-
стема простых корней алгебры Ли F4 и xαi(t), i = 1, . . . , 4, — соответствующие
корневые элементы. Рассмотрим элементы g = xα1(t)xα2(t)xα3(t)xα4(t) из G и
h = gτ из H. Используя коммутаторную формулу Шевалле, можно проверить,
что g имеет порядок 16 и что в канонической записи унипотентного элемента
h2 ∈ G участвуют xα1(t + tτ ), xα2(t + tτ ), xα3(t + tτ ) и xα4(t + tτ ). Поскольку
t 6= 0 и t + tτ 6= 0, по [21, предложение 5.1.3] элементы g и h2 являются регу-
лярными унипотентными элементами, и из [21, предложение 5.1.2] следует, что
они имеют одинаковый порядок. Таким образом, элемент h имеет порядок 32.
Следовательно, 32 ∈ ω(H); противоречие. Таким образом, H = G, и теорема
доказана.

Авторы благодарны Е. П. Вдовину за полезное замечание по оформлению
работы.
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