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Аннотация: Классифицируются C55-группы, т. е. конечные группы, в которых
централизатор любого 5-элемента есть 5-группа.
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1. Введение

Хорошо известно, что централизаторы инволюций играют фундаменталь-
ную роль в теории конечных групп. Особый интерес вызывал случай, в котором
централизатор любой инволюции является 2-группой. Эти группы называют
C22- или CIT -группами. В 1900 г. Бернсайд охарактеризовал конечные груп-
пы четного порядка, в которых порядок любого элемента либо нечетен, либо
равен 2 (см. [1, с. 208–209; 2, с. 316]). Нетрудно охарактеризовать разреши-
мые C22-группы, тогда как классификация простых C22-групп является глубо-
ким результатом, полученным Сузуки. В [3] он классифицировал простые CN -
группы, а затем в [4] доказал, что простая C22-группа является CN -группой.
CN -группа — это группа, в которой централизатор любого нетривиального эле-
мента нильпотентен.

Более естественным обобщением C22-групп является понятие Cpp-групп,
т. е. групп, порядок которых делится на p, а централизатор каждого p-элемента
является p-группой.

В этом направлении первый результат был получен Фейтом и Томпсоном:
в [5] они классифицировали простые группы с самоцентрализующей подгруппой
порядка 3 (см. также теорему 9.2 в [6]). Затем Стюарт доказал более общий
результат (см. теорему A в [7]), который наряду с классификацией простых
групп без элементов порядка 6 в [8] дает полное описание неразрешимых C33-
групп.

В этой статье будут классифицированы конечные C55-группы.
Пусть G — группа из следующих списков (легко убедиться, что G — это

C55-группа).
Список A:
(A1) G — 5-группа;
(A2) G— разрешимая группа Фробениуса такая, что либо ядро Фробениуса,

либо дополнение Фробениуса является 5-группой;
(A3) G — 2-группа Фробениуса такая, что Fit(G) является 5′-группой, а

G/Fit(G) — группой Фробениуса, ядро которой — циклическая 5-группа, а до-
полнение имеет порядок 2 или 4;
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(A4) G — 2-группа Фробениуса такая, что Fit(G) — 5-группа, а G/Fit(G) —
группа Фробениуса, ядро которой является циклической 5′-группой, а дополне-
ние — циклической 5-группой.

Все группы из списка А разрешимы.
Список B:
(B1) G ' PSL(2, 5f ), где f — неотрицательное целое число;
(B2) G ' PSL(2, p) с простым p, p = 2 · 5f ± 1, где f — неотрицательное

целое число;
(B3) G ' PSL(2, 9) ' A6 либо PSL(2, 49);
(B4) G ' PSL(3, 4);
(B5) G ' Sz(8) либо Sz(32);
(B6) G ' PSU(4, 2) ' PSp(4, 3) либо PSU(4, 3), либо PSp(4, 7);
(B7) G ' A7 либо M11, либо M22.
Все группы из списка B просты.
Список C:
(C1) G ' PGL(2, 5f ) либо G ' M(52f ), где f — неотрицательное целое

число;
(C2) G ' M(9) либо PSL(2, 9)〈α〉 ' S6, где α — автоморфизм поля поряд-

ка 2;
(C3) G 'M(49) или PSL(2, 49)〈α〉, где α — автоморфизм поля порядка 2;
(C4) G ' PSL(3, 4)〈α〉, где α — автоморфизм поля или граф-поля поряд-

ка 2.
Все группы из списка C почти просты.
Включим в список неразрешимые группы, у которых подгруппа Фиттинга

Fit(G) нетривиальна.
Список D: Fit(G) 6= 1, каждый элемент порядка 5 группы G действует

без неподвижных точек на Fit(G) и G/Fit(G) изоморфна одной из следующих
групп:

(D1) PSL(2, 5) ' A5 или S5, а Fit(G) — прямое произведение 2-группы
класса не выше 3 и абелевой 2′-группы;

(D2) PSL(2, 9) ' A6, S6 или M(9), а Fit(G) — прямое произведение элемен-
тарной абелевой 2-группы и абелевой 3-группы;

(D3) PSL(2, 49), M(49) или PSL(2, 49)〈α〉, где α — автоморфизм поля по-
рядка 2, а Fit(G) — абелева 7-группа;

(D4) Sz(8) или Sz(32), а Fit(G) — элементарная абелева 2-группа;
(D5) PSU(4, 2) ' PSp(4, 3) и Fit(G) — элементарная абелева 2-группа;
(D6) A7, а Fit(G) — элементарная абелева 2-группа.
Сформулируем основной результат.

Теорема 1. G является конечной C55-группой тогда и только тогда, когда
G изоморфна одной из групп, включенных в списки A, B, C, D.

2. Обозначения и предварительные результаты

Все группы, рассматриваемые в этой статье, конечны. Введем обозначения:
• q = pf , где p — простое число, f — неотрицательное целое число;
• IBrr(G) — множество неприводимых характеров Брауэра группы G ха-

рактеристики r, где r простое;
•M(q) — нерасщепленное расширение PSL(2, q), где |M(q) : PSL(2, q)| = 2,

если p нечетное простое и q = p2f .
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Группа G называется почти простой, если существует такая конечная неа-
белева простая группа S, что S ≤ G ≤ Aut(S).

Группа G называется 2-группой Фробениуса, если есть такие две ее нор-
мальные подгруппы N и K, где N < K, что K — группа Фробениуса с ядром
N , а G/N — группа Фробениуса с ядром K/N .

Для группы G определим ее простой граф � (G) = � следующим образом:
π(G) — множество вершин � , |G| — множество простых делителей. Две верши-
ны p и q связаны тогда и только тогда, когда в группе G существует элемент
порядка pq. Пусть π1, π2, . . . , πt — связные компоненты � , t(G) = t — количество
таких связных компонент. Более того, если 2 ∈ π(G), то положим 2 ∈ π1.

Группа G — Cpp-группа тогда и только тогда, когда {p} — связная ком-
понента из � (G), простого графа группы G. Заметим, что если G обладает
Cpp-свойством, то любая подгруппа G порядка, кратного p, также обладает
Cpp-свойством. Это верно и для фактор-группы G порядка, кратного p.

Группы, у которых простой граф несвязен, исследованы ранее. В частно-
сти, Грюнберг и Кегель доказали в неопубликованной статье (см. [9]), что такие
группы имеют следующую структуру.

Утверждение 2 [9]. Если G — группа, простой граф которой содержит
более одной связной компоненты, то G имеет одну из следующих структур:

(a) G — группа Фробениуса или 2-группа Фробениуса;
(b) G проста;
(c) G — расширение простой группы посредством π1-группы;
(d) G — последовательное расширение π1-группы посредством простой по-

средством π1-группы;
Ясно, что случаи (a), (b), (c) и (d) утверждения 2 соответствуют спискам

A, B, C и D, исключая 5-группы.

3. Несколько лемм из теории чисел

Чтобы классифицировать простые C55-группы, необходимо знать такие
простые степени q = pf , что q = 2 · 5n ± 1. Если f = 1, то неизвестно, най-
дется ли конечное число простых чисел такого вида. Нас интересует случай,
когда f > 1.

Лемма 1. Диафантову уравнению

X2 + 1 = 2Y 3 (∗)
удовлетворяют только решения (1, 1) и (−1, 1).

Доказательство. Действуем в кольце Z[i], являющемся факториальной
областью. Пусть (x, y) — решение (∗). Тогда x нечетное, поэтому 1+ ix делится
на 1 + i, но не на 2. Значит, наибольшим общим делителем чисел 1 + ix и 1− ix
является 1+ i. Из того, что (1+ ix)(1− ix) = 2y3 и единицами кольца Z[i] будут
±1 и ±i, которые являются кубами, получаем разложение

1 + ix = ε(1 + i)(a′ + ib′)3 = (1 + i)(a+ ib)3,

где ε — единица кольца Z[i].
Прибавляя сопряженное и деля на два, имеем

1 = (a+ b)(a2 − 4ab+ b2),

поэтому a = ±1, b = 0, или a = 0, b = ±1, откуда следует, что x = ±1. Лемма
доказана.
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Лемма 2. Пусть p — простое число, n, t ∈ N, t > 0. Тогда
(i) если pn + 1 = 2 · 5t, то либо n = 1, либо n = 2; если n = 2, то либо t = 1,

p = 3, либо t = 2, p = 7;
(ii) если pn − 1 = 2 · 5t, то n = 1;
(iii) если 2n ± 1 = 5t, то t = 1, n = 2.

Доказательство. (i) Предположим, что n > 1. Пусть n = 2k · d, где d
нечетное. Если d > 1, то положим q = p2k , так что

pn + 1 = qd + 1 = (q + 1) · (qd−1 − qd−2 + · · ·+ 1).

Поэтому (pn + 1)/2 кратно двум различным простым числам. Тогда d = 1.
Поскольку p4 ≡ 1 (mod 5), имеем k = 1 и n = 2.

Рассмотрим два случая.
(A) t = 2k + 1 нечетное. Тогда p2 = 10 · 25k − 1 ≡ 0 (mod 3), p2 кратно 3.

Значит, p = 3, так как p простое.
(B) t = 2k четное. Тогда
· если k ≡ 1(mod 3), то 2 · 25k − 1 ≡ 0 (mod 7). Тогда p2 делится на 7,

значит, p = 7;
· если k ≡ 2(mod 3), то 2 · 25k − 1 ≡ 3(mod 7), что невозможно, поскольку

3 не является квадратом (mod 7);
· если k ≡ 0(mod 3), то k = 3h и

p2 = 2 · (25h)3 − 1,

что невозможно в силу предыдущей леммы.
(ii) Если n > 1, то найдется простой делитель Жигмонди q числа pn− 1, не

являющийся делителем p−1 (см. [10]). Тогда q = 5 не является делителем p−1,
p− 1 = 2, и опять n — нечетное простое число. Поэтому если n ≡ 1 (mod 4), то
3n − 1 ≡ 2 (mod 5), тогда как если n ≡ 3 (mod 4), то 3n − 1 ≡ 1 (mod 5). Это
доказывает, что n = 1.

(iii) Если t ≥ 2, то 5t − 1 делится на нечетное простое число Жигмонди
(см. [10]). Если 5t = 2m−1, то m простое, иначе 2m−1 кратно двум различным
простым числам. Предположим, чтоm ≥ 3. Тогда (2m−1, 24−1) = 2(m,4)−1 = 1.
Поэтому 2m − 1 никогда не является степенью 5.

Сформулируем несколько очень простых результатов, которые пригодятся
в следующем разделе.

Лемма 3. Пусть s — натуральное число. Тогда
(i) s(s4 − 1) делится на 5;
(ii) если s(s2 − 1) не делится на 5, то s6 − 1 не делится на 5;
(iii) если f — простое число, r — простой делитель s− 1, то (sf − 1)/(s− 1)

не делится на r2, а (sf − 1)/(s − 1) делится на r тогда и только тогда, когда
r = f .

Доказательство. (i) Следует из малой теоремы Ферма.
(ii) Если s(s2 − 1) не делится на 5, то из п. (i) вытекает, что s2 + 1 делится

на 5. Значит, s2 ± s+ 1 не делится на 5, откуда получим требуемое, поскольку

s6 − 1 = (s+ 1)(s2 − s+ 1)(s− 1)(s2 + s+ 1).
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(iii) Если s− 1 делится на r, то s = 1 + rm для некоторого m ∈ N. Тогда

(sf − 1)
(s− 1)

= sf−1 + sf−2 + · · ·+ s+ 1 = (1 + rm)f−1 + · · ·+ (1 + rm) + 1

= f + rm
f−1∑
i=1

i+ r2l = f + rmf
f − 1

2
+ r2l = f

(
1 + rm

f − 1
2

)
+ r2l

для некоторого l ∈ N. Отсюда следует, что (sf − 1)/(s − 1) не делится на r2 и
(sf − 1)/(s− 1) делится на r тогда и только тогда, когда r = f .

4. Простые и почти простые C55-группы

Изучим простые C55-группы. Заметим, что теорема 4 из [9] есть частный
случай следующего предложения, которое является прямым следствием резуль-
татов Вильямса и А. С. Кондратьева (см. [11]).

Предложение 3. Пусть G — простая C55-группа. Тогда G совпадает с
одной из следующих групп:

PSL(2, q), где q = 5f , 9, 49 или q = p = 2 · 5t ± 1, p простое,

Sz(8), Sz(32), PSL(3, 4), PSp(4, 3), PSp(4, 7), PSU(4, 3), A7, M11, M22.

Доказательство. Для спорадических и знакопеременных групп доста-
точно проверить связные компоненты простого графа � (G) из [9]. Заметим,
что A5 ' PSL(2, 5) и A6 ' PSL(2, 9).

Пусть теперь G— простая группа Ли, G = dLn(q) ранга n. Легко убедиться,
используя таблицы из [9, 11, 12], что если n ≥ 3, то π(q(q4 − 1)) ⊆ π1(G), за
исключением 3D4(q), PSU(4, 2) и PSU(4, 3). Более того, π(q(q4 − 1)) ⊆ π1(G)
также верно, если G = Ree(q) =2G2(q).

Тогда по лемме 3(i) простое число 5 лежит в π1, за исключением PSL(2, q),
PSL(3, q), PSp(4, q), PSU(3, q), Sz(q), G2(q), 3D4(q), PSU(4, 2), PSU(4, 3).

ЕслиG = PSL(2, q) и q 6= 5f нечетное, то либо (q+1)/2 = 5f , либо (q−1)/2 =
5f . Из п. (i) или (ii) леммы 2 можем заключить, что либо q = p для некоторого
простого p, либо q = 9 или 49. Если q четное, то 2n + 1 = 5t, или 2n − 1 = 5t.
Тогда из п. (iii) леммы 2 следует, что

G = PSL(2, 4) ' PSL(2, 5) ' A5.

Пусть G есть PSL(3, q), PSU(3, q) или G2(q). Допустим, что G 6= PSL(3, 4).
Так как 5 6∈ π1, то q(q2 − 1) не делится на 5. Из п. (ii) леммы 2 следует, что
q6 − 1 не делится на 5, откуда |G| не делится на 5.

Пусть G — это PSp(4, q). Тогда

π2(G) = π((q2 + 1)/(2, q − 1)).

Если q нечетное, то из п. (i) леммы 2 имеем q = 3 или 7. Если q четное, то из
п. (iii) леммы 2 получаем, что q = 2. Но группа PSp(4, 2) не является простой.
Заметим, что PSU(4, 2) ' PSp(4, 3).

Для групп 3D4(q) отметим, что поскольку q(q2 − 1) не делится на 5, то
q2 ≡ −1 (mod 5) и q4 − q2 + 1 ≡ 3 (mod 5). Поэтому q4 − q2 + 1 не может быть
степенью 5.
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Если G ' Sz(q), то q = 2f , где f = 2m+1 — нечетное число (m ∈ N). Тогда

π3(G) = π(q −
√

2q + 1), π4(G) = π(q +
√

2q + 1),

(q −
√

2q + 1)(q +
√

2q + 1) = (q2 + 1).

Заметим, что 22f + 1 = q2 + 1 делится на 5 = 22 + 1. Поэтому либо π3(G) = {5},
либо π4(G) = {5}.

Предположим сначала, что f — простое число. Тогда из п. (iii) леммы 3 при
r = 5, s = 16 получаем, что наибольшей степенью 5, делящей 22f + 1, является
25, и это будет тогда и только тогда, когда f = 5. Поэтому если f простое, то
f = 3 или f = 5. Действительно, при f = 3 имеем π3(G) = π(5) = {5}.

Пусть теперь f = rn, где 1 < r < f , r — простое число. Если q0 = 2r, то
q = qn0 . Напомним, что

• если n ≡ 1, 7(mod 8), то (q0 −
√

2q0 + 1) — делитель (q −
√

2q + 1), а
(q0 +

√
2q0 + 1) — делитель (q +

√
2q + 1),

либо
• если n ≡ 3, 5(mod 8), то (q0 −

√
2q0 + 1) — делитель (q +

√
2q + 1), а

(q0 +
√

2q0 +1) — делитель (q−
√

2q+1) (см. доказательство теоремы 5
для типа 2B2 в [13, 14]).

Заметим, что если r 6= 3, 5, то πi(Sz(q0)) 6= {5} при i = 3, 4. Отсюда в силу
предыдущего замечания имеем πi(Sz(q)) 6= {5} при i = 3, 4.

Если f = 9, 15, 25, то прямым вычислением получаем πi(Sz(q)) 6= {5} при
i = 3, 4. Используя предыдущее замечание, заключаем, что Sz(q) — C55-группа
тогда и только тогда, когда q = 8, 32.

Из этого предложения получаем следующее

Утверждение 4. Пусть G — почти простая C55-группа, не являющаяся
простой. Тогда G — одна из следующих групп:

i) PGL(2, 5f ) или M(52f ), где f — неотрицательное целое число;
ii) M(9) или PSL(2, 9)〈α〉 ' S6, где α — автоморфизм поля порядка 2;
iii) M(49) или PSL(2, 49)〈α〉, где α — автоморфизм поля порядка 2;
iv) PSL(3, 4)〈α〉, где α — автоморфизм поля или граф-поля порядка 2;

Доказательство. Надо рассмотреть такие группы G, что S < G ≤
Aut(S), где S определена, как в предложении 3. Эти группы можно найти
в [15], за исключением S ' PSL(2, q) и PSp(4, 7). Для этих групп компоненты
связности � (G) описаны в [14]. Очевидно, если G = Aut(PSp(4, 7)), то � (G)
связна.

Для групп PSL(2, q) имеем: если G = PGL(2, q), q = pf , то единственным
простым числом, не принадлежащим π1(G), является p, где p нечетное простое.
Отсюда G — C55-группа, если и только если p = 5.

Компоненты связности G = M(p2f ), где f — неотрицательное целое число,
такие же, как у S = PSL(2, p2f ), поэтому M(9), M(49) и M(52f ) — C55-группы.
Наконец, если G = PSL(2, q)〈α〉, где α — автоморфизм поля порядка n > 1,
то в случаях предложения 3 имеем q = 5f , 9, 49. Если q 6= 9, то π(q(q − 1)) ⊆
π1(G), и тогда единственно возможными вариантами остаются PSL(2, 9)〈α〉 и
PSL(2, 49)〈α〉, где α — автоморфизм поля порядка 2, которые являются C55-
группами.
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5. Действия без неподвижных точек

Если подгруппа Фиттинга G не является 5-группой, то элемент порядка 5
из G \ Fit(G) действует без неподвижных точек на Fit(G). Поэтому нам пона-
добятся некоторые результаты о действиях без неподвижных точек.

В этой части будут использованы таблицы характеров некоторых простых
групп, приведенные в [15, 16], без дальнейших ссылок.

Лемма 4. Пусть N — нетривиальная нормальная подгруппа группы G та-
кая, что G/N ' S, где S — простая группа. Если существует элемент g ∈ G
простого порядка, действующий без неподвижных точек на N , то для любо-
го простого r, являющегося делителем |N |, найдется такое χ ∈ IBrr(S), что
[χT , 1T ] = 0, где T = 〈gN〉.

Доказательство. N нильпотентна, поскольку g индуцирует на N авто-
морфизм без неподвижных точек простого порядка (см. [17, V.8.14]). Поскольку
〈g〉 действует без неподвижных точек на каждой примарной компоненте N , мо-
жем считать, что N — r-группа при некотором простом r 6= |g|.

Поскольку 〈g〉 действует без неподвижных точек на каждом G-компози-
ционном факторе в N , можно свести все к случаю, когда N — минимальная
нормальная подгруппа G.

Мы можем далее считать, что N — абсолютно неприводимый и точный S-
модуль. А именно, так как S простая и действует нетривиально на N , то N —
точный S-модуль. Пусть теперь K — конечное расширение F = GF (r) такое,
что K — поле разложения для S. Пусть M = K ⊗F N . Тогда для любого x ∈ S
будет CM (x) = 0 тогда и только тогда, когда CN (x) = 0, поскольку x имеет
неподвижную точку тогда и только тогда, когда 1 является корнем характери-
стического многочлена x. Значит, можно предположить, что N — K[S]-модуль,
т. е. N абсолютно неприводимый. Поскольку T = 〈gN〉 — нетривиальная груп-
па, которая действует без неподвижных точек на N , сужение NT не содержит
тривиальный модуль 1T в качестве конституэнты. Если χ ∈ IBrr(S) — харак-
тер Брауэра, соответствующий N , то [χT , 1T ] = 0, так как (r, |T |) = 1, и χT —
обыкновенный (комплексный) характер T .

Утверждение 5. Пусть N — нормальная подгруппа группы G такая, что
G/N ' S, где S — одна из следующих ниже почти простых групп. Предполо-
жим, что каждый 5-элемент G действует без неподвижных точек на N . Тогда

(i) если S ' PSL(2, p), где p нечетное простое такое, что (p + 1)/2 или
(p− 1)/2 являются степенью 5, то N = 1;

(ii) если S ' PSL(2, 5f ), где f ≥ 2, то N = 1;
(iii) если S ' PSL(2, 5) ' A5 или S5, то N — прямое произведение 2-группы

класса не выше 3 и абелевой 2′-группы;
(iv) если S ' PSL(2, 9) ' A6 или S6, илиM(9), тоN — прямое произведение

элементарной абелевой 2-группы и абелевой 3-группы;
(v) если S ' PSL(2, 49) или M(49), или PSL(2, 49)〈α〉, где α — автомор-

физм поля порядка 2, то N — абелева 7-группа;
(vi) если S ' Sz(8), Sz(32), PSp(4, 3), A7, то N — элементарная абелева

2-группа;
(vii) если S ' PSL(3, 4), PSU(4, 3), PSp(4, 7), M11 или M22, то N = 1;

Доказательство. Поскольку N нильпотентна, будем считать, что N —
r-группа, r 6= 5.
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(i) Пусть g ∈ G — элемент порядка 5, который действует без неподвижных
точек на N . Пусть S = G/N и T = 〈gN〉 ≤ S. В силу леммы 4 достаточно
показать, что

[φT , 1T ] > 0

для любого φ ∈ IBrr(S) и всякого простого r, r 6= 5.
Обозначим через A циклическую подгруппу S порядка (p − 1)/2, а через

B — циклическую подгруппу S порядка (p+ 1)/2.

I. Предположим сначала, что r = p. Известно, что степени p-характеров
Брауэра PSL(2, p) имеют вид m+ 1, где 0 ≤ m ≤ p− 1, m четное. Далее, если
у φ ∈ IBrp(PSL(2, p)) степень 2k + 1, то сужения φ на A и B имеют следующие
разложения:

φA = ηk + ηk−1 + ηk−2 + . . .+ η−(k−1) + η−k,

φB = δk + δk−1 + δk−2 + . . .+ δ−(k−1) + δ−k,

где η и δ — порождающие дуальных групп Â и B̂ соответственно.
Так как (|T |, r) = 1, с точностью до сопряжения имеем T ≤ A или T ≤ B,

откуда следует, что φT имеет 1T в качестве конституэнты.
Значит, можно считать r 6= p.
Можно также считать, что (p + 1)/2 является степенью числа 5 и с точ-

ностью до сопряжения T ≤ B. Если именно (p − 1)/2 является степенью 5, то
T , будучи сопряженной к подгруппе «диагональной» подгруппы в S, норми-
рует p-подгруппу Силова P группы S и T действует без неподвижных точек
на PN . Отсюда PN нильпотентна, значит, P централизует N , так как r 6= p.
Следовательно, N = {1}.

II. Рассмотрим сначала случай, когда r = char(N) не является делите-
лем |S|. Тогда IBrr(S) = Irr(S).

Кроме того, p ≡ 1(mod 4), и существенной для нас частью таблицы харак-
теров S является следующая:

1 . . . b ∈ B \ {1}
1G 1 . . . 1
α p . . . −1
χi p+ 1 . . . 0
θj p− 1 . . . −(δj(b) + δj(b))
γ1

1
2 (p+ 1) . . . 0

γ2
1
2 (p+ 1) . . . 0,

где 1 ≤ i ≤ (p− 5)/4, 1 ≤ j ≤ (p− 1)/4 и 1B 6= δj ∈ Irr(B).
Имеют место следующие соотношения.
(a) [αT , 1T ] = 1

|T | (p − |T | + 1) = p+1
|T | − 1 ≥ 2 − 1 > 0, так как |T | является

делителем |B| = (p+ 1)/2.
(b) Если χ равно γ1, γ2 или χi для некоторого 1 ≤ i ≤ (p−5)/4, то [χT , 1T ] =

χ(1)
|T | > 0.

(c) Пусть для некоторого 1 ≤ j ≤ (p − 1)/4 будет θ = θj и 1B 6= δ = δj ∈
Irr(B). Тогда

[θT , 1T ] =
1
|T |

(p− 1 + 2− |T |([δT , 1T ] + [δT , 1T ])) ≥ p+ 1
|T |

− 2.
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Заметим, что |T | = 5 — собственный делитель |B| = (p + 1)/2, поскольку из
равенства 5 = (p+ 1)/2 следует, что p = 9, а это противоречит предположению,
что p простое. Следовательно, [θT , 1T ] > 0.

Предположим теперь, что r — делитель |S| = 1
2 (p − 1)p(p + 1). Поскольку

r 6= p, можем считать, что r — делитель p− 1.

III. Пусть сначала r 6= 2. Из [18, случай III] следует, что любой φ ∈ IBrr(S)
поднимается в Irr(S). Значит, из II вытекает, что [φT , 1T ] > 0.

Если r = 2, то из [18, случай VIII(a)] получаем, что любой r-характер
Брауэра φ, принадлежащий неглавному блоку S, поднимается в Irr(S), а сле-
довательно, в силу II будет [φT , 1T ] > 0. С другой стороны, главный блок
содержит три характера Брауэра: 1, β1, β2, и матрица разложения из [18, с. 90]
дает

βi = γoi − 1,

где γoi — сужение на r-регулярные элементы S составного характера γi, упомя-
нутого выше (i = 1, 2).

Поскольку T ≤ B, для β = β1, β2 имеем

[βT , 1T ] =
1
|T |

(
p− 1

2
− (|T | − 1)

)
=
p+ 1
2|T |

− 1 > 0,

потому что |T | = 5 6= (p+ 1)/2.
(ii) ПустьH — 5-подгруппа Силова группы G. ЕслиN 6= 1, тоNH — группа

Фробениуса. ОтсюдаH — дополнение Фробениуса, значит, она циклическая. Но
5-подгруппы Силова PSL(2, 5f ) являются циклическими тогда и только тогда,
когда f = 1.

(iii) Если r = 2, то из теоремы 2 в [19] и теоремы 1 в [20] получаем требуемое.
Рассмотрим следующее представление A5:

〈α, β, γ | α2 = β3 = γ5, γ = αβ〉;

A5 имеет естественное представление размерности 4 на Z, в котором α, β и γ
представимы в виде матриц A,B и C соответственно:

A =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 −1 −1 −1

 , B =


0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0

 ,

C = A ·B =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 −1 −1 −1

 .

Если r 6= 2, то единственным неприводимым модулярным представлением
A5, в котором элементы порядка 5 действуют без неподвижных точек, является
только что описанное. Это может быть получено через GF (r), в чем можно
убедиться с помощью таблицы характеров. Обозначим через � модуль, полу-
ченный этим представлением. Любой композиционный фактор N изоморфен �,
поскольку является GF (r)A5-модулем и поэтому имеет порядок r4.

Простые вычисления показывают, что внешнее произведение � ∧ � имеет
размерность 6 на GF (r) и раскладывается в квадратичном расширении GF (r) в
сумму двух абсолютно неприводимых GF (r2)A5-модулей размерности 3. В лю-
бом из них элемент порядка 5 из A5 имеет нетривиальные неподвижные точки.
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В частности, не существует нетривиального гомоморфизма GF (r)A5-модулей
� ∧ �→ �.

Докажем от противного, что N абелева. Пусть N — минимальный контр-
пример. Тогда N ′ — элементарная абелева группа порядка r4, изоморфная �
как GF (r)A5-модуль. Рассмотрим отдельно два случая.

(a) N/Z(N) имеет порядок r4, а значит, изоморфна �. Тогда отображение
�×�→ N ′, заданное по правилу (Z(N)x, Z(N)y) 7→ [x, y], является полностью
определенным и индуцирует сюръективный гомоморфизм ψ : � ∧ �→ N ′ ' �,
что приводит к противоречию в силу предыдущего замечания.

(b) |N/Z(N)| > r4. Поскольку N имеет класс 2, а N ′имеет показатель r,
то [x, yr] = [x, y]r = 1 для любых x, y ∈ N . Значит, �(N) = 〈N ′, Nr〉 ≤ Z(N).
Далее, N/Z(N) раскладывается в прямую сумму некоторого числа модулей N i,
изоморфных S, где i ∈ I — множество индексов. Пусть Ni — подгруппа N
такая, что Ni/Z(N) = N i. Так как Ni < N , группа Ni абелева для всех i ∈ I.
Поскольку N не является абелевой по предположению, найдутся такие N1 и N2,
что [N1, N2] 6= 1. Из минимальности |N | получаем N = N1N2, [N1, N2] = N ′ и,
более того, N1 ∩N2 = Z(N).

Зафиксируем базис x̄i = xiZ(N), i = 1, . . . , 4, для N1 так, что α, β, γ ∈ A5
представимы в виде матриц A, B и C. Более того, выберем такие элементы x1,
x2, x3, x4 из N1, что xγi = xi+1 для i = 1, 2, 3 и xγ4 = x−1

1 x−1
2 x−1

3 x−1
4 .

Аналогично выберем элементы y1, y2, y3, y4 из N2.
Легко проверить, что N3 = 〈x1y1, x2y2, x3y3, x4y4, Z(N)〉 — G-инвариантная

подгруппа N , и поскольку N3 < N , группа N3 абелева. В частности, так как N
имеет класс 2, а группы N1 и N2 абелевы, получаем

1 = [xiyi, xjyj ] = [xi, yj ][yi, xj ],

значит,
[xi, yj ] = [xj , yi] ∀ i, j ∈ {1, 2, 3, 4}.

Положим

εi,j =


1, если i < j,

0, если i = j,

−1, если i > j.

Пусть s1, s2, s3, s4 — базис �, выбранный так, что α, β, γ ∈ A5 представимы,
как и ранее, матрицами A, B и C. Рассмотрим отображение ψ : � × � → N ′

GF (r)A5-модулей, определенное по правилу ψ(si, sj) = [xi, yj ]εi,j .
Легко проверить, что ψ знакопеременное, однако не существует нетриви-

альных отображений � ∧ �→ N ′ ' � и тем самым

[xi, yj ] = 1 ∀i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, i 6= j.

Следовательно, единственными нетривиальными коммутаторами этого по-
рождающего множества N ′ являются [xi, yi], где i = 1, 2, 3, 4. Напомним, что
если автоморфизм γ порядка 5 конечной группы T действует без неподвижных
точек, то

ttγtγ
2
tγ

3
tγ

4
= 1

для любых t ∈ T . Тогда

[x4, y4]γ =
[
x−1

1 x−1
2 x−1

3 x−1
4 , y−1

1 y−1
2 y−1

3 y−1
4

]
= [x1, y1][x2, y2][x3, y3][x4, y4],
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ибо N имеет класс 2. Следовательно,

[x1, y1][x1, y1]γ [x1, y1]γ
2
[x1, y1]γ

3
[x1, y1]γ

4
= [x1, y1]2[x2, y2]2[x3, y3]2[x4, y4]2 6= 1,

поскольку r 6= 2. Это противоречие завершает доказательство.
Если S ' S5, то утверждение может быть доказано аналогично.
(iv) Если r = 2, то утверждение следует из теоремы 2 в [20].
Если r > 5, то IBrr(A6) = Irr(A6) и согласно таблице характеров A6 полу-

чим N = 1 в силу леммы 4.
Если r = 3, то найдется такое представление размерности 4 над GF (3), что

5-элементы действуют без неподвижных точек, и N абелева, поскольку A5 < A6
в силу (iii).

Если S ' S6 или M(9), то для доказательства утверждения могут быть
применены аналогичные методы.

(v) Используя таблицу характеров PSL(2, 49) и лемму 4, легко заклю-
чить, что единственным возможным случаем является r = 7. Известно, что
PSL(2, 49) могут быть представлены матрицами размера 4×4 с коэффициента-
ми в GF (7), причем в таких представлениях любой элемент порядка 5 действует
без неподвижных точек. Поскольку PSL(2, 49) содержит подгруппу, изоморф-
ную A5, в силу (iii) получим, что 7-группа N абелева.

Если S 'M(49) или PSL(2, 49)〈α〉, где α — автоморфизм поля порядка 2,
то для доказательства утверждения могут быть использованы аналогичные ме-
тоды.

(vi) Пусть S ' Sz(8) или Sz(32). Если r 6= 2, то N = 1, как доказано в [21].
Если r = 2, то N — элементарная абелева 2-группа и действие является

естественным, как доказано в [22].
В PSp(4, 3) существует максимальная подгруппа H, являющаяся полупря-

мым произведением элементарной абелевой 2-группы K и группы, изоморф-
ной A5. Кроме того, H — C55-группа. Тогда NK нильпотентная, значит, N —
2-группа. Поскольку PSp(4, 3) также имеет подгруппу, изоморфную A6, из (iv)
заключаем, что N — элементарная абелева группа.

Так как A6 ≤ A7 по (iv), группа N — абелева {2, 3}-группа. Согласно 3-
модулярной таблице характеров A7 в силу леммы 4 получаем, что 3-компонента
N тривиальна.

(vii) Используя таблицу характеров PSL(3, 4) и лемму 4, легко заключаем,
что N = 1.

PSU(4, 3) содержит подгруппу Фробениуса с элементарным абелевым яд-
ром порядка 24 и дополнением порядка 5 и подгруппу Фробениуса с элементар-
ным абелевым ядром порядка 34 и дополнением порядка 5. Из этого следует,
что N должна быть 2-группой и 3-группой. Тогда N = 1.

PSp(4, 7) содержит подгруппу, изоморфную PSL(2, 49). Поэтому в силу (v)
N должна быть 7-группой. Но PSp(4, 7) содержит также подгруппу, изоморф-
ную A7, следовательно, в силу (vi) N должна быть 2-группой. Тогда N = 1.

Группы M11 и M22 содержат подгруппу, изоморфную A6, и подгруппу, изо-
морфную группе Фробениуса порядка 55. Тогда N должна быть одновременно
{2, 3}-группой и 11-группой. Следовательно, N = 1.
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6. Доказательство теоремы
и заключительные замечания

Теперь легко провести доказательство теоремы.
Доказательство теоремы 1. Пусть G не является 5-группой. Тогда

� (G) несвязная, следовательно, в силу предложения 2 G — одна из следующих
групп.

(a)G— группа Фробениуса или 2-группа Фробениуса. В первом случае либо
ядро, либо дополнение Фробениуса являются 5-группой, поскольку и то и дру-
гое имеют нетривиальный центр. Во втором случае если F = Fit(G) — 5-группа,
то G/Fit(G) — группа Фробениуса, ядро K которой — циклическая 5′-группа.
Действительно, если K такая подгруппа G, содержащая F , что K = K/F —
подгруппа Фиттинга G/F , то K = FH — группа Фробениуса, где H — нильпо-
тентное дополнение Фробениуса. Следовательно, H либо циклическая подгруп-
па, либо произведение циклической группы и обобщенной группы кватернио-
нов. Более того, π1(G) = π(K/F ) и π2(G) = π(F ) ∪ π(G/K) = {5}. Поскольку
K = FH/F ' H и G/K — 5-группа, действующая без неподвижных точек на K,
получаем, что H — циклическая группа в силу того, что группа внешних ав-
томорфизмов обобщенной группы кватернионов Q2n является 2-группой, если
n > 3 и Out(Q8) ' S3.

Если F — 5′-группа, то G/Fit(G) — группа Фробениуса, ядро K которой яв-
ляется циклической 5-группой. Следовательно, дополнение Фробениуса может
быть только циклической группой порядка 2 или 4.

Заметим, что C55-группа Фробениуса обязательно разрешима. Иначе до-
полнение Фробениуса содержит подгруппу, изоморфную SL(2, 5), которая не
является C55-группой.

(b) G — простая группа, и требуемое следует из предложения 3
(c) G — расширение простой группы посредством π1-группы. Отсюда G —

почти простая группа. Значит, требуемое вытекает из предложения 4.
(d) G — последовательное расширение π1-группы посредством простой по-

средством π1-группы;
Легко получить из результатов [9], что

F = Fit(G) = Oπ1(G)

и G/F — изоморфная почти простой группа. Более того, если S — единственное
простое неабелево сужение G, то πi(G) = πi(S) при i ≥ 2. Следовательно, в
этом случае F 6= 1 и G/F — почти простая C55-группа, и требуемое следует из
предложения 4.

Если G — разрешимая ненильпотентная C55-группа, можно дать более де-
тальное описание структуры G. В частности, если положим π∗(G) = π(G) \ {5}
и p∗ = min(π∗(G)), получим следующее

Предложение 6. Если G — разрешимая ненильпотентная C55-группа, то
(i) производная длина G ограничена функцией p∗, в частности, если p∗ = 2,

то G(5) = 1;
(ii) если p∗ > 2, то G′′ нильпотентная.
Доказательство. Известно, что конечная группа с автоморфизмом без

неподвижных точек простого порядка p нильпотентна и ее класс нильпотент-
ности ограничен функцией f(p) от p. Можно считать, что p > 2, иначе группа
абелева. Имеем f(p) ≤ 1 + (p − 1) + · · · + (p − 1)2

p−2 (см. теорему VIII.10.12
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в [23]). Более того, Хигман высказал предположение, что если p нечетное, то
f(p) = p2−1

4 , и доказал его при p = 5; в частности, f(5) = 6 (см. замеча-
ние VIII.10.13.b в [23]).

Рассмотрим различные случаи, следуя списку A.
1. G — группа Фробениуса (случай A2). Пусть N — ядро Фробениуса, K —

дополнение Фробениуса группы G. Разделим на два подслучая.
1a. N — 5-группа. Если 2 ∈ π(K), то N абелева и K имеет производную

длину не более 4. Действительно, разрешимое дополнение Фробениуса имеет
производную длину не более 4, как легко вывести из [24, гл. 18]. Следователь-
но, G имеет производную длину не более 5. Если 2 6∈ π(K), то K — метацик-
лическая группа, тем самым G′′ ≤ N . Более того, как было замечено, класс
нильпотентности N ограничен f(p∗). Значит, производная длина G ограничена
функцией p∗.

1b. N — 5′-группа. Тогда K — циклическая 5-группа и N — нильпотент-
ная класса не более f(5) = 6. В частности, производная длина N не более 3.
Поскольку G′ ≤ N , имеем G(4) = 1.

2.G— 2группа Фробениуса. ПустьN = Fit(G). Разделим на два подслучая.
2a. N — 5-группа (случай A4). Тогда G′′ ≤ N и делаем заключение, как в

случае 1a. Заметим, что в этом случае порядок G обязательно нечетен.
2b. N — 5′-группа (случай A3). Тогда G′′ ≤ N и N нильпотентная класса

не более f(5) = 6. В частности, G(5) = 1.
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