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СПЕКТРЫ КОЛЕЦ И РЕШЕТОК

Ю. Л. Ершов

Аннотация: Строится ковариантный функтор из категории дистрибутивных ре-
шеток с наибольшим и наименьшим элементами и вложениями, сохраняющими эти
элементы, в качестве морфизмов в категорию полупростых алгебр с единицей над
произвольным полем с вложениями, сохраняющими единицу, в качестве морфиз-
мов. Построенный функтор таков, что спектр дистрибутивной решетки гомеомор-
фен спектру кольца (алгебры), являющегося его функторным образом.
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В работе будет построен функтор ρ из категории vi⊥> дистрибутивных ре-
шеток с наименьшим (⊥) и наибольшим (>) элементами с вложениями, сохра-
няющими ⊥ и >, в качестве морфизмов в категорию Ri коммутативных колец
с единицей с вложениями, сохраняющими 1, в качестве морфизмов такой, что
для любой дистрибутивной решетки D ∈ vi⊥> имеет место изоморфизм спектров
SpecD и SpecRD (RD 
 ρ(D)). Построение такого функтора позволяет полу-
чить новое доказательство теоремы Хокстера [1] о том, что любое спектральное
пространство гомеоморфно пространству SpecR для подходящего коммутатив-
ного кольца R.

Ниже приводятся все определения и сведения, необходимые для доказа-
тельства.

1. О топологиях и спектрах

Топологией на (непустом) множестве X называется всякое семейство T под-
множеств X (T ⊆ P (X)), удовлетворяющее следующим условиям:

1) ∅, X ∈ T ;
2) U, V ∈ T =⇒ U ∩ V ∈ T ;
3) Vλ ∈ T, λ ∈ � =⇒

⋃
λ∈�

Vλ ∈ T.

Всякая топология T является с алгебраической точки зрения полной дис-
трибутивной решеткой 〈T,∪,∩,∅, X〉 с наименьшим (∅) и наибольшим (X) эле-
ментами.

Топологическим пространством называется пара 〈X,T 〉, где T — топология
на X.

Если 〈X,T 〉 — топологическое пространство, то подмножество Y ⊆ X от-
крыто (в топологии T ) тогда и только тогда, когда Y ∈ T ; Y замкнуто (в
топологии T ) тогда и только тогда, когда его дополнение X \ Y открыто.

Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента РФ и го-
сударственной поддержке ведущих научных школ (проект НШ–2069.2003.1).
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Замечание. Любое подмножество Y ⊆ X содержит наибольшее открытое
подмножество intY 


⋃
{V | V ∈ T, V ⊆ Y } — внутренность Y ; и наименьшее

замкнутое надмножество clY 
 ∩{F | F замкнуто и F ⊇ Y } — замыкание Y .
Если 〈X,T 〉, 〈Y, T ′〉 — топологические пространства, то отображение f :

X → Y называется непрерывным, если для любого U ′ ∈ T ′ множество f−1(U ′)
принадлежит T.

Замечание. Если f : X → Y — непрерывное отображение, то отображе-
ние f∗ : T ′ → T, определенное так: f∗(U ′) 
 f−1(U ′), U ′ ∈ T ′, является го-
моморфизмом решетки 〈T ′,∪,∩,∅, X ′〉 в решетку 〈T,∪,∩,∅, X〉, сохраняющим
все супремумы (объединения), наименьший и наибольший элементы.

Топологическое пространство 〈X,T 〉 отделимо (T0-пространство), если для
любых ξ0 6= ξ1 ∈ X существует U ∈ T такое, что ξ0 ∈ U , ξ1 6∈ U или ξ0 6∈ U ,
ξ1 ∈ U.

Предпорядок специализации ≤T на X — это бинарное отношение, опреде-
ленное так: для ξ0, ξ1 ∈ X

ξ0 ≤T ξ1 
 ∀U ∈ T (ξ0 ∈ U =⇒ ξ1 ∈ U) (⇐⇒ ξ0 ∈ cl{ξ1}).

Замечание. Отношение ≤T является (частичным) порядком тогда и толь-
ко тогда, когда 〈X,T 〉 отделимо.

Подмножество Y ⊆ X называется неприводимым (в топологии T ), если из
того, что Y содержится в объединении F0 ∪ F1 двух замкнутых множеств F0 и
F1, следует, что Y ⊆ F0 или Y ⊆ F1.

Замечания. 1. Подмножество Y ⊆ X неприводимо тогда и только тогда,
когда неприводимо его замыкание clY.

2. Для любой точки ξ ∈ X множества {ξ} и cl{ξ} неприводимы.
3. Подмножество Y неприводимо тогда и только тогда, когда для любых

U, V ∈ T из того, что U ∩ Y 6= ∅, V ∩ Y 6= ∅, следует, что (U ∩ V ) ∩ Y 6= ∅.

Отделимое топологическое пространство 〈X,T 〉 называется трезвым (sober)
(см. [2]), если для всякого непустого замкнутого неприводимого подмножества
F найдется точка ξ ∈ X (ξ ∈ F ) такая, что F = cl{ξ}. Отделимость влечет, что
такая точка единственна.

Свойство трезвости является в определенном смысле свойством полноты.
Следующее предложение дает важнейшую характеризацию трезвых про-

странств.

Предложение 1. Пусть 〈X,T 〉 — произвольное топологическое простран-
ство, 〈Y, T ′〉 трезвое. Если ϕ : T ′ → T — гомоморфизм решеток, сохраняющий
наименьший и наибольший элементы и любые супремумы, то существует един-
ственное непрерывное отображение f : X → Y такое, что ϕ = f∗.

Пусть ξ ∈ X; полагаем Fξ 
 ∩{Y \ U ′ | U ′ ∈ T ′, ξ 6∈ ϕ(U ′)}. Заметим, что
если U ′

ξ 
 ∪{U ′ | U ′ ∈ T , ξ 6∈ ϕ(U ′)}, то Fξ = Y \U ′
ξ. Заметим также, что U ′

ξ яв-
ляется наибольшим элементом T ′ таким, что ξ 6∈ ϕ(U ′

ξ). Достаточно проверить,
что ξ 6∈ ϕ(U ′

ξ). Отметим, что ϕ(U ′
ξ) =

⋃
{ϕ(U ′) | U ′ ∈ T , ξ 6∈ ϕ(U ′)} по условию

на ϕ, откуда ξ 6∈ ϕ(U ′
ξ). Отсюда следует, что Fξ неприводимо. Действительно,

пусть U ′, V ′ ∈ T ′ таковы, что U ′ ∩ Fξ 6= ∅, V ′ ∩ Fξ 6= ∅. Но условие U ′ ∩ Fξ 6= ∅
равносильно тому, что U ′ 6⊆ U ′

ξ и ξ ∈ ϕ(U ′). Аналогично ξ ∈ ϕ(V ′); но тогда

ξ ∈ ϕ(U ′) ∩ ϕ(V ′) = ϕ(U ′ ∩ V ′), U ′ ∩ V ′ 6⊆ U ′
ξ, (U ′ ∩ V ′) ∩ Fξ 6= ∅.
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Итак, Fξ неприводимо. Условие трезвости влечет существование (единствен-
ной) точки η ∈ Y такой, что Fξ = cl{η}. Полагаем f(ξ) 
 η. Отметим, что из
определения следуют такие эквивалентности: для любого U ′ ∈ T ′

f(ξ) ∈ U ′ ⇐⇒ η ∈ U ′ ⇐⇒ U ′ ∩ Fξ 6= ∅⇐⇒ U ′ 6⊆ U ′
ξ ⇐⇒ ξ ∈ ϕ(U ′).

Отсюда f−1(U ′) = ϕ(U ′) для любого U ′ ∈ T ′, что влечет и непрерывность f , и
соотношение ϕ = f∗. Единственность очевидна. �

Следствие. Если 〈X,T 〉, 〈Y, T ′〉 — трезвые топологические пространства,
а T и T ′ изоморфны как решетки, то X и Y гомеоморфны. �

Предложение 1 «идеологически» очень важно, так как показывает, что
непрерывные отображения (между трезвыми пространствами) могут быть оха-
рактеризованы чисто алгебраически. Это предложение может быть получено
как следствие теоремы 4.17 из [3] (см. также гл. V-4 в [2]), однако несложное
прямое его доказательство безусловно поучительно. (Заметим, что в [3] трезвые
пространства называются спектральными!)

Для полноты обсуждения трезвых пространств укажем простой способ «от-
резвления» (sobrification) произвольного отделимого топологического простран-
ства 〈X,T 〉. Пусть IX — семейство всех непустых замкнутых неприводимых под-
множеств X(IX ⊇ {cl{ξ} | ξ ∈ X}). Для U ∈ T пусть U∗ 
 {F | F ∈ IX , F ∩U 6=
∅}. Тогда

T ∗ 
 {U∗ | U ∈ T} — топология на IX , 〈IX , T ∗〉 — трезвое пространство;

U 7→ U∗, U ∈ T,— изоморфизм решеток 〈T,∪,∩〉 и 〈T ∗,∪,∩〉;

ξ 7→ cl{ξ}, ξ ∈ X, — гомеоморфное вложение 〈X,T 〉 в 〈IX , T ∗〉.

Справедливость этого утверждения устанавливается несложной проверкой.
Для конечного топологического пространства 〈X,T 〉 (множество X конеч-

но) трезвость и отделимость эквивалентны, и для отделимого конечного топо-
логического пространства 〈X,T 〉 топология T восстанавливается однозначно по
порядку специализации ≤T . А именно, Y ⊆ X является открытым тогда и
только тогда, когда Y =↑ Y 
 {ξ | ξ ∈ X, ∃η ∈ Y (η ≤T ξ)}.

Топологическое пространство назовем спектральным, если оно является
трезвым, компактным и его компактные открытые множества образуют муль-
типликативный базис топологии.

Одним из источников появления спектральных пространств является кон-
струкция спектра кольца.

Пусть R — коммутативное кольцо (с единицей); на множестве SpecR всех
простых идеалов спектральная топология (или топология Зарисского) задается
базисом открытых множеств вида Xr 
 {p | p ∈ SpecR, r 6∈ p}, r ∈ R (см. [4]);
через SpecR будем обозначать соответствующее топологическое пространство.

Мультипликативный (Xr0 ∩Xr1 = Xr0r1) базис Xr, r ∈ R, спектральной то-
пологии состоит из всех компактных открытых множеств пространства SpecR
(см. [4, 5]).

Замечание. Полезно заметить, что порядок специализации≤σ спектраль-
ной топологии на SpecR является обратным к отношению включения: для
p0, p1 ∈ SpecR (p0 ≤σ p1 ⇐⇒ p1 ⊆ p0).

Если ϕ : R → R′ — гомоморфизм колец (сохраняющий единицы), p′ ∈
SpecR′, то ϕ−1(p′) является простым идеалом R ∈ SpecR и отображение ϕ∗ :
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SpecR′ → SpecR, определенное так: ϕ∗(p′) 7→ ϕ−1(p′), p′ ∈ SpecR′, является
непрерывным отображением топологического пространства SpecR′ в топологи-
ческое пространство SpecR.

Таким образом, соответствие R 7→ SpecR является (контравариантным)
функтором из категории R колец (коммутативных с единицей) в категорию T
топологических пространств.

Отметим ряд свойств функтора Spec.

1. Пусть ϕ : R0 → R1 — эпиморфизм колец, тогда непрерывное отобра-
жение ϕ∗(= Specϕ) : SpecR1 → SpecR0 является гомеоморфным вложением
пространства SpecR1 на замкнутое подпространство пространства SpecR0.

См. [4, гл. 1, упражнение 21(IV)]. �

2. Если R = R0 × R1 — прямое произведение колец R0 и R1, то SpecR =
p∗0SpecR0 ∪̇p∗1 SpecR1, где pi : R→ Ri, i = 0, 1, — проекции.

См. [4, гл. 1, упражнение 22] . �

Пусть ϕi : Ri → R, i = 0, 1, — эпиморфизмы колец, R — расслоенное
произведение колец R0 и R1 над R, т. е. R — подкольцо прямого произведения
R0 × R1, состоящее из таких элементов (r0, r1), что ϕ0r0 = ϕ1r1. Ограничения
проекций pi, i = 0, 1, на R (обозначаемые так же) будут эпиморфизмами R на
R0 и R1. Справедливо следующее свойство.

3. SpecR гомеоморфен пространству SpecR0 ∪SpecR SpecR1, где SpecR
отождествляется с подпространствами ϕ∗0 SpecR и ϕ∗1 SpecR пространств SpecR0
и SpecR1.

Это, по существу, означает, что SpecR = p∗0SpecR0 ∪ p∗0SpecR1 и

p∗0SpecR0 ∩ p∗1SpecR0 = (ϕ0p0)∗SpecR (= (ϕ1p1)∗SpecR).

Пусть p ∈ SpecR. Так как Ker p0 ∩ Ker p1 = {0} ≤ p, по предложению 1.11 из
[4] Ker p0 ≤ p или Ker p1 ≤ p. Отсюда SpecR = p∗0SpecR0 ∪ p∗1SpecR1. Пусть
p ≥ p∗0SpecR0 ∩ p∗1SpecR1. Установим, что Ker p0 + Ker p1 = Kerϕ0p0. Пусть
(r0, r1) ∈ Ker p1. Это означает, что r1(= p1(r0, r1)) = 0, но ϕ0r0 = ϕ1r1 = 0.
Тогда r0 ∈ Ker p0 и ϕ0p0(r0, r1) = ϕ0r0, (r0, r1) ∈ Kerϕ0p0. Итак, Ker p1 ≤
Kerϕ0p0. Вместе с очевидным включением Ker p0 ≤ Kerϕ0p0 имеем Ker p0 +
Ker p1 ≤ Kerϕ0p0. Пусть (r0, r1) ∈ Kerϕ0p0, т. е. ϕ0r0(= ϕ0p0(r0, r1)) = 0.
Тогда (r0, 0) ∈ R и (r0, 0) ∈ Ker p1. Имеем также ϕ1r1 = ϕ0r0 = 0, (0, r1) ∈ R и
(0, r1) ∈ Ker p0. Так как (r0, r1) = (r0, 0) + (0, r1), то (r1, r1) ∈ Ker p0 + Ker p1 и
Kerϕ0p0 ≤ Ker p0 + Ker p1, Kerϕ0p0 = Ker p0 + Ker p1.

Установленное равенство идеалов влечет и нужное соотношение p∗0SpecR0∩
p∗1SpecR1 = (ϕ0p0)∗SpecR. �

Справедливо еще следующее (важное для дальнейшего) свойство функтора
Spec:

4. Пусть 〈Ri, λij | i ≤ j ∈ I〉 — прямой спектр коммутативных колец,
R 
 lim−→Ri, тогда (〈SpecRi, λ∗ij | i ≤ j ∈ I〉 — обратный спектр топологи-
ческих пространств и) пространство SpecR гомеоморфно обратному пределу
lim←−SpecRi.

См. [5, гл. 2, упражнение 21(4)]. �

Следующая теорема характеризует топологические пространства вида
SpecR.
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Теорема Хокстера [1]. Топологическое пространство гомеоморфно про-
странству вида SpecR тогда и тогда, когда оно является спектральным.

То, что пространство SpecR является спектральным, по существу, содер-
жится в результатах, отмеченных в классических книгах (§ 4 (и упражнения)
гл. 2 в [5], упражнения к гл. 1 в [4]). Трудность представляет обратное утвер-
ждение.

Понятие стоуновского пространства дистрибутивной решетки появилось
раньше [6], чем понятие спектра коммутативного кольца, и оно, безусловно,
явилось идейной основой для последнего.

Соответствующие определения и теоремы можно найти в [7, гл. 2, § 5]. Там
теорема Стоуна распространена на дистрибутивные полурешетки с нулем. Сде-
лаем несколько замечаний по этому поводу.

Пусть L (= 〈L,∨〉) — дистрибутивная полурешетка (с нулем), s(L) — мно-
жество всех простых идеалов L, тогда стоуновская топология TSt (= TSt(L))
задается предбазисом (на самом деле базисом) множеств вида r(a) 
 {P | P ∈
s(L), a 6∈ P}, a ∈ L. Лемма 4 в [7, гл 2] показывает, что множества вида r(a),
a ∈ L, — это в точности все компактные открытые множества в TSt, а отоб-
ражение a 7→ r(a), a ∈ L, есть изоморфизм полурешетки 〈L,∨〉 и полурешетки
〈C(TSt),∪〉, где C(TSt) — это подполурешетка всех компактных элементов ре-
шетки 〈TSt,∪,∩〉. Отсюда следует, что 〈TSt,∪,∩〉 является алгебраической ре-
шеткой (см. [7, гл. 2, § 3]). Замечание после леммы 6 из [7, гл. 2] показывает
(свойство (с)), что стоуновское пространство s(L) (〈s(L), TSt〉) является трез-
вым.

Теперь можно уточнить теорему 8 из [7, гл. 2].

Теорема. Топологическое пространство 〈X,T 〉 гомеоморфно стоуновско-
му пространству s(L) подходящей дистрибутивной полурешетки с нулем тогда
и только тогда, когда

(S1) 〈X,T 〉 — отделимое пространство, в котором открытые компактные
подмножества образуют базис открытых множеств,

(c) 〈X,T 〉 трезвое.

Укажем, как просто можно установить достаточность в этой теореме. Пусть
〈X,T 〉 — трезвое топологическое пространство такое, что семейство C(T ) ком-
пактных элементов из T образует базис T . Тогда решетка 〈T,∪,∩〉 алгебраи-
ческая. Полурешетка 〈C(T ),∪〉 является дистрибутивной с нулем. Тогда сто-
уновская топология TSt(C(T )) этой полурешетки — алгебраическая решетка с
подполурешеткой компактных элементов, изоморфной C(T ).

Доказательство теоремы 13 из [7, гл. 2, § 3] позволяет переформулировать
одну ее часть в следующей более точной форме: если L — алгебраическая ре-
шетка, то она изоморфна решетке всех идеалов полурешетки 〈C(L),∨〉 ее ком-
пактных элементов.

Очевидно следствие этого утверждения: если алгебраические решетки L0
и L1 имеют изоморфные подполурешетки компактных элементов (〈C(L0),∨〉 '
〈C(L1),∨〉), то они изоморфны.

Применим последнее утверждение к алгебраическим решеткам 〈T,∪,∩〉 и
〈TSt(C(T )),∪,∩〉. Изоморфизм этих решеток вместе со следствием из предло-
жения 1 влечет гомеоморфизм пространств 〈X,T 〉 и 〈s(C(T )), TSt(C(T ))〉.

Если L — дистрибутивная решетка с нулем и единицей, то стоуновское
пространство s(L) является спектральным. Если 〈X,T 〉 — спектральное про-
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странство, то C(T ) — дистрибутивная решетка с нулем и единицей (и 〈X,T 〉 '
s(C(T ))).

В работе [8] автор предложил определение пространства Spec S для любой
полутопологической полурешетки S = 〈S,∨, T 〉. Если 〈S,∨〉 — дистрибутивная
полурешетка, а T — дискретная топология на S, то Spec S совпадает со стоунов-
ским пространством s(S). Пространство Spec S является трезвым всегда, когда
〈S,∨〉 содержит нуль (замечание после теоремы 1′ в [8]).

Конструкция S 7→ Spec S не является, вообще говоря, функтором из ка-
тегории полутопологических полурешеток в категорию топологических про-
странств. Если же рассмотреть категорию d⊥> (дискретных) дистрибутивных
решеток с нулем (⊥) и единицей (>) и гомоморфизмом решеток, сохраняющим
⊥ и >, то эта конструкция становится (контравариантным) функтором. Спра-
ведливо следующее (без труда проверяемое) важное свойство этого функтора:

если 〈Di, λij | i ≤ j ∈ I〉 — прямой спектр в категории d⊥>, D = lim−→Di — его
предел, то пространство SpecD естественно гомеоморфно пределу lim←−SpecDi

обратного спектра 〈SpecDi, Specλij | i ≤ j ∈ I〉.
Так как всякая дистрибутивная решетка D (c ⊥ и >) изоморфна прямому

пределу своих конечных подрешеток (с ⊥ и >), из этого свойства получаем
cледствие:

всякое спектральное пространство (гомеоморфное SpecD для подходяще-
го D ∈ d⊥,>) гомеоморфно обратному пределу спектра конечных (отделимых)
топологических пространств.

Нетрудно проверить, что справедливо обратное утверждение:
предел обратного спектра конечных отделимых топологических пространств

является спектральным пространством.
В оставшейся части статьи будет построен функтор ρ : D 7→ RD из катего-

рии di> всех дистрибутивных решеток с ⊥ и > с вложениями, сохраняющими ⊥
и >, в качестве морфизмов в категорию Ri коммутативных колец с вложения-
ми, сохраняющими 1, в качестве морфизмов такой, что пространства SpecD и
SpecRD гомеоморфны.

Следствием этого будет и теорема Хокстера.

2. Конструкция

Пусть k — произвольное поле, k(X) — чисто трансцендентное расширение
поля k с базисом трансцендентности X.

Для подмножества Y ⊆ X через Y ∗ обозначим множество {η0η
−1
1 | η0, η1 ∈

Y }. Заметим, что k(Y ∗) — чисто трансцендентное расширение k такое, что
k(Y ∗) = k, если |Y | ≤ 1, и если |Y | ≥ 2 и η ∈ Y, то k(Y ∗) имеет в качестве базиса
трансцендентности над k множество {η0η−1 | η0 ∈ Y \ {η}}.

Для Y ⊆ X определим кольцо нормирования RY

(
= RX

Y

)
поля k(X) так:

если Y = X, то RY 
 k(Y ) = k(X) — несобственное кольцо нормирования;
если Y 6= X и ξ ∈ X \ Y , то RY — локализация кольца многочленов

k(Y, (X \ Y )∗)[ξ] над полем k(Y, (X \ Y )∗) от ξ относительно максимального
идеала ξk(Y, (X \ Y )∗)[ξ].

Заметим, что определение кольца RY не зависит от выбора элемента ξ ∈
X \ Y.

В случае Y 6= X RY — кольцо дискретного нормирования поля k(X) с
полем вычетов, изоморфным k(Y, (X \ Y )∗). Если vRY : k(X)∗ → Z — соответ-
ствующее нормирование, то vRY (η) = 0 для η ∈ Y и vRY (ξ) = 1 для ξ ∈ X \ Y .



Спектры колец и решеток 367

Через πY обозначим естественный эпиморфизм RY → k(Y, (X \ Y )∗) на поле,
изоморфное полю вычетов; m(RY ) — единственный максимальный идеал RY —
является ядром этого гомоморфизма.

Если Y0, Y1 — собственные подмножества X и Y0 6= Y1, то RY0 и RY1 —
не сравнимые по включению кольца (дискретного) нормирования поля k(X).
Действительно, если η ∈ Y0 \ Y1, ξ ∈ X \ Y0, то vRY0

(η) = 0, vRY0
(η) = 1,

vRY0
(ξ) = 1, vRY0

(ξ−1) ∈ {0,−1} и η−1 ∈ RY0 , η−1 6∈ RY1 ; ηξ−1 6∈ RY0 , ηξ−1 ∈ RY1 .

Предложение 2. Пусть S 
 {Y0, . . . , Yn}— семейство попарно различных
собственных подмножеств X, RS 


⋂
i≤n

RYi ,

πS : RS →
∏
i≤n

k(Yi, (X \ Yi)∗)

— гомоморфизм, определенный эпиморфизмами πYi (и включениями RS ≤ RYi),
i ≤ n. Тогда KerπS =

⋂
i≤n

m(RYi) — радикал Джекобсона кольца RS и πS явля-

ется эпиморфизмом.

Это следует из [5, гл. 6, § 7, предложение 2]. �

Установим еще одно нужное для дальнейшего свойство кольца RS , опреде-
ленного в предложении 2.

Предложение 3. Пусть R ≤ RS — подкольцо кольца RS , содержащее ра-
дикал Джекобсона J(RS) кольца RS . Если p — ненулевой простой идеал кольца
R, то J(RS) ≤ p.

Предположим противное, и пусть a ∈ J(RS)\p. Выберем ненулевой элемент
b в p (p 6= {0}!). Пусть ni 
 vRYi (b), i ≤ n; N 
 max

i≤n
ni. Так как vRYi (a) ≥ 1 для

всех i ≤ n (a ∈ J(RS) =
⋂
i≤n

m(RYi)), то

b−1aN+1 ∈ J(RS) ≤ R, aN+1 = b(b−1aN+1) ∈ p.

Тогда a ∈ p, ибо p — простой идеал; противоречие. �

Пусть W — фиксированное непустое конечное семейство подмножеств мно-
жества X. Для Y ∈ W пусть ↓ Y 
 {Z | Z ∈ W , Z ⊆ Y }; для подсемейства
W0 ⊆W

↓W0 

⋃
{↓ Y | Y ∈W0};

семейство W0 ⊆W нижнее, если ↓W0 = W0.
Пусть Y ∈W, обозначим через RY кольцо

(RY 
)k(Y ) ∩
⋂

Z∈↓Y

RZ

(
=

⋂
Z∈↓Y

RY
Z

)
.

Для нижнего семейства W0 ⊆W полагаем

RW0

(
= RY

W0

)



{
f | f ∈

∏
Y ∈W0

RY , ∀Y ∈W0∀Z ∈↓ Y (f(Z) = πZf(Y )
}

(заметим, что если Z ∈↓ Y , то RY ⊆ RZ).
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Если Y ∈ W0, то через pY
(
pW0
Y

)
обозначим проекцию RW0 в RY (pY (f) 


f(Y ) для f ∈ RW0 ≤
∏

Z∈W0

RZ). Если Z, Y ∈ W0 и Z ⊆ Y, то коммутативна

диаграмма

�
�	

@
@R

pY pZ
RW0

RY -

πZ � RY

RZ .

Для нижних семейств W0 ⊆W1 (⊆W ) естественно определен гомоморфизм
ограничения

pW1W0 : RW1 → RW0 , pW1W0(f) 
 f � W0, f ∈ RW1 .

Заметим, что если Y ∈W0, то коммутативна диаграмма

@
@R

�
�	

RW1 RW0

RY

pW1
Y

-
pW1W0

pW0
Y .

Установим ряд важных технических утверждений.

Предложение 4. Пусть Y ∈ W и ↓ Y − 
↓ Y \ {Y } 6= ∅, тогда гомомор-
физм p↓Y ↓Y − : R↓Y → R↓Y − является эпиморфизмом.

Заметим, что RY =
⋂

Z∈↓Y −
RY
Z . Так как кольца дискретного нормирова-

ния RY
Z , Z ∈↓ Y − поля k(Y ) не сравнимы по включению, то фактор-кольцо

RY /J(RY ) кольца RY по радикалу Джекобсона J(RY ) этого кольца изоморфно∏
Z∈↓Y −

k(Z, (Y \ Z)∗) (предложение 2).

Пусть
π̄Y : RY →

∏
Z∈↓Y −

k(Z, (Y \ Z)∗)

— соответствующий эпиморфизм. Заметим, что для Z ∈↓ Y − и r ∈ RY имеет
место равенство pZ π̄Y (r) = πZ(r).

Имеют место естественные вложения

R↓Y − ≤
∏

Z∈↓Y −

RZ ≤
∏

Z∈↓Y −

k(Z) ≤
∏

Z∈↓Y −

k(Z, (Y \ Z)∗).

Полагаем R
Y


 π̄−1
Y (R↓Y −); имеем J(RY ) ≤ R

Y ≤ RY . Определим гомо-
морфизм ϕY : r 7→ fr из R

Y
в

∏
Z∈↓Y

RZ так:

fr(Y ) 
 r; fr(Z) 
 p↓Y
−

Z π̄Y (r), Z ∈↓ Y −.

Проверим, что fr ∈ R↓Y для любого r ∈ RY
. Пусть Z ∈↓ Y −; тогда

fr(Z) = pZ π̄Y (r) = πZ(r) = πZfr(Y ).

Пусть Z0, Z1 ∈↓ Y − и Z0 ⊆ Z1; тогда

fr(Z0) = pZ0 π̄Y (r) = πZ0pZ1 π̄Y (r) = πZ0fr(Z1)
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(равенство pZ0 π̄Y (r) = πZ0pZ1 π̄Y (r) имеет место потому, что π̄Y (r) ∈ R↓Y −).
Итак, гомоморфизм ϕY : r 7→ fr является гомоморфизмом (вложением) из R

Y

в R↓Y . Проверим, что ϕY является изоморфизмом. Пусть f ∈ R↓Y , r 
 f(Y );
тогда для любого Z ∈↓ Y

f(Z) = πZf(Y ) = πZ(r) = pZ π̄Y (r) = fr(Z).

Отсюда получаем, что f = fr. Рассмотрение коммутативной диаграммы

@
@R

�
�	

R
Y

R↓Y

R↓Y −

π̄Y

-
ϕY

p↓Y ↓Y −

показывает, что p↓Y ↓Y − — эпиморфизм, так как из определения R
Y

следует, что
π̄Y — эпиморфизм. �

Следствие. R↓Y ' R
Y

, J(RY ) ≤ R
Y ≤ RY , R↓Y − ' R

Y
/J(RY ).

Вытекает из доказательства предложения 4. �

Предложение 5. Пусть W0 и W1 — не сравнимые по включению нижние
подсемейства W ; W∗ 
 W0 ∩W1. Если W∗ 6= ∅, то кольцо RW0∪W1 естественно
изоморфно кольцу RW0 ×RW∗

RW1 ; если W∗ = ∅, то RW0∪W1 ' RW0 ×RW1 .
Рассмотрим случай W∗ 6= ∅. Заметим, что тогда W∗ — непустое нижнее

семейство. Пусть f0 ∈ RW0 , f1 ∈ RW1 и 〈f0, f1〉 ∈ RW0 ×RW∗
RW1 , т. е.

πW0W∗f0 = f0 � W∗ = πW1W∗f1 = f1 � W∗.

Тогда однозначно определен элемент f0 ∪ f1 ∈
∏

Y ∈W0∪W1

RY такой, что

(f0 ∪ f1) � W0 = f0, (f0 ∪ f1) � W1 = f1.

Тривиальная проверка показывает, что f0 ∪ f1 ∈ RW0∪W1 . Таким образом опре-
делено вложение 〈f0, f1〉 7→ f0 ∪ f1 из RW0 ×RW∗

RW1 в RW0∪W1 . Обратным
является отображение: f 7→ 〈f � W0, f � W1〉, f ∈ RW0∪W1 . Следовательно,
RW0∪W1 и RW0 ×RW∗

RW1 естественно изоморфны.
Случай, когда W∗ = ∅, рассматривается аналогично (проще). �

Следствие. Если W∗ 6= ∅, а гомоморфизмы pWiW∗ являются эпиморфиз-
мами, i = 0, 1, то и гомоморфизмы pW0∪W1,Wi , i = 0, 1, — эпиморфизмы. Если
W∗ = ∅, то гомоморфизмы pW0∪W1,Wi , i = 0, 1, являются эпиморфизмами. �

Предложение 6. Если ∅ 6= W0 ⊆ W1 — нижние подсемейства, то гомо-
морфизм pW1W0 : RW1 → RW0 является эпиморфизмом.

Доказательство проводится индукцией по числу элементов |W1| семей-
ства W1. Если |W1| = 1, то W0 = W1, и доказывать нечего.

Пусть теорема справедлива для всех семейств W0 ⊆W1 таких, что |W1| ≤ n.
Пусть W0 ⊆W1 и |W1| = n+1. Не уменьшая общности, будем предполагать,

что W0 6= W1.
Возможны два случая.

Случай 1. W1 имеет наибольший (по включению) элемент Y.
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Тогда W1 =↓ Y, W0 ⊆↓ Y − ⊂↓ Y и | ↓ Y −| = n. Индукционное предположе-
ние и предложение 4 устанавливают, что pW1W0 является эпиморфизмом.

Случай 2. W1 имеет более одного максимального по включению элемента.
Пусть Y — один из максимальных элементов 〈W1,⊆〉 такой, что Y ∈W1\W0.

Тогда, полагая W ′ 
↓ Y , W ′ 
 W1\{Y }, будем иметь |W ′| ≤ n, |W ′′| = n, W0 ⊆
W ′′. Индукционное предположение и следствие к предложению 5 показывают,
что pW1W ′′ = pW ′∪W ′′W ′′ и pW ′′W0 — эпиморфизмы, следовательно, и pW1W0 =
pW ′′W0pW1W ′′ — эпиморфизм. �

Установим теперь одну из основных теорем.

Теорема 1. Пусть W0 — непустое нижнее семейство. Отображение

ε (= εW0) : Y 7→ Ker p(W0)
Y , Y ∈W0,

является дуальным изоморфизмом упорядоченных (по включению) множеств
〈W0,⊆〉 и 〈SpecRW0 ,⊆〉.

Заметим сначала, что для любого Y ∈ W0 кольцо RY ⊆ k(Y ) целостное,
следовательно, ядро Ker pY гомоморфизма pY : RW0 → RY является простым
идеалом кольца RW0(Ker pY ∈ SpecRW0). Если Y,Z ∈ W0 и Z ⊆ Y , то отмечен-
ная выше коммутативность диаграммы

�
�	

@
@R

pY pZ
RW0

RY -

πZ � RY
RZ

показывает, что Ker pY ⊆ Ker pZ (Ker pZ ⊇ Ker pY ).
Если W0 ⊆W1 — нижние семейства, Y ∈W0, то коммутативность диаграм-

мы

@
@R

�
�	

RW1 RW0

RY

pW1
Y

-
pW1W0

pW0
Y

влечет равенство p∗W1W0
εW0(Y ) = εW1(Y ), где p∗W1W0

: SpecRW0 → SpecRW0 —
отображение (вложение) спектров, индуцированное эпиморфизмом pW1W0 : RW1

→ RW0 .
Если «отождествить» SpecRW0 с p∗W1W0

(SpecRW0) ⊆ SpecRW1 , то отмечен-
ное выше свойство можно записать так: εW1 � W0 = εW0 .

Докажем теперь индукцией по числу элементов |W0| семейства W0, что
отображение ε разнозначно и ε(W0) = SpecRW0 .

Пусть W0 одноэлементно, тогда RY = k(Y ) — поле, R{Y } = RY и ε(W0) =
{{0}} = Spec k(Y ) = Spec k(Y ). Пусть утверждение установлено для всех ниж-
них семейств мощности n ≥ 1, и пусть W0 таково, что |W0| = n+ 1.

Случай 1. Семейство W0 имеет наибольший по включению элемент Y .
Тогда W0 =↓ Y и ε(Y ) = Ker pY = {0} по следствию к предложению 2.

Пусть p 6= 0 ∈ SpecRW0 = R
Y
. Тогда по следствию к предложению 2 и предло-

жению 3 имеет место включение p ≥ J(RY ). Поэтому

p/J(RY ) ∈ SpecR
Y
/J(RY ); R

Y
/J(RY ) ' R↓Y − .
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Так как | ↓ Y −| = n, то по индукционному предположению найдется единствен-
ный Z ∈↓ Y − такой, что ε↓Y

−
(Z) соответствует простому идеалу p/J(RY ) при

изоморфизме R↓Y − ' R
Y
/J(RY ), т. е. коммутативна диаграмма

R↓Y (' R
Y

) R
Y
/J(RY )- R↓Y −-∼

?

RZ

Q
Q

QQs

�
�

��+p↓YZ
p↓Y

−

Z .

Отсюда следует, что p = ε(Z), т. е. SpecR↓Y = ε(W↓Y ). Разнозначность ε↓Y

очевидна.

Случай 2. Семейство W0 имеет более одного максимального элемента.
Как в доказательстве предложения 6, можно найти собственные нижние

подсемейства W ′,W ′′ ⊂ W0 такие, что W ′ ∪W ′′ = W0. Тогда в соответствии с
предложением 5 RW0 ' RW ′ ×RW∗

RW ′′ , где W∗ 
 W ′∩W ′′ (RW0 ' RW ′ ×RW ′′ ,
если W ′ ∩ W ′′ = ∅). Индукционное предположение показывает, что отобра-
жения εW

′
: W ′ → SpecRW ′ , εW

′′
: W ′′ → SpecRW ′′ являются разнозначными

отображениями «на». По предложениям 5, 6 и свойству 3 функтора Spec можно
считать, что

SpecRW0 = SpecRW ′ ∪SpecRW∗
SpecRW ′′ .

Отмеченное выше свойство εW0 � W ′ = εW
′
, εW0 � W ′′ = εW

′′
показывает,

что εW0 разнозначно и εW0(W0) = SpecRW0 .
Итак, установлено, что εW0(W0) = SpecRW0 .
Покажем теперь, что если Y,Z ∈W0 и Y 6⊆ Z, то εW0(Z) 6⊆ εW0(Y ).
Достаточно рассмотреть случай, когда W0 =↓ Y ∪ ↓ Z. Так как Y 6∈↓ Z и

Y максимально в W0, то εW0(Y ) минимален в SpecRW0 и εW0(Y ) 6∈ SpecR↓Z ;
SpecR↓Z — верхнее множество в 〈SpecRW0 ,⊆〉 и ε(Z) ∈ SpecR↓Z . Отсюда и
следует, что εW0(Z) 6⊆ εW0(Y ).

Теорема доказана. �

Следствие. Для любого конечного частично упорядоченного множества
〈X,≤〉 существует кольцо R такое, что частично упорядоченные множества
〈X,≤〉 и 〈SpecR,⊆〉 изоморфны.

Рассмотрим семейство

W 
 {↑ ξ | ξ ∈ X}, ↑ ξ 
 {ξ′ | ξ′ ∈ X, ξ ≤ ξ′}

подмножеств X. Тогда соответствие ξ 7→↑ ξ, ξ ∈ X, устанавливает дуаль-
ный изоморфизм между 〈X,≤〉 и 〈W,⊆〉. Для кольца RW по теореме 1 имеем:
〈SpecRW ,⊆〉 дуально изоморфно 〈W,⊆〉, следовательно, 〈SpecRW ,⊆〉 изоморф-
но 〈X,≤〉. �

Рассмотрим следующее функторное свойство конструкции кольца RX
W .

Пусть W , как выше, непустое конечное семейство подмножеств множества
X; X ′ ⊆ X, W ′ 
 W � X ′ (= {Y ∩X ′ | Y ∈W}).

Теорема 2. Имеется естественно определенное вложение

µ (= µX′,X) : RX′

W ′ → RX
W
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колец такое, что для любого Y ∈W имеет место равенство

µ∗εXW (Y ) = εX
′′

W ′ (Y ∩X ′).

Пусть Y ∈W , Y ′ 
 Y ∩X ′ ∈W ′. Вводя более сложные обозначения

RY
W 
 k(Y ) ∩

⋂{
RY
Z | Z ⊆ Y, Z ∈W

}
,

RY ′

W ′ 
 k(Y ′) ∩
⋂{

RY ′

Z′ | Z ′ ⊆ Y ′, Z ′ ∈W ′},
нетрудно проверить соотношение RY

W ∩ k(Y ′) = RY ′

W ′ . Это следует из того, что
RY
Z ∩k(Y ′) = RY ′

Z′ для Z ⊆ Y. Итак, имеются естественные вложения λY : RY ′

W ′ →
RY
W , Y ∈ W. Если Z ⊆ Y , Z, Y ∈ W , Y ′ = Y ∩X ′, Z ′ = Z ∩X ′, a ∈ RY ′

W ′ ≤ RY
W ,

то πZ′(a) = πZ(a).
Вложение µ : RX′

W ′ → RX
W определим так: для

f ′ ∈ RX′

W ′ ≤
∏

Y ′∈W ′

RY ′

W ′ , Y ∈W,

положим
µ(f ′)(Y ) 
 λY (f ′(Y ′)).

Из отмеченного выше соотношения πZ′(a) = πZ(a) для a ∈ RY ′

W ′

(
≤ RY

W

)
легко вытекает, что µ(f ′) ∈ RX

W . Очевидная коммутативность диаграммы

RX′

W ′
µ−−−−→ RX

W

pW
′

Y ′

y ypWY
RY ′

W ′
λY−−−−→ RY

W

для Y ∈W , Y ′ = Y ∩X ′ устанавливает равенство µ∗εXW (Y ) = εX
′

W ′(Y ′).
Теорема доказана. �

Из определения вложения µX′,X легко следует и соотношение µX′′,X =
µX′,XµX′′,X′ для X ′′ ⊆ X ′ ⊆ X.

3. Функтор ρ

Определим функтор ρ сначала на категории dϕ конечных дистрибутивных
решеток с вложениями (сохраняющими ⊥ и >).

Пусть D = 〈D,∨,∧,⊥,>〉 — конечная дистрибутивная решетка, пусть Φ(D)
— семейство всех простых фильтров решетки D; Φ(D) ⊆ P (D) и 〈Φ(D),⊆〉
как частично упорядоченное множество дуально изоморфно 〈SpecD,⊆〉 (� 7→
D \ �, � ∈ Φ(D)).

Рассматривая элементы решетки D как трансцендентные элементы над по-
лем k, можно определить кольцо RΦ(D), взяв в качестве семейства W из преды-
дущего параграфа семейство Φ(D). Тогда по теореме 1 имеем дуальный изомор-
физм между 〈Φ(D),⊆〉 и 〈SpecRΦ(D),⊆〉, а следовательно, изоморфизм между
〈SpecD,⊆〉 и 〈SpecRΦ(D),⊆〉 и гомеоморфизм λD между SpecD и SpecRΦ(D).

Пусть D0 ⊆ D — подрешетка D (содержащая ⊥ и >). Без труда прове-
ряется, что если � ∈ Φ(D), то � ∩ D0 ∈ Φ(D0) и Φ(D0) = Φ(D) � D0. Это
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замечание позволяет определить вложение ρ(iD0,D) 
 µD0,D1 : RΦ(D0) → RΦ(D),
и теорема 2 позволяет утверждать, что коммутативна диаграмма

SpecD λD−−−−→ SpecRΦ(D)

Spec iD0,D

y ySpecµD0,D

SpecD0
λD0−−−−→ SpecRΦ(D0),

где iD0,D1 : D0 → D — вложение.
Упрощая обозначения, будем писать RD вместо RΦ(D) для конечной дис-

трибутивной решетки D.
Пусть D — произвольная дистрибутивная решетка с ⊥,>; пусть Pω(D) 


{D0 | D0 — конечная подрешетка D,⊥,> ∈ D0}; Pω(D) вместе с вложениями
образует прямой спектр конечных дистрибутивных решеток и D естественно
изоморфно его прямому пределу lim−→Pω(D). Заметим, что тогда система колец
RD0 , D0 ∈ Pω(D), и вложений µD0,D1 , D0 ⊆ D1 ∈ Pω(D), образует прямой спектр
колец. Полагаем RD 
 lim−→{RD0 ; D0 ∈ Pω(D)}. Если D′ ⊆ D — подрешетка
D (содержащая ⊥ и >), то Pω(D′) ⊆ Pω(D) и имеется естественное вложение
µD′,D : RD′ → RD.

Так функтор ρ : D 7→ RD расширяется с категории dϕ на категорию di⊥>
всех дистрибутивных решеток с ⊥ и > с вложениями, сохраняющими ⊥ и > в
качестве морфизмов.

Остается заметить, что спектры SpecD и SpecRD гомеоморфны, но это
следует из того, что

SpecD ' Spec lim−→
D0∈Pω(D)

D0 ' lim←−
D0∈Pω(D)

SpecD0

' lim←−
D0∈Pω(D)

SpecRD0 ' Spec lim−→
D0∈Pω(D)

RD0 = SpecRD0 .

Замечание. На самом деле ρ является функтором из vi⊥> в более узкую
категорию, чем Ri, — категорию полупростых алгебр над полем k (с единицей
и вложениями).
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