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О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ

С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ

Г. В. Демиденко, В. А. Лихошвай

Аннотация: Изучены предельные свойства решений одного класса систем диффе-
ренциальных уравнений при неограниченном увеличении числа уравнений и неко-
торых параметров. Установлена тесная связь между решениями этих систем и
решениями дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. Дока-
занные теоремы о сходимости представляют новый метод аппроксимации решений
нелинейных дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом.

Ключевые слова: системы с бесконечным числом обыкновенных дифференци-
альных уравнений, дифференциальные уравнения с запаздывающим аргументом.

§ 1. Введение

Мы продолжаем исследования связей между решениями систем из боль-
шого числа обыкновенных дифференциальных уравнений и решениями диф-
ференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. Первый результат в
этом направлении был получен в работе [1] при изучении системы дифферен-
циальных уравнений:

dx1

dt
= g(xn)− n− 1

τ
x1,

dxi
dt

=
n− 1
τ

(xi−1 − xi), i = 2, . . . , n− 1,

dxn
dt

=
n− 1
τ

xn−1 − θxn,

(1.1)

возникающей при моделировании фундаментальных процессов транскрипции и
трансляции в генных сетях [2]. Нами было установлено [1], что если неограни-
ченно увеличивать число уравнений n в системе (1.1) и рассматривать только
последние компоненты решения задачи Коши с нулевыми начальными данными
x|t=0 = 0, то мы получим равномерно сходящуюся последовательность

xnn(t) → y(t), n→∞, t ∈ [0, T ],

при этом предельная функция y(t) удовлетворяет тождеству

dy(t)
dt

≡ −θy(t) + g(y(t− τ)), t > τ,
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т. е. функция y(t) является решением дифференциального уравнения с запаз-
дывающим аргументом.

В данной работе рассматриваем задачу Коши для системы дифференци-
альных уравнений:

dx1

dt
= qθyn −

n− 1
τ

x1,

dxi
dt

=
n− 1
τ

(xi−1 − xi), i = 2, . . . , n− 1,

dxn
dt

=
n− 1
τ

xn−1 − θxn,

dyn
dt

= f(yn, xn),

(1.2)

x1|t=0 = · · · = xn|t=0 = 0, yn|t=0 = y0, (1.3)

где 1 > q > 0, τ > 0, θ > 0 — параметры. Исследуем связь этой задачи Коши с
уравнением с запаздывающим аргументом

dy

dt
= f(y(t), qy(t− τ)), t > τ. (1.4)

Устанавливаем, что некоторый класс решений уравнения (1.4) может быть пред-
ставлен как повторный предел

lim
θ→∞

lim
n→∞

yn(t, θ) = y(t),

где yn(t, θ) — последняя компонента решения задачи Коши (1.2), (1.3).

§ 2. Системы с бесконечным числом
дифференциальных уравнений

Рассмотрим задачу Коши (1.2), (1.3), предполагая, что функция f(u, v)
ограничена и удовлетворяет условию Липшица:

sup
u,v∈R

|f(u, v)| = F <∞, |f(u1, v1)− f(u2, v2)| ≤ L1|u1− u2|+L2|v1− v2|. (2.1)

Следовательно, задача однозначно разрешима.
Последние две компоненты решения задачи (1.2), (1.3) являются решения-

ми следующей системы интегральных уравнений:

xn(t) = qθ

t∫
0

ψn(t− s)yn(s) ds, (2.2)

yn(t) = y0 +
t∫

0

f(yn(s), xn(s)) ds, (2.3)

где

ψn(t) =
e−θt

(1− θτ
n−1 )n−1

Sn(t), (2.4)

Sn(t) = 1− e−ωt
n−2∑
k=0

(ωt)k

k!
, ω =

n− 1
τ

− θ. (2.5)
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Действительно, уравнение (2.2) получаем, учитывая начальные условия x|t=0 =
0 и формулу Коши, примененную к первым n уравнениям (1.2) (см., например,
[3]). Уравнение (2.3) получается простым интегрированием последнего уравне-
ния (1.2).

Будем теперь рассматривать серию задач Коши вида (1.2), (1.3), получа-
ющуюся при неограниченном увеличении числа уравнений n. Решая каждую
из задач и рассматривая только последние две компоненты решений, получим
последовательность вектор-функций {zn(t)}, zn(t) = (xn(t), yn(t)). Из следу-
ющей теоремы вытекает, что эта последовательность является сходящейся в
пространстве непрерывных вектор-функций C[0, T ]× C[0, T ].

Теорема 1. Пусть T > τ такое, что выполнены неравенства

T <
1− q(1− e−θT )

L1
, T <

1
L2
. (2.6)

Тогда последовательность {zn(t)} является равномерно сходящейся на отрезке
[0, T ].

Доказательство. В силу полноты пространства C[0, T ]×C[0, T ] для дока-
зательства теоремы достаточно показать, что последовательность {zn(t)} явля-
ется фундаментальной. При доказательстве этого факта мы будем существенно
использовать свойства функции Sn(t), установленные в работе [1]. Сформули-
руем их в виде двух лемм.

Лемма 1. Пусть t = τp, p > 1, np =
[ pθτ
p−1

]
+ 1. Тогда при n ≥ np имеет

место оценка

|Sn+1(t)− 1| < 1√
2π(n− 1)(p(1− θτ

n )− 1)

(
p

ep−1

)n

epθτ
(

1− θτ

n

)n

.

Лемма 2. Пусть t = τ/p, p > 1, тогда при n > θτ имеет место оценка

|Sn+1(t)| <
1√

2πn(1− 1
p (1− θτ

n ))

(
e1−

1
p (1− θτ

n ) 1
p

(
1− θτ

n

))n

.

Как уже отмечалось, компоненты вектор-функции zn(t) удовлетворяют си-
стеме интегральных уравнений (2.2), (2.3). Поэтому в силу ограниченности
функции f(u, v) из уравнения (2.3) вытекает, что на любом отрезке [0, T ] после-
довательность {yn(t)} является ограниченной:

max
[0,T ]

|yn(t)| ≤ |y0|+ TF = Y. (2.7)

Вначале оценим модуль разности |xn+l(t) − xn(t)| для любых n, l. В силу
(2.2) имеем

xn+l(t)− xn(t) = qθ

t∫
0

(ψn+l(t− s)− ψn(t− s))yn+l(s)) ds

+ qθ

t∫
0

ψn(t− s)(yn+l(s)− yn(s)) ds = I1
n,l(t) + I2

n,l(t). (2.8)
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Рассмотрим первый интеграл I1
n,l(t). Используя определения (2.4), (2.5),

запишем его в виде

I1
n,l(t) = An,l qθ

t∫
0

e−θ(t−s)Sn+l(t− s)yn+l(s) ds

+
qθ

(1− θτ
n−1 )n−1

t∫
0

e−θ(t−s)(Sn+l(t− s)− Sn(t− s))yn+l(s) ds = I1,1
n,l (t) + I1,2

n,l (t),
(2.9)

где

An,l =
(

1
(1− θτ

n+l−1 )n+l−1
− 1

(1− θτ
n−1 )n−1

)
→ 0, n→∞. (2.10)

Из определения (2.5) следует, что |Sm(t)| ≤ 1, t ≥ 0, поэтому, учитывая
оценку (2.7), получим неравенство для первого слагаемого в (2.9):

max
t∈[0, T ]

∣∣I1,1
n,l (t)

∣∣ ≤ An,l qY (1− e−θT ). (2.11)

Оценим второе слагаемое в (2.9), переписав его в виде

I1,2
n,l (t) =

qθ

(1− θτ
n−1 )n−1

t∫
0

e−θξ(Sn+l(ξ)− Sn(ξ))yn+l(t− ξ) dξ. (2.12)

В силу леммы 2 для любого ε ∈ (0, 1) при 0 ≤ ξ ≤ τ(1− ε) и n > θτ имеем

|Sn(ξ)| ≤ 1√
2πn ε

.

Тогда, учитывая неравенство (2.7), получим

max
t∈[0, τ(1−ε)]

∣∣I1,2
n,l (t)

∣∣ ≤ qY (1− e−θτ )
√
nε(1− θτ

n−1 )n−1
, (2.13)

max
t∈[τ(1−ε), τ(1+ε)]

∣∣I1,2
n,l (t)

∣∣ ≤ qY

(1− θτ
n−1 )n−1

(
1− e−θτ√

nε
+ 4ετθ

)
. (2.14)

Оценим теперь I1,2
n,l (t) на отрезке [τ(1 + ε), T ]. Перепишем представление

(2.12) в виде

I1,2
n,l (t) =

qθ

(1− θτ
n−1 )n−1

 τ(1−ε)∫
0

e−θξ(Sn+l(ξ)− Sn(ξ))yn+l(t− ξ) dξ

+

τ(1+ε)∫
τ(1−ε)

e−θξ(Sn+l(ξ)− Sn(ξ))yn+l(t− ξ) dξ

+
t∫

τ(1+ε)

e−θξ((Sn+l(ξ)−1)−(Sn(ξ)−1))yn+l(t−ξ) dξ

 = J1
n,l(t)+J

2
n,l(t)+J

3
n,l(t).
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Для первых двух слагаемых справедливы оценки вида (2.13), (2.14). Для полу-
чения оценки третьего слагаемого воспользуемся неравенством

|Sn(ξ)− 1| ≤ eθ(ξ−τ)
√
n ε

, τ(1 + ε) ≤ ξ ≤ T, n >
2θτ(1 + ε)

ε
+ 4,

которое вытекает из леммы 1. Тогда получим

max
t∈[τ(1+ε), T ]

∣∣J3
n,l(t)

∣∣ ≤ 2qY (T − τ)e−θτ
√
nε(1− θτ

n−1 )n−1
.

Следовательно, при n > 2θτ(1+ε)
ε + 4 имеем неравенство

max
t∈[τ(1+ε), T ]

∣∣I1,2
n,l (t)

∣∣ ≤ qY

(1− θτ
n−1 )n−1

(
1− e−θτ√

nε
+ 4ετθ +

2(T − τ)e−θτ√
nε

)
. (2.15)

Из неравенств (2.13)–(2.15) непосредственно вытекает следующая оценка
для второго слагаемого в (2.9):

max
t∈[0, T ]

∣∣I1,2
n,l (t)

∣∣ ≤ qY

(1− θτ
n−1 )n−1

(
1− e−θτ√

nε
+ 4ετθ +

2(T − τ)e−θτ√
nε

)
, (2.16)

n >
2θτ(1 + ε)

ε
+ 4.

Воспользуемся теперь произволом ε > 0, положив ε = n−1/4. Учитывая
представление (2.9), из неравенств (2.11), (2.16) при n > 4(θτn1/4 + 1) и любого
l ≥ 1 получим оценку

max
t∈[0, T ]

∣∣I1
n,l(t)

∣∣ ≤ An,lqY (1− e−θT )

+ n−1/4 qY

(1− θτ
n−1 )n−1

(1− e−θτ + 4τθ + 2(T − τ)e−θτ ). (2.17)

Следовательно, первый интеграл I1
n,l(t) в формуле (2.8) стремится к нулю при

n→∞ для любого l ≥ 1.
Рассмотрим второй интеграл I2

n,l(t) в формуле (2.8). Из определения, оче-
видно, имеем

max
t∈[0, T ]

∣∣I2
n,l(t)

∣∣ ≤ qθ

T∫
0

|ψn(ξ)|dξ max
s∈[0, T ]

|yn+l(s)− yn(s)|. (2.18)

Обозначим

�n =
T∫

0

|ψn(ξ)| dξ.

Учитывая определение функции ψn(ξ) и леммы 1, 2, по теореме Лебега получа-
ем

� = lim
n→∞

�n = eθτ
T∫
τ

e−θξdξ =
1− e−θ(T−τ)

θ
.

Поскольку θ > 0, τ > 0, то

� <
1− e−θT

θ
.
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Следовательно, существует n0 такое, что при n ≥ n0, l ≥ 1

�n ≤
1− e−θT

θ
.

В силу сказанного из представления (2.8) и неравенства (2.18) при n ≥ n0
получаем следующую оценку:

max
t∈[0,T ]

|xn+l(t)−xn(t)| ≤ max
t∈[0,T ]

∣∣I1
n,l(t)

∣∣+ q(1− e−θT ) max
t∈[0,T ]

|yn+l(t)− yn(t)|. (2.19)

С другой стороны, учитывая равенство (2.3), имеем

yn+l(t)− yn(t) =
t∫

0

(f(yn+l(s), xn+l(s))− f(yn(s), xn(s))) ds.

Отсюда ввиду условия Липшица (2.1)

max
t∈[0,T ]

|yn+l(t)− yn(t)| ≤ T (L1 max
t∈[0,T ]

|yn+l(t)− yn(t)|+ L2 max
t∈[0,T ]

|xn+l(t)− xn(t)|).

Теперь, суммируя (2.19) и эту оценку, получаем

max
t∈[0,T ]

|xn+l(t)− xn(t)|+ max
t∈[0,T ]

|yn+l(t)− yn(t)|

≤ max
t∈[0,T ]

∣∣I1
n,l(t)

∣∣ + (q(1− e−θT ) + TL1) max
t∈[0,T ]

|yn+l(t)− yn(t)|

+ TL2 max
t∈[0,T ]

|xn+l(t)− xn(t)|

или, в эквивалентном виде,

(1− TL2) max
t∈[0,T ]

|xn+l(t)− xn(t)|

+ (1− q(1− e−θT )− TL1) max
t∈[0,T ]

|yn+l(t)− yn(t)| ≤ max
t∈[0,T ]

∣∣I1
n,l(t)

∣∣.
Следовательно, если число T > τ удовлетворяет условиям (2.6), то в силу (2.10),
(2.17) для любого l ≥ 1 имеет место сходимость

max
t∈[0,T ]

|xn+l(t)− xn(t)|+ max
t∈[0,T ]

|yn+l(t)− yn(t)| → 0, n→∞,

т. е. последовательность {zn(t)} является фундаментальной в пространстве
C[0, T ]× C[0, T ]. Тогда вследствие полноты существует вектор-функция

z(t) = lim
n→∞

zn(t) ∈ C[0, T ]× C[0, T ].

Теорема доказана.

В дальнейшем нас будет интересовать случай, когда параметр θ является
достаточно большим. Поэтому приведем чуть более грубый результат о сходи-
мости последовательности {zn(t)}, непосредственно вытекающий из теоремы и
лемм 1, 2.
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Следствие. Пусть

τ < T < min
{

1− q

L1
,

1
L2

}
. (2.20)

Тогда последовательность {zn(t)} равномерно сходится на отрезке [0, T ], при
этом предельная вектор-функция z(t) = (x(t), y(t)) является решением системы
интегральных уравнений

x(t) = qθ

t−τ∫
0

e−θ(t−τ−s)y(s) ds, t > τ, (2.21)

y(t) = y0 +
t∫

0

f(y(s), x(s)) ds, (2.22)

x(t) = 0, t ∈ [0, τ ].
Замечание. Из (2.21), (2.22) следует, что на интервале (τ, T ) для предель-

ной вектор-функции z(t) = (x(t), y(t)) справедливы тождества

dx(t)
dt

≡ −θx(t) + qθy(t− τ),
dy(t)
dt

≡ f(y(t), x(t)).

Теорема 2. Пусть функция f(u, v) удовлетворяет условию (2.1) и число
T > τ определено в (2.20). Тогда система интегральных уравнений (2.21), (2.22)
имеет единственное решение z(t) = (x(t), y(t)), непрерывное на [0, T ], и x(t) =
0, t ∈ [0, τ ].

Доказательство. Существование непрерывного решения системы урав-
нений (2.21), (2.22) установлено выше. Покажем единственность.

Предположим, что существует два различных непрерывных решения

z1(t) = (x1(t), y1(t)), z2(t) = (x2(t), y2(t)),

при этом x1(t) = x2(t) = 0, t ∈ [0, τ ]. Подставляя их в (2.21), (2.22), получим
тождества, из которых очевидным образом вытекают следующие тождества:

x1(t)− x2(t) ≡ qθ

t−τ∫
0

e−θ(t−τ−s)(y1(s)− y2(s)) ds, t > τ,

y1(t)− y2(t) ≡
t∫

0

(f(y1(s), x1(s))− f(y2(s), x2(s))) ds.

Отсюда, поскольку θ ≥ 0 и выполнено условие Липшица, получаем

max
t∈[0,T ]

|x1(t)− x2(t)| ≤ q max
t∈[0,T ]

|y1(t)− y2(t)|,

max
t∈[0,T ]

|y1(t)− y2(t)| ≤ TL1 max
t∈[0,T ]

|y1(t)− y2(t)|+ TL2 max
t∈[0,T ]

|x1(t)− x2(t)|.

Суммируя эти неравенства, будем иметь

max
t∈[0,T ]

|x1(t)− x2(t)|+ max
t∈[0,T ]

|y1(t)− y2(t)|

≤ (q + TL1) max
t∈[0,T ]

|y1(t)− y2(t)|+ TL2 max
t∈[0,T ]

|x1(t)− x2(t)|.
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Поскольку
q + TL1 < 1, TL2 < 1,

то
x1(t) ≡ x2(t), y1(t) ≡ y2(t);

противоречие. Отсюда вытекает единственность решения.
Теорема доказана.

Итак, при любом фиксированном θ ≥ 0 непрерывное решение системы
(2.21), (2.22) определено корректно, при этом если менять параметр θ, то реше-
ние будет непрерывной вектор-функцией от (t, θ).

§ 3. Свойства решений
интегральной системы при θ → ∞

В этом параграфе нас будет интересовать поведение решения z(t, θ) систе-
мы (2.21), (2.22) при θ →∞. Для простоты будем рассматривать случай, когда θ
натуральное. Следовательно, решая эту систему при различных θ = m ∈ N, по-
лучим последовательность вектор-функций {zm(t)}, где zm(t) = (xm(t), ym(t)),

xm(t) ≡ qm

t−τ∫
0

e−m(t−τ−s)ym(s) ds, t > τ, (3.1)

ym(t) ≡ y0 +
t∫

0

f(ym(s), xm(s)) ds, (3.2)

при этом xm(t) ≡ 0 при t ∈ [0, τ ].

Теорема 3. Пусть функция f(u, v) удовлетворяет условию (2.1) и число
T > τ определено в (2.20). Тогда последовательность {zm(t)} является сходя-
щейся на (τ, T ] :

xm(t) → X (t), ym(t) → Y (t), m→∞, (3.3)

при этом
X (t) = qY (t− τ),

Y (t) = y0 +
t∫

0

f(Y (s), 0) ds, t ∈ [0, τ ], (3.4)

Y (t) = y0 +
τ∫

0

f(Y (s), 0) ds+
t∫

τ

f(Y (s), qY (s− τ)) ds, t ∈ (τ, T ]. (3.5)

Доказательство. Доказательство сходимости (3.3) будем проводить по-
следовательно по промежуткам (jτ, (j + 1)τ ], принадлежащим (τ, T ].

Вначале рассмотрим отрезок [0, τ ]. Поскольку xm(t) ≡ 0, из (3.2) имеем

ym(t) ≡ y0 +
t∫

0

f(ym(s), 0) ds,
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т. е. последовательность {ym(t)} является стационарной: ym(t) ≡ y(t), m ∈ N.
По определению полагаем Y (t) = y(t), t ∈ [0, τ ]. Тогда функция Y (t) при
t ∈ [0, τ ] является решением уравнения (3.4). Отсюда в силу (2.1)

max
t∈[0,τ ]

|Y (t)| ≤ |y0|+ τF. (3.6)

Рассмотрим промежуток (τ, 2τ ]. Из условия τ < t ≤ 2τ имеем 0 < t− τ ≤ τ ,
поэтому

xm(t) = qm

t−τ∫
0

e−m(t−τ−s)Y (s) ds.

Покажем, что последовательность {xm(t)} является сходящейся на (τ, 2τ ], при
этом

xm(t) → X (t) ≡ qY (t− τ), m→∞. (3.7)

Более того, сходимость является равномерной на [τ + δ, 2τ ] для любого δ > 0.
Рассмотрим разность

um(t) = xm(t)− qY (t− τ) (3.8)

и представим ее в виде

um(t) = xm(t)− qY (t− τ)(1− e−m(t−τ))− qY (t− τ)e−m(t−τ).

Поскольку

1− e−m(t−τ) = m

t−τ∫
0

e−m(t−τ−s) ds,

то

um(t) = qm

t−τ∫
0

e−m(t−τ−s)[Y (s)− Y (t− τ)] ds− qY (t− τ)e−m(t−τ).

Отсюда в силу (3.4) имеем

um(t) = qm

t−τ∫
0

e−m(t−τ−s)

 s∫
t−τ

f(Y (ξ), 0) dξ

 ds− qY (t− τ)e−m(t−τ).

Учитывая (2.1) и (3.6), получим следующее неравенство:

|um(t)| ≤ qFm

t−τ∫
0

e−m(t−τ−s)(t− τ − s) ds+ q(|y0|+ τF )e−m(t−τ)

≤ qF
1
m

∞∫
0

e−ηηdη + q(|y0|+ τF )e−m(t−τ).

Следовательно, при любом t ∈ (τ, 2τ ]

um(t) → 0, m→∞,

причем сходимость равномерна на [τ+δ, 2τ ] для любого δ > 0. В силу определе-
ния (3.8) при t ∈ (τ, 2τ ] имеем сходимость (3.7), при этом сходимость равномерна
на [τ + δ, 2τ ] для любого δ > 0.
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Покажем, что последовательность {ym(t)} является равномерно сходящей-
ся на [τ, 2τ ]:

ym(t) → Y (t), m→∞. (3.9)

В силу (3.2), очевидно, получим

ym(t) = y0 +
τ∫

0

f(ym(s), xm(s)) ds+
t∫

τ

f(ym(s), xm(s)) ds

= y0 +
τ∫

0

f(Y (s), 0) ds+
t∫

τ

f(ym(s), xm(s)) ds

= y0 +
τ∫

0

f(Y (s), 0) ds+
t∫

τ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

+
t∫

τ

f(ym(s), qY (s− τ)) ds. (3.10)

Покажем теперь, что последовательность {ym(t)}фундаментальна в C[τ, 2τ ].
Ввиду (3.10) для любого l ≥ 1 имеем

ym+l(t)− ym(t) =
t∫

τ

[f(ym+l(s), xm+l(s))− f(ym+l(s), qY (s− τ))] ds

−
t∫

τ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

+
t∫

τ

[f(ym+l(s), qY (s− τ))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

=
τ+δ∫
τ

[f(ym+l(s), xm+l(s))− f(ym+l(s), qY (s− τ))] ds

+
t∫

τ+δ

[f(ym+l(s), xm+l(s))− f(ym+l(s), qY (s− τ))] ds

−
τ+δ∫
τ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

−
t∫

τ+δ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

+
t∫

τ

[f(ym+l(s), qY (s− τ))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds.
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Отсюда, учитывая условие (2.1), получим

max
[τ,2τ ]

|ym+l(t)− ym(t)| ≤ 4δF + τL1 max
[τ,2τ ]

|ym+l(t)− ym(t)|

+ τL2 max
[τ+δ,2τ ]

|xm+l(s)− qY (s− τ)|+ τL2 max
[τ+δ,2τ ]

|xm(s)− qY (s− τ)|.

Поскольку τL1 < 1− q, то

qmax
[τ,2τ ]

|ym+l(t)− ym(t)| ≤ 4δF + τL2 max
[τ+δ,2τ ]

|xm+l(s)− qY (s− τ)|

+ τL2 max
[τ+δ,2τ ]

|xm(s)− qY (s− τ)|. (3.11)

Из произвольности δ > 0 и равномерной сходимости (3.7) следует, что после-
довательность {ym(t)} фундаментальна в C[τ, 2τ ]. Поэтому имеет место сходи-
мость (3.9).

В силу (3.7) и (3.9) в (3.2) можно перейти к пределу при m→∞ на отрезке
[τ, 2τ ] и получить (3.5). Действительно, согласно (3.2), учитывая условие (2.1),
приходим к соотношению∣∣∣∣∣∣ym(t)−

y0 +
τ∫

0

f(Y (s), 0) ds+
t∫

τ

f(Y (s), qY (s− τ)) ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

[f(ym(s), xm(s))− f(Y (s), qY (s− τ))] ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
τ+δ∫
τ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ+δ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

[f(ym(s), qY (s− τ))− f(Y (s), qY (s− τ))] ds

∣∣∣∣∣∣
≤ 2δF + τL2 max

[τ+δ,2τ ]
|xm(t)− qY (t− τ)|+ τL1 max

[τ,2τ ]
|ym(t)− Y (t)|.

Используя (3.7) и (3.9), имеем

lim
m→∞

∣∣∣∣∣∣ym(t)−

y0 +
τ∫

0

f(Y (s), 0) ds+
t∫

τ

f(Y (s), qY (s− τ)) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2δF.

Поэтому ввиду произвольности δ > 0 при t ∈ [τ, 2τ ]

ym(t) → y0 +
τ∫

0

f(Y (s), 0) ds+
t∫

τ

f(Y (s), qY (s− τ)) ds, m→∞.

С другой стороны, ym(t) → Y (t) при m→∞, и (3.5) получается из единствен-
ности предела.
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Отметим, что из (3.5) в силу условия (2.1), очевидно, будем иметь

max
t∈[0,2τ ]

|Y (t)| ≤ |y0|+ 2τF. (3.12)

Рассмотрим промежуток (2τ, 3τ ]. Из (3.1) с учетом предыдущего имеем

xm(t) = qm

τ∫
0

e−m(t−τ−s)Y (s) ds+ qm

t−τ∫
τ

e−m(t−τ−s)ym(s) ds = xm1 (t) + xm2 (t).

(3.13)
Покажем, что последовательность {xm(t)} является сходящейся на (2τ, 3τ ], при
этом имеет место сходимость (3.7). Более того, сходимость равномерна на
[2τ + δ, 3τ ] для любого сколь угодно малого δ > 0.

Прежде всего заметим, что на промежутке (2τ, 3τ ] в силу оценки (3.6) по-
лучаем неравенство

|xm1 (t)| ≤ qm

τ∫
0

e−m(t−τ−s)(|y0|+ τF ) ds = q(|y0|+ τF )(e−m(t−2τ) − e−m(t−τ)).

Отсюда
xm1 (t) → 0, m→∞, (3.14)

и сходимость равномерна на [2τ + δ, 3τ ] для любого δ > 0.
Покажем, что

xm2 (t) → qY (t− τ), m→∞, (3.15)
при этом сходимость равномерна на [2τ + δ, 3τ ] для любого δ > 0.

Рассмотрим разность

Um(t) = xm2 (t)− qY (t− τ). (3.16)

Учитывая равенство

1− e−m(t−2τ) = m

t−τ∫
τ

e−m(t−τ−s) ds, (3.17)

представим Um(t) в виде

Um(t) = qm

t−τ∫
τ

e−m(t−τ−s)(ym(s)− Y (s)) ds

+ qm

t−τ∫
τ

e−m(t−τ−s)(Y (s)− Y (t− τ)) ds− qY (t− τ)e−m(t−2τ).

Тогда в силу (3.5)

Um(t) = qm

t−τ∫
τ

e−m(t−τ−s)(ym(s)− Y (s)) ds

+ qm

t−τ∫
τ

e−m(t−τ−s)

 s∫
t−τ

f(Y (ξ), qY (ξ − τ))dξ

 ds− qY (t− τ)e−m(t−2τ)

= Um
1 (t) + Um

2 (t) + Um
3 (t).
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Учитывая равномерную сходимость (3.9) и равенство (3.17), имеем равномер-
ную сходимость

Um
1 (t) → 0, m→∞.

В силу условия (2.1), как при рассмотрении функции (3.8), очевидно, получаем
оценку ∣∣Um

2 (t)
∣∣ ≤ qF

1
m

∞∫
0

e−ηηdη,

а применяя неравенство (3.12), имеем также∣∣Um
3 (t)

∣∣ ≤ q(|y0|+ 2τF )e−m(t−2τ).

Следовательно, при любом t ∈ (2τ, 3τ ]

Um(t) → 0, m→∞,

причем сходимость является равномерной на [2τ + δ, 3τ ] для любого δ > 0.
Отсюда непосредственно вытекает сходимость (3.15).

Рассмотрим теперь последовательность {ym(t)} и покажем, что она равно-
мерно сходится на отрезке [2τ, 3τ ].

Из (3.2), очевидно, имеем

ym(t) = y0 +
τ∫

0

f(ym(s), 0) ds+
2τ∫
τ

f(ym(s), xm(s)) ds+
t∫

2τ

f(ym(s), xm(s)) ds

= ym(2τ)+
t∫

2τ

[f(ym(s), xm(s))−f(ym(s), qY (s−τ))] ds+
t∫

2τ

f(ym(s), qY (s−τ))] ds.
(3.18)

Тогда для любого l ≥ 1

ym+l(t)− ym(t)

= ym+l(2τ)− ym(2τ) +
2τ+δ∫
2τ

[f(ym+l(s), xm+l(s))− f(ym+l(s), qY (s− τ))] ds

+
t∫

2τ+δ

[f(ym+l(s), xm+l(s))− f(ym+l(s), qY (s− τ))] ds

−
2τ+δ∫
2τ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

−
t∫

2τ+δ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

+
t∫

2τ

[f(ym+l(s), qY (s− τ))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds.

Отсюда, учитывая условия (2.1) и оценку (3.11), получим

max
[2τ,3τ ]

|ym+l(t)− ym(t)| ≤ 1
q
(4δF + τL2 max

[τ+δ,2τ ]
|xm+l(s)− qY (s− τ)|
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+ τL2 max
[τ+δ,2τ ]

|xm(s)− qY (s− τ)|) + 4δF + τL1 max
[2τ,3τ ]

|ym+l(t)− ym(t)|

+ τL2 max
[2τ+δ,3τ ]

|xm+l(s)− qY (s− τ)|+ τL2 max
[2τ+δ,3τ ]

|xm(s)− qY (s− τ)|.

Поскольку τL1 < 1− q, имеем

q max
[2τ,3τ ]

|ym+l(t)− ym(t)| ≤ 1
q
(4δF + τL2 max

[τ+δ,2τ ]
|xm+l(s)− qY (s− τ)|

+ τL2 max
[τ+δ,2τ ]

|xm(s)− qY (s− τ)|) + 4δF + τL2 max
[2τ+δ,3τ ]

|xm+l(s)− qY (s− τ)|

+ τL2 max
[2τ+δ,3τ ]

|xm(s)− qY (s− τ)|. (3.19)

Из произвольности δ > 0 и равномерной сходимости (3.7) на отрезках [τ +δ, 2τ ],
[2τ+δ, 3τ ] следует, что последовательность {ym(t)} фундаментальна в C[2τ, 3τ ].
Поэтому на отрезке [2τ, 3τ ] имеет место равномерная сходимость (3.9).

Из доказанных оценок (3.11), (3.19) и проведенных рассуждений вытекает,
что последовательность {ym(t)} равномерно сходится к функции Y (t) на всем
отрезке [τ, 3τ ].

Учитывая теперь (3.7) и (3.9), нетрудно установить, что на отрезке [2τ, 3τ ]
в (3.2) можно перейти к пределу при m→∞ и получить равенство (3.5). Дей-
ствительно, применяя формулу (3.18), имеем∣∣∣∣∣∣ym(t)−

Y (2τ) +
t∫

2τ

f(Y (s), qY (s− τ)) ds

∣∣∣∣∣∣
≤ |ym(2τ)− Y (2τ)|+

∣∣∣∣∣∣
2τ+δ∫
2τ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

2τ+δ

[f(ym(s), xm(s))− f(ym(s), qY (s− τ))] ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

2τ

[f(ym(s), qY (s− τ))− f(Y (s), qY (s− τ))] ds

∣∣∣∣∣∣ .
Отсюда в силу равномерной сходимости (3.7) на отрезке [2τ + δ, 3τ ] и равномер-
ной сходимости (3.9) на отрезке [2τ, 3τ ], переходя к пределу, получим

lim
m→∞

∣∣∣∣∣∣ym(t)−

Y (2τ) +
t∫

2τ

f(Y (s), qY (s− τ)) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2δF.

Ввиду произвольности δ > 0 приходим при t ∈ [2τ, 3τ ] к сходимости

ym(t) → Y (2τ) +
t∫

2τ

f(Y (s), qY (s− τ)) ds, m→∞.

Но поскольку

Y (2τ) = y0 +
τ∫

0

f(Y (s), 0) ds+
2τ∫
τ

f(Y (s), qY (s− τ)) ds
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и ym(t) → Y (t), m → ∞, в силу единственности предела получаем справедли-
вость равенства (3.5) на промежутке (2τ, 3τ ].

Если 3τ < T, то доказательство сходимости (3.3) и равенства (3.5) при
t ∈ (3τ, T ] проводится последовательно по промежуткам (jτ, (j+1)τ ] по этой же
схеме.

Теорема доказана.
Замечание. Из теоремы 3 следует, что

Y (t) ∈ C[0, T ] ∩ C1(0, τ) ∩ C1(τ, T ).

Отметим, что производная d
dtY (τ), вообще говоря, не существует. В силу (3.4),

(3.5) для функции Y (t) будут выполняться тождества

d

dt
Y (t) ≡ f(Y (t), qY (t− τ)) при τ < t < T,

Y (t) ≡ y0 +
t∫

0

f(Y (s), 0) ds при 0 ≤ t ≤ τ.

Следовательно, на промежутке [0, τ) функция Y (t) является решением задачи
Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

d

dt
Y = f(Y (·), 0), Y |t=0 = y0,

а на интервале (τ, T ) эта функция является решением уравнения с запаздыва-
ющим аргументом

d

dt
Y = f(Y (·), qY (· − τ)).
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