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Аннотация: Пусть C(n)
A (D) — совокупность n раз непрерывно дифференцируе-

мых функций на замыкании круга D комплексной плоскости C, голоморфных в D.
Доказано, что C(n)

A (D) является банаховой алгеброй относительно произведения
Дюамеля, и описано пространство ее максимальных идеалов. С использованием
произведения Дюамеля доказано, что обобщенным спектром оператора интегриро-
вания J в C(n)

A (D) является множество C\{0}. Произведение Дюамеля использо-
вано для вычисления кратности спектра прямой суммы вида J ⊕A. Рассмотрено
обобщение произведения Дюамеля и описаны все инвариантные подпространства
некоторых операторов взвешенного сдвига.
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1. Введение

Пусть D = {z ∈ C : |z| < 1} — единичный круг на комплексной плоскости
и f , g — аналитические в D функции. Произведением Дюамеля функций f и g
называют следующее выражение (см. [1]):

(f ~ g)(z) def=
d

dz

z∫
0

f(z − t)g(t) dt =
z∫

0

f ′(z − t)g(t) dt+ f(0)g(z), (1)

где интеграл берется по отрезку с концами 0 и z. Произведение Дюамеля имеет
много приложений в различных областях анализа таких, как граничные зада-
чи для уравнений математической физики, задача наклонного берега [2], тео-
рия обыкновенных дифференциальных уравнений [3], операционное исчисление
Микусинского [4]. В [5] произведение Дюамеля используется для вычисления
кратности спектра прямых сумм операторов. Другие приложения произведения
Дюамеля можно найти в [5] (см. также библиографию там), [6–8].

Уигли показал в [1], что для p ≥ 1 пространство Харди Hp(D) может быть
снабжено структурой банаховой алгебры относительно произведения Дюамеля
~ (более общие результаты можно найти в [9]).

В данной работе мы дадим более прямое доказательство основного резуль-
тата статьи [10], описывающего пространство максимальных идеалов алгебры(
C(n)
A (D),~

)
(см. теорему 1 в разд. 2). Кроме того, в разд. 3 мы охаракте-

ризуем обобщенные собственные значения и обобщенные собственные векторы
оператора интегрирования J .
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Заметим, что интерес к изучению максимальных идеалов
(
C(n)
A (D),~

)
воз-

ник в основном при изучении теории взвешенной аппроксимации в банаховых
алгебрах. А именно, тот факт, что постоянная функция 1 является цикличе-
ской для M~,z (= J ), эквивалентен тому, что полиномы плотны в пространстве
C(n)
A (D). Для произвольной функции f ∈ C(n)

A (D), как мы увидим в разд. 3,
равенство

clos{p~ f : p ∈ P} = C(n)
A (D)

(где P — множество всех полиномов на D) имеет место тогда и только тогда,
когда f не принадлежит максимальному идеалу

{
g ∈ C(n)

A (D) : g(0) = 0
}
.

Мы также используем произведение Дюамеля при вычислении кратности
спектра прямой суммы J ⊕ A, где J — оператор интегрирования, действую-
щий в пространстве Харди H2(D), и A — подходящий оператор на банаховом
пространстве (см. разд. 4). В разд. 5 мы рассмотрим обобщенное произведение
Дюамеля для доказательства одноклеточности некоторых операторов взвешен-
ного сдвига.

2. Максимальные идеалы в
(
C

(n)
A (D), ~

)
Пусть C(n)

A (D), n ≥ 1, — алгебра всех n-кратно непрерывно дифференциру-
емых функций на D, голоморфных в D. Это банахово пространство с нормой

‖f‖n = max{max
z∈D

|f(z)|,max
z∈D

|f ′(z)|, . . . ,max
z∈D

|f (n)(z)|}. (2)

В этом разделе докажем, что C(n)
A (D) — банахова алгебра относительно произ-

ведения Дюамеля, и опишем пространство ее максимальных идеалов.

Теорема 1. (a) C(n)
A (D) — коммутативная унитальная банахова алгебра

относительно произведения Дюамеля.
(b) Если f ∈ C(n)

A (D), то f ~-обратима тогда и только тогда, когда f(0) 6= 0.
(c) Пространство максимальных идеалов в

(
C(n)
A (D),~

)
состоит из одного

гомоморфизма, а именно функционала значения в нуле h(f) = f(0).
Доказательство. (a) Используя (1), легко проверить, что

(f ~ g)(k)(z) =
z∫

0

f (k)(z − t)g′(t) dt+
k−1∑
m=0

f (m)(0)g(k−m)(z) + g(0)f (k)(z) (3)

для любых f, g ∈ C(n)
A (D) и 1 ≤ k ≤ n. Отсюда f ~ g, как определено в (1),

также принадлежит C(n)
A (D), так что C(n)

A (D) становится алгеброй относитель-
но произведения ~. Применяя результаты операционного исчисления из [11],
можно показать, что

(
C(n)
A (D),~

)
коммутативна и ассоциативна (на самом деле

из (1) ясно, что f(z) ≡ 1 — единица в C(n)
A (D), и простая замена переменных

приводит к коммутативности). Теперь надо доказать, что

‖f ~ g‖n ≤ c‖f‖n‖g‖n (4)

для всех f, g ∈ C(n)
A (D) и для некоторого числа c > 0, не зависящего от f и g.

Из (1)–(3) имеем

|(f ~ g)(z)| ≤ max |f ′|max |g|+ max |f |max |g|
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и

|(f~g)(k)(z)| ≤ max |f (k)|max |g′|+
k−1∑
m=0

max |f (m)|max |g(k−m)|+max |f (k)|max |g|

≤ ‖f‖n‖g‖n + k‖f‖n‖g‖n + ‖f‖n‖g‖n = (k + 2)‖f‖n‖g‖n ≤ (n+ 2)‖f‖n‖g‖n

для всех k, 1 ≤ k ≤ n. Тем самым

‖f ~ g‖n ≤ (n+ 2)‖f‖n‖g‖n, (5)

и, полагая c = n + 2 в (5), получим требуемое неравенство (4), чем завершаем
доказательство п. (a).

Следует отметить, что большинство доказательств критерия цикличности
для оператора интегрирования J проводятся с использованием теоремы Тит-
чмарша о свертке (см. [5, 12] и библиографию там). В доказательстве п. (b) мы
будем использовать квазинильпотентный оператор вместо упомянутой теоремы
Титчмарша.

(b) Если f ~-обратима, то существует g ∈ C(n)
A (D) такая, что f ~ g = 1,

откуда

(f ~ g)(z) =
z∫

0

f ′(z − t)g(t) dt+ f(0)g(z) = 1.

Следовательно, (f ~ g)(0) = f(0)g(0) = 1, так что f(0) 6= 0.
Обратно, предположим, что f(0) 6= 0. Покажем, что в таком случае f ~-

обратима. Достаточно доказать, что «оператор Дюамеля» Df ,Dfg
def= f ~ g,

обратим на пространстве C(n)
A (D). С этой целью положим F = f − f(0). Тогда,

очевидно, F (0) = 0, f(z) = F (z) + f(0) и Df = f(0)I + DF . Для доказательства
обратимости Df достаточно показать, что оператор DF квазинильпотентен, т. е.
σ(DF ) = {0}. Действительно, по формуле Гельфанда для спектрального ради-
уса (см. [13])

r(DF ) = lim
k→∞

∥∥Dk
F

∥∥ 1
k ,

так что оценим
∥∥Dk

F

∥∥ 1
k . Имеем

(DF g)(z) =
d

dz

z∫
0

F (z − t)g(t) dt =
z∫

0

F ′(z − t)g(t) dt def= (F ′ ∗ g)(z) def= (KF ′g)(z)

для любой g ∈ C(n)
A (D). Отсюда

|(KF ′g)(z)| =

∣∣∣∣∣∣
z∫

0

F ′(z − t)g(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
z∫

0

|F ′(z − t)| |g(t)| |dt| ≤ ‖F‖n‖g‖n|z|,

∣∣(K 2
F ′g
)
(z)
∣∣ = |[KF ′(KF ′g)](z)| =

∣∣∣∣∣∣
z∫

0

F ′(z − t)(KF ′g)(t) dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
z∫

0

F ′(z − t)

 t∫
0

F ′(t− τ)g(τ)dτ

 dt

∣∣∣∣∣∣
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≤
z∫

0

|F ′(z − t)|

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

F ′(t− τ)g(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
| dt| ≤ ‖F‖2n‖g‖n

|z|2

2!
.

По индукции получаем ∣∣(K k
F ′g
)
(z)
∣∣ ≤ ‖F‖kn‖g‖n

|z|k

k!
(6)

для любого целого k ≥ 0. С другой стороны,

|(KF ′g)′(z)| =

∣∣∣∣∣∣
 z∫

0

F ′(z − t)g(t) dt

′∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
z∫

0

F ′(z − t)g′(t) dt+ F ′(z)g(0)

∣∣∣∣∣∣
≤

z∫
0

|F ′(z − t)| |g′(t)| |dt|+ |F ′(z)| |g(0)| ≤ ‖F‖n‖g‖n(|z|+ 1),

∣∣(K 2
F ′g
)′(z)∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
 z∫

0

F ′(z − t)

 t∫
0

F ′(t− τ)g(τ)dτ

 dt

′∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
z∫

0

F ′(z − t)

 t∫
0

F ′(t− τ)g′(τ)dτ + F ′(t)g(0)

 dt

∣∣∣∣∣∣
≤

z∫
0

|F ′(z − t)|

 t∫
0

|F ′(t− τ)| |g′(τ)||dτ |

|dt|+ z∫
0

|F ′(z − t)| |F ′(t)| |g(0)| |dt|

≤ ‖F‖2n‖g‖n
(
|z|2

2
+ |z|

)
≤ ‖F‖2n‖g‖n

(|z|+ 1)2

2!
,

∣∣(K 3
F ′g
)′(z)∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
 z∫

0

F ′(z − t)

 t∫
0

F ′(t− τ)

 τ∫
0

F ′(τ − η)g(η)dη

dτ
 dt

′∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
z∫

0

F ′(z − t)

 t∫
0

F ′(t− τ)

 τ∫
0

F ′(τ − η)g′(η)dη + F ′(τ)g(0)

dτ
 dt

∣∣∣∣∣∣
≤

z∫
0

|F ′(z − t)|

 t∫
0

|F ′(t− τ)|

 τ∫
0

|F ′(τ − η)| |g′(η)||dη|+ |F ′(τ)| |g(0)|

|dτ |
| dt|

≤ ‖F‖3n‖g‖n
(
|z|3

6
+
|z|2

2

)
≤ ‖F‖3n‖g‖n

(|z|+ 1)3

3!
.

По индукции легко доказать, что∣∣(K k
F ′g
)′(z)∣∣ ≤ ‖F‖kn‖g‖n

(|z|+ 1)k

k!
(7)

для любых z ∈ D и k ≥ 0. С другой стороны, также по индукции можно
установить, что ∣∣(K k

F ′g
)(s)(z)∣∣ ≤ ‖F‖kn‖g‖n

(|z|+ s)k

k!
(8)
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для всех z ∈ D, s ∈ {2, 3, . . . , n} и k ≥ 0. Из (6)–(8) вытекает, что∥∥K k
F ′g
∥∥
n
≤ ‖F‖kn‖g‖n

(1 + n)k

k!
,

откуда ∥∥K k
F ′

∥∥
n
≤ ‖F‖kn

(1 + n)k

k!
и тем самым ∥∥K k

F ′

∥∥ 1
k

n
≤ ‖F‖n

1 + n

[k!]1/k
→ 0

при k → ∞, т. е. r(KF ′) = 0. Отсюда KF ′ квазинильпотентен, так что DF —
квазинильпотентный оператор, что завершает доказательство п. (b).

(c) Из (b) следует, что σ(f) = {f(0)}, т. е. спектр произвольного элемента
f ∈ C(n)

A (D) состоит из одной точки f(0). Функции, обращающиеся в нуль в
начале координат, образуют максимальный идеал. Любой другой собственный
идеал не может иметь элемента, не обращающегося в нуль в начале. Тем са-
мым максимальный идеал только один. Пространство максимальных идеалов в
C(n)
A (D) состоит из одного гомоморфизма, а именно из функционала значения

в нуле, и преобразование Гельфанда тривиально. Эти рассуждения вместе с
пп. (a), (b) дают обоснование п. (c). Теорема доказана.

3. Об обобщенных собственных
значениях и обобщенных собственных
векторах оператора интегрирования

В качестве приложения метода произведения Дюамеля в этом разделе мы
опишем обобщенные собственные значения и соответствующие обобщенные соб-
ственные векторы оператора интегрирования

J f(z) =
z∫

0

f(t) dt,

действующего в пространстве C(n)
A (D).

Пусть B — банахово пространство. Обозначим через L(B) банахову ал-
гебру всех ограниченных линейных операторов на B. Если A — оператор в
L(B) и λ — комплексное число, можно задать вопрос: существует ли ненуле-
вой оператор X в L(B) такой, что AX = λXA? В случае существования мы,
следуя [14], будем говорить, что λ — обобщенное собственное значение A и что
X — обобщенный собственный вектор, соответствующий λ. Более подробную
информацию об «обобщенной» спектральной теории можно найти в [14].

Так как kerJ = {0}, то λ = 0 не является обобщенным собственным зна-
чением J . В следующем утверждении показано, что C\{0} — обобщенный
спектр для оператора интегрирования ˙J .

Теорема 2. Пусть λ ∈ C\{0}, X ∈ L
(
C(n)
A (D)

)
— ненулевой оператор и

J — вольтерровский оператор интегрирования на C(n)
A (D).

(i) Если |λ| ≤ 1, то JX = λXJ тогда и только тогда, когда X имеет вид
XCλ = DX1, где DX1 — оператор Дюамеля в C(n)

A (D) и (Cλf)(z) def= f(λz) —
оператор композиции в C(n)

A (D).
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(ii) Если |λ| > 1, то JX = λXJ тогда и только тогда, когдаX = DX1C1/λ,
т. е.

(Xf)(z) =
d

dz

z∫
0

(X1)(z − t)f
(
t

λ

)
dt, f ∈ C(n)

A (D).

Доказательство. (i) Будем использовать следующую формулу:

J nf =
zn

n!
~ f, f ∈ C(n)

A (D), (9)

n = 0, 1, 2, . . . . Пусть JX = λXJ . Тогда λnXJ n = J nX для каждого n,
так что λnXJ nf = J nXf для всех f ∈ C(n)

A (D). В частности, λnXJ n1 =
J nX1, и согласно (9)

X

(
(λz)n

n!
~ 1
)

=
(
zn

n!
~X1

)
,

или
X(λz)n = zn ~X1, n ≥ 0.

Ввиду плотности полиномов в C(n)
A (D) получаем

(Xf)(λz) = X1 ~ f(z)

для всех f ∈ C(n)
A (D). Отсюда XCλf = DX1f , тем самым XCλ = DX1.

С другой стороны, если XCλ = DX1, то для любого полинома p получим

JXp(z) = JXC1/λp(λ−1z)J DX1p(λ
−1z) = DX1J p(λ−1z)

= XCλJ p(λ−1z) = XCλ(z ~ p(λ−1z)) = λXC1/λ(λ−1z ~ p(λ−1z))

= λXCλ(J p)(λ−1z) = λXJ p(z),

что завершает доказательство п. (i) на основании плотности множества поли-
номов в C(n)

A (D).
(ii) Пусть λXJ = JX. Тогда 1

λJX = XJ и поэтому 1
λnJ nX = XJ n

для любого n ≥ 0. Рассуждениями, аналогичными использованным при дока-
зательстве п. (i), можно показать, что

Xf(z) = X1 ~ f(z/λ), f ∈ C(n)
A (D),

а это означает, что X = DX1C1/λ, т. е.

(Xf)(z) =
d

dz

z∫
0

(X1)(z − t)f
(
t

λ

)
dt.

Покажем теперь, что каждый оператор вида X = DX1C1/λ удовлетворяет
уравнению λXJ = JX. В самом деле, для любой f ∈ C(n)

A (D) имеем

(XJ f)(z) = (DX1C1/λJ f)(z) = DX1(J f)(z/λ) = X1 ~ (J f)(z/λ)
= X1 ~ (z/λ~ f(z/λ)) = z/λ~ (X1 ~ f(z/λ)) = z/λ~ DX1C1/λf(z)

=
1
λ

J DX1C1/λf(z) =
1
λ

JXf(z),

и доказательство п. (ii) закончено.
Теорема 2 доказана.
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4. Спектральная кратность оператора J ⊕ A

Пусть H2(D) — пространство Харди всех функций f(z) =
∞∑
n=0

f̂(n)zn ∈

H ol(D) таких, что ‖f‖2H2(D)
def=

∞∑
n=0

|f̂(n)|2 < +∞. Напомним, что если X —

сепарабельное банахово пространство и A — ограниченный линейный оператор,
действующий в X, т. е. A ∈ L(X), то E ⊂ X — циклическое подпространство
для A, если span{AkE : k ≥ 0} = X; вектор x ∈ X называют циклическим
вектором (x ∈ Cyc(A)) для A, если span{Akx : k ≥ 0} = X, где span — сим-
вол замкнутой линейной оболочки множества в X. Спектральная кратность
(кратность спектра) µ(A) оператора A ∈ L(X) — это следующее число (или
символ ∞):

µ(A) def= inf{dimE : span{AnE : n ≥ 0} = X}.
Оператор A циклический, если µ(A) = 1.

Пусть A ⊕ B — прямая сумма линейных ограниченных операторов A и B,
действующих в банаховых пространствах X и Y соответственно,

(A⊕B)(x⊕ y) = Ax⊕By, x⊕ y ∈ X ⊕ Y.

Известно, что
max{µ(A), µ(B)} ≤ µ(A⊕B) ≤ µ(A) + µ(B). (10)

В следующей теореме вычисляется кратность спектра оператора вида J ⊕
A с использованием произведения Дюамеля.

Теорема 3. Пусть J , J f(z) =
z∫
0
f(t) dt, — оператор интегрирования на

пространстве Харди H2(D), и пусть A ∈ L(X) — оператор такой, что
∞∑
n=0

(n!‖Anx‖)2 def= cx < +∞

для любого x ∈ X. Тогда µ(J ⊕A) = 1 + µ(A).
Доказательство. Из неравенства (10) вытекает, что в случае µ(A) = +∞

доказательство очевидно, поэтому будем считать, что µ(A) = n < +∞.
Пусть µ(J ⊕A) = µ(A) = n. Пусть {fi ⊕ xi}ni=1 — циклическое множество

векторов оператора J ⊕ A. Тогда {fi} ∈ Cyc(J ). Значит, существует i0 ∈
{1, 2, . . . , n} такое, что fi0(0) 6= 0. Не уменьшая общности, можно считать, что
i0 = 1, т. е. f1(0) 6= 0. Так как в этом случае f1 обратим в банаховой алгебре
(H2(D),~) (см. [3, теорема 1]), существует функция F1 ∈ H2(D) такая, что
(F1 ~ f1)(z) ≡ 1, и тем самым F1(0) 6= 0. Рассмотрим матрицу

M(z) =


F1 0 0 . . . 0

−f2 ~ F1 1 0 . . . 0
−f3 ~ F1 0 1 . . . 0

...
...

...
...

...
−fn ~ F1 0 0 . . . 1

 .

Пусть B — преобразование Бореля из H ol(D) на пространство формальных
степенных рядов C[[Z]] над полем комплексных чисел C, определенное равен-
ством

B

( ∞∑
n=0

f̂(n)zn
)

def=
∞∑
n=0

n!f̂(n)Zn.
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Обратное преобразование Бореля B−1 действует по формуле

B−1

( ∞∑
n=0

anZn
)

def=
∞∑
n=0

an
n!
zn.

Известно (см. [5, лемма 1]), что если f, g ∈ H ol(D) и J — оператор интегри-
рования, действующий в H ol(D), то

f ~ g = (Bf)(J )g = (Bg)(J )f, (11)

где (Bf)(J )g def=
∞∑
n=0

n!f̂(n)(J ng)(z). Полагая теперь

~f =


f1
f2
...
fn


и рассматривая (11), получим

(BM)(J )~f def=


(BF1)(J ) 0 0 . . . 0

(B(−f2 ~ F1))(J ) I 0 . . . 0
(B(−f3 ~ F1))(J ) 0 I . . . 0

...
...

...
...

...
(B(−fn ~ F1))(J ) 0 0 . . . I



f1
f2
f3
...
fn



=


(BF1)(J )f1

(B(−f2 ~ F1))(J )f1 + f2
(B(−f3 ~ F1))(J )f1 + f3

...
(B(−fn ~ F1))(J )f1 + fn

 =


F1 ~ f1

(−f2 ~ F1) ~ f1 + f2
(−f3 ~ F1) ~ f1 + f3

...
(−fn ~ F1) ~ f1 + fn

 =


1
0
0
...
0

 .

Поскольку ~-det(BM)(0) = (BF1)(0) 6= 0, ясно, что (BF )(J ) и (BF )(A) суть
обратимые операторы в (H2(D))n def= H2(D)× · · · ×H2(D) и Xn def= X × · · · ×X
соответственно. Нетрудно увидеть, (см. [5, теорема 3] и библиографию в [5]),
что

{((BM)(J )~f)i ⊕ ((BM)(A)x)i : i = 1, 2, . . . , n}
является циклическим множеством оператора J ⊕ A. Таким образом, мы по-
лучаем новое циклическое множество {1⊕y1, 0⊕y2, . . . , 0⊕yn}. Тем самым для
любого x ∈ X существует семейство полиномов {Pm,i}ni=1 такое, что

lim
m→∞

Pm,1(J )1 = 0 в H2(D), lim
m→∞

n∑
i=1

Pm,i(A)yi = x в X.

Отсюда, используя (11), получаем

lim
m→∞

qm,1(z) = 0 в H2(D),

где

qm,1(z)
def= (B−1Pm,1)(z) =

∑
k≥0

1
k!
P̂m,1(k)zk,
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B−1 — обратное преобразование Бореля. Согласно условиям теоремы имеем

‖Pm,1(A)y1‖ =
∥∥∥∑
k≥0

P̂m,1(k)Aky1

∥∥∥ ≤∑
k≥0

|P̂m,1(k)| ‖Aky1‖

=
∑
k≥0

1
k!
|P̂m,1(k)|k!‖Aky1‖ ≤

(∑
k≥0

(
1
k!
|P̂m,1(k)|

)2)1/2(∑
k≥0

(k!‖Aky1‖)2
)1/2

= c1/2y1

(∑
k≥0

|q̂m,1(k)|2
)1/2

= c1/2y1 ‖qm,1‖H2(D) → 0, m→∞.

Следовательно,

lim
m→∞

n∑
i=2

Pm,i(A)yi = x.

Так как вектор x произволен, это означает, что {yi}ni=2 — циклическое множе-
ство оператора A, откуда µ(A) ≤ n−1. Но это противоречит тому, что µ(A) = n.
Теорема 3 доказана.

5. Инвариантные подпространства операторов
взвешенного сдвига на алгебре Винера W (D)

Пусть W (D) — диск-алгебра Винера, состоящая из всех функций

f(z) =
∞∑
n=0

f̂(n)zn ∈ H ol(D),

удовлетворяющих условию

‖f‖W (D)
def=

∞∑
n=0

|f̂(n)| < +∞.

В следующей теореме, применяя дискретный аналог произведения Дюамеля

(f ~ g)(z) =
d

dz

z∫
0

f(z − t)g(t) dt,

опишем решетку всех инвариантных подпространств некоторых операторов
взвешенного сдвига.

Теорема 4. Пусть T , Tzn = λnzn+1, λn 6= 0, n ≥ 0, — оператор взве-
шенного сдвига, действующий непрерывно в алгебре Винера W (D). Положим
Ei

def= span{zk : k ≥ i}, i = 1, 2, . . . , и wn
def= λ0λ1 . . . λn−1, w0

def= 1. Допустим,
что для любого целого i ≥ 0 существует номер N

def= Ni ≥ i такой, что∑
n,m≥N

∣∣∣∣wn+m−i

wnwm

∣∣∣∣ <∞. (12)

Тогда LatT = {Ei : i = 1, 2, . . . }, т. е. T — одноклеточный оператор в W (D).
Доказательство. Для любых функций

f(z) =
∑
n≥i

f̂(n)zn, g(z) =
∑
n≥i

ĝ(n)zn
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из подпространства Ei (i ≥ 0) определим следующий дискретный аналог про-
изведения Дюамеля ~:

(f~̃
i
g)(z) def=

∑
n,m≥i

wn+m−i

wnwm
f̂(n)ĝ(m)zn+m−i (13)

(из (13) ясно, что обычное произведение Дюамеля соответствует случаю wn = 1
n!

и i = 0). Согласно условию (12) определение (13) корректно. Обозначим

rn(f) =
∑
k≥n

f̂(k)zk.

Тогда

(f~̃
i
g)(z) =

∑
n,m≥i

wn+m−i

wnwm
f̂(n)ĝ(m)zn+m−i =

∑
n≥i

f̂(n)
wn

∑
m≥i

wn+m−i

wm
ĝ(m)zn+m−i

=
f̂(i)
wi

∑
m≥i

ĝ(m)zm+
f̂(i+ 1)
wi+1

∑
m≥i

wm+1

wm
ĝ(m)zm+1+

f̂(i+ 2)
wi+2

∑
m≥i

wm+2

wm
ĝ(m)zm+2+

· · ·+ f̂(i+N − 1)
wi+N−1

∑
m≥i

wm+N−1

wm
ĝ(m)zm+N−1 +

∑
n≥N

f̂(n)
wn

∑
m≥i

wn+m−i

wm
ĝ(m)zn+m−i

=
f̂(i)
wi

g+
f̂(i+ 1)
wi+1

Tg+ · · ·+ f̂(i+N − 1)
wi+N−1

TN−1g+
ĝ(i)
wi

rN (f)+
ĝ(i+ 1)
wi+1

rN (Tf)+

· · ·+ ĝ(i+N − 1)
wi+N−1

rN (TN−1f) +
∑
n≥N

∑
m≥N

wn+m−i

wnwm
f̂(n)ĝ(m)zn+m−i.

Отсюда

‖f~̃
i
g‖ ≤

∣∣∣∣ f̂(i)
wi

∣∣∣∣‖g‖+
∣∣∣∣ f̂(i+ 1)
wi+1

∣∣∣∣‖Tg‖+ · · ·+
∣∣∣∣ f̂(i+N − 1)

wi+N−1

∣∣∣∣‖TN−1g‖

+
∣∣∣∣ ĝ(i)wi

∣∣∣∣‖rN (f)‖+
∣∣∣∣ ĝ(i+ 1)
wi+1

∣∣∣∣‖rN (Tf)‖+ · · ·+
∣∣∣∣ ĝ(i+N − 1)

wi+N−1

∣∣∣∣‖rN (TN−1f)‖

+
∑
n≥N

∑
m≥N

∣∣∣∣wn+m−i

wnwm

∣∣∣∣|f̂(n)| |ĝ(m)| ‖zn+m−i‖

≤ ci‖f‖ ‖g‖+
∑
n≥N

∑
m≥N

∣∣∣∣wn+m−i

wnwm

∣∣∣∣‖f‖ ‖g‖ ≤ Ci‖f‖ ‖g‖.

Тем самым
||f~̃

i
g|| ≤ Ci‖f‖Ei‖g‖Ei (14)

для любых f, g ∈ Ei (i ≥ 0), так что Ei — банахова алгебра относительно
~̃
i

с единицей wizi. Теперь ввиду (14) каждая функция f ∈ Ei определяет
ограниченный оператор

Df,i
def= f~̃

i
g (g ∈ Ei).

Отсюда и из (13) вытекает, что Tng = wi+nzi+n~̃
i
g для всех g ∈ Ei и n ≥ 0,

поэтому
Tng = Dg,i(wi+nzi+n) (15)
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для всех g ∈ Ei (i ≥ 0) и n ≥ 0. Действительно, для любых g ∈ Ei и n ≥ 0
имеем

Tng = Tn
(∑
m≥i

ĝ(m)zm
)

=
∑
m≥i

ĝ(m)Tnzm =
∑
m≥i

ĝ(m)λmλm+1 . . . λm+n−1z
m+n

=
∑
m≥i

ĝ(m)
wm+n

wm
zm+n =

∑
m≥i

wi+nĝ(m)
wi+n+m−i

wi+nwm
zi+n+m−i

=
∑
m≥i

wi+nĝ(m)(zi+n~̃
i
zm) = wi+nz

i+n~̃
i

∑
m≥i

ĝ(m)zm

= wi+nz
i+n~̃

i
g = Dg,i(wi+nzi+n).

Очевидно, что все подпространства Ei, i = 0, 1, . . . , инвариантны для опе-
ратора T . Поскольку замкнутая линейная оболочка системы векторов

f, Tf, T 2f, . . . , f ∈W (D), (16)

является инвариантным подпространством для T , оператор T одноклеточен в
пространстве W (D) тогда и только тогда, когда для любой f 6= 0 система (16)
полна в некотором подпространстве Ei, i = 0, 1, . . . , i = i(f). Докажем, что
полнота системы (16) в Ei эквивалентна условию f̂(i) 6= 0. Действительно,
согласно (15) имеем

span{Tnf : n ≥ 0} = closDf,i span{wi+nzi+n : n ≥ 0} = closDf,iEi,

и поэтому
span{Tnf : n ≥ 0} = Ei ⇔ closDf,iEi = Ei.

Остается показать, что

closDf,iEi = Ei ⇔ f̂(i) 6= 0.

В самом деле, closDf,iEi = Ei, так что существует последовательность функций
{fn} ⊂ Ei такая, что f~̃

i
fn → wizi при n → ∞, или 1

wi
f̂(i)f̂n(i) → wi 6= 0 при

n→∞, откуда вытекает, что f̂(i) 6= 0.
Обратно, если f̂(i) 6= 0, то докажем, что Df,i — обратимый в Ei оператор,

откуда сможем заключить, что closDf,iEi = Ei, т. е. получить требуемое.
Действительно, так как wizi~̃

i
g = g для всех g ∈ Ei, запишем оператор Df,i

в виде

Df,i =
f̂(i)
wi

I +Df−f̂(i)zi,i.

Поэтому для доказательства обратимости оператора Df,i достаточно показать,
что какая-либо степень оператора Df−f̂(i)zi,i компактна и kerDf,i = {0}, откуда
по теореме С. М. Никольского (см. [15]) получим обратимость оператора Df,i.

Для этого положим f1
def= f − f̂(i)zi и F

def= [f1]
~̃
i
N+1

=

N+1︷ ︸︸ ︷
f1~̃

i
. . . ~̃

i
f1. Простые

вычисления показывают, что

F̂ (i) = F̂ (i+ 1) = · · · = F̂ (i+N) = 0.

Тем самым для любого g ∈ Ei имеем

DN+1
f1,i

g = [f1]
~̃
i
N+1

~̃
i
g = F ~̃

i
g =

∑
n≥i

F̂ (n)
wn

∑
m≥i

wn+m−i

wm
ĝ(m)zn+m−i
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=
∑

n≥i+N+1

F̂ (n)
wn

∑
m≥i

wn+m−i

wm
ĝ(m)zn+m−i

=
ĝ(i)
wi

∑
n≥i+N+1

F̂ (n)zn +
ĝ(i+ 1)
wi+1

ri+N+1(TF ) + . . .

+
ĝ(i+N)
wi+N

ri+N+1(TNF ) +
∑

n≥i+N+1

∑
m≥i+N+1

wn+m−i

wnwm
F̂ (n)ĝ(m)zn+m−i

=
i+N∑
j=1

ĝ(j)
wj

ri+N+1(T j−1F ) +
∑

n≥i+N+1

∑
m≥i+N+1

wn+m−i

wnwm
F̂ (n)ĝ(m)zn+m−i

=
i+N∑
j=1

ĝ(j)
wj

ri+N+1(T j−1F ) +
M∑

n=i+N+1

M∑
m=i+N+1

wn+m−i

wnwm
F̂ (n)ĝ(m)zn+m−i

+
M∑

n=i+N+1

∞∑
m=M+1

wn+m−i

wnwm
F̂ (n)ĝ(m)zn+m−i

+
∞∑

n=M+1

M∑
m=i+N+1

wn+m−i

wnwm
F̂ (n)ĝ(m)zn+m−i.

Рассмотрим следующий конечномерный оператор:

K
(i)
M g

def=
i+N∑
j=1

ĝ(j)
wj

ri+N+1(T j−1F ) +
M∑

n=i+N+1

M∑
m=i+N+1

wn+m−i

wnwm
F̂ (n)ĝ(m)zn+m−i.

Исходя из условия (12) теоремы, получим∥∥DN+1
f1,i

−K
(i)
M

∥∥
L(Ei)

= sup
‖g‖≤1

∥∥DN+1
f1,i

g −K
(i)
M g

∥∥
Ei

= sup
‖g‖≤1

∥∥∥∥∥
M∑

n=i+N+1

∞∑
m=M+1

wn+m−i

wnwm
F̂ (n)ĝ(m)zn+m−i

+
∞∑

n=M+1

∞∑
m=i+N+1

wn+m−i

wnwm
F̂ (n)ĝ(m)zn+m−i

∥∥∥∥∥
Ei

≤ Ci

(
M∑

n=i+N+1

∞∑
m=M+1

∣∣∣∣wn+m−i

wnwm

∣∣∣∣+ ∞∑
n=M+1

∞∑
m=i+N+1

∣∣∣∣wn+m−i

wnwm

∣∣∣∣
)
→ 0

при M → +∞. Отсюда DN+1
f1,i

— компактный в Ei оператор.
Покажем теперь, что kerDf,i = {0}. Действительно, если g ∈ Ei, g ∈

kerDf,i, т. е. f~̃
i
g = 0, то простые вычисления показывают, что

f̂(i)
wi

ĝ(i) = 0,

f̂(i)
wi

ĝ(i+ 1) +
f̂(i+ 1)

wi
ĝ(i) = 0,

f̂(i)
wi

ĝ(i+ 2) +
wi+2

w2
i+1

f̂(i+ 1)ĝ(i+ 1) +
f̂(i+ 2)

wi
ĝ(i) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Так как f̂(i) 6= 0, из этой бесконечной системы получаем, что

0 = ĝ(i) = ĝ(i+ 1) = ĝ(i+ 2) = . . . ,

так что g = 0. По теореме С. М. Никольского выводим, что оператор Df,i

обратим в Ei. Теорема доказана.

В завершение укажем некоторые применения формулы (15).

Предложение 5. Пусть выполнены все условия теоремы 4. Тогда
(a) {T | Ei}′ = {Df,i : f ∈ Ei}, i ≥ 0, т. е. коммутант оператора T | Ei

состоит из «операторов Дюамеля» Df,i, f ∈ Ei;
(b) если |wi| = 1, то

‖p(T | Ei)‖L(Ei) = ‖q‖Ei

для всех полиномов p =
∑
n≥i

p̂(n)zn, где q def=
∑
n≥i

wnp̂(n)zn.

Доказательство. (a) В силу формулы

Tf = Df,i(wi+1z
i+1) = f~̃

i
wi+1z

i+1, f ∈ Ei,

а также коммутативности и ассоциативности «произведения Дюамеля» ~̃
i

(i ≥
0) включение {Df,i : f ∈ Ei} ⊂ {T | Ei}′ очевидно. Пусть теперь A ∈ {T | Ei}′ —
произвольный оператор. Тогда

(T | Ei)kAwizi = A(T | Ei)kwizi

для всех k ≥ 0, так что по формуле (15)

wi+kz
i+k~̃

i
Awiz

i = A(wi+kzi+k~̃
i
wiz

i) = Awi+kz
i+k.

Отсюда
Azi+k = Awiz

i~̃
i
zi+k (k ≥ 0),

следовательно, Ap = Awizi~̃
i
p для всех полиномов p =

∑
n≥i

p̂(n)zn ∈ Ei. Так как

Ei — банахова алгебра относительно ~̃
i

(см. (14)), из последнего равенства вы-

текает, что Af = Awizi~̃
i
f для каждого f ∈ Ei. Обозначая g

def= Awizi, получим

A = Dg,i, где g ∈ Ei. В частности, если i = 0, то A = DA1. Доказательство
п. (a) завершено.

(b) Из формулы

T kf = wi+kz
i+k~̃

i
f, f ∈ Ei, k ≥ 0,

очевидно, что p(T | Ei)f = q~̃
i
f для всех полиномов p =

∑
n≥i

p̂(n)zn ∈ Ei, где q —

полином вида q =
∑
n≥i

wnp̂(n)zn. Отсюда

‖p(T | Ei)f‖ ≤ ‖q‖‖f‖,

так что
‖p(T | Ei)‖ ≤ ‖q‖

и, поскольку q~̃
i
wizi = q, имеем p(T | Ei)wizi = q. Тем самым, учитывая, что

‖wizi‖ = 1, получаем ‖p(T | Ei)‖L(Ei) = ‖q‖Ei , что доказывает п. (b).
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