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ЭНТРОПИЙНЫЕ РЕШЕНИЯ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМ

НАПРАВЛЕНИЕМ ПАРАБОЛИЧНОСТИ
И. В. Кузнецов

Аннотация: Доказано, что первая краевая задача для уравнения с переменным
направлением параболичности в ограниченной области GT ⊂ Rd+1, где d ≥ 2, имеет
единственное энтропийное решение в смысле Ф. Отто. При естественных ограниче-
ниях на граничные данные это решение строится как предел по малому параметру
последовательности решений задач Дирихле для эллиптического дифференциаль-
ного уравнения. Доказано также, что энтропийное решение устойчиво в метрике
L1(GT ) по отношению к возмущениям граничных данных в метрике L1(∂GT ).

Ключевые слова: энтропийное решение, уравнение переменного типа параболич-
ности.

§ 1. Введение

В работе рассматривается краевая задача для дифференциального уравне-
ния второго порядка с переменным направлением параболичности:

∂

∂t
A(u(t, x)) = �u(t, x) при (t, x) ∈ GT , (1.1)

u|∂GT = ϕ|∂GT , (1.2)
в случае произвольной функции A ∈ C2(R). Здесь GT = (0, T ) × �, � ⊂ Rd —
ограниченная область с гладкой границей класса C2, T — произвольное поло-
жительное число, функция ϕ : GT → R удовлетворяет следующим условиям:

ϕ|�T = 0, ϕ|{0}×� = u0, ϕ|{T}×� = uT , (1.3)

в которых u0, uT ∈ L∞(�) — произвольно заданные функции, �T = (0, T )× ∂�.
Кроме того, относительно функции A предполагается выполненным следующее

Условие А. Множество точек {z ∈ R : A′(z) = 0} имеет меру нуль.
О. А. Олейник на одной из лекций, прочитанных в летней математической

школе (см. [1]), отметила важность развития теории краевых задач для ква-
зилинейных уравнений с неотрицательной квадратичной формой. В качестве
примера была рассмотрена первая краевая задача

1
2
∂

∂t
u2(t, x) =

∂2

∂x2u(t, x) при (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1), (1.4)
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u(t, x) = 0 при t ∈ (0, T ), x = 0, 1, (1.5)

u(0, x) = u0(x), u(T, x) = uT (x) при x ∈ (0, 1), (1.6)

которая возникает в теории пограничного слоя (см. также [2]). В [1] отмечено,
что при достаточно больших T > 0 и гладких граничных данных u0 > 0, uT < 0
краевая задача (1.4)–(1.6) имеет единственное непрерывное решение; там же
был поставлен вопрос о ее разрешимости при произвольных T > 0.

В работе [3] было установлено, что множество решений {uε}ε>0 регуляри-
зованной краевой задачи

1
2
∂

∂t
u2
ε(t, x) =

∂2

∂x2uε(t, x) + ε
∂2

∂t2
uε(t, x) при (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),

uε(t, x) = 0 при t ∈ (0, T ), x = 0, 1,

uε(0, x) = u0(x), uε(T, x) = uT (x) при x ∈ (0, 1)

содержит подпоследовательность {uεl}l∈N, которая сходится в среднем к сла-
бому решению уравнения (1.4) при εl → 0+. Следует отметить, что вопросы,
касающиеся единственности слабого решения и принятия слабым решением гра-
ничных данных, оставались открытыми. Легко видеть, что задача (1.4)–(1.6)
является частным случаем задачи (1.1), (1.2) с A(z) = z2

2 и � = (0, 1).
В настоящей работе доказывается, что при произвольных ограниченных

граничных данных u0, uT ∈ L∞(�) краевая задача (1.1), (1.2) имеет единствен-
ное энтропийное решение. Отметим, что энтропийные решения впервые были
построены в процессе изучения скалярных законов сохранения. Для квази-
линейных уравнений первого порядка существование и единственность энтро-
пийных решений задачи Коши были доказаны в [4], а корректность начально-
краевых задач в ограниченных областях установлена в [5, 6]. Энтропийные ре-
шения краевой задачи (1.1), (1.2) строятся с помощью методов, развитых в ра-
боте [6].

Привлечем необходимые определения.

Определение 1.1. Пара функций (η, q) ∈ C2(R)2 называется энтропий-
ной парой, если функция η является выпуклой и имеет место равенство

q′(z) = A′(z)η′(z) при z ∈ R.

Кроме того, для формулировки условий на границе в смысле Ф. Отто нам
потребуется следующее

Определение 1.2. Пара функций (H,Q) ∈ C2(R2)2 называется граничной
энтропийной парой, если выполнены соотношения

∂

∂z
Q(z, k) = A′(z)

∂

∂z
H(z, k), H(z, k) ≥ 0,

∂2

∂z2H(z, k) ≥ 0, H(z, z) = Q(z, z) =
∂

∂z
Q(z, z) = 0 при z, k ∈ R.

По аналогии с работой [6] дадим два определения энтропийного решения
задачи (1.1), (1.2).



596 И. В. Кузнецов

Определение 1.3. Функция u ∈ L∞(GT )∩L2
(
0, T ;H1

0 (�)
)

называется эн-
тропийным решением краевой задачи (1.1), (1.2), если

1) справедлива оценка

‖u‖L∞(GT ) ≤M, где M = max{‖u0‖L∞(�), ‖uT ‖L∞(�)}; (1.7)

2) для любой энтропийной пары (η, q) имеет место неравенство

∂

∂t
q(u)−�η(u) + η′′(u)|∇u|2 ≤ 0 (1.8)

в смысле теории распределений;
3) для любой граничной энтропийной пары (H,Q), любого числа k ∈ [−M,M ]

и произвольной п. в. неотрицательной функций β ∈ L1(�) существуют пределы

ess lim
t→0+

∫
�

Q(u(t, x), k)β(x) dx, ess lim
t→T−

∫
�

Q(u(t, x), k)β(x) dx (1.9)

и имеют место неравенства

ess lim
t→0+

∫
�

Q(u(t, x), u0(x))β(x) dx ≤ 0, (1.10)

− ess lim
t→T−

∫
�

Q(u(t, x), uT (x))β(x) dx ≤ 0. (1.11)

Определение 1.4. Функция u ∈ L∞(GT )∩L2
(
0, T ;H1

0 (�)
)

называется эн-
тропийным решением задачи (1.1), (1.2), если она удовлетворяет оценке (1.7) и
неравенству

−
∫
GT

(
Q(u, k)

∂

∂t
γ +H(u, k)�γ − |∇u|2 ∂

2

∂u2H(u, k)γ
)
dtdx

≤ A

∫
�

(H(u0(x), k)γ(0, x) +H(uT (x), k)γ(T, x)) dx (1.12)

для любой граничной энтропийной пары (H,Q), произвольного k ∈ [−M,M ] и
любой неотрицательной функции γ ∈ C∞0 (R× �), A = sup

|z|≤M
A′(z).

Перейдем к формулировке результатов настоящей работы.

Предложение 1.1. Для любых u0, uT ∈ L∞(�) определения 1.3 и 1.4 эк-
вивалентны.

Доказательству этого предложения посвящен § 2. Основным результатом
настоящей работы является следующая

Теорема 1.2. Пусть функции u1, u2 ∈ L∞(GT )∩L2
(
0, T ;H1

0 (�)
)

являются
энтропийными решениями краевой задачи (1.1), (1.2), которые соответствуют
граничным данным u0

i , u
T
i ∈ L∞(�), i = 1, 2. Тогда справедлива оценка устойчи-

вости энтропийного решения по отношению к возмущениям граничных данных:

‖u1 − u2‖L1(GT ) ≤ C
(∥∥u0

1 − u0
2
∥∥
L1(�) +

∥∥uT1 − uT2
∥∥
L1(�)

)
, (1.13)
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где C = C(�,A ).
Единственность энтропийного решения является очевидным следствием

этой теоремы, доказательству которой посвящен § 3.
В настоящей работе также утверждается, что при естественных ограни-

чениях на граничные данные u0, uT энтропийное решение в смысле определе-
ния 1.4 является предельной точкой множества решений {uε}ε>0 регуляризо-
ванной задачи

∂

∂t
A(uε(t, x)) = �uε(t, x) + ε

∂2

∂t2
uε(t, x) при (t, x) ∈ GT , (1.14)

uε|�T = 0, uε|{0}×� = u0, uε|{T}×� = uT . (1.15)

Теорема 1.3. Пусть u0, uT ∈ L∞(�) ∩H1
0 (�). Тогда

1) при ε > 0 задача (1.14), (1.15) имеет решение uε ∈ H1(GT ) ∩ L∞(GT );
2) для п. в. (t, x) ∈ GT выполнено соотношение

uε(t, x) → u(t, x) при ε→ 0+, (1.16)

где функция u ∈ L∞(GT ) ∩ L2
(
0, T ;H1

0 (�)
)

— энтропийное решение краевой
задачи (1.1), (1.2).

Доказательство этой теоремы находится в § 4. Последнее утверждение яв-
ляется прямым следствием теорем 1.2 и 1.3.

Теорема 1.4. Для любых u0, uT ∈ L∞(�) краевая задача (1.1), (1.2) имеет
единственное энтропийное решение.

Доказательство теоремы 1.4 приводится в § 5.

§ 2. Доказательство предложения 1.1

Доказательство эквивалентности определений 1.3 и 1.4 целесообразно раз-
бить на две части: сначала докажем, что из определения 1.4 следует определе-
ние 1.3, а затем докажем обратное.

Предложение 2.5. Из определения 1.4 следует определение 1.3.
Доказательство. Пусть (η, q) — произвольная энтропийная пара, обла-

дающая тем свойством, что выпуклая функция η достигает минимума в неко-
торой точке k0 ∈ R. Определим граничную энтропийную пару (H0, Q0) посред-
ством равенств

H0(z, k) = η(z−k+k0)−η(k0) ≥ 0, Q0(z, k) = q(z−k+k0)−q(k0) при z, k ∈ R.

Подставляя в неравенство (1.12) граничную энтропийную пару (H0, Q0) и функ-
цию γ = φ ∈ C∞0 (GT ), придем к неравенству

0 ≤
∫
GT

(
Q0(u, k0)

∂

∂t
φ+H0(u, k0)�φ− |∇u|2

∂2

∂u2H0(u, k0)φ
)
dtdx

=
∫
GT

(
q(u)

∂

∂t
φ+ η(u)�φ− η′′(u)|∇u|2φ

)
dtdx−

∫
GT

(
q(k0)

∂

∂t
φ+ η(k0)�φ

)
dtdx

=
∫
GT

(
q(u)

∂

∂t
φ+ η(u)�φ− η′′(u)|∇u|2φ

)
dtdx.
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Легко видеть, что если функция u удовлетворяет неравенству (1.12), то она же
удовлетворяет неравенству (1.8).

Далее покажем, что из интегрального неравенства (1.12) следует суще-
ствование пределов (1.9). Подставляя в (1.12) γ = αβ, где α ∈ C∞0 (0, T ) и
β ∈ C∞0 (�), α ≥ 0, β ≥ 0, получим неравенство

−
T∫

0

∫
�

Q(u(t, x), k)α′(t)β(x) dtdx

≤
T∫

0

∫
�

(
H(u(t, x), k)�β(x)− ∂2

∂u2H(u(t, x), k)|∇u(t, x)|2β(x)
)
α(t) dtdx. (2.1)

Введем вспомогательные функции � ∈ L1(0, T ) и �, � ∈ L∞(0, T ) по правилу

�(t) := ‖H(u, k)‖L∞(GT )

∫
�

|�β| dx

+
∥∥∥∥ ∂2

∂u2H(u, k)
∥∥∥∥
L∞(GT )

‖β‖L∞(�)

∫
�

|∇u(t, x)|2 dx,

�(t) :=
∫
�

Q(u(t, x), k)β(x) dx, �(t) := �(t)−
t∫

0

�(τ) dτ при п. в. t ∈ (0, T ).

Тогда правая часть неравенства (2.1) оценивается сверху интегралом по (0, T )
от произведения �α:

T∫
0

�′(t)α(t) dt ≤
T∫

0

�(t)α(t) dt =
T∫

0

 t∫
0

�(τ) dτ

′

α(t) dt.

Перепишем это неравенство:
T∫

0

�′(t)α(t) dt ≤ 0.

В силу произвольности и неотрицательности функции α ∈ C∞0 (0, T ) из этого
неравенства вытекает, что функция � ∈ L∞(0, T ) не возрастает п. в. в об-
ласти (0, T ). Таким образом, из ограниченности и монотонности функции �
следует существование пределов ess lim

t→0+
�(t) и ess lim

t→T−
�(t), причем

ess lim
t→0+

�(t) := ess lim
t→0+

�(t) = ess lim
t→0+

∫
�

Q(u(t, x), k)β(x) dx,

ess lim
t→T−

�(t) +
T∫

0

�(τ) dτ := ess lim
t→T−

�(t) = ess lim
t→T−

∫
�

Q(u(t, x), k)β(x) dx,

что завершает доказательство существования пределов.

Для завершения доказательства предложения 2.5 остается только обосно-
вать справедливость неравенств (1.10) и (1.11). Для простоты положим в нера-
венстве k = ω, где ω ∈ Q ∩ [−M,M ]. Сформулируем вспомогательную лемму.
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Лемма 2.6. Имеют место неравенства

lim
t→0+
t6∈N

∫
�

Q(u(t, x), ω)β(x) dx ≤ A

∫
�

H(u0(x), ω)β(x) dx, (2.2)

− lim
t→T−
t6∈N

∫
�

Q(u(t, x), ω)β(x) dx ≤ A

∫
�

H(uT (x), ω)β(x) dx, (2.3)

где N ⊂ (0, T ) — множество меры нуль.
Доказательство. Учитывая приведенные выше обозначения, в случае

γ = αβ, α ∈ C∞(0, T ), α ≥ 0, β ∈ C∞0 (�), β ≥ 0, перепишем неравенство
(1.12) в виде

−
T∫

0

�(t)α′(t) dt ≤ α(T )
T∫

0

�(τ) dτ

+ A

∫
�

(α(0)H(u0(x), ω) + α(T )H(uT (x), ω))β(x) dx. (2.4)

Рассмотрим два случая: α(t) = (1 − nt)χ(0, 1n ) и α(t) = (nt − nT + 1)χ(T− 1
n ,T ),

где χ(0, 1n ) и χ(T− 1
n ,T ) — характеристические функции, n ∈ N. Тогда (2.4) пере-

писывается в виде двух неравенств:

n

1
n∫

0

�(t) dt ≤ A

∫
�

H(u0(x), ω)β(x) dx, (2.5)

−n
T∫

T− 1
n

�(t) dt ≤
T∫

0

�(τ) dτ + A

∫
�

H(uT (x), ω)β(x) dx. (2.6)

Приведем факт из математического анализа. Поскольку у функции � ∈ L∞(0, T )
существуют ограниченные пределы по t при t → 0+ и t → T−, t 6∈ N , где
N ⊂ (0, T ) — множество меры нуль, то эти пределы имеют вид

ess lim
t→0+

�(t) = lim
n→∞

n

1
n∫

0

�(t) dt = lim
t→0+
t/∈N

∫
�

Q(u(t, x), ω)β(x) dx,

ess lim
t→T−

�(t) = lim
n→∞

n

T∫
T− 1

n

�(t) dt = lim
t→T−
t/∈N

∫
�

Q(u(t, x), ω)β(x) dx−
T∫

0

�(τ) dτ.

Предельный переход по n в неравенствах (2.5) и (2.6) приводит к неравенствам
(2.2) и (2.3). �

Завершим доказательство предложения (2.5). Пусть J — счетное множе-
ство неотрицательных кусочно-постоянных функций со значениями в Q; мно-
жество J подчинено условию, что для любой п. в. неотрицательной функции
β ∈ L1(�) найдется такая последовательность {βl}l∈N ⊂ J , что имеет место
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сходимость lim
l→∞

βl = β в пространстве L1(�), где βl =
l∑

m=1
βl,mχEl,m , βl,m ∈ Q,

χEl,m — характеристическая функция множества El,m. Область � представима

в виде объединения взаимно не пересекающихся множеств, т. е. � =
l⋃

m=1
El,m,

|El,m| = 1
l mes�. Если в неравенствах (2.2) и (2.3) выбрать функцию β как

βl,mχEl,m , то в этих неравенствах множество меры нуль N ⊂ (0, T ) зависит
только от ω и множества El,m, т. е. N = N(ω,El,m):

lim
t→0+

t/∈N(ω,El,m)

βl,m

∫
El,m

Q(u(t, x), ω) dx ≤ A βl,m

∫
El,m

H(u0(x), ω) dx, (2.7)

− lim
t→T−

t/∈N(ω,El,m)

βl,m

∫
El,m

Q(u(t, x), ω) dx ≤ A βl,m

∫
El,m

H(uT (x), ω) dx. (2.8)

Для произвольной функции v ∈ L∞(�), ‖v‖L∞(�) ≤ M , найдется такая после-
довательность {vl}l∈N ⊂ J , что имеет место сходимость

v = lim
l→∞

vl = lim
l→∞

l∑
m=1

vl,mχEl,m

п. в. в �, vl,m ∈ Q. В неравенствах (2.7) и (2.8) выберем ω = vl,m и суммируем
каждое из этих неравенств по m от 1 до l:

lim
t→0+
t/∈Nl

∫
�

Q(u(t, x), vl(x))βl(x) dx ≤ A

∫
�

H(u0(x), vl(x))βl(x) dx,

− lim
t→T−
t/∈Nl

∫
�

Q(u(t, x), vl(x))βl(x) dx ≤ A

∫
�

H(uT (x), vl(x))βl(x) dx,

где Nl =
l⋃

m=1
N(vl,m, El,m). Переходя к пределу по l к ∞, приходим к неравен-

ствам
lim
t→0+
t/∈N

∫
�

Q(u(t, x), v(x))β(x) dx ≤ A

∫
�

H(u0(x), v(x))β(x) dx, (2.9)

− lim
t→T−
t/∈N

∫
�

Q(u(t, x), v(x))β(x) dx ≤ A

∫
�

H(uT (x), v(x))β(x) dx. (2.10)

Подставив v = u0 в (2.9) и соответственно v = uT в (2.10), получим в точности
неравенства (1.10) и (1.11), что завершает доказательство предложения 2.5. �

Предложение 2.7. Из определения 1.3 следует определение 1.4.
Доказательство. Пусть (H,Q) — произвольная граничная энтропийная

пара. При фиксированном k ∈ R пара функций (H(·, k), Q(·, k)) от одного ар-
гумента является энтропийной парой. В энтропийном условии (1.8) положим
η(·) = H(·, k), q(·) = Q(·, k), φ ∈ C∞0 (GT ):

−
∫
GT

(
Q(u, k)

∂

∂t
φ+H(u, k)�φ− ∂2

∂u2H(u, k)|∇u|2φ
)
dtdx ≤ 0.
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В этом неравенстве сделаем переобозначение φ = ζnγ, где ζn ∈ C∞0 (0, T ) —
сглаживание непрерывной кусочно-линейной функции min{nt, 1, n(T − t)}, γ ∈
C∞0 (R× �), γ ≥ 0:

−
∫
GT

(
Q(u, k)

∂

∂t
γ +H(u, k)�γ − ∂2

∂u2H(u, k)|∇u|2γ
)
ζn dtdx

≤
T∫

0

ζ ′n(t)
∫
�

Q(u, k)γ dtdx

= n

1
n∫

0

∫
�

Q(u(t, x), k)γ(t, x) dtdx− n

T∫
T− 1

n

∫
�

Q(u(t, x), k)γ(t, x) dtdx.

Предельный переход по n в этом неравенстве приводит к следующему неравен-
ству:

−
∫
GT

(
Q(u, k)

∂

∂t
γ +H(u, k)�γ − ∂2

∂u2H(u, k)|∇u|2γ
)
dtdx

≤ ess lim
t→+0

∫
�

Q(u(t, x), k)γ(0, x) dx− ess lim
t→T−

∫
�

Q(u(t, x), k)γ(T, x) dx. (2.11)

Для оценки сверху правой части этого неравенства введем дополнительные све-
дения. Рассмотрим пару непрерывных функций (H̃, Q̃) таких, что для всех
z, s, k ∈ R

H̃(z, s) ≡



H(z, k)−H(s, k), z ≤ s ≤ k,

H(z, k), s ≤ k ≤ z,

0, k ≤ z ≤ s,

0, s ≤ z ≤ k,

H(z, k), z ≤ k ≤ s,

H(z, k)−H(s, k), k ≤ s ≤ z,

Q(z, k)− Q̃(z, s) ≡



Q(s, k), z ≤ s ≤ k,

Q(s, k), s ≤ k ≤ z,

Q(z, k), k ≤ z ≤ s,

Q(z, k), s ≤ z ≤ k,

Q(s, k), z ≤ k ≤ s,

Q(s, k), k ≤ s ≤ z.

Эта пара (H̃, Q̃) удовлетворяет определению 1.2 и тем самым является гра-
ничной энтропийной парой. Ограничимся выбором z, k, s ∈ R, |z|, |k|, |s| ≤ M .
В случае выбора (z, s, k), когда Q(z, k)− Q̃(z, s) = Q(s, k), имеет место неравен-
ство

|Q(z, k)− Q̃(z, s)| = |Q(s, k)| =

∣∣∣∣∣∣
s∫

k

A′(λ)
∂

∂λ
H(λ, k) dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤ AH(s, k),
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где, напомним, A = sup
|z|≤M

A′(z). Функция H(·, k) по построению является вы-

пуклой, неотрицательной и имеющей единственную точку минимума, равную k.
Таким образом, при k ≤ z ≤ s, s ≤ z ≤ k имеет место неравенство

|Q(z, k)− Q̃(z, s)| = |Q(z, k)| ≤ AH(z, k) ≤ AH(s, k).

Итак, для п. в. (t, x) ∈ GT выполнены неравенства

|Q(u(t, x), k)− Q̃(u(t, x), u0(x))| ≤ AH(u0(x), k), (2.12)

|Q(u(t, x), k)− Q̃(u(t, x), uT (x))| ≤ AH(uT (x), k). (2.13)

Кроме того, в силу определения 1.3 имеют место неравенства

ess lim
t→0+

∫
�

Q̃(u(t, x), u0(x))γ(0, x) dx ≤ 0,

− ess lim
t→T−

∫
�

Q̃(u(t, x), uT (x))γ(T, x) dx ≤ 0.

Прибавим эти два неравенства к неравенству (2.11):

−
∫
GT

(
Q(u, k)

∂

∂t
γ +H(u, k)�γ − ∂2

∂u2H(u, k)|∇u|2γ
)
dtdx

≤ ess lim
t→+0

∫
�

(Q(u(t, x), k)− Q̃(u(t, x), u0(x)))γ(0, x) dx

− ess lim
t→T−

∫
�

(Q(u(t, x), k)− Q̃(u(t, x), uT (x)))γ(T, x) dx.

К выражениям, которые стоят под интегралами в правой части этого нера-
венства, применим (2.12) и (2.13), после чего правая часть оценивается сверху
величиной

A

∫
�

(H(u0(x), k)γ(0, x) +H(uT (x), k)γ(T, x)) dx,

что завершает доказательство предложения 2.7.

§ 3. Доказательство теоремы 1.2

Вывод оценки (1.13) для энтропийных решений в смысле определения (1.3)
осуществляется с помощью метода удвоения переменных, который был предло-
жен в [4]. Рассмотрим вспомогательную граничную энтропийную пару (H,F ):

H(z, k) = |z − k|, F (z, k) = sgn(z − k)(A(z)−A(k)) при z, k ∈ R,

которая является пределом последовательности энтропийных пар (Hl, Fl) при
l→∞:

Hl(z, k) =
(

(z − k)2 +
(

1
l

)2) 1
2

− 1
l
, Fl(z, k) =

z∫
k

A′(λ)
∂

∂λ
Hl(λ, k) dλ,
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∂2

∂z2Hl(z, k) =
∂2

∂k2Hl(z, k) = − ∂2

∂z∂k
Hl(z, k) =

1
l2

(
(z − k)2 +

1
l2

)− 3
2

. (3.1)

Пусть ui = ui(ti, xi), где (ti, xi) ∈ GT , — энтропийное решение задачи (1.1), (1.2),
соответствующее граничным данным u0

i = u0
i (xi), uTi = uTi (xi), xi ∈ �, i = 1, 2.

По определению 1.3 энтропийное решение ui удовлетворяет неравенству (1.8),
в котором сделаем переобозначения: η(·) = Hl(·, k), q(·) = Fl(·, k), k = uj(tj , xj),
j = 1, 2, j 6= i; затем домножим это неравенство на неотрицательную функцию
φ ∈ C∞0 (GT × GT ), φ = φ(t1, x1, t2, x2), и проинтегрируем по (tj , xj) ∈ GT .
Сложим полученные неравенства для энтропийных решений u1 = u1(t1, x1) и
u2 = u2(t2, x2):

−
∫
GT

∫
GT

(
Fl(u1, u2)

(
∂

∂t1
φ+

∂

∂t2
φ

)
+Hl(u1, u2)

(
�x1φ+�x2φ

)
−
(
|∇u1|2

∂2

∂u2
1
Hl(u1, u2) + |∇u2|2

∂2

∂u2
2
Hl(u1, u2)

)
φ

)
dt1dx1dt2dx2 ≤ 0. (3.2)

Зафиксируем неотрицательные бесконечно дифференцируемые функции
ρ ∈ C∞0 (Rd), % ∈ C∞0 (R) такие, что∫

Rd

ρ(x) dx = 1,
∫
R

%(t)dt = 1, supp ρ ⊂ Bd(0, 1), supp % ⊂ (−1, 1),

ρ(−x) = ρ(x), %(−t) = %(t) при x ∈ Rd, t ∈ R,
и положим ρε(x) = ε−dρ

(
x
ε

)
, %δ(t) = δ−1%

(
t
δ

)
, где ε, δ — произвольные поло-

жительные параметры. Зафиксируем также произвольную неотрицательную
функцию σ ∈ C∞0 (�) и выберем функцию φ в виде

φ(t1, x1, t2, x2) = ζn(t1)ζn(t2)σ(x1)σ(x2)ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2),

где ζn(t) — сглаживание функции min{nt, 1, n(T − t)}, n ∈ N. Используя фор-
мулу

∂

∂t1
%δ(t1 − t2) = − ∂

∂t2
%δ(t1 − t2),

выпишем в явном виде сомножитель при Fl(u1, u2) в неравенстве (3.2):

∂

∂t1
φ+

∂

∂t2
φ = σ(x1)σ(x2)ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2)(ζ ′n(t1)ζn(t2) + ζn(t1)ζ ′n(t2)).

Выполнены следующие равенства:

∇x1ρε(x1 − x2) = −∇x2ρε(x1 − x2),

�x1ρε(x1 − x2) = −divx1 ∇x2ρε(x1 − x2) = �x2ρε(x1 − x2).
С помощью этих равенств после громоздких выкладок, которые здесь целесо-
образно пропустить, выпишем сомножитель при Hl(u1, u2):

�x1φ+�x2φ = ζn(t1)ζn(t2)%δ(t1 − t2){(σ(x1)�σ(x2) + σ(x2)�σ(x1)

+ 2∇σ(x1) · ∇σ(x2))ρε(x1 − x2)− 2 divx1 ∇x2

(
σ(x1)σ(x2)ρε(x1 − x2))}.

Далее, перепишем неравенство (3.2) в виде

−
∫
GT

∫
GT

Hl(u1(t1, x1), u2(t2, x2))(σ(x1)�σ(x2) + σ(x2)�σ(x1)
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+ 2∇σ(x1) · ∇σ(x2))ζn(t1)ζn(t2)ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2) dt1dx1dt2dx2

≤
∫
GT

∫
GT

(
−

[
2∑

i,j=1

∂2

∂ui∂uj
Hl(ui, uj)∇ui · ∇uj

]
ζn(t1)ζn(t2) + (ζ ′n(t1)ζn(t2)

+ ζn(t1)ζ ′n(t2))Fl(u1, u2)

)
σ(x1)σ(x2)ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2) dt1dx1dt2dx2.

В силу (3.1) квадратичная форма в квадратных скобках в правой части этого
неравенства неотрицательна, поскольку

�l =

[
2∑

i,j=1

∂2

∂ui∂uj
Hl(ui, uj)∇ui · ∇uj

]

=
1
l2

(
(u1 − u2)2 +

1
l2

)− 3
2

(|∇u1|2 − 2∇u1 · ∇u2 + |∇u2|2).

Перепишем предыдущее неравенство в следующем виде:

−
∫
GT

∫
GT

�a(t1, x1, t2, x2)ζn(t1)ζn(t2) dt1dx1dt2dx2 ≤ I1,n + I2,n, (3.3)

где

I1,n =
∫
GT

∫
GT

ζ ′n(t1)ζn(t2)�b(t1, x1, t2, x2) dt1dx1dt2dx2,

I2,n =
∫
GT

∫
GT

ζn(t1)ζ ′n(t2)�b(t1, x1, t2, x2) dt1dx1dt2dx2,

�a(t1, x1, t2, x2) = (Hl(u1(t1, x1), u2(t2, x2))(σ(x1)�σ(x2) + σ(x2)�σ(x1)
+ 2∇σ(x1) · ∇σ(x2))− �lσ(x1)σ(x2))ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2),

�b(t1, x1, t2, x2) = Fl(u1(t1, x1), u2(t2, x2))σ(x1)σ(x2)ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2).

Для отыскания предела по n правой части неравенства (3.3) вычислим величи-
ны lim

n→∞
Ii,n, i = 1, 2. Так как функция ζ ′n в 1

n -окрестностях точек 0 и T равна
соответственно n и −n, справедливо следующее представление:

I1,n =
∫
GT

n
1
n∫

0

∫
�

�b dt1dx1 − n

T∫
T− 1

n

∫
�

�b dt1dx1

ζ(t2) dt2dx2. (3.4)

Согласно соотношению (1.9) из определения 1.3 для произвольного числа k ∈ R
и для любой неотрицательной функции θ ∈ C∞0 (R× �) существуют пределы

ess lim
t1→0+

∫
�

Fl(u1(t1, x1), k)θ(0, x1) dx1 = lim
n→∞

n

1
n∫

0

∫
�

Fl(u1(t1, x1), k)θ(t1, x1) dt1dx1,

ess lim
t1→T−

∫
�

Fl(u1(t1, x1), k)θ(T, x1) dx1 =lim
n→∞

n

T∫
T− 1

n

∫
�

Fl(u1(t1, x1), k)θ(t1, x1) dt1dx1.



Энтропийные решения дифференциального уравнения 605

Выбрав k = u2(t2, x2), θ = σ(x1)σ(x2)ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2), получим, что для
почти каждого (t2, x2) ∈ GT существуют пределы

lim
n→∞

n

1
n∫

0

∫
�

�b(t1, x1, t2, x2) dt1dx1 = ess lim
t1→0+

∫
�

�b(t1, x1, t2, x2) dx1,

lim
n→∞

n

T∫
T− 1

n

∫
�

�b(t1, x1, t2, x2) dt1dx1 = ess lim
t1→T−

∫
�

�b(t1, x1, t2, x2) dx1.

Так как функция

(t2, x2) 7→

n
1
n∫

0

∫
�

�b(t1, x1, t2, x2) dt1dx1 − n

T∫
T− 1

n

∫
�

�b(t1, x1, t2, x2) dt1dx1


равномерно ограничена, из (3.4) и теоремы Лебега о предельном переходе под
знаком интеграла вытекает равенство

lim
n→∞

I1,n =
∫
GT

(
ess lim
t1→0+

∫
�

�b dx1 − ess lim
t1→T−

∫
�

�b dx1

)
dt2dx2.

Повторяя для I2,n предыдущие выкладки, получим равенство

lim
n→∞

I2,n =
∫
GT

(
ess lim
t2→0+

∫
�

�b dx2 − ess lim
t2→T−

∫
�

�b dx2

)
dt1dx1.

Таким образом, предельный переход по n в (3.3) приводит к неравенству

−
∫
GT

∫
GT

(Hl(u1, u2)(σ(x1)�σ(x2) + σ(x2)�σ(x1) + 2∇σ(x1) · ∇σ(x2))

− �lσ(x1)σ(x2))ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2) dt1 dx1dt2 dx2

≤ U l
1,2(δ, ε) + U l

2,1(δ, ε)− V l
1,2(δ, ε)− V l

2,1(δ, ε), (3.5)

где

U l
i,j(δ, ε) =

∫
GT

(
ess lim
ti→0+

∫
�

Fl(ui(ti, xi), uj(tj , xj))σ(xi)σ(xj)ρε(xi − xj) dxi
)

× %δ(tj) dtjdxj ,

V l
i,j(δ, ε) =

∫
GT

(
ess lim
ti→T−

∫
�

Fl(ui(ti, xi), uj(tj , xj))σ(xi)σ(xj)ρε(xi − xj) dxi
)

× %δ(T − tj) dtj dxj

при i, j = 1, 2, i 6= j. Легко видеть, что − 1
l ≤ Fl(z, k) − F (z, k) ≤ 1

l при всех
z, k ∈ R и

ess lim sup
ti→R

∫
�

F (ui(t, xi), k)θ(xi) dxi
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≤ ess lim
ti→R

∫
�

Fl(ui(ti, xi), k)θ(xi) dxi +
1
l

mes�max |θ|,

ess lim inf
ti→R

∫
�

F (ui(ti, xi), k)θ(xi) dxi

≥ ess lim
ti→R

∫
�

Fl(ui(ti, xi), k)θ(xi) dxi −
1
l

mes�max |θ|,

где θ ∈ C∞(�), R = 0, T . Следовательно,

0 ≤ ess lim sup
ti→R

∫
�

F (ui(ti, xi), k)θ(xi) dxi − ess lim inf
ti→R

∫
�

F (ui(ti, xi), k)θ(xi) dxi

≤ 2
l

mes�max |θ| → 0 при l→∞.

В точках (t1, x1, t2, x2) ∈ GT × GT , где u1(t1, x1) = u2(t2, x2), квадратичная
форма �l равна 0 п. в. по мере dx1dx2dt1dt2. В случае, когда u1(t1, x1) 6=
u2(t2, x2), имеем �l → 0 при l → ∞. Таким образом, �l → 0 в пространстве
L1(GT ×GT ).

Переходя к пределу по l в (3.5), получим неравенство

−
∫
GT

∫
GT

|u1 − u2|
(
σ(x1)�σ(x2) + σ(x2)�σ(x1)

+ 2∇σ(x1) · ∇σ(x2))ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2) dt1dx1dt2dx2

≤ U1,2(δ, ε) + U2,1(δ, ε)− V1,2(δ, ε)− V2,1(δ, ε), (3.6)

где

Ui,j(δ, ε) =
∫
GT

(
ess lim
ti→0+

∫
�

F (ui(ti, xi), uj(tj , xj))σ(xi)σ(xj)ρε(xi − xj) dxi
)

× %δ(tj) dtjdxj ,

Vi,j(δ, ε) =
∫
GT

(
ess lim
ti→T−

∫
�

F (ui(ti, xi), uj(tj , xj))σ(xi)σ(xj)ρε(xi − xj) dxi
)

× %δ(T − tj) dtjdxj .

У функций Ui,j(δ, ε) и Vi,j(δ, ε) не удается в явном виде записать пределы по
δ и ε. Для дальнейших действий нам понадобятся дополнительные сведения.
Рассмотрим непрерывные функционалы Fr

p,q ∈ (L1(�))′, q, p = 1, 2, r = 0, T ,
определенные равенствами〈

Fr
p,q, ξ

〉
= ess lim

tq→r
tq∈(0,T )

∫
�

ξ(xq)F (uq(tq, xq), up,r(xq)) dxq

для всех ξ ∈ L1(�). В силу изоморфности пространства (L1(�))′ пространству
L∞(�) существуют функции ϑrp,q ∈ L∞(�) такие, что〈

Fr
p,q, ξ

〉
=
∫
�

ξ(xq)ϑrp,q(xq) dxq.
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Введем в рассмотрение граничную энтропийную пару (H̃k, F̃k), зависящую от
параметра k ∈ [−M,M ], по правилу

H̃k(z, s) = |z − k| − |k − s|+ |z − s|, F̃k(z, s) = F (z, k)− F (k, s) + F (z, s)

при z, s ∈ [−M,M ]. По определению 1.3 энтропийное решение ui = ui(ti, xi)
удовлетворяет неравенствам (1.10) и (1.11), в которых Q = F̃k:

ess lim
ti→0+

∫
�

F (ui(ti, xi), k)β(0, xi) dxi

≤
∫
�

F
(
k, u0

i (xi)
)
β(0, xi) dxi −

∫
�

ϑ0
i,i(xi)β(0, xi) dxi,

− ess lim
ti→T−

∫
�

F (ui(ti, xi), k)β(T, xi) dxi

≤ −
∫
�

F
(
k, uTi (xi)

)
β(T, xi) dxi +

∫
�

ϑTi,i(xi)β(T, xi) dxi

при i = 1, 2, β ∈ C∞0 (R× �), β ≥ 0. Подставим в эти неравенства k = uj(tj , xj),
j = 1, 2, j 6= i, β = β(t1, x1, t2, x2) = σ(x1)σ(x2)ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2) и проинте-

грируем по (tj , xj) ∈ GT , замечая, что
T∫
0
%δ(t) dt =

T∫
0
%δ(T − t) dt = 1

2 . С учетом

сделанных предположений перепишем эти два неравенства в следующем виде:

Ui,j(δ, ε) ≤ Ki,j(δ, ε)− Li,j(ε), (3.7)

−Vi,j(δ, ε) ≤ −Mi,j(δ, ε) +Ni,j(ε), (3.8)

где

Ki,j(δ, ε) =
∫
GT

∫
�

F
(
uj(tj , xj), u0

i (xi)
)
%δ(tj)σ(xj)ρε(xi − xj)σ(xi) dtjdxjdxi,

Li,j(ε) =
1
2

∫
�

∫
�

ϑ0
i,i(xi)σ(xj)σ(xi)ρε(xi − xj) dxjdxi,

Mi,j(δ, ε) =
∫
GT

∫
�

F
(
uj(tj , xj), uTi (xi)

)
%δ(T − tj)σ(xj)ρε(xi − xj)σ(xi) dtjdxjdxi,

Ni,j(ε) =
1
2

∫
�

∫
�

ϑTi,i(xi)σ(xj)σ(xi)ρε(xi − xj) dxjdxi.

Комбинируя (3.6) и (3.7), (3.8), получим неравенство

−
∫
GT

∫
GT

|u1(t1, x1)− u2(t2, x2)|(σ(x1)�σ(x2) + σ(x2)�σ(x1)

+ 2∇σ(x1) · ∇σ(x2))ρε(x1 − x2)%δ(t1 − t2) dt1dx1dt2dx2

≤
2∑

i,j=1
i 6=j

(Ki,j(δ, ε)− Li,j(ε)−Mi,j(δ, ε) +Ni,j(ε)). (3.9)
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Докажем, что после предельного перехода к нулю по ε, а затем по δ неравен-
ство (3.9) примет вид

−
∫
GT

|u1(t, x)− u2(t, x)|�σ2(x) dtdx

≤ 1
2

∫
�

(
2∑

i,j=1

(−1)i+jϑTi,j(x)−
2∑

i,j=1

(−1)i+jϑ0
i,j(x)

)
σ2(x) dx. (3.10)

Разобьем вывод неравенства (3.10) на три леммы. Для произвольного фикси-
рованного ς > max{ε, δ} положим

�ς = {x ∈ �, dist(x, ∂�) ≥ ς}, GT,ς = (ς, T − ς)× �ς .

Лемма 3.8. При δ, ε→ +0 левая часть неравенства (3.9) стремится к

−
∫
GT

|u1(t1, x1)− u2(t1, x1)|�σ2(x1) dt1dx1.

Доказательство. Положим

T 1(δ, ε) =
∫

(GT \GT,ς)∪GT,ς

∫
GT

|u1(t1, x1)− u2(t2, x2)|(σ(x1)�σ(x2) + σ(x2)�σ(x1)

+ 2∇σ(x1) · ∇σ(x2)
)
%δ(t1 − t2)ρε(x1 − x2) dt1dx1dt2dx2

−
∫

(GT \GT,ς)∪GT,ς

|u1(t1, x1)− u2(t1, x1)|�σ2(x1) dt1dx1.

Легко видеть, что

T 1(δ, ε) =
∫

GT \GT,ς

∫
GT

|u1(t1, x1)− u2(t2, x2)|(σ(x1)�σ(x2) + σ(x2)�σ(x1)

+ 2∇σ(x1) · ∇σ(x2))%δ(t1 − t2)ρε(x1 − x2) dt1dx1dt2dx2

+
∫

|τ |<1,|y|<1

%(τ)ρ(y)
∫

GT,ς

(|u1(t1, x1)− u2(t1 + δτ, x1 + εy)|(σ(x1)�σ(x1 + εy)

+ σ(x1 + εy)�σ(x1) + 2∇σ(x1) · ∇σ(x1 + εy)−�σ2(x1))

+ (|u1(t1, x1)− u2(t1 + δτ, x1 + εy)| − |u1(t1, x1)− u2(t1, x1)|)�σ2(x1)
)
dτdydt1dx1

−
∫

GT \GT,ς

|u1(t1, x1)− u2(t1, x1)|�σ2(x1) dt1dx1

= T 1,1(δ, ε) + T 1,2(δ, ε) + T 1,3.

Имеем

|T 1,1(δ, ε)| ≤ С
∫

GT \GT,ς

∫
GT

%δ(t1 − t2)ρε(x1 − x2) dt1dx1dt2dx2

≤ Cmes(GT \GT,ς) ≤ Cςd+1.
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С другой стороны,

T 1,2(δ, ε) =
∫

|τ |,|y|<1

%(τ)ρ(y)Gδ,ε(τ, y) dτdy,

где

Gδ,ε(τ, y) =
∫

GT,ς

(|u1(t1, x1)− u2(t1 + δτ, x1 + εy)|(σ(x1)(�σ(x1 + εy)−�σ(x1))

+ (σ(x1 + εy)− σ(x1))�σ(x1) + 2∇σ(x1) · (∇σ(x1 + εy)−∇σ(x1)))

+ (|u1(t1, x1)− u2(t1 + δτ, x1 + εy)| − |u1(t1, x1)− u2(t1, x1)|)�σ2(x1)) dt1dx1.

В силу непрерывности в среднем в пространстве L1(GT,ς) функций |u1 − u2|,
σ, �σ, ∇σ функция Gδ,ε стремится к нулю в пространстве L1(Bd+1(0, 1)) при
δ, ε→ +0, следовательно, T 1,2(δ, ε) → 0. Далее, имеем

|T 1,3| ≤ ‖u1 − u2‖L∞(GT )‖�σ2‖L∞(�) mes(GT \GT,ς) ≤ Cςd+1.

Значит, lim sup
δ,ε→+0

T 1(δ, ε) ≤ Cςd+1, что в силу произвольности ς влечет справед-

ливость утверждение леммы 3.8. �

Рассмотрим предельный переход для слагаемых правой части неравенства
(3.9). Легко видеть, что

2∑
i,j=1
i 6=j

(Ni,j(ε)− Li,j(ε)) →
1
2

2∑
i=1

∫
�

(
ϑTi,i(xi)− ϑ0

i,i(xi)
)
σ2(xi) dxi при ε→ +0.

Лемма 3.9. Для фиксированного δ > 0 при ε→ 0+

Ki,j(δ, ε)−
∫
GT

F
(
uj(tj , xj), u0

i (xj)
)
σ2(xj)%δ(tj) dtjdxj → 0,

Mi,j(δ, ε)−
∫
GT

F
(
uj(tj , xj), uTi (xj)

)
σ2(xj)%δ(T − tj)dtj dxj → 0.

Доказательство. Мы дадим доказательство только для K1,2(δ, ε). В ос-
тальных случаях оно проводится совершенно аналогично. Положим

T 2(ε) = K1,2(δ, ε)−
∫
GT

F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2)
)
σ2(x2)%δ(t2) dt2dx2

=
T∫

0

∫
(�\�ς)∪�ς

∫
�

F
(
u2(t2, x2), u0

1(x1)
)
%δ(t2)ρε(x1 − x2)σ(x1)σ(x2) dt2dx2dx1

−
∫
GT

F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2)
)
σ2(x2)%δ(t2) dt2dx2

=
T∫

0

∫
�\�ς

∫
�

F
(
u2(t2, x2), u0

1(x1)
)
%δ(t2)ρε(x1 − x2)σ(x1)σ(x2) dt2dx2dx1
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+
∫

|y|<1

ρ(y)
T∫

0

∫
�ς

{
F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2 + εy)
)
(σ(x2 + εy)σ(x2)− σ2(x2))

+
(
F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2 + εy)
)
− F

(
u2(t2, x2), u0

1(x2)
))
σ2(x2)

}
%δ(t2) dydt2dx2

−
T∫

0

∫
�\�ς

F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2)
)
σ2(x2)%δ(t2) dt2dx2 = T 2,1(ε) + T 2,2(ε) + T 2,3.

Как и в доказательстве леммы 3.8, имеем |T 2,2(ε)| → 0, при ε→ 0+; |T 2,1(ε)|+
|T 2,3| ≤ Cςd, где ς — произвольное число. �

Лемма 3.10. Имеют место равенства

lim
δ→0+

{ lim
ε→0+

Ki,j(δ, ε)} = lim
δ→0+

δ∫
0

∫
�

F
(
uj(tj , xj), u0

i (xj)
)
σ2(xj)%δ(tj) dtjdxj

=
1
2

∫
�

ϑ0
i,j(xj)σ

2(xj) dxj ,

lim
δ→0+

{ lim
ε→0+

Mi,j(δ, ε)} = lim
δ→0+

T∫
T−δ

∫
�

F
(
uj(tj , xj), uTi (xj)

)
σ2(xj)%δ(T − tj) dtjdxj

=
1
2

∫
�

ϑTi,j(xj)σ
2(xj) dxj .

Доказательство. Как и ранее, ограничимся доказательством утвержде-
ния леммы для lim

ε→0+
K1,2(δ, ε). В остальных случаях оно проводится совершенно

аналогично. В силу леммы 3.9 достаточно показать, что при δ → +0

T 3(δ) =
δ∫

0

∫
�

F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2)
)
σ(x2)2%δ(t2) dt2dx2−

1
2

∫
�

ϑ0
1,2(x2)σ2(x2) dx2→0.

Заметим, что

T 3(δ) =
δ∫

0

∫
�

(
F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2)
)
− ϑ0

1,2(x2)
)1
δ
%

(
t2
δ

)
σ2(x2) dt2dx2.

Оценим по модулю эту величину:

|T 3(δ)| ≤ sup
τ∈(0,T )

%(τ)
1
δ

δ∫
0

∣∣∣∣∫
�

(
F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2)
)
− ϑ0

1,2(x2)
)
σ2(x2) dx2

∣∣∣∣dt2,
и устремим δ к нулю, замечая, что〈

F0
1,2, σ

2〉 = ess lim
t2→0+

∫
�

F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2)
)
σ2(x2) dx2

= lim
δ→0+

1
δ

δ∫
0

∫
�

F
(
u2(t2, x2), u0

1(x2)
)
σ2(x2) dt2dx2 =

∫
�

ϑ0
1,2(x2)σ2(x2) dx2. �
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Переходя к пределу в неравенстве (3.9) сначала по ε, а затем по δ и при-
влекая утверждения лемм 3.8 и 3.10, придем к неравенству (3.10). Перепишем
(3.10) в более удобной форме:

−
∫
GT

|u1(t, x)− u2(t, x)|�σ2(x) dtdx ≤ 1
2

∫
�

(
2∑

i,j=1

(−1)i+jϑTi,j(x)

)
σ2(x) dx

− 1
2

∫
�

(
2∑

i,j=1

(−1)i+jϑ0
i,j(x)

)
σ2(x) dx = I T −I 0.

Покажем, что правая часть этого неравенства оценивается сверху следующим
образом:

|I r| ≤ A

∫
�

∣∣ur1(x)− ur2(x)
∣∣σ2(x) dx, r = 0, T. (3.11)

По построению функции ϑri,j интеграл I r представим в виде

I r = ess lim
t→r

t∈(0,T )

1
2

∫
�

2∑
i,j=1

(−1)i+jF
(
uj(t, x), uri (x)

)
σ2(x) dx

= ess lim
t→r

t∈(0,T )

1
2

∫
�

2∑
i,j=1

(−1)i+j sgn
(
uj(t, x)−uri (x)

)(
A(uj(t, x))−A

(
uri (x)

))
σ2(x) dx.

В силу (1.7) для любых p1, p2, q1, q2 ∈ R, |pi| < |qi| ≤ M , i = 1, 2, справедливо
неравенство∣∣∣∣∣

2∑
i,j=1

(−1)i+j sgn(pj − qi)(A(pj)−A(qi))

∣∣∣∣∣ ≤ 2|A(q1)−A(q2)|.

Легко видеть, что для почти любого t ∈ (0, T ) и r = 0, T имеет место
следующее неравенство:

1
2

∣∣∣∣∣
∫
�

2∑
i,j=1

(−1)i+jF
(
uj(t, x), uri (x)

)
σ2(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
�

∣∣A(ur1(x))−A
(
ur2(x)

)∣∣σ2(x) dx

≤ A

∫
�

∣∣ur1(x)− ur2(x)
∣∣σ2(x) dx.

Устремив в этом неравенстве t к r, t /∈ E ⊂ (0, T ), где mesE = 0, получим
оценку (3.11), которая вместе с (3.10) дает оценку∫

�

∇σ2 · ∇

 T∫
0

|u1 − u2| dt

 dx ≤ A

∫
�

(∣∣u0
1 − u0

2
∣∣+ ∣∣uT1 − uT2

∣∣)σ2 dx, (3.12)

где σ — произвольная неотрицательная функция из C∞0 (�).
Покажем, что оценка (3.12) справедлива не только для квадрата произволь-

ной неотрицательной функции σ ∈ C∞0 (�), но и для любой неотрицательной
функции ξ ∈ C∞0 (�). Для любого l ∈ N подставим в оценку (3.12) функцию

σl =
√
ξ + 1

l2 −
1
l . Легко видеть, что последовательность вектор-функций

∇σ2
l −∇ξ = ∇ξ(1 + l2ξ)−

1
2
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равномерно ограничена по l. Более того, на множестве {x ∈ � : ξ(x) = 0} функ-
ция ∇σ2

l −∇ξ равна нулю. На множестве {x ∈ � : ξ(x) > 0} функция ∇σ2
l −∇ξ

стремится к нулю при l → ∞. Кроме того, σ2
l ⇒ ξ в �. Таким образом, после-

довательность функций
{
σ2
l

}
сходится к ξ в пространстве H1

0 (�). Подставляя
σ = σl в (3.12) и переходя к пределу по l, заключаем, что неравенство

−
∫
GT

|u1 − u2|�ξ dtdx ≤ A

∫
�

(∣∣u0
1 − u0

2
∣∣+ ∣∣uT1 − uT2

∣∣)ξ dx (3.13)

выполнено для любой неотрицательной функции ξ ∈ C∞0 (�) и, как следствие,
для любой неотрицательной функции ξ ∈ C2(�), равной нулю на ∂�. Положим
ξ = ξP , где ξP — решение краевой задачи

�ξP (x) = −1 при x ∈ �, ξP (x) = 0 при x ∈ ∂�.
Из (3.13) получаем неравенство∫

GT

|u1 − u2| dtdx ≤ A

∫
�

(∣∣u0
1 − u0

2
∣∣+ ∣∣uT1 − uT2

∣∣)ξP dx,
из которого следует оценка (1.13), что завершает доказательство теоремы 1.2.

§ 4. Доказательство теоремы 1.3

В этом параграфе доказывается, что при любых граничных данных u0, uT ∈
L∞(�) ∩ H1

0 (�) энтропийное решение задачи (1.1), (1.2) представимо в виде
предельной точки в пространстве L1(GT ) множества решений {uε}ε>0 задачи
(1.14), (1.15). Сначала докажем существование решения задачи (1.14), (1.15).

Лемма 4.11. В условиях теоремы 1.3 задача (1.14), (1.15) имеет решение
uε ∈ L∞(GT ) ∩H1(GT ), которое удовлетворяет оценке∫

GT

(
ε

∣∣∣∣ ∂∂tuε
∣∣∣∣2 + |∇uε|2

)
dtdx ≤ C(T,�,M,A)(1 + ‖u0 + uT ‖H1

0 (�)). (4.1)

Доказательство. Согласно общей теории краевых задач для эллиптиче-
ских уравнений второго порядка (см., например, [7, теоремы 8.7, 8.8]) задача
(1.14), (1.15) имеет решение uε ∈ L∞(GT ) ∩ H1(GT ), которое удовлетворяет
принципу максимума. Чтобы установить справедливость оценки (4.1), домно-
жим уравнение (1.14) на uε − ϕ и проинтегрируем полученное равенство по
области GT :

0 =
∫
GT

(uε − ϕ)
∂

∂t
A(uε) dtdx−

∫
GT

(uε − ϕ)�uε dtdx− ε

∫
GT

(uε − ϕ)
∂2

∂t2
uε dtdx

= I1 + I2 + I3.

Пусть A ′(z) = A(z) при |z| ≤ M ; в частном случае выбора функции ϕ(t, x) =
T−t
T u0(x) + t

T u
T (x) имеем

I1 =
∫
GT

(uε − ϕ)
∂

∂t
A(uε) dtdx = −

∫
GT

∂

∂t
(uε − ϕ)A(uε) dtdx

=
∫
�

(A (u0)−A (uT )) dx+
1
T

∫
GT

(uT − u0)A(uε) dtdx

≥ −2 max
|z|≤M

A(z)mes(�)‖uT − u0‖L∞(�),
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I2 = −
∫
GT

(uε − ϕ)�uε dtdx =
∫
GT

|∇uε|2 dtdx−
∫
GT

∇uε · ∇ϕdtdx

≥ 1
2

∫
GT

|∇uε|2 dtdx−
1
2

∫
GT

|∇ϕ|2 dtdx,

−1
2

∫
GT

|∇ϕ|2 dtdx = −1
2

∫
GT

(
(T − t)2

T 2 |∇u0|2+2
(T − t)t
T 2 ∇u0·∇uT+

t2

T 2 |∇u
T |2
)
dtdx

= −T
6

∫
�

(|∇u0|2 +∇u0 · ∇uT + |∇uT |2) dx ≥ −T
4

∫
�

(|∇u0|2 + |∇uT |2) dx,

I3 = ε

∫
GT

∂

∂t
(uε − ϕ)

∂

∂t
uε dtdx =

ε

2

∫
GT

∣∣∣∣ ∂∂tuε
∣∣∣∣2 dtdx+

ε

2

∫
GT

(
∂

∂t
uε −

∂

∂t
ϕ

)2

dtdx

− ε

2

∫
GT

∣∣∣∣ ∂∂tϕ
∣∣∣∣2 dtdx ≥ ε

2

∫
GT

∣∣∣∣ ∂∂tuε
∣∣∣∣2 dtdx− ε

2T 2

∫
�

(|∇u0|2+2|∇u0||∇uT |+ |∇uT |2) dx

≥ ε

2

∫
GT

∣∣∣∣ ∂∂tuε
∣∣∣∣2 dtdx− ε

T 2

∫
�

(|∇u0|2 + |∇uT |2) dx.

Используя равенство
3∑
i=1

Ii = 0, получим искомое неравенство

∫
GT

(
ε

∣∣∣∣ ∂∂tuε
∣∣∣∣2 + |∇uε|2

)
dtdx ≤

(
T

2
+

2ε
T 2

)∫
�

(|∇u0|2 + |∇uT |2) dx

+ 4 max
|z|≤M

A(z)mes(�)(‖uT ‖L∞(�) + ‖u0‖L∞(�)). �

Докажем, что множество решений {uε}ε>0 относительно компактно в про-
странстве L1(GT ).

Предложение 4.12. Множество {uε}ε>0 решений задачи (1.14), (1.15)
удовлетворяет следующим утверждениям:

1) множество {uε} ограничено в L1
(
0, T ;H1

0 (�)
)
;

2) имеет место соотношение

‖ τhuε − uε ‖L1(0,T−h;H−s(�))→ 0 при h→ 0+

равномерно по ε > 0, где τhuε(t, x) = uε(t+ h, x);
3) множество {uε} относительно компактно в L1(GT ).
Доказательство. Применяя теорему 5 из [8] к нашему случаю, получа-

ем, что из двух первых утверждений предложения 4.12 следует третье. Та-
ким образом, для доказательства компактности множества {uε}ε>0 в простран-
стве L1(GT ) достаточно проверить справедливость двух первых утверждений
предложения 4.12. Из оценки (4.1) вытекает ограниченность множества {uε}
в L1

(
0, T ;H1

0 (�)
)
, и первое утверждение предложения, очевидно, выполнено.
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Покажем, что второе утверждение предложения 4.12 тоже выполнено. Для
упрощения доказательства введем в рассмотрение множество {vε} и функцию
D ∈ C1(R), где

vε = D(uε)− ε
∂

∂t
A(uε), D′(z) = A′2(z) ≥ 0 при z ∈ R. (4.2)

Легко видеть, что в силу условия A такая гладкая функция D ∈ C1(R) суще-
ствует. Уравнение (1.14) домножим на A′(uε) и преобразуем:

∂

∂t
D(uε) = A′2(uε)

∂

∂t
uε = A′(uε)

∂

∂t
A(uε) = A′(uε)�uε + εA′(uε)

∂2

∂t2
uε

= �A(uε) + ε
∂2

∂t2
A(uε)−A′′(uε)

(
|∇uε|2 + ε

∣∣∣∣ ∂∂tuε
∣∣∣∣2).

Следовательно, имеет место равенство

∂

∂t
vε = �A(uε)−A′′(uε)

(
|∇uε|2 + ε

∣∣∣∣ ∂∂tuε
∣∣∣∣2).

Оценим модуль непрерывности функции vε по t ∈ (0, T − h) при условии,
что функция ψ ∈ C∞0 (�) произвольна и 0 ≤ h < T :∫

�

(vε(t+ h, x)− vε(t, x))ψ(x) dx =
t+h∫
t

∫
�

∂

∂τ
vε(τ, x)ψ(x) dτdx

=
t+h∫
t

∫
�

(
�A(uε)−A′′(uε)

(
|∇uε|2 + ε

∣∣∣∣ ∂∂τ uε
∣∣∣∣2))ψ dτdx

= −
t+h∫
t

∫
�

(
∇A(uε)∇ψ +A′′(uε)

(
|∇uε|2 + ε

∣∣∣∣ ∂∂τ uε
∣∣∣∣2)ψ) dτdx

≤ C‖ψ‖Hs
0 (�)

t+h∫
t

∫
�

(
|A′(uε)||∇uε|+ |A′′(uε)|

(
|∇uε|2 + ε

∣∣∣∣ ∂∂τ uε
∣∣∣∣2)) dτdx,

где s = [d2 ] + 1, d = dim�. Пусть � (τ, x) = |A′(uε)| |∇uε| + |A′′(uε)|
(
|∇uε|2 +

ε
∣∣ ∂
∂τ uε

∣∣2). Перепишем полученное выше неравенство:

∫
�

(vε(t+ h, x)− vε(t, x))ψ(x) dx ≤ C‖ψ‖Hs
0 (�)

t+h∫
t

∫
�

� (τ, x) dτdx.

При п. в. t ∈ (0, T − h) отображение

ψ 7→
∫
�

(vε(t+ h, x)− vε(t, x))ψ(x) dx

является линейным непрерывным функционалом из пространства H−s(�):

‖vε(t+ h, ·)− vε(t, ·)‖H−s(�) ≤ C

t+h∫
t

∫
�

� (τ, x) dτdx.
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Проинтегрируем это неравенство по t от 0 до T − h:

T−h∫
0

‖τhvε − vε‖H−s(�) dt ≤ C

T−h∫
0

t+h∫
t

∫
�

� (τ, x) dtdτdx ≤ Ch.

Получим оценку

T−h∫
0

∥∥∥∥τhD(uε)−D(uε)−
(
τhε

∂

∂t
A(uε)− ε

∂

∂t
A(uε)

)∥∥∥∥
H−s(�)

dt ≤ Ch, (4.3)

где C не зависит от ε.
С другой стороны, функция ε ∂∂tA(uε) удовлетворяет оценке∥∥∥∥ε ∂∂tA(uε)

∥∥∥∥
L2(GT )

=
∥∥∥∥ε ∂∂tA(uε)

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(�))

≤
√
εC.

Следовательно, множество
{
ε ∂∂tA(uε)

}
ε>0 является относительно компактным

подмножеством пространства L2(0, T, L2(�)) и соответственно L1(0, T, L2(�)).
Согласно критерию компактности в пространстве L1(0, T, L2(�)) (см. [8, теоре-
ма 1]) и непрерывному вложению L2(�) ↪→ H−s(�) для любого ε > 0 справед-
ливо соотношение

T−h∫
0

∥∥∥∥ετh ∂∂tA(uε)− ε
∂

∂t
A(uε)

∥∥∥∥
H−s(�)

dt

≤ C

T−h∫
0

∥∥∥∥ετh ∂∂tA(uε)− ε
∂

∂t
A(uε)

∥∥∥∥
L2(�)

dt→ 0 при h→ 0 + .

Из этого соотношения и оценки (4.3) следует оценка

T−h∫
0

‖τhD(uε)−D(uε)‖H−s(�) dt ≤ Ch. (4.4)

В силу монотонности функции D ∈ C(R) из оценки (4.4) получаем искомое
второе утверждение предложения 4.12:

T−h∫
0

‖τhuε − uε‖H−s(�) dt ≤ Ch.

Из первых двух утверждений предложения 4.12 и теоремы 5 из [8] вытекает
относительная компактность множества {uε}ε>0 в пространстве L1(GT ). �

В следующей лемме приводится неравенство, которому удовлетворяет функ-
ция uε.

Лемма 4.13. При любом значении положительного параметра ε имеет ме-
сто неравенство

−
∫
GT

(
Q(uε, k)

∂

∂t
γ +H(uε, k)

(
�γ + ε

∂2

∂t2
γ

)
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− ∂2

∂u2
ε

H(uε, k)
(
|∇uε|2 + ε| ∂

∂t
uε|2

)
γ

)
ξε/A (t) dtdx

≤ A

∫
�

(H(u0(x), k)γ(0, x)+H(uT (x), k)γ(T, x)) dx+2ε
∫
GT

H(uε, k)ξ′ε/A

∂

∂t
γ dtdx,

(4.5)

где (H,Q) — произвольная граничная энтропийная пара, γ ∈ C∞0 (R × �) —
неотрицательная пробная функция, k ∈ R, вид функции ξε/A будет дан ниже.

Доказательство. Сформулируем вспомогательную лемму.

Лемма 4.14. Пусть функции s, ξK ∈ C0(0, T ) заданы формулами

s(t) = min{t, δ, T − t}, ξK(t) = 1− exp(−s(t)/K) при t ∈ (0, T )

для произвольных δ,K > 0. Тогда для любой п. в. неотрицательной функции
α ∈ H1(0, T ) справедливо интегральное неравенство

−K
T∫

0

α′(t)ξ′K(t) dt ≤ −
T∫

0

α(t)|ξ′K(t)| dt+ α(0) + α(T ). (4.6)

Доказательство. При 0 < s(t) < δ выполнены равенства

ξ′K(t) =
s′(t)
K

exp
(
−s(t)
K

)
, ξ′′K(t) = − 1

K2 exp
(
−s(t)
K

)
.

Выведем искомое неравенство:
T∫

0

α′(t)ξ′K(t) dt =
∫

0<s(t)<δ

α′(t)ξ′K(t) dt = −
∫

0<s(t)<δ

α(t)ξ′′K(t) dt+ ξ′Ks
′α|s=δ−

−ξ′Ks′α|s=0+ =
1
K2

∫
0<s(t)<δ

α(t) exp
(
−s(t)
K

)
dt+

1
K

exp
(
− δ

K

)
α|s=δ−−

1
K
α|s=0+

≥ 1
K2

∫
0<s(t)<δ

α(t) exp
(
−s(t)

k

)
dt− 1

K
α|s=0+

=
1
K

T∫
0

α(t)|ξ′K(t)| dt− 1
K

(α(0) + α(T )). �

Пусть (H,Q) — произвольная граничная энтропийная пара. Учитывая ра-
венство ∂

∂zQ(z, k) = A′(z) ∂
∂zH(z, k) при z, k ∈ R, домножим уравнение (1.14) на

∂
∂uε

H(uε, k):

∂

∂t
Q(uε, k) =

∂

∂uε
H(uε, k)

∂

∂t
A(uε) =

∂

∂uε
H(uε, k)

(
�uε + ε

∂2

∂t2
uε

)
= �H(uε, k) + ε

∂2

∂t2
H(uε, k)−

∂2

∂u2
ε

H(uε, k)
(
|∇uε|2 + ε| ∂

∂t
uε|2

)
.

Домножим это равенство на γξε/A и результат проинтегрируем по области GT ,
где γ ∈ C∞0 (R× �), γ ≥ 0:

−
∫
GT

(
Q(uε, k)

∂

∂t
γ +H(uε, k)

(
�γ + ε

∂2

∂t2
γ

)
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− ∂2

∂u2
ε

H(uε, k)
(
|∇uε|2 + ε

∣∣∣∣ ∂∂tuε
∣∣∣∣2)γ)ξε/A dtdx

=
∫
GT

(
Q(uε, k)γξ′ε/A + εH(uε, k)

(
2ξ′ε/A

∂

∂t
γ + γξ′′ε/A

))
dtdx

=
∫
GT

Q(uε, k)γξ′ε/A dtdx+ 2ε
∫
GT

H(uε, k)ξ′ε/A

∂

∂t
γ dtdx

+

−ε T∫
0

∫
�

∂

∂t
(H(uε, k)γ)ξ′ε/A dtdx

.
Подставим в неравенство (4.6) α(·) =

∫
�

H(uε(·, x), k)γ(·, x) dx, K = ε/A . Тогда

слагаемое в квадратных скобках оценивается сверху:

− ε

T∫
0

∫
�

∂

∂t
(H(uε, k)γ)ξ′ε/A dtdx ≤ −A

∫
GT

H(uε, k)γ|ξ′ε/A | dtdx

+ A

∫
�

(H(u0(x), k)γ(0, x) +H(uT (x), k)γ(T, x)) dx.

Тем самым из приведенного выше равенства следует неравенство

−
∫
GT

(
Q(uε, k)

∂

∂t
γ +H(uε, k)

(
�γ + ε

∂2

∂t2
γ

)

− ∂2

∂u2
ε

H(uε, k)
(
|∇uε|2 + ε

∣∣∣∣ ∂∂tuε
∣∣∣∣2γ)ξε/A dtdx

≤
∫
GT

(Q(uε, k)ξ′ε/A −AH(uε, k)|ξ′ε/A |)γ dtdx

+A

∫
�

(H(u0(x), k)γ(0, x)+H(uT (x), k)γ(T, x)) dx+2ε
∫
GT

H(uε, k)ξ′ε/A

∂

∂t
γ dtdx.

Первое слагаемое правой части этого неравенства оценивается сверху ну-
лем, так как для п. в. (t, x) ∈ GT выполнена оценка

Q(uε(t, x), k)ξ′ε/A (t) ≤ |Q(uε(t, x), k)||ξ′ε/A (t)|

=

∣∣∣∣∣∣
uε(t,x)∫
k

A′(λ)
∂

∂λ
H(λ, k) dλ

∣∣∣∣∣∣ |ξ′ε/A (t)| ≤ AH(uε(t, x), k)|ξ′ε/A (t)|,

что завершает вывод неравенства (4.5). �

Так как множество {uε}ε>0 равномерно ограничено в пространстве
L∞(GT )∩L2

(
0, T ;H1

0 (�)
)

и относительно компактно в L1(GT ), то из него можно
выделить подпоследовательность {uεl}l∈N, которая имеет предел u ∈ L∞(GT )∩
L2
(
0, T ;H1

0 (�)
)

при εl → 0+. В силу леммы 4.13 функция uεl удовлетворяет
неравенству (4.5) при ε = εl. Почти всюду по t ∈ (0, T ) имеют место сходимости

lim
εl→0+

ξεl/A (t) = 1− lim
εl→0+

exp
(
−A s(t)

εl

)
= 1,



618 И. В. Кузнецов

lim
εl→0+

εlξ
′
εl/A (t) = lim

εl→0+
A s′(t) exp

(
−A s(t)

εl

)
= 0.

Легко видеть, что функция u удовлетворяет предельному соотношению

−
∫
GT

(
Q(u, k)

∂

∂t
γ +H(u, k)�γ − ∂2

∂u2H(u, k)|∇u|2γ
)
dtdx

≤ A

∫
�

(H(u0, k)γ(0, x) +H(uT , k)γ(T, x)) dx,

совпадающему с неравенством (1.12) из определения 1.4. Таким образом, предел
u подпоследовательности {uεl} является энтропийным решением задачи (1.1),
(1.2). В силу оценки (1.13) из теоремы 1.2 при u0

1 = u0
2, uT1 = uT2 функция u

является единственной и поэтому не зависит от выбора подпоследовательности
{uεl}. Следовательно, соотношение (1.16) выполнено, что завершает доказа-
тельство теоремы 1.3.

§ 5. Доказательство теоремы 1.4

В предыдущем параграфе мы доказали, что при произвольных граничных
данных u0, uT ∈ L∞(�) ∩H1

0 (�) у краевой задачи (1.1), (1.2) существует един-
ственное энтропийное решение. Покажем, что этот результат имеет место при
любых ограниченных граничных данных u0, uT ∈ L∞(�). Выберем последова-
тельности

{
u0
l

}
,
{
uTl
}
⊂ L∞(�)∩H1

0 (�), которые сходятся в пространстве L1(�)
к функциям u0, uT при l → ∞. По

{
u0
l

}
и
{
uTl
}

построим последовательность
энтропийных решений {ul} ⊂ L∞(GT ) ∩ L2

(
0, T ;H1

0 (�)
)
; по определению 1.4

решение ul удовлетворяет неравенству (1.12):

−
∫
GT

(
Q(ul, k)

∂

∂t
γ +H(ul, k)�γ − |∇ul|2

∂2

∂u2
l

H(ul, k)γ
)
dtdx

≤ A

∫
�

(
H
(
u0
l (x), k

)
γ(0, x) +H

(
uTl (x), k

)
γ(T, x)

)
dx

для любой граничной энтропийной пары (H,Q), произвольного k ∈ R и любой
неотрицательной функции γ ∈ C∞0 (R×�). В силу оценки (1.13) из теоремы 1.2
последовательность {ul} фундаментальна и ограничена в пространстве L1(GT ),
значит, она сходится при l→∞. Кроме того, ввиду равномерной ограниченно-
сти последовательности {ul} в L∞(GT ) ∩ L2

(
0, T ;H1

0 (�)
)

у нее существует пре-
дел u ∈ L∞(GT ) ∩ L2

(
0, T ;H1

0 (�)
)
, который удовлетворяет определению 1.4, не

зависит от выбора последовательностей
{
u0
l

}
,
{
uTl
}

и является единственным
энтропийным решением краевой задачи (1.1), (1.2) при любых ограниченных
граничных данных u0, uT ∈ L∞(�), что завершает доказательство теоремы 1.4.

В заключение автор выражает свою благодарность профессору П. И. Плот-
никову за постановку задачи и помощь в работе.
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