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О СУЩЕСТВОВАНИИ НЕСТАЦИОНАРНОГО

РЕШЕНИЯ ПУАЗЕЙЛЯ

K. Пилецкас, В. Кебликас

Аннотация: Нестационарное решение Пуазейля, описывающее течение вязкой не-
сжимаемой жидкости в бесконечном цилиндре, определяется как решение обратной
задачи для уравнения теплопроводности. Исследуются вопросы существования и
единственности нестационарного решения Пуазейля, соответствующего заданному
потоку F (t) вектора скорости. Доказывается, что при выполнении определенных
условий согласования для начальных данных и потока F (t) обратная задача одно-
значно разрешима в пространстве Гёльдера.

Ключевые слова: уравнения Навье — Стокса, уравнение теплопроводности, об-
ратная задача, интегральные уравнения, нестационарное решение Пуазейля.

§ 1. Введение

Исследованию краевых задач для стационарных систем Стокса и Навье —
Стокса в областях с выходами на бесконечность посвящено большое количе-
ство работ (см., например, [1–3] и цитируемую в этих работах литературу).
Пусть � ⊂ R3 — область с m цилиндрическими выходами на бесконечность,

т. е. � = �0 ∪
(

m⋃
j=1

�j

)
, где �0 — ограниченная область, а �j — полубесконеч-

ные цилиндры, задаваемые в некоторых системах координат x(j) соотношения-
ми �j =

{
x(j) :

(
x(j)

1 , x(j)
2

)
∈ ωj ⊂ R2, x(j)

3 > 0
}
, ωj — ограниченные области и

�j ∩�l = ∅ при j 6= l.
Хорошо известно, что решение (u, p) системы Стокса

−ν�u +∇p = 0, div u = 0, x ∈ �,
u = 0, x ∈ ∂�, (1.1)

с заданными потоками Fj через сечения ωj цилиндров �j :∫
ωi

u · n ds = Fj , i = 1, . . . ,m,
m∑
j=1

Fj = 0, (1.2)

экспоненциально стремится при |x| → ∞, x ∈ �j , к точным решениям Пуазейля,
соответствующим цилиндрам �j . Для нелинейной системы уравнений Навье —
Стокса

−ν�u + (u · ∇u) +∇p = 0, div u = 0, x ∈ �,
u = 0, x ∈ ∂�, (1.3)

аналогичный результат получен для достаточно малых потоков Fj (см. [4–6]).
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Стационарное решение Пуазейля в цилиндре � = {x ∈ R3 : x′ = (x1, x2) ∈
ω, x3 ∈ R} определяется формулами (см., например, [7])

uF (x) = (0, 0, qF v(x′)), pF (x) = −νqFx3 + p0, (1.4)

где p0 — произвольная постоянная, а v(x′) — решение первой краевой задачи
для уравнения Пуассона

−ν�′v(x′) = 1, x′ ∈ ω; v(x′) = 0, x′ ∈ ∂ω. (1.5)

(В (1.5) �′ — оператор Лапласа по переменным x′.) Поскольку∫
ω

v(x′) dx′ = ν

∫
ω

|∇′v(x′)|2 dx′ := κ0 > 0,

постоянную qF можно выбрать так, чтобы решение Пуазейля имело заданный
поток

qF

∫
ω

v(x′) dx′ = F, (1.6)

т. е. qF = Fκ−1
0 .

Свойства решений нестационарной системы Навье — Стокса

ut − ν�u + (u · ∇u) +∇p = 0, div u = 0, (x, t) ∈ �× (0, T ),
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂�× (0, T ), u(x, 0) = a(x)

(1.7)

в областях с некомпактными границами изучены значительно меньше, чем свой-
ства решений стационарной системы (1.3). Известно [1, 2], что в областях с
выходами на бесконечность существуют решения с заданными потоками Fj(t)
через сечения этих выходов и в зависимости от геометрических свойств выхо-
дов на бесконечность эти решения имеют конечный или бесконечный интеграл
энергии. В частности, если выходы цилиндрические, то интеграл энергии бес-
конечен. Однако ничего не известно об асимптотическом поведении решений
задачи (1.7) при |x| → ∞. Первым шагом при изучении асимптотики решений
нестационарной системы Навье — Стокса в области с цилиндрическими выхо-
дами на бесконечность является нахождение точного решения типа Пуазейля в
бесконечном цилиндре. Такое решение будем называть нестационарным реше-
нием Пуазейля.

Рассмотрим задачу (1.7) в областиQT = �×(0, T ) и дополнительно зададим
поток вектора скорости u через сечение ω:∫

ω

u3(x, t) dx′ = F (t). (1.8)

Кроме того, предположим, что a = (0, 0, a3), где a3 = a3(x′) не зависит от
переменной x3 и выполнено необходимое условие согласования∫

ω

a3(x′) dx′ = F (0). (1.9)

Нестационарное решение Пуазейля имеет вид

u(x, t) = (0, 0, v(x′, t)), p(x, t) = −q(t)x3 + p0(t), (1.10)
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где p0(t) — произвольная функция от t, а v(x′, t) является решением следующей
начально-краевой задачи:

vt(x′, t)− ν�′v(x′, t) = q(t), (x′, t) ∈ ω × (0, T ),

v(x′, t) = 0, (x, t) ∈ ∂ω × (0, T ), v(x′, 0) = a3(x′).
(1.11)

Функцию q(t) надо определить так, чтобы v(x′, t) удовлетворяла условию потока
(1.8), т. е. ∫

ω

v(x′, t) dx′ = F (t). (1.12)

Таким образом, мы приходим к следующей обратной задаче: по заданным
a3(x′) и F (t) найти пару функций (v(x′, t), q(t)), удовлетворяющую начально-
краевой задаче (1.11) и интегральному условию (1.12).

Отметим, что в отличие от стационарной задачи (1.3), для которой по-
стоянная qF , определяющая перепад давления, пропорциональна потоку F , в
нестационарном случае функция q(t) определяется как решение обратной зада-
чи (1.11), (1.12). Поэтому в нестационарном случае постановка задачи с задан-
ным перепадом давления q(t) не эквивалентна постановке задачи с заданным
потоком F (t). При задании перепада давления решается прямая задача (1.11),
решение v(x′, t) которой будет иметь ненулевой поток Q(t) =

∫
ω
v(x′, t) dx′. Одна-

ко при задании потока F (t) необходимо решать обратную задачу (1.11), (1.12).
Приведем еще один пример, когда начально-краевая задача для нестацио-

нарной системы Стокса сводится к обратной задаче типа (1.11), (1.12). Пусть
� = {x ∈ R3 : x′ ∈ R2, 0 < x3 < 1} — бесконечный слой. Рассмотрим в
QT = �× (0, T ) нестационарную систему Стокса

ut − ν�u +∇p = 0, div u = 0, (x, t) ∈ �× (0, T ),
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂�× (0, T ), u(x, 0) = a(x).

(1.13)

Предположим, что a(x) = a(x3)(x1/|x′|2, x2/|x′|2, 0). Решение, удовлетворяющее
задаче (1.13) при |x| > 1 и имеющее заданный поток∫

SR

u(x, t) · n dS = F (t),

где SR = {x ∈ � : |x′| = R, 0 < x3 < 1}, определяется формулами

p0(x, t) = −q(t) ln |x′|, u0(x, t) = v(x3, t)
(
x1

|x′|2
,
x2

|x′|2
, 0

)
,

где v(x3, t) является решением обратной задачи

vt(x3, t)− ν
∂2

∂x2
3
v(x3, t) = q(t), (x3, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),

v(0, t) = v(1, t) = 0, v(x3, 0) = a(x3),

2π
1∫

0

v(x3, t) dx3 = F (t).

(1.14)
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Легко видеть, что данные задачи (1.14) должны удовлетворять условию согла-
сования

2π
1∫

0

a(x3) dx3 = F (0).

Задача (1.14) является одномерным аналогом обратной задачи (1.11), (1.12).
Отметим, что аналогичная (1.13) стационарная задача рассмотрена в [8–10].

Теория обратных задач для параболических уравнений исследовалась мно-
гими авторами (см. [11, 12], а также книгу [13] и цитируемую в ней литературу).
Однако нам не удалось найти результата о разрешимости задачи (1.11), (1.12).
Во всех упомянутых выше работах вместо (1.12) ставилось весовое условие∫

ω

ψ(x′)v(x′, t) dx′ = F (t),

где ψ ∈
◦
W 1

2(ω), и существенно использовался тот факт, что ψ(x) = 0 при x ∈ ∂ω.
В данной статье доказывается, что при выполнении условий согласования

для функций a3(x′) и F (t) задача (1.11), (1.12) однозначно разрешима в про-
странствах Гёльдера.

В § 2 вводятся используемые в работе функциональные пространства, стро-
ится приближенное решение (v(N), q(N)) обратной задачи (1.11), (1.12) и выво-
дятся интегральные уравнения для определения функций q(N). В § 3 полу-
чены равномерные по N оценки решений q(N) интегральных уравнений (2.7)
в пространствах Гёльдера. В § 4 доказывается, что приближенные решения
(v(N), q(N)) стремятся при N → ∞ к решению (v, q) обратной задачи (1.11),
(1.12).

§ 2. Постановка задачи, функциональные
пространства и построение приближенного решения

Пусть ω — ограниченная область в Rn, �T = (0, T ), QT = ω×�T . Рассмот-
рим в QT следующую обратную задачу:

vt(x, t)− ν�v(x, t) = q(t), (x, t) ∈ QT ,

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂ω ×�T , v(x, 0) = a(x), x ∈ ω,∫
ω

v(x, t) dx = F (t) ∀t ∈ �T ,

∫
ω

a(x) dx = F (0).
(2.1)

Задачу (2.1) будем рассматривать в пространствах Гёльдера. Как обычно,
через Cl+δ(ω), где l ≥ 0 целое, δ ∈ (0, 1), обозначим пространство функций,
непрерывных в ω по Гёльдеру с показателем δ ∈ (0, 1) вместе с производными
до порядка l включительно. Норма в пространстве Cl+δ(ω) определяется по
формуле

‖u;Cl+δ(ω)‖ =
l∑

|α|=0

sup
x∈ω

∣∣Dα
xu(x)

∣∣ +
∑
|α|=l

sup
x,y∈ω

∣∣Dα
xu(x)−Dα

y u(y)
∣∣

|x− y|δ
.

Аналогично определяется пространство Cl+δ(�T ).
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Через C2l+2δ,l+δ(QT ), где δ ∈ (0, 1/2), обозначим пространство непрерыв-
ных функций, имеющих в QT непрерывные производные Dα

x по x до порядка
2l, непрерывные производные Dr

t по t до порядка l и конечную норму

‖u;C2l+2δ,l+δ(QT )‖ =
2l∑

|α|=0

sup
(x,t)∈QT

∣∣Dα
xu(x, t)

∣∣ +
l∑

r=0

sup
(x,t)∈QT

∣∣Dr
tu(x, t)

∣∣
+

∑
|α|=2l

sup
(x,t),(y,t)∈QT

∣∣Dα
xu(x, t)−Dα

y u(y, t)
∣∣

|x− y|2δ

+
∑
r=l

sup
(x,t),(x,τ)∈QT

∣∣Dr
tu(x, t)−Dr

τu(x, τ)
∣∣

|t− τ |δ
.

Введем еще пространство функций W 1,1
2 (QT ) с конечной нормой

∥∥u;W 1,1
2 (QT )

∥∥ =
( ∫
QT

(
|ut(x, t)|2 + |u(x, t)|2 + |∇xu(x, t)|2

)
dxdt

)1/2

.

Рассмотрим задачу (2.1) при a(x, t) = 0. Обозначим через uk(x) и λk соб-
ственные функции и собственные числа оператора Лапласа в пространстве Со-

болева
◦
W 1

2(ω):

−ν�uk(x) = λkuk(x), x ∈ ω; uk = 0, x ∈ ∂ω. (2.2)

Собственные функции uk(x) будем считать ортонормированными в L2(ω). От-
метим, что λk > 0 и {λk} → ∞ при k →∞.

Раскладывая единицу в ряд Фурье по функциям uk(x), получим

1 =
∞∑
k=1

βkuk(x),

где βk =
∫
ω
uk(x) dx, k = 1, 2, . . . , и

∞∑
k=1

β2
k = |ω|. Приближенное решение

(v(N), q(N)) задачи (2.1) будем искать в виде

v(N)(x, t) =
N∑
k=1

w(N)
k (t)uk(x), (2.3)

а функцию q(N)(t) подберем так, чтобы выполнялось условие∫
ω

v(N)(x, t) dx = F (t) ∀t ∈ �T . (2.4)

Подставляя выражение (2.3) в уравнение (2.1), находим, что

w(N)
k (t) = βk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))q(N)(τ) dτ,

т. е.

v(N)(x, t) =
N∑
k=1

βk

 t∫
0

exp(−λk(t− τ))q(N)(τ) dτ

uk(x), (2.5)
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и из условия (2.4) получаем равенство∫
�

v(N)(x, t) dx =
N∑
k=1

βk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))q(N)(τ) dτ
∫
�

uk(x) dx = F (t),

которое эквивалентно интегральному уравнению Вольтерра первого рода для
функции q(N):

N∑
k=1

β2
k

t∫
0

exp(−λk(t− τ))q(N)(τ) dτ = F (t). (2.6)

Предположим, что существует производная функции F (t). Тогда, дифферен-
цируя (2.6), выводим уравнение

q(N)(t)− 1
κN

N∑
k=1

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))q(N)(τ) dτ = ϕ(N)(t), (2.7)

где κN =
N∑
k=1

β2
k, ϕ

(N)(t) = F ′(t)/κN . Уравнение (2.7) является уравнением

Вольтерра второго рода с ядром

K(N)(t, τ) = κ−1
N

N∑
k=1

β2
kλk exp(−λk(t− τ)).

Разрешимость таких уравнений хорошо известна (см., например, [14]). Однако
перейти к пределу при N → ∞ непосредственно в уравнении (2.7) нельзя, по-

скольку ряд κ−1
∞

∞∑
k=1

β2
kλk, определяющий при t = τ предельное ядро K(∞)(t, t),

расходится.
Ниже будет доказано, что при выполнении условий согласования последо-

вательность {(v(N)(x, t), q(N)(t))} стремится при N →∞ по норме пространства
C2l+2δ,l+δ(QT )× Cl+δ(�T ) к решению (v(x, t), q(t)) задачи (2.1).

§ 3. Равномерные по N оценки
решения уравнения (2.7)

В данном параграфе для решения q(N)(t) интегрального уравнения (2.7)
будут доказаны равномерные по N оценки в пространстве Гёльдера.

Сначала рассмотрим вспомогательное интегральное уравнение

f (N)(t)− 1
κN

N∑
k=2

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))f (N)(τ) dτ = g(t). (3.1)

Лемма 3.1. Предположим, что g ∈ Cδ(�T ) и g(0) = 0. Тогда существует
единственное решение f (N) ∈ Cδ(�T ) уравнения (3.1). При этом f (N)(0) = 0 и
имеют место неравенства

|f (N)(t)| ≤ κN

β2
1

sup
τ∈�t

|g(τ)| ∀t ∈ [0, T ], (3.2)

‖f (N);Cδ(�T )‖ ≤ 2
κN

β2
1
‖g;Cδ(�T )‖, (3.3)
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где �t = (0, t).
Доказательство. Положим

f (N)
0 (t) = g(t), . . . , f (N)

n (t) =
1

κN

N∑
k=2

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))f (N)
n−1(τ) dτ, . . . ,

f (N)(t) =
∞∑
n=1

f (N)
n (t). (3.4)

Тогда ∣∣f (N)
0 (t)

∣∣ ≤ sup
τ∈�t

|g(τ)|,

∣∣f (N)
1 (t)

∣∣ ≤ 1
κN

sup
τ∈�t

|g(τ)|
N∑
k=2

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ)) dτ

≤ 1
κN

sup
τ∈�t

|g(τ)|
N∑
k=2

β2
k(1− exp(−λkt))

≤ γN
κN

sup
τ∈�t

|g(τ)|, . . . ,
∣∣f (N)
n (t)

∣∣ ≤ (
γN
κN

)n

sup
τ∈�t

|g(τ)|, . . . ,

где γN =
N∑
k=2

β2
k = κN − β2

1 .

Поскольку γN/κN < 1, ряд (3.4), определяющий решение уравнения (3.1),
сходится абсолютно и равномерно по t ∈ [0, T ]. Кроме того, имеет место нера-
венство

|f (N)(t)| ≤ sup
τ∈�t

|g(τ)|
∞∑
n=0

(
γN
κN

)n

=
κN

κN − γN
sup
τ∈�t

|g(τ)| = κN

β2
1

sup
τ∈�t

|g(τ)|,

и из уравнения (3.1) следует, что f (N)(0) = 0.
Оценим теперь норму Гёльдера функции f (N). Так как f (N)

n−1(0) = 0, то

∣∣f (N)
n (t+ h)− f (N)

n (t)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1
κN

N∑
k=2

β2
kλk

t+h∫
0

exp(−λk(t+ h− τ))f (N)
n−1(τ) dτ

− 1
κN

N∑
k=2

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))f (N)
n−1(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

κN

N∑
k=2

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))
∣∣f (N)
n−1(τ + h)− f (N)

n−1(τ)
∣∣ dτ

+
1

κN

N∑
k=2

β2
kλk

h∫
0

exp(−λk(t+ h− τ))
∣∣f (N)
n−1(τ)− f (N)

n−1(0)
∣∣ dτ, n = 1, 2, . . . .

Оценивая правые части этих неравенств, находим, что для любых t, t+h ∈ [0, T ]
имеют место оценки∣∣f (N)

0 (t+ h)− f (N)
0 (t)

∣∣ = |g(t+ h)− g(t)| ≤ hδ‖g;Cδ(�T )‖,
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1 (t+ h)− f (N)

1 (t)
∣∣ ≤ 2hδ‖g;Cδ(�T )‖ γN

κN
, . . . ,

∣∣f (N)
n (t+ h)− f (N)

n (t)
∣∣ ≤ 2hδ‖g;Cδ(�T )‖

(
γN
κN

)n

, . . . .

Поэтому ∥∥f (N)
n ;Cδ(�T )

∥∥ ≤ 2‖g;Cδ(�T )‖
(
γN
κN

)n

и, следовательно, для f (N)(t) =
∞∑
n=1

f (N)
n (t) справедлива оценка (3.3). Лемма

доказана.

Определим теперь на пространстве Ĉδ(�T ) = {� ∈ Cδ(�T ) : �(0) = 0}
оператор BN по формуле

BN�(t) = �(t)− 1
κN

N∑
k=2

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))�(τ) dτ.

Из леммы 3.1 следует, что существует ограниченный обратный оператор B−1
N :

Ĉδ(�T ) → Ĉδ(�T ) и ∥∥B−1
N ; Ĉδ(�T ) → Ĉδ(�T )

∥∥ ≤ 2
κN

β2
1
. (3.5)

Кроме того, ∣∣B−1
N g(t)

∣∣ ≤ κN

β2
1

sup
τ∈�t

|g(τ)|. (3.6)

Рассмотрим полное уравнение (2.7), которое перепишем в виде

BNq
(N)(t) =

1
κN

β2
1λ1

t∫
0

exp(−λ1(t− τ))q(N)(τ) dτ + ϕ(N)(t). (3.7)

Вводя обозначения g(N) = BNq(N), q(N) = B−1
N gN , из (3.7) получим интеграль-

ное уравнение

g(N)(t)− 1
κN

β2
1λ1

t∫
0

exp(−λ1(t− τ))
(
B−1
N g(N))(τ) dτ = ϕ(N)(t). (3.8)

Лемма 3.2. Пусть ϕ(N) ∈ Ĉδ(�T ). Тогда существует единственное реше-
ние g(N) ∈ Ĉδ(�T ) уравнения (3.8) и имеют место неравенства

|g(N)(t)| ≤ exp(λ1t) sup
τ∈�t

|ϕ(N)(τ)|, (3.9)

‖g(N);Cδ(�T )‖ ≤ c exp(2λ1T )‖ϕ(N);Cδ(�T )‖. (3.10)

Доказательство. Положим

g(N)(t) =
∞∑
n=0

g(N)
n (t), (3.11)
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где
g(N)
0 (t) = ϕ(N)(t),

g(N)
1 (t) =

1
κN

β2
1λ1

t∫
0

exp(−λ1(t− τ))
(
B−1
N g(N)

0
)
(τ) dτ, . . . ,

gn+1(t) =
1

κN
β2

1λ1

t∫
0

exp(−λ1(t− τ))
(
B−1
N g(N)

n

)
(τ) dτ, . . . .

Используя (3.6), по индукции получаем

∣∣g(N)
1 (t)

∣∣ ≤ κN

β2
1

sup
τ∈�t

|ϕ(N)(τ)| 1
κN

β2
1λ1

t∫
0

exp(−λ1(t−τ)) dτ ≤ λ1t sup
τ∈�t

|ϕ(N)(τ)|, . . . ,

∣∣g(N)
n+1(t)

∣∣ ≤ 1
κN

β2
1λ1

t∫
0

exp(−λ1(t− τ))
κN

β2
1

sup
s∈�τ

∣∣g(N)
n (s)

∣∣ dτ
≤ λn+1

1
n!

sup
τ∈�t

|ϕ(N)(τ)|
t∫

0

τn dτ =
(λ1t)n+1

(n+ 1)!
sup
τ∈�t

|ϕ(N)(τ)|, . . . .

Таким образом,
∞∑
n=0

∣∣g(N)
n (t)

∣∣ ≤ sup
τ∈�t

|ϕ(N)(τ)|
∞∑
n=0

(λ1t)n

n!
= exp(λ1t) sup

τ∈�t

|ϕ(N)(τ)|, (3.12)

и, следовательно, ряд (3.11), определяющий решение интегрального уравнения
(3.8), сходится абсолютно и равномерно на любом конечном интервале [0, T ].
При этом

|g(N)(t)| ≤ exp(λ1t) sup
τ∈�t

|ϕ(N)(τ)| ≤ exp(λ1T ) sup
t∈�T

|ϕ(N)(t)|. (3.13)

Используя оценку (3.5), легко показать, что для разности |g(N)(t+ h)− g(N)(t)|
справедливо неравенство

|g(N)(t+ h)− g(N)(t)| ≤ chδ exp(2λ1T )‖g(N); Ĉδ(�T )‖ ∀t, t+ h ∈ [0, T ].

Итак, g(N) ∈ Ĉδ(�T ), и имеет место оценка (3.10). Лемма доказана.

Лемма 3.3. Пусть ϕ(N) ∈ Ĉδ(�T ). Тогда существует единственное реше-
ние q(N) ∈ Ĉδ(�T ) уравнения (2.7) и имеют место неравенства

|q(N)(t)| ≤ κN

β2
1

exp(λ1t) sup
τ∈�t

|ϕ(N)(τ)|, (3.14)

‖q(N);Cδ(�T )‖ ≤ c exp(2λ1T )‖ϕ(N);Cδ(�T )‖. (3.15)
Для доказательства леммы достаточно положить q(N) = B−1

N g(N) и вос-
пользоваться оценками (3.5), (3.6), (3.9), (3.10).

Обозначим через Ĉl+δ(�T ) подпространство функций из Cl+δ(�T ), удовле-
творяющих условиям

h(0) = 0,
d

dt
h(0) = 0, . . . ,

dl

dtl
h(0) = 0. (3.16)
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Лемма 3.4. Пусть ϕ(N) ∈ Ĉl+δ(�T ), l ≥ 0. Тогда существует единственное
решение q(N) ∈ Ĉl+δ(�T ) уравнения (2.7) и имеют место неравенства∣∣∣∣ dsdts q(N)(t)

∣∣∣∣ ≤ κN

β2
1

exp(λ1t) sup
τ∈�t

∣∣∣∣ dsdτ sϕ(N)(τ)
∣∣∣∣, s = 0, . . . , l, (3.17)

‖q(N);Cl+δ(�T )‖ ≤ c exp(2λ1T )‖ϕ(N);Cl+δ(�T )‖. (3.18)

Доказательство. Продифференцировав уравнениe (2.7), находим, что

q(N)′(t)− 1
κN

N∑
k=1

β2
kλkq

(N)(t)− 1
κN

N∑
k=1

β2
kλk

t∫
0

d

dt
(exp(−λk(t− τ)))q(N)(τ) dτ

= ϕ(N)′(t).

Интегрируя по частям в третьем слагаемом и используя условие q(N)(0) = 0,
преобразуем это уравнение к виду

q(N)′(t)− 1
κN

N∑
k=1

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))q(N)′(τ) dτ = ϕ(N)′(t).

Таким образом, для q(N)′ получаем уравнение, аналогичное уравнению (2.7).
Так как ϕ(N) ∈ Ĉl+δ(�T ), т. е. ds

dtsϕ
(N)(0) = 0, s = 0, . . . , l, производная ds

dts q
(N),

s = 1, . . . , l, удовлетворяет уравнению (2.7) с правой частью, равной ds

dtsϕ
(N).

Поэтому из леммы 3.3 вытекает, что q(N) ∈ Ĉl+δ(�T ), и в силу (3.14), (3.15)
справедливы оценки (3.17), (3.18). Лемма доказана.

§ 4. Существование решения задачи (2.1)

Докажем сначала, что последовательность q(N) сходится по норме про-
странства Cl+δ(�T ).

Лемма 4.1. Предположим, что F ∈ Ĉl+1+δ(�T ), l ≥ 0, δ ∈ (0, 1). То-
гда последовательность q(N) сходится по норме пространства Cl+δ(�T ) и для
предельной функции q ∈ Ĉl+δ(�T ) имеют место неравенства∣∣∣∣ dsdts q(t)

∣∣∣∣ ≤ |ω|
β2

1
exp(λ1t) sup

τ∈�t

∣∣∣∣ ds+1

dτ s+1F (τ)
∣∣∣∣, s = 0, . . . , l, (4.1)

‖q;Cl+δ(�T )‖ ≤ c exp(2λ1T )‖F ;Cl+1+δ(�T )‖. (4.2)

Доказательство. Легко видеть, что разность Q(N,M)(t) = q(N+M)(t) −
q(N)(t) удовлетворяет соотношению

Q(N,M)(t)− 1
κN

N∑
k=1

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))Q(N,M)(τ) dτ

=
(

1
κN+M

− 1
κN

) N∑
k=1

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))q(N+M)(τ) dτ
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+
1

κN+M

N+M∑
k=N+1

β2
kλk

t∫
0

exp(−λk(t− τ))q(N+M)(τ) dτ

+ (ϕ(N+M)(t)− ϕ(N)(t)) ≡ I(N,M)
1 (t) + I(N,M)

2 (t) + I(N,M)
3 (t).

Так как

lim
N→∞

κN =
∞∑
k=1

β2
k = |ω|, ϕ(N)(t) = F ′(t)/κN ,

используя (3.18), находим, что∥∥I(N,M)
1 ;Cl+δ(�T )

∥∥ ≤ c

∣∣∣∣ 1
κN+M

− 1
κN

∣∣∣∣ N∑
k=1

β2
k‖q(N+M);Cl+δ(�T )‖

≤ c

∣∣∣∣ 1
κN+M

− 1
κN

∣∣∣∣ N∑
k=1

β2
k exp(2λ1T )‖ϕ(N+M);Cl+δ(�T )‖

≤ c

∣∣∣∣ 1
κN+M

− 1
κN

∣∣∣∣ exp(2λ1T )‖F ′;Cl+δ(�T )‖ → 0,

∥∥I(N,M)
2 ;Cl+δ(�T )

∥∥ ≤ c

κN+M
exp(2λ1T )‖F ′;Cl+δ(�T )‖

N+M∑
k=N+1

β2
k → 0,

∥∥I(N,M)
3 ;Cl+δ(�T )

∥∥ =
∣∣∣∣ 1
κN+M

− 1
κN

∣∣∣∣‖F ′;Cl+δ(�T )‖ → 0

при N,M →∞. Поскольку функция Q(N,M) является решением интегрального
уравнения (2.7), в силу леммы 3.4 (см. оценку (3.18)) справедливо соотношение

‖Q(N,M);Cl+δ(�T )‖ ≤ 2
κN

β2
1

exp(2λ1T )
∥∥(
I(N,M)
1 +I(N,M)

2 +I(N,M)
3

)
;Cl+δ(�T )

∥∥ → 0

при N,M → ∞. Таким образом, последовательность {qN} фундаментальна
в пространстве Ĉl+δ(�T ), и, следовательно, существует предельная функция
q ∈ Ĉl+δ(�T ). Оценки (4.1), (4.2) для q вытекают из аналогичных оценок для
функций qN . Лемма доказана.

Теорема 4.2. Предположим, что ∂ω ∈ C2l+2+2δ. Пусть F ∈ Cl+1+δ(�T ),
a ∈ C2l+2+2δ(ω), l ≥ 0, δ ∈ (0, 1/2), и пусть выполнены условия согласования
порядка l + 1:

(�ma(x))|∂ω = 0,
dm

dtm
F (0) =

∫
ω

�ma(x)dx, m = 0, . . . , l + 1. (4.3)

Тогда при любом T > 0 существует единственное решение

(v, q) ∈ C2l+2+2δ,l+1+δ(QT )× Ĉl+δ(�T )

задачи (2.1) и имеет место оценка

‖v;C2l+2+2δ,l+1+δ(QT )‖+ ‖q;Cl+δ(�T )‖ ≤ c(T )‖F ;Cl+1+δ(�T )‖. (4.4)

Доказательство. Рассмотрим сначала случай a(x) ≡ 0. Предположим,
что F ∈ Ĉl+1+δ(�T ). По построению функции

v(N)(x, t) =
N∑
k=1

βk

 t∫
0

exp(−λk(t− τ))q(N)(τ) dτ

uk(x)
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являются решениями начально-краевых задач

v(N)
t (x, t)− ν�v(N)(x, t) = f (N)(x, t), (x, t) ∈ QT ,

v(N)(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂ω ×�T , v(N)(x, 0) = 0, x ∈ ω,
(4.5)

где f (N)(x, t) = q(N)(t)
N∑
k=1

βkuk(x). Поэтому (см., например, [15, 16]) имеет место
оценка ∥∥v(N);W 1,1

2 (QT )
∥∥ ≤ c‖f (N)(x, t);L2(QT )‖, (4.6)

причем постоянная c не зависит от N . Используя лемму 4.1, легко показать,
что последовательность

{f (N)(x, t)} =

{
q(N)(t)

N∑
k=1

βkuk(x)

}
стремится по норме пространства L2(QT ) к функции q(t). В силу линейно-
сти задачи (4.5) разность V (N,M)(x, t) = v(N+M)(x, t)− v(N)(x, t) будет решени-
ем аналогичной задачи с правой частью f (N+M)(x, t) − f (N)(x, t). Из оценки
(4.6) заключаем, что последовательность v(N) фундаментальна в пространстве
W 1,1

2 (QT ) и, следовательно, существует предел

lim
n→∞

v(N) = v ∈W 1,1
2 (QT ),

являющийся обобщенным решением задачи

vt(x, t)− ν�v(x, t) = q(t), (x, t) ∈ QT ,

v(x, t) = 0, x ∈ ∂ω ×�T , v(x, 0) = 0, x ∈ ω.
(4.7)

Правая часть q ∈ Cl+δ(�T ) уравнения (4.7) зависит лишь от t. Поэтому q ∈
C2l+2δ,l+δ(QT ) и

‖q;C2l+2δ,l+δ(QT )‖ ≤ c‖q;Cl+δ(�T )‖.
Кроме того, q(t) удовлетворяет условиям согласования

q(0) = · · · = dl

dtl
q(0) = 0.

Следовательно (см. [15, 16]), v ∈ C2l+2+2δ,l+1+δ(QT ), и имеет место оценка

‖v;C2l+2+2δ,l+1+δ(QT )‖ ≤ c‖q;C2l+2δ,l+δ(QT )‖

≤ c‖q;Cl+δ(�T )‖ ≤ c exp(2λ1T )‖F ;Cl+1+δ(�T )‖.

По построению для всех N функции v(N) удовлетворяют условию∫
ω

v(N)(x)dx = F (t) ∀t ∈ [0, T ],

которое сохранится и для предельной функции v. Таким образом, (v, q) явля-
ется решением обратной задачи (2.1) при a(x) ≡ 0, и справедлива оценка (4.4).

Рассмотрим теперь случай произвольного a ∈ Cl+2+δ(ω). Решение задачи
(2.1) будем искать в виде суммы (v(x), q(t)) = (v1(x), 0) + (v2(x), q(t)), где v1 —
решение начально-краевой задачи

v1t(x, t)− ν�v1(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

v1(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂ω ×�T , v1(x, 0) = a(x), x ∈ ω.
(4.8)
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Поскольку a(x) удовлетворяет условиям согласования порядка l+ 1 (см. (4.3)),
существует единственное решение v1 задачи (4.8), для которого справедлива
оценка (см. [15, 16])

‖v1;C2l+2+2δ,l+1+δ(QT )‖ ≤ c‖a;C2l+2+2δ(ω)‖. (4.9)

Для (v2(x), q(t)) получаем обратную задачу

v2t(x, t)− ν�v2(x, t) = q(t), (x, t) ∈ QT ,

v2(x, t) = 0, x ∈ ∂ω ×�T , v1(x, 0) = 0, x ∈ ω,∫
ω

v2(x)dx = F (t)−
∫
ω

v1(x, t)dx := F̃ (t).
(4.10)

В силу вторых равенств в условиях согласования (4.3) видим, что

dm

dtm
F̃ (0) = 0, m = 0, . . . , l + 1.

Кроме того, F̃ ∈ Ĉl+1+δ(�T ) и

‖F̃ ; Ĉl+1+δ(�T )‖ ≤ c(‖F ; Ĉl+1+δ(�T )‖+ ‖v1;C2l+2+2δ,l+1+δ(QT )‖)

≤ c(‖F ; Ĉl+1+δ(�T )‖+ ‖a;C2l+2+2δ(ω)‖).

По доказанному существует решение (v2, q) ∈ C2l+2+2δ,l+1+δ(QT ) × Ĉl+δ(�T )
задачи (4.10), удовлетворяющее неравенству

‖v2;C2l+2+2δ,l+1+δ(QT )‖+ ‖q;Cl+δ(�T )‖ ≤ c(T )‖F̃ ;Cl+1+δ(�T )‖

≤ c(T )(‖F ; Ĉl+1+δ(�T )‖+ ‖a;C2l+2+2δ(ω)‖).

Таким образом, (v(x), q(t)), где v(x) = v1(x) + v2(x), является решением задачи
(2.1), и для него справедлива оценка (4.4).

Докажем единственность решения. Пусть F (t) ≡ 0, a(x) ≡ 0. Умножим
уравнение (2.1) на v и проинтегрируем по частям в ω:

1
2
d

dt

∫
ω

|v(x, t)|2 dx+ ν

∫
ω

|∇v(x, t)|2 dx = q(t)
∫
ω

v(x, t)dx = 0.

Интегрируя последнее равенство по t, получим, что

1
2

∫
ω

|v(x, t)|2 dx+ ν

t∫
0

∫
ω

|∇v(x, τ)|2 dxdτ = 0.

Следовательно, v(x, t) = 0, и из уравнения (2.1) находим, что q(t) = 0. Теорема
доказана.
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