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ОБ ОЦЕНКЕ n–Й МИНИМАЛЬНОЙ

ПОГРЕШНОСТИ ЛИНЕЙНЫХ АЛГОРИТМОВ

ДЛЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ В ЛИНЕЙНОМ

НОРМИРОВАННОМ ПРОСТРАНСТВЕ
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Аннотация: Находится оценка n-й минимальной погрешности линейных алгорит-
мов для некоторой задачи, определенной в конечномерном пространстве, со значе-
ниями в произвольном линейном нормированном пространстве.

Ключевые слова: минимальная погрешность линейных алгоритмов; линейный
n-поперечник по Колмогорову; многочлен, наименее уклоняющийся от нуля.

§ 1. Введение

Пусть Z — множество в линейном пространстве Y над полем действитель-
ных чисел. Рассмотрим линейный или нелинейный оператор

S : Z → X,

где X — нормированное линейное пространство над полем вещественных или
комплексных чисел c нормой ‖ · ‖. Следуя [1], будем называть S оператором
решения. Пусть

I : A→ B

— информационный оператор, Z ⊂ A ⊂ Y , B — некоторое заданное простран-
ство. Элемент If назовем информацией об f .

Для f ∈ Z обозначим

V (f) = {f̃ : If̃ = If, f̃ ∈ Z}, U(f) = {Sf̃ : f̃ ∈ V (f)}.

Диаметром информации I для задачи (S,Z) называется величина d(I, S, Z),
задаваемая формулой

d(I, S, Z) = sup
f∈Z

sup
f̃∈V (f)

‖Sf̃ − Sf‖,

радиусом информации I для задачи (S,Z) — величина r(I, S, Z), задаваемая
формулой

r(I, S, Z) = sup
f∈Z

inf
a∈X

sup
f̃∈V (f)

‖a− Sf̃‖.
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Под алгоритмом мы понимаем всякий оператор

ϕ : I(Z) → X.

Погрешностью алгоритма ϕ называется величина

e(ϕ) = sup
f∈Z

‖ϕ(If)− Sf‖.

В дальнейшем предполагаем, что S — линейный оператор.
Пусть �(n) — класс линейных алгоритмов, использующих линейный ин-

формационный оператор кардинальности не выше n, т. е. ϕ ∈ �(n) означает
существование такого линейного информационного оператора

I = [L1, L2, . . . , Ln],

что ϕ(If) =
n∑
i=1

(Lif) · gi для некоторых элементов g1, g2, . . . , gn из X.

Величина
λ(n, S, Z) = inf

ϕ∈�(n)
e(ϕ) (1.1)

называется n-й минимальной погрешностью линейных алгоритмов из класса
�(n).

В работе [2], обобщая результат [3], было показано, что оценка n-й мини-
мальной погрешности линейных алгоритмов для одной задачи аппроксимации
(оператор решения S является тождественным) в произвольном линейном нор-
мированном пространстве сводится к решению в этом пространстве чебышев-
ской задачи о нахождении многочлена, наименее уклоняющегося от нуля, со
старшим коэффициентом, равным единице.

В настоящей статье показывается, что подобный результат справедлив и в
том случае, когда оператор решения S не является тождественным.

Для a = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1 положим |a| = max
i
|ai|. Обозначим

P = {a ∈ Rn+1 : |a| ≤ 1}.

Пусть S : Rn+1 → X — линейный оператор. В настоящей заметке оценивается
n-я минимальная погрешность линейных алгоритмов для задачи (S, P ). С уче-
том этой оценки находятся значения некоторых линейных n-поперечников по
Колмогорову и n-поперечников по Гельфанду.

§ 2. Основной результат

Для 0 ≤ k ≤ n обозначим

Rn+1
k = {c = (c0, . . . , cn) ∈ Rn+1 : ck = 1}.

Теорема 1. Пусть X — линейное нормированное пространство c нормой
‖ · ‖, S : Rn+1 → X — некоторый линейный оператор, P = {a ∈ Rn+1 : |a| ≤ 1}.
Тогда n-я минимальная погрешность линейных алгоритмов для задачи (S, P )
будет равна

λ(n, S, P ) = min
0≤k≤n

inf
c∈Rn+1

k

‖Sc‖. (2.1)

Доказательство. Отметим, что если размерность пространства образов
линейного оператора S меньше или равна n, то для такой задачи будет λ(n) =
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0. Исключим этот случай из дальнейшего рассмотрения, т. е. будем полагать
dim{S(P )} ≥ n + 1.

Возьмем некоторый произвольный информационный линейный оператор I
кардинальности n:

I = [L1, . . . , Ln],

где L1, . . . , Ln — линейно независимые функционалы в Rn+1.
Как следует из [1, лемма 3.2, с. 43],

r(I, S, P ) = sup
a∈�

‖Sa‖, (2.2)

где � = {a ∈ Rn+1 : Lja = 0, j = 1, . . . , n, |a| ≤ 1}.
Для 0 ≤ k ≤ n обозначим Pk = {a = (a0, . . . , an) ∈ Rn+1 : |ak| ≤ 1} и

рассмотрим задачу (S, Pk).
Пусть �k = {a = (a0, . . . , an) ∈ Rn+1 : Lja = 0, j = 1, . . . , n, |ak| ≤ 1}.
Как видно из [1, лемма 3.2, с. 43], радиус информации I для задачи (S, Pk)

будет равен
r(I, S, Pk) = sup

a∈�k

‖Sa‖. (2.3)

Поскольку � ⊂ �k, то r(I, S, P ) ≤ r(I, S, Pk). Следовательно,

λ(n, S, P ) ≤ λ(n, S, Pk). (2.4)

Так как L1, . . . , Ln — линейно независимые функционалы в множестве Pk,
система уравнений {

Lja = 0, j = 1, . . . , n,
ak = θ

(2.5)

для некоторого фиксированного −1 ≤ θ ≤ 1 имеет единственное решение.
Обозначим через a[θ] решение системы (2.5).
Из (2.3) имеем

r(I, S, Pk) = sup
−1≤θ≤1

‖Sa[θ]‖ ≥ inf
c∈Rn+1

k

‖Sc‖. (2.6)

Известно [1, с. 22], что для любого алгоритма ϕ ∈ �(I, S, Pk) будет

e(ϕ) ≥ r(I, S, Pk), (2.7)

где �(I, S, Pk) — класс всех алгоритмов, использующих информацию I.
Из (1.1), (2.6) и (2.7) получаем неравенство

λ(n, S, Pk) ≥ inf
c∈Rn+1

k

‖Sc‖. (2.8)

Покажем, что в (2.8) имеет место равенство.
Определим линейные функционалы Fj , j = 0, . . . , n, соотношениями Fjα =

αj , где α = (α0, . . . , αn) ∈ Rn+1.
Обозначим через c[k] один из элементов множества Pk, для которого

‖Sc[k]‖ = inf
c∈Rn+1

k

‖Sc‖.

Отметим, что ‖S(·)‖ обладает всеми свойствами нормы, поэтому элемент, до-
ставляющий инфимум, существует, хотя, возможно, и не является единствен-
ным (см. [4, с. 17]). Тогда Fjc[k] = c[k]j .
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Определим функционалы L∗p, p = 1, . . . , n, следующим образом:

L∗p =
n∑

j=0

βjpFj , p = 1, . . . , n,

где числа βjp выбраны так, что функционалы L∗p, p = 1, . . . , n, линейно незави-
симы и выполняются соотношения

n∑
j=0

βjpc
[k]
j = 0, p = 1, . . . , n.

Тогда L∗pc[k] = 0, p = 1, . . . , n, и для алгоритма ϕ∗k с информацией I∗k =
[
L∗1, . . . , L

∗
n

]
будет

e
(
ϕ∗k

)
= sup

a∈ker I∩Pk
‖Sa‖ = ‖Sc[k]‖.

Итак, обратное неравенство в (2.8) установлено.
Обозначим

dk = inf
c∈Rn+1

k

‖Sc‖. (2.9)

Пусть номер l таков, что
dl = min

k
dk. (2.10)

Покажем, что c[l] ∈ P , т. е.
|c[l]| ≤ 1. (2.11)

Действительно, для произвольного k 6= l имеем

dl = ‖Sc[l]‖ =
∣∣c[l]k ∣∣ ∥∥S(

c[l]/c[l]k
)∥∥ ≥ ∣∣c[l]k ∣∣ inf

c∈Rn+1
k

‖Sc‖ =
∣∣c[l]k ∣∣ ‖Sc[k]‖ =

∣∣c[l]k ∣∣dk.
С учетом (2.10) получим (2.11).

Пусть алгоритм ϕ∗l с информацией I∗ =
[
L∗1, . . . , L

∗
n

]
таков, что

e
(
ϕ∗l

)
= λ(n, S, Pl).

Рассмотрим
�∗l =

{
a ∈ Rn+1 : L∗ja = 0, j = 1, . . . , n, |al| ≤ 1

}
,

�∗ =
{
a ∈ Rn+1 : L∗ja = 0, j = 1, . . . , n, |a| ≤ 1

}
.

Тогда λ(n, S, Pl) = r(I∗, S, Pl) = sup
a∈�∗l

‖Sa‖ ≤ sup
a∈�∗

‖Sa‖ = r(I∗, S, P ) = λ(n, S, P ).

Тем самым из (2.4) следует (2.1). �

§ 3. Следствия

Напомним [5], что линейным n-поперечником по Колмогорову уравновешен-
ного множества Y в линейном нормированном пространстве X с нормой ‖ · ‖
называется величина

λn(Y,X) := inf
An

inf
L:L(Y )⊂An

sup
x∈Y

‖x− Lx‖, (3.1)

где L — линейный оператор с множеством значений L(Y ) в линейном подпро-
странстве An (пространства X) размерности не больше n.

Хорошо известна связь между некоторыми понятиями теории приближе-
ний и теории оптимальных алгоритмов [1]. Так, n-я минимальная погрешность
линейных алгоритмов для задачи аппроксимации отличается от соответствую-
щего линейного n-поперечника по Колмогорову лишь множителем.

Положим q = q(S, P ) = inf
f∈P

sup
cf2∈P

c, f = f1 + f2, f1 ∈ kerS, f2 ∈ kerS⊥.

Как вытекает из [1, теорема 5.1, с. 82], для любого n ≥ 1 имеет место
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Следствие 1. Пусть X — линейное нормированное пространство c нормой
‖ · ‖, S : Rn+1 → X — некоторый линейный оператор, P = {a ∈ Rn+1 : |a| ≤
1}. Если q = q(S, P ) ≤ 1, то имеет место следующая оценка линейного n-
поперечника по Колмогорову:

λn(S(P ), X) = θ min
0≤k≤n

inf
c∈Rn+1

k

‖Sc‖,

где θ ∈ [1, 1/q].
Обозначим через Kn+1 пространство (n+1)-мерных вещественных векторов

с нормой |a| = max
i
|ai|, a = (a0, . . . , an). Так как для тождественного оператора

S будет q = q(S, P ) = 1, имеет место равенство λn(P,Kn+1) = 1.

Следствие 2. Справедливо равенство

λn(Pn,C[−1, 1]) =
1

2n−1 ,

где Pn обозначает множество алгебраических полиномов вида p(x) =
n∑
i=0

aixi

степени не выше n таких, что |ai| ≤ 1, i = 0, . . . , n, C[−1, 1] — пространство всех
непрерывных на [−1, 1] функций с нормой ‖f‖ = sup

x∈[−1,1]
|f(x)|.

Доказательство. Рассмотрим оператор S : Rn+1 → Pn такой, что для

a = (a0, . . . , an) ∈ Rn+1 будет Sa =
n∑
i=0

aixi. Пусть P = {a ∈ Rn+1 : |a| ≤ 1}.

Имеем q = q(S, P ) = 1. Из следствия 1 получаем, что

λn(Pn,C[−1, 1]) = min
0≤k≤n

inf
ci,i 6=k

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣xk −
n∑

i=0,i 6=k

cix
i

∣∣∣∣∣
= inf

c0,...,cn−1
sup

x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣xn −
n−1∑
i=0

cix
i

∣∣∣∣∣ = ‖Tn‖ =
1

2n−1 , (3.2)

где Tn(x) = cosn arccosx есть многочлен Чебышева степени n. �

Пусть Y — уравновешенное множество в линейном нормированном про-
странстве X с нормой ‖ · ‖. Напомним, что величина

dn(Y,X) = inf
An

sup
x∈Y

⋂
An

‖x‖,

где An — подпространство в X с codim(An) ≤ n, называется n-поперечником по
Гельфанду.

Непосредственно из [1, теорема 6.1, с. 57] получаем следующее утвержде-
ние.

Следствие 3. Пусть X — линейное нормированное пространство, S : Rn+1

→ X — некоторый линейный оператор, P = {a ∈ Rn+1 : |a| ≤ 1}. Если q =
q(S, P ) ≤ 1, то имеет место следующая оценка n-поперечника по Гельфанду:

dn(S(P ), X) = θ min
0≤k≤n

inf
c∈Rn+1

k

‖Sc‖,

где θ ∈ [1, 1/q].
В частности, если S — тождественный оператор, то получаем равенство

dn(P,Kn+1) = 1.
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Следствие 4. Пусть X — линейное нормированное пространство c нормой
‖ · ‖, P = {a ∈ Rn+1 : |a| ≤ 1}, S : Rn+1 → X — некоторый линейный оператор
такой, что ‖S‖ ≤ 1. Тогда

λ(n, S, P ) ≤ λ(n, SI , P ),

где SI — тождественный оператор.
Доказательство. Из утверждения теоремы 1 следует, что

λ(n, S, P ) = min
0≤k≤n

inf
c∈Rn+1

k

‖Sc‖. (3.3)

При доказательстве теоремы 1 установлено (соотношение (2.11)), что экстре-
мальные значения k и c[k], доставляющие соответственно минимум и инфимум
в (3.3), таковы, что |c[k]| ≤ 1. Значит,

λ(n, S, P ) ≤ sup
|c|≤1

‖Sc‖ = ‖S‖ ≤ 1.

С другой стороны, для тождественного оператора SI будет λ(n, SI , P ) = 1. �
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