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Аннотация: Доказаны теоремы о полунепрерывности снизу и о виде полунепре-
рывной снизу оболочки интегральных функционалов с интеграндами L, имеющими
быстрый рост на бесконечности, т. е. когда c1G(|Du|) + c2 ≤ L ≤ c3G(|Du|) + c4,
где c3 ≥ c1 > 0, а G : [0,∞[→ [0,∞[ является выпуклой возрастающей функцией
такой, что vG′(v)/G(v) → ∞ при v → ∞ и возрастает при больших v. Как и в
случае стандартного роста (т. е. когда G(·) = | · |p), квазивыпуклость интеграндов
характеризует полунепрерывность снизу интегральных функционалов, а их квазио-
выпукления задают интегральные функционалы, являющиеся полунепрерывными
снизу оболочками исходных.
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§ 1. Введение

Цель данной работы — инициировать изучение вопросов о полунепрерыв-
ности снизу и о виде полунепрерывной снизу оболочки интегральных функци-
оналов в условиях нестандартного роста интеграндов L. Напомним, что под
стандартным ростом L подразумевается, что

c1|Du|p + c2 ≤ L(x, u,Du) ≤ c3|Du|p + c4, c3 ≥ c1 > 0, p > 1.

Одной из причин такого исследования является необходимость дальнейше-
го изучения задач математической теории упругости. В случае, когда допу-
стимые деформации далеки от тождественной, теоремы существования были
получены впервые в [1] для материалов, функционалы энергии которых имеют
поливыпуклые интегранды. Под поливыпуклостью подразумеваем, что

L = L̃(Du,AdjDu, detDu), L(·) ≥ α| · |n+ε + β,

где α, ε > 0, u : � ⊂ Rn → Rn и L̃ — выпуклая функция своих аргументов. При
этом AdjDu — матрица младших миноров Du. Так как u → detDu является
градиентно свободным полем (см. [2]), интеграл по любой области от Du сов-
падает для функций u ∈ W 1,n+ε(�; Rn) c одинаковыми граничными данными.
Как следствие, функционал

u→
∫
U

detDu
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является непрерывным относительно слабой сходимости последовательностей
в W 1,n+ε для любой подобласти U ⊂ �, где здесь и далее � — ограниченное
открытое множество в Rn с липшицевой границей. Тогда для любой слабо
сходящейся последовательности uk выполнено

wk := (Duk,AdjDuk,detDuk) ⇀ w0 := (Du0,AdjDu0,detDu0)

(здесь и далее «⇀» будет обозначать слабую сходимость). Выпуклость L̃ явля-
ется достаточным свойством для полунепрерывности снизу функционала∫

�

L̃(wk(x)) dx

относительно такой сходимости (см. [3, 4]). Таким образом, задача минимиза-
ции функционала

J(u) =
∫
�

L(x, u(x), Du(x)) dx (1.1)

в классе функций
u|∂� = f (1.2)

будет иметь решение, если есть хотя бы одна функция u ∈ W 1,n+ε, удовлетво-
ряющая (1.2) и такая, что J(u) <∞ [1]. Для получения этого результата доста-
точно заметить, что любая последовательность, минимизирующая функционал
в классе допустимых функций, является слабо компактной в W 1,n+ε, т. е. со-
держит подпоследовательность, которая сходится слабо в этом пространстве.

Разумеется, кроме возможности выделить слабо сходящуюся минимизиру-
ющую последовательность достаточно полунепрерывности снизу относительно
этой сходимости. Именно эту трудность и удалось впервые преодолеть, рассмот-
рев поливыпуклые интегранды. В то же время далеко не все, даже изотропные,
энергии имеют такое представление (см. [5]) и, что более интригующе, энергии
(1.1), типичные для твердотельных фазовых переходов (см. [6]), не являются
полунепрерывными снизу.

Исследования в этой области развивались в следующем порядке. Еще в
1952 г. Морри показал, что в случае непрерывных интеграндов (1.1) услови-
ем, необходимым и достаточным для полунепрерывности снизу функционалов
относительно слабой* сходимости в W 1,∞, является так называемая квазивы-
пуклость по Du [7]. Функция F : Rm×n → R называется квазивыпуклой в точке
A ∈ Rm×n, если и только если∫

�

F (A+Dφ(x)) dx ≥ F (A)meas� ∀φ ∈W 1,∞
0 (�; Rm).

Нетрудно показать, что это неравенство выполнено для всех областей � обсуж-
даемого в данной статье типа одновременно (см. [7]). Однако это условие не
локально в отличие от условия выпуклости (см. [8]). Поэтому поведение на
бесконечности существенно, как показывают контрпримеры [9, 10].

Ачерби и Фуско первыми показали, что при условии стандартного роста
квазивыпуклость интегранда поDu характеризует наличие у функционала (1.1)
свойства полунепрерывности снизу. Хотя вопрос о получении этого результата
для другого класса интеграндов неоднократно поднимался в литературе (см.,
например, [9, 11–14]), нахождение таких классов оказалось проблематичным.
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В этой работе мы устанавливаем результат в случае интеграндов с быстрым
ростом.

Напомним, что L(x, u, v) : � × Rm × Rm×n → R является интеграндом
Каратеодори, если L(x, ·, ·) непрерывна при почти всех x и L(·, u, v) измерима
для всех u, v. Хорошо известно, что L является интеграндом Каратеодори,
если и только если для каждого ε > 0 существует компактное подмножество �ε
множества � такое, что meas(� \�ε) ≤ ε и сужение L на множество �ε ×Rm ×
Rm×n непрерывно (см., например, [14]).

Говорят, что L : �× Rm × Rm×n → R имеет быстрый рост, если

c1G(|Du|) + c2 ≤ L(x, u,Du) ≤ c3G(|Du|) + c4, c3 ≥ c1 > 0, (1.3)

с выпуклой G : [0,∞) → [0,∞) такой, что vG′(v)/G(v) → ∞ при v → ∞ и
возрастает при больших v.

Теорема 1.1. Пусть L(x, u, v) : Rn×Rm×Rm×n → R является интеграндом
Каратеодори и удовлетворяет неравенствам (1.3).

Тогда функционал u → J(u) полунепрерывен снизу относительно слабой
сходимости в W 1,p, p > 1, если и только если интегранд L является квазивы-
пуклым относительно v для п. в. x ∈ � и для всех u ∈ Rm.

Теоремы существования, разумеется, не обязаны опираться только на свой-
ство полунепрерывности снизу функционалов. Подход, использующий инте-
гральные представления полунепрерывной снизу оболочки, был предложен
Н. Н. Боголюбовым еще в [15].

Нетрудно показать, что полунепрерывная снизу оболочка функционала J ,
определенная как

J̃(u) = inf
uk⇀u

lim inf
k→∞

J(uk),

полунепрерывна снизу. В одномерном случае Н. Н. Боголюбов показал, что
J̃ есть также интегральный функционал с интеграндом Lc, при этом график
Lc(x, u, ·) является овыпуклением графика L(x, u, ·) для п. в. x ∈ � и всех
u ∈ Rm. Таким образом, теорема об интегральном представлении оболочки
сводит проблему решения изначальной задачи к поиску такого решения новой
задачи, что интегранды совпадают вдоль его графика.

Естественно было ожидать, что в общем случае квазиовыпукление инте-
гранда L, определяемое как

Lqc(A) = inf
φ∈W 1,∞

0 (�;Rm)

1
meas�

∫
�

L(A+Dφ(x)) dx,

будет интеграндом полунепрерывной снизу оболочки исходного функционала
J , по крайней мере относительно слабой* сходимости в W 1,∞, что и было уста-
новлено в [14] (см. также [16]).

Однако расширение этого результата на класс функций, дающий функцио-
налу конечное значение, оказалось проблематичным. Ачерби и Фуско впервые
доказали этот результат в [17] в условиях стандартного роста и при некоторых
дополнительных ограничениях на поведение по (x, u). Ограничения были сня-
ты нами в [18]. Близкий результат получен также в [19]. Однако понадобилась
существенно другая техника, использующая теорию градиентных мер Янга (см.
[20–22]). Возможно развить подход, предложенный в [18], также для получения
результата в случае интеграндов с быстрым ростом.
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Теорема 1.2. Пусть L(x, u, v) : Rn×Rm×Rm×n → R является интеграндом
Каратеодори, для которого выполнены неравенства (1.3). Пусть также

Lqc(x, u, v0) := inf
φ∈C∞0 (�;Rm)

1
meas�

∫
�

L(x, u, v0 +Dφ(y)) dy,

Jqc(u) :=
∫
�

Lqc(x, u(x), Du(x)) dx.

Тогда Lqc удовлетворяет тем же оценкам (1.3), что и L, и также является инте-
грандом Каратеодори, а функция v → Lqc(x, u, v) квазивыпукла для п. в. x ∈ �
и для всех u ∈ Rm.

Если uk ⇀ u0 в W 1,p(�; Rm), то lim inf
k→∞

J(uk) ≥ Jqc(u0). Более того, если

Jqc(u0) < ∞, то существует последовательность uk ∈ W 1,p(�; Rm) такая, что
uk ⇀ u0 в W 1,p(�; Rm), p > 1, и J(uk) → Jqc(u0).

Замечания 1.3. 1. Из доказательства теоремы 1.2 вытекает, что если L
непрерывна, то Lqc также непрерывна.

2. Вторая часть теоремы и теорема 1.1 позволяют утверждать, что Jqc

является полунепрерывной снизу оболочкой функционала J .
3. Для построения последовательности uk, равной u0 на границе, были

бы полезны теоремы о продолжении функций u с конечной энергией, т. е. ко-
гда J(u) < ∞, на более широкие множества, на которых функционал все еще
принимает ограниченные значения.

Нелишне напомнить, что особый интерес вызывают расширения резуль-
татов теорем 1.1, 1.2 на класс функционалов, соответствующих изотропным
энергиям, т. е. когда L зависит только от главных инвариантов DutDu и удо-
влетворяет оценке L(·) ≥ α| · |n+ε + γ, α > 0. Возможно, что в таком случае
другие ограничения на рост L не будут так существенны. Ряд проблем квази-
конформного анализа, сводимых к таким задачам, перечислен в [23–25]. Пока
известны только частичные технические результаты (см. [26–29]).

В § 2 мы кратко излагаем общую теорию мер Янга, следуя нашему подходу,
впервые изложенному в [18]. Благодаря ему нам удалось получить результаты
работы [18] и охарактеризовать однородные градиентные меры Янга в случае
произвольных интеграндов (см. [30]). Благодаря последнему результату уда-
лось получить теорему о полунепрерывных снизу оболочках в скалярном случае
для интеграндов L(x, u, ·) ≥ α| · |n+ε + β, α > 0 [31]; этот результат можно ис-
пользовать также вместо леммы 3.5. Сам подход позволяет иначе изложить и
теорию мер Янга (см. [32] и см. препринтную версию [33] работы [18] для этого
изложения).

В данной работе мы используем следующие обозначения: � является лип-
шицевой областью, B(a, ε) обозначает шар с центром в точке a и с радиусом
ε, 〈L; ν〉 обозначает действие меры ν на интегранд L, lF является аффинной
функцией с градиентом, равным F .

§ 2. Общая теория мер Янга

Напомним определение мер Янга (см. [34]), стандартное в наши дни.
Определение 2.1. Семейство (νx)x∈� вероятностных мер νx ∈ C0(Rl)′ на-

зывается мерой Янга, если существует последовательность измеримых функций
ξk : �→ Rl такая, что для каждого � ∈ C0(Rl)

�(ξk) ⇀∗ � в L∞(�), где �(x) = 〈�; νx〉
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(здесь и далее 〈�; ν〉 обозначает действие меры ν на функцию �).
Мера Янга является однородной, если для всех x выполнено νx = ν для

некоторой вероятностной меры ν.
Напомним, что каждая достаточно регулярная последовательность измери-

мых функций содержит подпоследовательность, порождающую меру Янга (см.
теорему 2.8).

Ясно, что объекты, предельные к мерам Янга, если они существуют, долж-
ны также быть мерами Янга (см. теорему 2.7 для данного результата). Бо-
лее того, любой интегральный функционал полунепрерывен снизу относительно
такой сходимости [18] (в данной работе достаточно будет использовать теоре-
му 2.2).

Теорема 2.2. Пусть � — ограниченное измеримое подмножество Rn и
L(x, v) : � × Rl → R — ограниченный снизу интегранд Каратеодори. Пред-
положим, что существует последовательность измеримых функций ξi : Rl → R,
порождающая меру Янга (νx)x∈�.

Тогда

lim inf
i→∞

∫
�

L(x, ξi(x)) dx ≥
∫
�

〈L(x, ·); νx〉 dx.

Более того,

lim
i→∞

∫
�

L(x, ξi(x)) dx→
∫
�

〈L(x, v); νx〉 dx <∞,

если и только если функции L(·, ξi(·)), i ∈ N, являются равномерно суммируе-
мыми. В этом случае L(·, ξi(·)) ⇀ 〈L(·, v); ν(·)〉 в L1.

Таким образом, всегда можно расширить класс обычных функций до клас-
са мер Янга, сохраняя результат о компактности последовательности мер Янга,
на которых функционал ограничен некоторой константой и полунепрерывен
снизу. Данные результаты создают предпосылку для использования мер Янга
в получении теорем о полунепрерывной снизу оболочке. Однако для осуществ-
ления этой схемы надо было найти более подходящий аппарат для работы с
мерами Янга νx : � → R, чем традиционный подход, основанный на рассмот-
рении их как элементов пространства, дуального к L1(�;C0(R)′), и на теории
банаховых пространств (см. [35–37]). Заметим, что сам новый аппарат позво-
ляет также по-другому построить теорию мер Янга (см. [32, 33]).

Напомним, что слабая* сходимость элементов множестваMc(Rl), являюще-
гося множеством всех мер Радона с носителем в Rl и с вариацией, ограниченной
c, эквивалентна сходимости в следующей метрике:

ρ(µ, ν) =
∞∑
i=1

1
2i‖�i‖C

|〈�i;µ〉 − 〈�i; ν〉|,

где {�i} является последовательностью, задающей плотное множество элемен-
тов пространства

C0(Rl) = {� ∈ C(Rl) : lim
v→∞

|�(v)| = 0}.

Хорошо известно, что (Mc(Rl), ρ) является компактным метрическим про-
странством. Этот факт легко вытекает из теоремы Рисса. Для любой после-
довательности µn ∈ Mc(Rl) существует подпоследовательность µnk такая, что
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последовательность 〈�i;µnk〉 сходится для каждого i ∈ N. Тогда функционал
f : C0(Rl) → R, определенный для каждой функции �i как

f(�i) := lim
k→∞

〈�i;µnk〉,

является линейным непрерывным функционалом, ограниченным по норме кон-
стантой c. По теореме Рисса f(·) = 〈·;µ〉 для некоторой µ ∈ Mc(Rl). Тогда
ρ(µnk , µ) → 0 при k →∞.

Метрика ρ характеризует меры Янга!

Теорема 2.3. Семейство вероятностных мер (νx)x∈� является мерой Янга,
если и только если функция ν : �→ (Mc, ρ) измерима (здесь c ≥ 1).

В свою очередь, измеримые функции ν : �→Mc обладают рядом полезных
свойств, которые позволяют эффективно с ними работать.

1. Заметим, что сходимость
〈
�; νk(·)

〉
⇀∗ 〈�; ν(·)〉 в L∞ означает сходимость

интегралов
∫̃
�

〈
�; νkx

〉
dx к интегралу

∫̃
�

〈�; νx〉 dx для всех измеримых подмно-

жеств �̃ множества �. С другой стороны, функционал

�→ (1/meas �̃)
∫
�̃

〈�; νx〉 dx

является действием меры Радона на функции � (эта мера обычно обозначается
через Av(νx)x∈�̃):

〈�; Av(νx)x∈�̃〉 :=
1

meas �̃

∫
�̃

〈�; νx〉 dx ∀� ∈ C0(Rl).

Для сравнения действий семейств мер
(
ν1
x

)
x∈�̃ и

(
ν2
x

)
x∈�̃ мы должны срав-

нить расстояние между мерами Av
(
ν1
x

)
x∈�̃ и Av

(
ν2
x

)
x∈�̃ в метрике ρ. Следу-

ющее предложение дает подходящие количественные оценки. В лемме 2.4 мы
рассматриваем случай семейства мер Радона, являющихся элементами множе-
ства Mc(Rl). В этом случае среднее Av также является элементом множества
Mc(Rl).

Лемма 2.4. Пусть ν1, ν2 : �→ (Mc, ρ) являются измеримыми функциями.
1. Если ρ

(
Av

(
ν1
x

)
x∈�̃,Av

(
ν2
x

)
x∈�̃

)
≤ δ с �̃ ⊂ � таким, что meas(� \ �̃) ≤

δmeas�, то ρ
(
Av

(
ν1
x

)
x∈�,Av

(
ν2
x

)
x∈�

)
≤ (2c+ 1)δ.

2. Если ρ
(
ν1
x, ν

2
x

)
≤ δ для п. в. x ∈ �̃ ⊂ � с meas(� \ �̃) ≤ δmeas�, то

ρ
(
Av

(
ν1
x

)
x∈�,Av

(
ν2
x

)
x∈�

)
≤ (2c+ 1)δ.

Другие два свойства мер Янга верны для любых измеримых функций со
значениями в компактном метрическом пространстве.

2. Вторым свойством является свойство Лузина таких функций.

Теорема 2.5. Пусть � ⊂ Rn — измеримое множество и (K, d) — компакт-
ное метрическое пространство. Функция ξ : � → (K, d) измерима в обычном
лебеговском смысле, если и только если она имеет свойство Лузина: для каж-
дого ε > 0 существует компактное подмножество �ε множества � такое, что
meas(� \ �ε) ≤ ε и функция ξ|�ε непрерывна.

Доказательство этой теоремы мало отличается от доказательства в случае,
когда K — подмножество пространства Rn с евклидовой метрикой.
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3. Третьим свойством является версия теоремы об измеримых селекторах,
доказанная впервые в [38] (более общие варианты подобных утверждений могут
быть найдены в [39]). Этот ингредиент новой концепции позволяет связать
однородные и неоднородные случаи.

Пусть � — ограниченное измеримое подмножество Rn и (K, d) — компакт-
ное метрическое пространство. Отображение V : � → 2K называется замкну-
тым измеримым многозначным отображением, если множества V (x) ⊂ K яв-
ляются замкнутыми для п. в. x ∈ � и для каждого замкнутого подмножества
C пространства K множество {x ∈ � : V (x) ∩ C 6= ∅} измеримо.

Теорема 2.6. Для любого замкнутого измеримого многозначного отобра-
жения V : �→ 2K существует измеримый селектор, т. е. функция ν : �→ (K, d)
такая, что ν(x) ∈ V (x) для п. в. x ∈ �.

Далее данные свойства будут постоянно использоваться. На их основе мож-
но также доказать результат о компактности, который влечет теорему суще-
ствования.

Теорема 2.7 (компактность). Пусть � — измеримое ограниченное под-
множество Rn и νk : � → (Mc, ρ), k ∈ N, — измеримые функции. Тогда суще-
ствуют подпоследовательность

(
νkx

)
x∈� (индексация сохраняется) и функция

ν : �→ (Mc, ρ) такие, что
〈
�; νk(·)

〉
⇀∗ 〈�; ν(·)〉 в L∞(�) для каждого � ∈ C0(Rl).

Теорема 2.8 (существование). Пусть θ : Rl → R — непрерывная функция
такая, что θ(v) → ∞ при |v| → ∞, и пусть ξk : � → R — последовательность
измеримых функций такая, что∫

�

θ(ξk(x)) dx ≤ c <∞, k ∈ N.

Тогда ξk содержит подпоследовательность, порождающую меру Янга.
Доказательства теорем 2.8, 2.2 приведены, например, в [35, 40].

§ 3. Главные вспомогательные результаты

В этом параграфе будут получены вспомогательные результаты, которые
нам понадобятся при доказательстве теорем 1.1, 1.2.

Предложение 3.1. Пусть G имеет быстрый рост на бесконечности (см.
(1.3)). Тогда G(v)/|v|p →∞ при |v| → ∞ для любого p > 1.

Доказательство. Напомним: (1.3) означает, что G : [0,∞[→ [0,∞[ явля-
ется возрастающей выпуклой функцией с vG′(v)/G(v) → ∞ при v → ∞. Для
каждого p > 1 существует v0 > 0 такое, что

vG′(v)
G(v)

≥ 2p, v ≥ v0.

Решая данное дифференциальное неравенство, получаем G(v) ≥ v2p + c с неко-
торым c ∈ R. В частности, G(v)/|v|p → ∞ при v → ∞, что и доказывает
утверждение. �

Далее мы будем использовать следующую версию теоремы Витали о по-
крытиях.
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СемействоG замкнутых подмножеств Rn является покрытием Витали огра-
ниченного множества A, если для каждого x ∈ A существуют положительное
число r(x) > 0, последовательность шаров B(x, εk) с εk → 0 и последователь-
ность Ck ∈ G такие, что x ∈ Ck, Ck ⊂ B(x, εk) и (measCk/measB(x, εk)) > r(x)
для всех k ∈ N.

Версия теоремы Витали о покрытиях из [41, с. 109] позволяет утверждать,
что каждое покрытие Витали множества A содержит не более чем счетное под-
множество взаимно не пересекающихся множеств Ck таких, что

meas
(
A \

⋃
k

Ck
)

= 0.

Последовательность ξk : � → Rm называется равномерно суммируемой
если для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что если �̃ ⊂ � и meas �̃ ≤ δ,
то ∫

�̃

|ξk(x)| dx ≤ ε.

Следующая лемма является вариантом так называемой «biting lemma» (см.
[42]), утверждающей, что всякая ограниченная в L1 последовательность ξk со-
держит подпоследовательность ξj со свойствами: существует последователь-
ность измеримых множеств �j ⊂ � такая, что �j+1 ⊂ �j для любого j ∈ N
c meas�j → 0 при j → ∞ и ξi|�\�j

сходятся слабо в L1(� \ �j ; Rm) к ξ∞ ∈
L1(�; Rm) для любого j ∈ N.

Читатель без труда сможет получить этот результат как следствие лем-
мы 3.2. Напомним только, что последовательность слабо компактна в L1, если
и только если она равностепенно суммируема (см., например, [43]).

Лемма 3.2. Пусть ξk : � → [0,∞[ являются измеримыми функциями та-
кими, что ‖ξk‖L1 ≤ c <∞. Тогда найдутся подпоследовательность ξk (сохраня-
ем прежнюю индексацию) и последовательность Mk ∈ N такие, что Mk → ∞,
k → ∞, и если �k := {x ∈ � : |ξk(x)| ≤ Mk}, а χk — характеристические
функции �k, то функции χkξk равномерно суммируемы.

Доказательство. Для исходной последовательности ξk определим

σ(ξk) := sup
Mk→∞

{
lim sup
k→∞

∫
{x∈�:ξk(x)>Mk}

ξk(x) dx : Mk ∈ N, k ∈ N
}
.

Заметим, что последовательность ξk равномерно суммируема, если и только
если σ(ξk) = 0. Действительно, равномерная суммируемость влечет σ(ξk) = 0,
так как meas{x ∈ � : ξk(x) ≥Mk} → 0 для каждой последовательностиMk →∞
(напомним, что ‖ξk‖L1 ≤ c, k ∈ N). Обратно, σ(ξk) = 0 влечет, что для ε > 0
существует M > 0 такое, что

sup
k

∫
{ξk≥M}

ξk dx ≤ ε/2.

В этом случае, если �̃ ⊂ � удовлетворяет

meas �̃ ≤ ε/2M,
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то для каждого k ∈ N справедливо∫
�̃

ξk dx ≤
∫

{ξk≥M}

ξk dx+M meas �̃ ≤ ε.

Таким образом, ξk является равномерно суммируемой последовательностью.
Мы можем найти подпоследовательности ξj и Mj →∞ такие, что

σ(ξk) = σ(ξj) = lim
j→∞

∫
{x∈�:|ξj(x)|>Mj}

ξj dx.

Последовательность χjξj уже является равномерно суммируемой. Для этого
достаточно показать равенство σ(χjξj) = 0, которое, в свою очередь, вытекает
из тождества выше. Действительно, предполагая σ(ξjχj) > 0, получаем σ(ξj) ≥
σ(ξj) + σ(χjξj) > σ(ξj), что является противоречием. �

Лемма 3.3. Для каждых A ∈ Rm×n и λ ∈ [0, 1[ выполнено

G(|A+ µv + w|) ≤ G(|A+ v|),

если |v| ≥ c = (2|A|+1)/(1−λ), 0 ≤ µ ≤ λ, |w| ≤ 1, и G : [0,∞[→ [0,∞[ является
неубывающей функцией.

Доказательство. Результат справедлив в случае

|A+ µv + w| ≤ |A+ v|.

Последнее неравенство выполнено, так как

|A+ µv + w| ≤ |A|+ λ|v|+ |w|, |v| − |A| ≤ |A+ v|

и так как неравенство |A|+λ|v|+|w| ≤ |v|−|A| следует из 2|A|+1 ≤ (1−λ)|v|. �

Лемма 3.4. Для каждогоM ≥ 0 найдется функция λ : [0,∞[→ [0, 1[ такая,
что λ(R) → 1 при R→∞ и

lim
R→∞

sup
|v|≥R,|A|≤M

G(|A+ λ(R)v|)
G(|A+ v|)

= 0, (3.1)

если G имеет быстрый рост на бесконечности (см. (1.3)).
Доказательство. Общая ситуация может быть сведена к случаю M = 0

(тогда A = 0). Покажем это. Пусть (3.1) выполнено с M = 0 и с подходящей
функцией λ̃. Для |v| ≥ max{M,R}, |A| ≤M имеем

G(|v| −M) ≤ G(|A+ v|), G(|λ(R)v +A|) ≤ G(λ(R)|v|+M),

где

λ(R)|v|+M =
(
λ(R) +

M

|v|

)
|v| =

(
λ(R) +

M

|v|

)
|v|

|v| −M
(|v| −M)

≤
(
λ(R) +

M

R

)
R

R−M
(|v| −M).

Тогда λ(R) : [0,∞[→ [0, 1[ обладает всеми нужными свойствами, если λ(R) → 1
при R→∞ и (λ(R)+M/R)(R/(R−M)) ≤ λ̃(R) для всех достаточно больших R.
Таким образом, (3.1) выполнено, если справедливо менее общее утверждение

lim
R→∞

sup
|t|≥R

G(λ̃(R)t)
G(t)

= 0 (3.2)
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для некоторой функции λ̃ :]0,∞[→]0, 1[ с λ̃(R) → 1 при R→∞.
Для данных t2 > t1 > 0 выполнено

G(t2) = G(t1) +
t2∫
t1

G′(t) dt ≥ G(t1) + (t2 − t1)G′(t1),

G(t2)
G(t1)

≥ 1 +
(
t2 − t1
t1

) (
G′(t1)t1
G(t1)

)
.

Так как (G′(t)t/G(t)) → ∞ при t → ∞, мы можем указать функцию f(t) :
[0,∞[→]1/2, 1[ со свойствами: f(t) → 1 при t → ∞ и (полагая в неравенстве
выше t2 = t, t1 = f(t)t)

t− f(t)t
f(t)t

G′(f(t)t)f(t)t
G(f(t)t)

=
1− f(t)
f(t)

G′(f(t)t)f(t)t
G(f(t)t)

→∞, t→∞.

Тогда функция
λ̃(R) := inf

|t|≥R
f(t)

уже обладает всеми нужными свойствами, т. е. она принимает значения в ]0, 1[
и удовлетворяет обоим требованиям: λ̃(R) → 1 при R→∞ и (3.2). �

Главным техническим средством в доказательствах теорем 1.1 и 1.2 явля-
ется

Лемма 3.5. Пусть uk ⇀ lA в W 1,1(�; Rm) с
∫
�

G(|Duk|) dx ≤ c <∞, k ∈ N,

где G имеет быстрый рост на бесконечности (см. (1.3)).
Тогда существуют подпоследовательность uk (индексацию не меняем) и по-

следовательность ũk ∈ lA+C∞
0 (�;Rm) такие, что последовательность G(|Dũk)|)

равномерно суммируема и

‖Duk −Dũk‖L1 → 0, k →∞.

Доказательство. Сначала мы покажем, что существуют подпоследова-
тельность uk (индексацию не меняем) и последовательность ūk ∈ W 1,1 такие,
что ūk ⇀ lA в W 1,1(�; Rm), G(|Dūk|) является равномерно суммируемой и
‖Duk − Dūk‖L1 → 0. После чего построим последовательность ũk со всеми
необходимыми свойствами. Получим последовательность ūk в форме λ̄kuk с
λ̄k → 1− 0 такими, что функции G(λ̄k|Duk|), k ∈ N, равномерно суммируемы.

Заметим, что мы можем найти подпоследовательность uk исходной последо-
вательности и подмножества �k множества � такие, что функции G(|Duk|)χ�k

равномерно суммируемы (χ�k является характеристической функцией �k),
meas(� \ �k) → 0 и

Mk := ess inf
x∈(�\�k)

|Duk(x)| → ∞, k →∞,

см. утверждение леммы 3.2. Пусть также функция λ : [0,∞[→ [0, 1[ задана
леммой 3.4.

Тогда, полагая λ̄k = λ(Mk), имеем

G(|Dūk|) = χ�kG(|λ(Mk)Duk|) + χ�\�k
G(|λ(Mk)Duk|).
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Так как функции χ�kG(|Dūk|) равномерно суммируемы и∫
�\�k

G(λ(Mk)|Duk(x)|) dx ≤ sup
|t|≥Mk

G(tλ(Mk))
G(t)

∫
�

G(|Duk|) dx→ 0,

получаем, что последовательность G(|Dūk|) равномерно суммируема.
Заметим также, что предложение 3.1 влечет равномерную сходимость ūk

к lA.
Нам понадобится еще одна последовательность vk вида

vk = lA + λkwkφk, где wk = ūk − lA,

λk → 1 − 0 с λk ≤ λ̄k, φk ∈ C∞
0 (�) с φk = 0 в окрестности ∂�, meas{x ∈

� : φk(x) = 1} → meas�, φk(x) ∈ [0, 1] для всех x ∈ �. Последовательность
G(|Dvk|) будет равномерно суммируемой. Тогда члены искомой последователь-
ности ũk могут быть получены как усреднения vk с достаточно малыми радиу-
сами усреднения.

Для того чтобы построить последовательность vk со свойством равномер-
ной суммируемости G(|Dvk|), заметим, что φk могут быть выбраны с |Dφk||wk|
≤ εk всюду, meas{x ∈ � : φk 6= 1} < εk, где εk → 0 при k → ∞. Более того, мы
можем также предположить, что λk, ck удовлетворяют требованиям леммы 3.3
с некоторыми положительными ck → ∞, где G(|A| + ck + εk)εk → 0. Так как
выполнено

Dvk = A+ λk(φkDwk + wk ⊗Dφk),
по лемме 3.3

G(|A+ λk(φkDwk + wk ⊗Dφk)|) ≤ G(|A+Dwk|) = G(|Dūk|)

на множестве {x ∈ � : |Dwk(x)| > ck} для всех достаточно больших k ∈ N.
Тем самым поведение vk на множествах, где соответственно |Dwk| ≤ ck или
|Dwk| > ck, результируется в равномерной суммируемости G(|Dvk|). �

§ 4. Доказательства теорем 1.1 и 1.2

Так как в этом параграфе мы имеем дело с мерами Янга, порожденными
градиентами соболевских функций, нам понадобится

Определение 4.1. Пусть L : Rm×n → R, и пусть ν является вероятностной
мерой, которая имеет конечное действие на L и центр масс в точке A ∈ Rm×n.
Мы назовем эту меру однородной градиентной L-мерой Янга, если существует
последовательность uk ∈ lA +C∞

0 (�; Rm) такая, что Duk порождает ν как меру
Янга, т. е.

�(Duk)
∗
⇀ 〈�; ν〉 в L∞(�) для всех � ∈ C∞

c (Rm×n),

и L(Duk) ⇀ 〈L; ν〉 в L1 при k →∞.
Заметим, что uk ⇀ lA в W 1,1(�; Rm) в случае, если L имеет по крайней

мере линейный рост на бесконечности.
Существует стандартный способ построения однородной градиентной L-

меры Янга (см. лемму 4.2). Пусть φ ∈ lA+C∞
0 (�; Rm). Тогда Av(Dφ)� является

мерой, определенной следующим образом:

〈�; Av(Dφ)�〉 :=
1

meas�

∫
�

�(Dφ(x)) dx ∀� ∈ C0(Rm×n).
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Лемма 4.2. Пусть φ ∈ lA + C∞
0 (�; Rm), и пусть L : Rm×n → R является

непрерывным интеграндом. Тогда Av(Dφ)� — однородная градиентная L-мера
Янга и ∫

�

L(Dφ(x)) dx = 〈L; Av(Dφ)�〉meas�.

Доказательство стандартно и может быть найдено, например, в [18, 30].
Как квазивыпуклость, так и квазиовыпукления могут быть выражены в

терминах однородных градиентных L-мер Янга.

Лемма 4.3. Пусть L : Rm×n → R удовлетворяет неравенствам (1.3). Тогда
1) L является квазивыпуклой в A ∈ Rm×n, если и только если неравенство

Йенсена
〈L; ν〉 ≥ L(A)

выполнено для всех однородных градиентных L-мер Янга с центром масс в A;
2) квазиовыпукление

Lqc(·) := inf
φ∈C∞0 (�;Rm)

1
meas�

∫
�

L(·+Dφ(x)) dx

является квазивыпуклой функцией, и для каждого A ∈ Rm×n

Lqc(A) = inf
ν
〈L; ν〉,

где ν принадлежат множеству однородных градиентных L-мер Янга с центром
масс в A.

Доказательство. Если ν является однородной градиентной L-мерой Ян-
га с центром масс в A, то найдется последовательность φk ∈ lA + C∞

0 (�; Rm)
такая, что Dφk порождает ν и φk ⇀ lA в W 1,1,

L(Dφk(·)) ⇀ 〈L; ν〉 в L1, k →∞.

Квазивыпуклость L в точке A влечет∫
�

L(Dφk(x)) dx ≥ L(A)meas�, k ∈ N.

Тогда выполнено неравенство Йенсена 〈L; ν〉 ≥ L(A).
Обратно, неравенство Йенсена для (AvDφ)�, где φ ∈ lA +C∞

0 (�; Rm), вме-
сте с леммой 4.2 влекут∫

�

L(A+ (Dφ(x)−A)) dx = 〈L; (AvDφ)�〉meas� ≥ L(A)meas�.

Тогда L квазивыпукла в A.
Это доказывает первую часть леммы.
Те же аргументы позволяют получить равенство

inf
φ∈C∞0 (�;Rm)

1
meas�

∫
�

L(A+Dφ(x)) dx = inf
ν
〈L; ν〉,

где ν является однородной градиентной L-мерой Янга с центром масс в A.
Мы можем обойтись также меньшим множеством мер (AvDφ)� с φ ∈ lA +
C∞

0 (�; Rm), которые имеют компактные носители.
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Мы можем использовать последнее тождество, чтобы показать, что Lqc яв-
ляется непрерывной функцией и удовлетворяет оценкам (1.3). Действительно,
так как Lqc ≤ L, выполнено правостороннее неравенство. Поскольку v → G(|v|)
является выпуклой функцией, а ν является вероятностной мерой, получаем

〈G(| · |); ν〉 ≥ G(|A|),

что влечет левостороннее неравенство.
Для доказательства непрерывности Lqc заметим, что лемма 3.5 позволяет

утверждать, что если νk являются однородными градиентными L-мерами Янга
с νk ⇀∗ ν и 〈L; νk〉 ≤ c, k ∈ N, то ν также однородная градиентная L-мера
Янга. Тогда функция A→ Lqc(A) полунепрерывна снизу, так как из сходимости
νk ⇀∗ ν следует, что

lim inf
k→∞

〈L; νk〉 ≥ 〈L; ν〉.

Полунепрерывность сверху вытекает из того, что если ν — однородная градиент-
ная L-мера Янга с компактным носителем и центром массы в A и если Ak → A,
то полученные сдвигом меры νk (т. е. такие, что 〈�(·); ν〉 = 〈�(· −A+Ak); νk〉)
являются однородными градиентными L-мерами Янга с центром масс в Ak и,
следовательно, можно утверждать, что

Lqc(Ak) ≤ 〈L; νk〉 → 〈L; ν〉, k →∞.

Для завершения доказательства второго утверждения осталось проверить
неравенство, определяющее квазивыпуклость в случае кусочно-аффинных воз-

мущений φ ∈ lA +W 1,∞
0 (�; Rm). В этом случае � =

∞⋃
i=1

�i ∪N , где measN = 0,

а �i, i ∈ N, являются попарно не пересекающимися открытыми множествами
с липшицевой границей и с Dφ(x) = Ai для x ∈ �i, i ∈ N. Для любого напе-
ред заданного ε > 0 и любого i ∈ N можно указать функцию ψi ∈ C∞

0 (�i; Rm)
такую, что ∫

�i

L(Ai +Dψi(x)) dx ≤ (Lqc(Ai) + ε)meas�i.

Рассмотрим функцию φj ∈ lA + W 1,∞
0 (�; Rm), определенную следующим

образом:

φj =
{
φ+ ψi в �i, i ∈ {1, . . . , j},
φ в противном случае.

Тогда

Lqc(A)meas� ≤
∫
�

L(Dφj(x)) dx ≤
∫

�\
j⋃

i=1
�i

L(Dφ(x)) dx+
j∑
i=1

(Lqc(Ai)+ε)meas�i

≤ εmeas�+
∫
�

Lqc(Dφ(x)) dx+
∫

�\
j⋃

i=1
�i

{|L(Dφ(x))|+ |Lqc(Dφ(x))|} dx.

Так как ε > 0 и j ∈ N произвольны, заключаем, что

Lqc(A)meas� ≤
∫
�

Lqc(Dφ(x)) dx,
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откуда и следует квазивыпуклость Lqc. �

Замечание 4.4. Далее мы будем использовать установленный выше факт:
в условиях леммы 4.3 предположения

〈L; νk〉 ≤ c <∞, νk ⇀
∗ ν,

позволяют утверждать, что ν является однородной градиентной L-мерой Янга
в случае, если это верно для νk, k ∈ N.

Доказательство теоремы 1.1. Факт необходимости квазивыпуклости
L(x, u, v) относительно v для полунепрерывности снизу функционала относи-
тельно слабой* сходимости в W 1,∞ хорошо известен, и его доказательство мо-
жет быть найдено, например, в [9, 14]. Альтернативно можно использовать лем-
мы 4.2, 4.3.

Для доказательства полунепрерывности снизу J с квазивыпуклыми по v
интеграндами L(x, u, v) заметим, что всегда можно найти подпоследователь-
ность uk последовательности uj такую, что

lim
k→∞

J(uk) = lim inf
j→∞

J(uj),

а последовательность Duk порождает меру Янга (νx)x∈�. Заметим также, что
почти каждая x ∈ � является лебеговской точкой функций

x→ 〈G(| · |); νx〉, x→ νx ∈ (M1, ρ),

а также точкой классической дифференцируемости u0 (см. [44, с. 234]). Более
того, для каждой такой точки x0 ∈ � мера νx0 является однородной градиентной
L-мерой Янга. Для того чтобы это доказать, рассмотрим последовательность
мер Янга

(
νjx

)
x∈B(x0,ε)

, где B(x0, ε) ⊂ �, определенных по правилу

νj(x0+y) = ν(x0+y/j), y ∈ B(0, ε).

Тогда лемма 2.4 и теорема 2.8 влекут сходимость〈
�; νj(·)

〉
⇀∗ 〈�; νx0〉, j →∞, ∀� ∈ Cc(Rm×n).

Более того, 〈
G; νj(·)

〉
⇀ 〈G; νx0〉 в L1(B(x0, ε)), j →∞.

Мера Янга (νx)x∈B(x0,ε) порождается градиентами последовательности uk со
свойствами uk ⇀ u0 в W 1,1(�; Rm),∫

�

G(|Duk(x)|) dx ≤ c <∞.

Тогда каждое из семейств
(
νjx

)
x∈B(x0,ε)

, j ∈ N, порождается последовательно-

стью ujk, k ∈ N, где для каждого k ∈ N выполнено

ujk(x0 + y) = j(uk(x0 + y/j)− uk(x0)), y ∈ B(0, ε).

Последовательность j(k) →∞, k ∈ N, выбирается таким образом, что
(
uj(k)k (x0+

y/j(k))− uk(x0)
)
j(k) сходится к функции lDu(x0) в W 1,p, p > 1. Последнее воз-

можно, так как ‖uk − u0‖C(B(0,ε)) → 0, а функция u0 дифференцируема в x0

в классическом смысле. Последовательность uj(k)k , k ∈ N, также может быть



Теоремы о полунепрерывности и релаксации 693

выбрана таким образом, что Duj(k)k порождает однородную градиентную меру
Янга νx0 , а функции G

(∣∣Duj(k)k

∣∣) равномерно ограничены в L1(B(x0, ε)). Тогда
лемма 3.5 позволяет утверждать, что мера νx0 является однородной градиент-
ной G-мерой Янга.

Согласно лемме 4.3 квазивыпуклость L(x, u, v) относительно v влечет

〈L(x0, u0(x0), ·); νx0〉 ≥ L(x0, u0(x0), Du0(x0)).

Согласно теореме 2.2 выполнено также

lim inf
k→∞

J(uk) ≥
∫
�

〈L(x, u0(x), ·); νx〉 dx.

Вместе два последних неравенства влекут полунепрерывность снизу

lim inf
k→∞

J(uk) ≥ J(u0). �

Замечание 4.5. Мы также установили, что если последовательность uk
такова, что

∫
�

G(|Duk(x)|) dx ≤ c <∞, и еслиDuk порождает меру Янга (νx)x∈�,

то для п. в. x ∈ � мера νx является однородной градиентной L-мерой Янга с
центром масс в Du0(x), где uk ⇀ u0 в W 1,p, p > 1, а L имеет быстрый рост (см.
(1.3)).

Доказательство теоремы 1.2. По второму утверждению леммы 4.3 ква-
зиовыпукление L(x, u, v) относительно v задается формулой

Lqc(x, u,A) = inf{〈L; ν〉 : ν является градиентной
L-мерой Янга с центром масс в A}. (4.1)

Эта формула уже была использована в лемме 4.3 для доказательства непрерыв-
ности Lqc в случае L, не зависящих от младших слагаемых x и u. Замечание 4.4
позволяет использовать те же самые аргументы для доказательства непрерыв-
ности сужения Lqc на �′×Rm×Rm×n в случае, если сужение L на это множество
непрерывно, а множество �′ компактно. Тогда Lqc является интеграндом Ка-
ратеодори, если это верно для L.

Для доказательства утверждения о полунепрерывной снизу оболочке мы
должны показать, что для фиксированной функции u0 ∈W 1,1(�; Rm) с J(u0) <
∞ существует последовательность uk с uk ⇀ u0 в W 1,1 такая, что J(uk) →
Jqc(u0), k → ∞. В действительности ситуация может быть сведена к случаю
кусочно-аффинной u0, так как все соболевские функции с конечной энергией
могут быть аппроксимированы такими функциями одновременно как в W 1,p,
p > 1, так и в энергии, как утверждает лемма 4.6, сформулированная ниже.

Рассмотрим сначала многозначное отображение V : x → V (x) ⊂ (M1, ρ),
которое каждому x ∈ � ставит в соответствие множество однородных гради-
ентных L-мер Янга, дающих инфимум (4.1) в случае u = u0(x), A = Du0(x).
Замкнутость множества однородных градиентных L-мер Янга с равномерно
ограниченными действиями на L относительно слабой* сходимости (см. заме-
чание 4.4), позволяет утверждать, что отображение x→ V (x) замкнуто. Более
того, замечание 4.4 также влечет измеримость отображения x→ V (x) (это вы-
текает из вспомогательного факта о полунепрерывности сверху отображения
V : �′ → (M1, ρ): сходимости νk ⇀∗ ν0, xk → x0 влекут ν0 ∈ V (x0) в случае
νk ∈ V (xk), если �′ компактно и сужение L на �′ × Rm × Rm×n непрерывно).
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Таким образом, можно применить теоремы 2.6 и 2.3 для нахождения меры Янга
(νx)x∈� со свойством νx ∈ V (x) п. в. в �.

Для построения последовательности uk со свойствами: Duk порождает ме-
ру Янга (νx)x∈� и

J(uk) →
∫
�

〈L(x, u0(x), ·); νx〉 dx = Jqc(u0),

мы можем использовать лемму 2.4 и теорему 2.5 для сведения ситуации к част-
ному случаю u0 и (νx)x∈�, когда существует разбиение � на множество ну-
левой меры и объединение липшицевых подобластей �j , j ∈ N, на которых
функция u0 является аффинной и (νx)x∈� равна Av(Du0 +Dφ) для некоторой
φ ∈ C∞

0 (�j ; Rm). Этот случай может быть легко получен на основе леммы 4.2.
Далее мы можем использовать стандартные диагональные аргументы для

получения желаемого свойства для изначальных u0 и (νx)x∈� в случае, если
это может быть сделано для кусочно-постоянной (νx)x∈� и кусочно-аффинной
u0. �

Свойства градиентных L-мер Янга, описанные в замечаниях 4.4, 4.5, уста-
новлены в работах [21, 22] в случае интеграндов L со стандартным ростом. В
[22] авторы также обратили внимание на возможность применения этих свойств
для изучения поведения интегральных функционалов на слабо сходящихся по-
следовательностях.

Для завершения доказательства теоремы 1.2 осталось привести доказатель-
ство леммы 4.6.

Лемма 4.6. Пусть L = G(| · |) имеет быстрый рост на бесконечности (см.
(1.3)), и пусть J(u) <∞. Для любых λ ∈]0, 1[, ε > 0 и достаточно малых δ > 0
найдется функция w ∈W 1,p(�; Rm), p > 1, аффинная в каждом шаре B(xi, r̃i),
1 ≤ i ≤ j, принадлежащем конечному семейству взаимно не пересекающихся
шаров, при этом

meas �̃/meas� ≥ (1− δ)n,

‖Dw − λDu‖L1(�̃;Rmn) ≤ εmeas �̃, (4.2)

J(w) ≤ J(u) + 2εmeas� (4.3)

с �̃ =
j⋃
i=1

B(xi, r̃i).

Доказательство. Пусть f обозначает λu. Пусть x0 является лебеговой
точкой функцииDf . Тогда это также точка классической дифференцируемости
функции, т. е. если A = Df(x0), то

f(x)− f(x0)− 〈A, x− x0〉 = o(x− x0),

где o(x− x0)/|x− x0| → 0 при |x− x0| → 0 (см. предложение 3.1 и [44, с. 234]).
Пусть также δ ∈]0, 1[. Определим функцию w в B(x0, r) следующим образом:

w(x) =


f(x0) + 〈A, x− x0〉 для |x− x0| ≤ r(1− δ),
f(x0) + 〈A, x− x0〉+ φ(|x− x0|)(f(x)− f(x0)− 〈A, x− x0〉)

для r(1− δ) ≤ |x− x0| ≤ r,

где функция φ ∈ C∞ : [0, 1] → [0, 1] такова, что

φ(σ) =
{

1, если σ ≥ r,

0, если σ ≤ (1− δ)r,
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|φ′| ≤ (2/rδ). Таким образом, w = f в ∂B(x0, r).
Существует ε0 ∈]0, ε[ такое, что |G(|v|)−G(|A|)| ≤ ε/2, если |A|−2ε0 ≤ |v| ≤

|A|+ 2ε0. Заметим также, что

meas{x ∈ B(x0, r) : |Df(x)−A| ≥ ε0/2}
measB(x0, r)

→ 0, r → 0. (4.4)

Таким образом, для всех достаточно малых r > 0 выполнено

‖Dw−Df‖L1(B(x0,r(1−δ));Rmn) ≤
ε0
2

measB(x0, r(1−δ))+o(measB(x0, r(1−δ)))

≤ εmeasB(x0, r(1− δ)), (4.5)

а также

J(w;B(x0, r(1− δ)))− J(f ;B(x0, r(1− δ)))

≤ ε

2
meas{x ∈ B(x0, r(1− δ)) : |A−Df(x)| ≤ ε0/2}

+G(|A|)o(measB(x0, r(1− δ))) ≤ εmeasB(x0, r(1− δ)). (4.6)

В B(x0, r) \B(x0, r(1− δ)) справедливо равенство

Dw = [A+ φ(Df −A)] + o(x− x0)⊗Dφ. (4.7)

Заметим также, что

|Dφ| |o(x− x0)| ≤ 2o(r)/rδ → 0, r → 0.

В случае |Df | ≤ |A|+ ε0 первое слагаемое в (4.7) не превосходит |A|+ ε0 по
модулю. Тогда для всех достаточно маленьких r все выражение не превосходит
(|A|+2ε0) по модулю. В противном случае, т. е. когда |Df | ≥ |A|+ε0, выполнено

|A+ φ(Df −A)| ≤ |Df | ≤ |λDu|,

|Dφ| |o(|x− x0|)| ≤ 2o(r)/rδ ≤ (1/λ− 1)ε0 ≤ (1− λ)|Du|,
если r достаточно мало. В таком случае получаем

|Dw| ≤ |Du|.

Тогда всюду в рассматриваемом множестве

|Dw| ≤ max{|Du|, |A|+ ε}, а также G(|Du|) ≥ G(|A|)− ε,

за исключением множества меры o(meas[B(x0, r) \ B(x0, r(1 − δ))]) (см. (4.4)).
Тогда

J(w;B(x0, r) \B(x0, r(1− δ))) ≤ J(u;B(x0, r) \B(x0, r(1− δ)))
+ 2εmeas[B(x0, r) \B(x0, r(1− δ))] + o(meas[B(x0, r) \B(x0, r(1− δ))])

≤ J(u;B(x0, r) \B(x0, r(1− δ))) + εmeasB(x0, r), (4.8)

если r достаточно мало и δ < ε/3.
Для завершения доказательства леммы заметим только, что стандартные

аргументы о покрытиях Витали (см., например, [41]) позволяют покрыть все �,
за исключением множества нулевой меры, взаимно не пересекающимися шара-
ми B(xi, ri) с центрами в точках xi, которые являются лебеговскими для Du,
и с достаточно малыми радиусами ri > 0. Тогда неравенство (4.5) влечет нера-
венство (4.2) с �̃ =

⋃
i
B(xi, r̃i), где r̃i = (1− δ)ri, i ∈ N. Неравенства (4.6), (4.8)

влекут неравенство (4.3). �
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