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Светлой памяти Тадея Ивановича Зеленяка посвящается

1. Введение

В ряде разделов прикладной гидродинамики, например метеорологии и оке-
анологии, широко используется видоизмененная модель Навье — Стокса, так
называемое приближение мелкой воды (см. [1, 2]). Оно выводится из общей си-
стемы на основе асимптотического анализа в предположении, что размер обла-
сти движения в одном направлении (вертикальном) много меньше, чем в другом
(горизонтальном). Приближение мелкой воды в этом случае заключается в за-
мене уравнения импульса для вертикальной составляющей вектора количества
движения уравнением гидростатики. Подробнее о выводе такой модели можно
прочитать, например, в [3], а впервые модель была предложена, по-видимому,
Н. Е. Кочиным [4].

Вопросы существования решений краевых задач для уравнений Навье —
Стокса сжимаемой вязкой жидкости изучались многими авторами, но только в
одномерном случае исследованы достаточно полно (см. [5, 2]). В многомерной
модели большинство ранее полученных результатов являются локальными, т. е.
либо промежуток времени считается достаточно малым, либо данные задачи
близки к состоянию покоя (см. [6, 7]).

Системы уравнений мелкой воды изучены с достаточной степенью полноты
только для несжимаемой жидкости [8–10], а для модели с учетом сжимаемости
глобальных теорем существования установлено не было.

В данной работе доказывается глобальная разрешимость начально-краевой
задачи для модельной системы уравнений сжимаемой вязкой жидкости в при-
ближении мелкой воды. Эта система уравнений находит применение при моде-
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лировании процессов в атмосфере:
∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρu) +

∂

∂y
(ρv) = 0,

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
+
∂p

∂x
=

∂

∂x

(
ν1
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
ν2
∂u

∂y

)
,

∂p

∂y
= −gρ,

p = c2ρ, c2 = const > 0.

(1)

Здесь (t, x, y) — независимые переменные, t — время, (x, y) — горизонтальная и
вертикальная пространственные координаты, ρ — плотность среды, u = (u, v) —
вектор скорости, u — горизонтальная компонента, v — вертикальная (для нее
соответствующее уравнение импульса заменено уравнением гидростатики (13)),
p — давление, g = const > 0 — ускорение свободного падения, (ν1, ν2) — коэффи-
циенты турбулентной вязкости в горизонтальном и вертикальном направлениях
соответственно.

Пусть движение среды происходит в прямоугольной области � = {(x, y) |
0 < x < l, 0 < y < h}, а краевые условия на границе � выражаются соотноше-
ниями

u|x=0 = u|x=l = 0,
v|y=0 = v|y=h = 0,

∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=h

= 0.
(2)

Этот вариант граничных данных наиболее простой, но возможны и другие по-
становки краевых условий.

Наконец, в начальный момент времени t = 0 предполагается известным
распределение горизонтальной составляющей скорости и плотности:

u|t=0 = u0(x, y),

ρ|t=0 = ρ0(x) exp (−gy/c2),
(3)

причем ρ0(x) — строго положительная ограниченная функция: 0 < m ≤ ρ0(x) ≤
M <∞.

Доказательство теоремы существования решения задачи (1)–(3) опирает-
ся на глобальные априорные оценки. Основная идея, позволившая установить
априорные оценки, связана, во-первых, с тем, что уравнение гидростатики (13)
можно проинтегрировать, и, во-вторых, с разложением горизонтальной компо-
ненты скорости на сумму двух слагаемых, одно из которых есть среднее зна-
чение (со специальным весом) по вертикальной координате. При этом возни-
кает система уравнений, формально совпадающая с уравнениями одномерного
движения вязкого газа [5], и можно воспользоваться некоторыми приемами и
методами, разработанными для этой модели (см. [5, 11]).

Для простоты изложения примем l = 1, h = 1 и g = c2. Из уравнения
гидростатики

∂p

∂y
= −gρ

имеем p = ζ(x, t)e−y, и тогда уравнение неразрывности принимает вид
∂ζ

∂t
+

∂

∂x
(ζu) + ey

∂

∂y
(ζe−yv) = 0.
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Полагая

ū =
1∫

0

e−yu dy

и интегрируя уравнение по y, получим
∂ζ

∂t
+

∂

∂x
(ζū) = 0.

Аналогично уравнение (12) проинтегрируем по y, обозначая при этом разность
u− ū через w. Тогда получим соотношение

∂

∂t
(ζū) +

∂

∂x

ζ

1∫
0

e−yu2 dy

 + c
∂ζ

∂x
=

∂2

∂x2

ū+
1∫

0

w dy

 ,

где c =
1∫
0
e−y dy = 1−e−1 > 0. В левой части этого равенства прибавим и вычтем

∂
∂x (ζ(ū)2), а в правой отбросим последнее слагаемое ∂2

∂x2

( 1∫
0
w dy

)
и рассмотрим

как модельную следующую упрощенную систему уравнений:
∂ζ

∂t
+

∂

∂x
(ζū) = 0,

ζ

[
∂ū

∂t
+ ū

∂ū

∂x

]
+

∂

∂x

ζ
c+

1∫
0

e−yu2 dy − (ū)2

 =
∂2ū

∂x2 ,
(4)

представляющую самостоятельный интерес. В дальнейшем авторы планируют
продолжить изучение исходной системы (1) без указанного упрощения. Доба-
вим также, что модель (4) возникает без упрощающего предположения, если
в (1) коэффициент горизонтальной турбулентности ν1 имеет вид ν1 = ν0

1e
−y,

ν0
1 = const > 0.

Отметим, что в (4) имеет место соотношение
1∫

0

e−yu2(x, y, t) dy − (ū)2 ≡ u2 − (ū)2 ≥ 0.

Формально система (4) имеет вид обычной системы Навье — Стокса для
сжимаемой жидкости, где ζ играет роль плотности, ū — скорости, а p ≡ ζ(1 +
u2−(ū)2) — давления. Принципиальное отличие от названной системы Навье —
Стокса в том, что давление зависит не только от плотности ζ, но и от u2 и (ū)2.

Итак, в качестве модельной задачи, подобной (1), рассмотрим систему урав-
нений

∂ζ

∂t
+

∂

∂x
(ζu) +

∂

∂z
(ζw) = 0,

ζ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂u

∂z

)
+
∂ζ

∂x
=

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂z2 ,

∂ζ

∂z
= 0.

(5)

Роль плотности играет ζ(t, x), а u и w — горизонтальная и вертикальная со-
ставляющие вектора скорости. Область изменения x и z есть � = (0, 1)× (0, 1).
Систему (5) рассматриваем в области Q = �× (0, T ).
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Граничные условия имеют вид

u|x=0 = u|x=1 = 0,

∂u

∂z

∣∣∣∣
z=0

=
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=1

= 0,

w|z=0 = w|z=1 = 0.

(6)

Согласно (3) для распределения скорости и плотности при t = 0 имеем

u|t=0 = u0(x, z),
ζ|t=0 = ζ0(x) (= ρ0(x)),

(7)

причем ζ0(x) — строго положительная ограниченная функция:

0 < m ≤ ζ0(x) ≤M <∞.

Определение 1. Обобщенным решением задачи (5)–(7) называется сово-
купность функций (ζ, u, w), ζ ≥ 0,

ζ(t) ∈ L∞
(
0, T ;W 1

2 (0, 1)
)
,

∂ζ

∂t
∈ L2(0, T ;L2(0, 1)),

u(t) ∈ L2(0, T ;W 2
2 (�)

)
∩W 1

2 (0, T ;L2(�)), w(t) ∈ L2(0, T ;L2(�)),

удовлетворяющих системе уравнений (5) в смысле теории распределений и, в
частности, интегральному тождеству

T∫
0

∫
�

(ζuϕt+ζu2ϕx+ζwuϕz+ζϕx) dxdzdt = −
T∫

0

∫
�

u�ϕdxdzdt+
∫
�

u0ζ0ϕ|t=0 dxdz,

(8)
для произвольной функции ϕ ∈ L2

(
0, T ;C∞0 (�)

)
, ϕ|t=T = 0, Q = �× (0, T ). Со-

отношения (6), (7) выполняются в смысле следов функций из указанных клас-
сов.

Теорема 1. Пусть начальные данные (ζ0, u0) обладают следующими свой-
ствами:

(ζ0, u0) ∈W 1
2 (�), u0|x=0 = u0|x=1 = 0.

Тогда существует обобщенное решение задачи (5)–(7), причем ζ(x, t) — строго
положительная ограниченная функция.

2. Априорные оценки

Для системы (5) закон сохранения имеет вид

d

dt

1∫
0

1∫
0

(
ζ
u2

2
+ (ζ ln ζ − ζ + 1)

)
dxdz +

1∫
0

1∫
0

(
u2
x + u2

z

)
dxdz = 0. (9)

Это, в частности, означает наличие априорных оценок

sup
0<t<T

1∫
0

(ζ ln ζ − ζ + 1) dx ≤ C
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и

sup
0<t<T

1∫
0

ζ(x, t)

 1∫
0

u2(x, z, t) dz

 dx ≤ C,

а следовательно, и
1∫

0

ζ(ū)2 dx ≤ C,

что означает в лагранжевых переменных (которые вводятся ниже в (11)) сле-
дующее:

sup
0<τ<T

1∫
0

(ū(η, τ))2 dη ≤ C. (10)

Здесь и далее через C обозначены различные положительные постоянные, зави-
сящие лишь от начальных данных и области �. Функция ū теперь есть интеграл
по z без веса.

Аналогично
T∫

0

1∫
0

1∫
0

(
u2
x + u2

z

)
dzdxdt ≤ C

и
T∫

0

1∫
0

ζ

(
∂ū

∂η

)2

dηdτ ≤ C.

3. Оценки сверху и снизу для плотности

Cледуя [1], можно ввести лагранжевы координаты

η(x, t) =
x∫

0

ζ(s, t) ds, τ = t, (11)

и система (4) принимает вид

∂

∂τ

(
1
ζ

)
=

∂ū

∂η
,

∂ū

∂τ
+
∂p

∂η
=

∂

∂η

(
ζ
∂ū

∂η

)
,

(12)

где p ≡ ζ(1 + p0), а функция p0 = p0(η, τ) ≡ u2 − (ū)2 неотрицательна.
На данном этапе задача состоит в том, чтобы оценить ζ(x, t) сверху и сни-

зу. Для ее решения будем использовать систему уравнений (12) и оценки из
предыдущего пункта. Из первого уравнения системы (12) имеем равенство

ζ
∂ū

∂η
= −1

ζ

∂ζ

∂τ
≡ −∂ ln ζ

∂τ
,

подставим его во второе и проинтегрируем по τ :

∂ū

∂τ
+
∂p

∂η
= − ∂

∂τ

∂

∂η
ln ζ,
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ū− u0 +
∂

∂η

τ∫
0

p ds = −∂ ln ζ
∂η

+
∂

∂η
ln ζ

∣∣∣∣
τ=0

.

Не ограничивая общности, можно принять ζ|τ=0 ≡ 1, тогда приходим к равен-
ству

∂

∂η

ln ζ +
τ∫

0

p ds

 = u0 − ū, (13)

значит, в силу (10)

sup
0<τ<T

∥∥∥∥∥∥ ∂

∂η

ln ζ +
τ∫

0

p ds

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)

≤ c.

Из (12) имеем
∂

∂τ

(
1
ζ

)
=

∂ū

∂η
,

интегрируем это выражение по η от 0 до 1:
1∫

0

∂

∂τ

(
1
ζ

)
dη = ū|η=1 − ū|η=0 = 0,

∂

∂τ

1∫
0

1
ζ
dη = 0.

Таким образом,
1∫

0

1
ζ(η, τ)

dη =
1∫

0

1
ζ0(η)

dη ≡ 1.

Отсюда и из непрерывности функции ζ получаем, что

(∀τ ∃η0 = η0(τ)) ζ(η0(τ), τ) = 1.

С учетом этого интегрируем (13) по η от η0(τ) до произвольного η:

ln ζ +
τ∫

0

p ds =
τ∫

0

p(η0(τ), s) ds+

η∫
η0

(ū0 − ū) dξ.

Пропотенцируем это равенство, тогда

ζ(η, τ) exp


τ∫

0

p(η, s) ds

 = Y (τ) ·B(η, τ), (14)

где

Y (τ) = exp


τ∫

0

p(η0(τ), s) ds

 B(η, τ) = exp


η∫

η0

(ū0 − ū) dξ

 .

Функция B(η, τ) ограничена сверху и снизу в силу наличия оценки на ū в
L∞(0, T ;L2(0, 1)) (см. (10)). Покажем, что Y (τ) также ограничена. Заметим,
что

T∫
0

max
0≤η≤1

p0(η, τ) dτ ≤ C. (15)
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Это действительно так в силу того, что

max
0≤x≤1

p0(x, t) ≤
1∫

0

∣∣∣∣∂p0

∂x

∣∣∣∣ dx ≤
1∫

0

∣∣∣∣∣∣2
1∫

0

uux dz − 2
1∫

0

u dz

1∫
0

uz dz

∣∣∣∣∣∣ dx
≤ с

1∫
0

1∫
0

(
u2
x + u2

z

)
dxdz.

Умножим (14) на (1 + p0(η, τ)) и проинтегрируем по τ :

e

τ∫

0
p(η,s)ds

= 1 +
τ∫

0

(1 + p0(η, s))Y (s)B(η, s) ds.

Следовательно, (14) принимает вид

ζ

1 +
τ∫

0

(1 + p0)Y (s)B(η, s) ds

 = Y (τ)B(η, τ). (16)

Если здесь взять η = η0(τ), где ζ(η0(τ), τ) = 1, получим неравенства для Y (τ):

0 < Y −1
0 ≤ Y (τ) ≤ Y0 = const <∞.

В самом деле, из (16) вытекает, что Y (τ) ≥ B−1(η, τ) ≥ C > 0. Оценка сверху
получается из (15) и (16) по лемме Гронуолла.

Далее, очевидно, (14) дает оценки сверху и снизу для функции ζ :

0 < ζ−1
0 ≤ ζ(η, τ) ≤ ζ0 <∞.

Из (13) и неравенств, полученных для ζ, имеем оценку для производной:∥∥∥∥∂ζ∂η
∥∥∥∥
L∞(0,T ;L2(0,1))

≤ c. (17)

Непосредственно из уравнений системы (12) получаем

‖ζτ (τ)‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ c,

T∫
0

‖ut(t)‖2 dt ≤ c,

и тогда из уравнения неразрывности системы (5) сразу следует, что∥∥∥∥∂w∂z
∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(�))

≤ c.

Полученных оценок достаточно, чтобы доказать существование слабого реше-
ния задачи (5)–(7).
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4. Доказательство теоремы существования

Чтобы доказать теорему существования решения задачи (5)–(7), будем ис-
кать горизонтальную составляющую скорости в виде суммы

u(x, z, t) = ū(x, t) + ũ(x, z, t), (18)

где ū так же, как и ранее, есть ū(x, t) =
1∫
0
u dz — среднее значение по верти-

кальной координате. Отклонение ũ с необходимостью должно удовлетворять
условию

H∫
0

ũ(x, z, t) dz ≡ 0 (19)

для всех значений x и t.
Принимая во внимание (19) и равенство u2 = ū2 + 2ūũ + (ũ)2, заключаем,

что

u2(x, t)− (ū)2(x, t) =
1∫

0

(ũ(x, z, t))2 dz.

Тогда система уравнений (4) для функции ū(x, t) переписывается в виде
∂ζ

∂t
+

∂

∂x
(ζū) = 0,

ζ

(
∂ū

∂t
+ ū

∂ū

∂x

)
+

∂

∂x

ζ

c+
1∫

0

(ũ)2 dz

 =
∂2ū

∂x2 .
(20)

Подставив представление (18) в (5), имеем
∂

∂x
(ζũ) + ζ

∂w

∂z
= 0,

ζ

(
∂ū

∂t
+
∂ũ

∂t
+ (ū+ ũ)

∂

∂x
(ū+ ũ) + w

∂ũ

∂z

)
+
∂ζ

∂x
=

∂2ū

∂x2 +
∂2ũ

∂x2 +
∂2ũ

∂z2 ,

∂ζ

∂z
= 0.

(21)

Второе уравнение можно записать по-другому:

ζ

(
∂ū

∂t
+ ū

∂ū

∂x

)
+

∂

∂x

ζ

с +
1∫

0

(ũ)2 dz

− ∂2ū

∂x2

+ ζ

(
∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂x
+ ū

∂ũ

∂x
+ ũ

∂ū

∂x
+ w

∂ũ

∂z

)
− ∂

∂x

ζ

1∫
0

(ũ)2 dz

 =
∂2ũ

∂x2 +
∂2ũ

∂z2 ,

тогда (21) принимает вид
∂

∂x
(ζũ) + ζ

∂w

∂z
= 0,

ζ

(
∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂x
+ ū

∂ũ

∂x
+ ũ

∂ū

∂x
+ w

∂ũ

∂z

)
− ∂

∂x

ζ

1∫
0

(ũ)2 dz

 =
∂2ũ

∂x2 +
∂2ũ

∂z2 ,

∂ζ

∂z
= 0.

(22)
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Если считать функции ζ и ū известными, то (22) имеет вид гидростатиче-
ской модели для несжимаемой жидкости (см. [9]). Действительно, если перейти
к лагранжевым координатам η: dη = ζ dx и заменить ζũ на v, то первое урав-
нение принимает вид

∂v

∂η
+
∂w

∂z
= 0.

Второе уравнение можно преобразовать к виду

∂

∂t
(ζũ)+

∂

∂x
(ζ(2ūũ+(ũ)2))− ∂

∂x

ζ

1∫
0

(ũ)2 dz

+ ū
∂

∂z
(ζw)+

∂

∂z
(ζwũ) = ũxx+ ũzz,

если заметить, что

∂

∂t
(ζū) +

∂

∂t
(ζũ) +

∂

∂x
(ζ(ū)2) +

∂

∂x
(ζ(2ūũ+ (ũ)2))

+
∂

∂x
ζ

с +
1∫

0

(ũ)2 dz

− ∂

∂x

ζ

1∫
0

(ũ)2 dz

+ū
∂

∂z
(ζw)+

∂

∂z
(ζwũ)−ūxx = ũxx+ũzz.

Это эквивалентно равенству

∂v

∂t
+

1
ζ

∂

∂η

(
2ūv +

v2

ζ

)
− 1
ζ

∂

∂η

 1∫
0

v2

ζ
dz

 + ūζ
∂w

∂z
+

∂

∂z
(wv)

=
1
ζ

∂2v

∂z2 −
∂ζ

∂η

∂v

∂η
− 1
ζ

(
∂ζ

∂η

)2

v +
∂2v

∂η2 −
∂2ζ

∂η2 v.

Построим отображение A : ũ1 → ũ2, неподвижная точка которого будет
решением (20) и (22).

Пусть K — ограниченное множество в L2(0, T ;W 1,2(�)), задаваемое первой
априорной оценкой для u, а следовательно, и для ũ:

K = {ũ | ‖ũ‖L2(0,T ;W 1,2(�)) ≤ k = const <∞}.

Для данного ũ1 ∈ K строим решение (ζ, ū) системы (20). Эта система фор-
мально является моделью движения Навье — Стокса для сжимаемой жидкости,
поэтому может быть построено единственное решение так же, как в [5].

Затем подставляем (ζ, ū) и

w = −1
ζ

∂

∂x

ζ

1∫
0

ũ1 dz


в (22). Получаем параболическое уравнение для функции ũ = ũ2, которую рас-
сматриваем как результат действия отображения A : ũ1 → ũ2. Решение ũ2 при-
надлежит пространству L2(0, T ;W 2,2(�)) ∩W 1,2(0, T ;L2(�)), а следовательно,
и множеству K. Таким образом, все условия теоремы Шаудера о неподвижной
точке выполнены, и оператор A имеет хотя бы одну неподвижную точку, что
дает существование решения.
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