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Аннотация: Для функций на некомпактных римановых симметрических простран-
ствах ранга один доказан аналог классической теоремы Е. Титчмарша об описании
образа при преобразовании Фурье множества функций, удовлетворяющих условию
Липшица в L2.
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§ 1. Введение и формулировка основных результатов

Римановы симметрические пространства образуют замечательный класс
римановых многообразий, на котором активно изучаются различные задачи гео-
метрии, теории функций и математической физики (см., например, [1–4] и ци-
тированную там литературу). Так, на компактных симметрических простран-
ствах определены ряды Фурье (точнее говоря, их аналоги), на некомпактных
симметрических пространствах определено преобразование Фурье и для многих
задач классического гармонического анализа существуют их естественные ана-
логи для симметрических пространств. Среди всех римановых симметрических
пространств особо выделяется класс римановых симметрических пространств
ранга 1. Такие многообразия обладают хорошими геометрическими свойства-
ми, в частности, они являются двухточечными однородными пространствами
(см. [5, гл. 8]), а на компактных симметрических пространствах ранга 1 все
геодезические замкнуты и имеют одинаковую длину (см. [6]). К классу рима-
новых симметрических пространств ранга 1 принадлежат n-мерная сфера Sn и
n-мерное пространство Лобачевского. В дальнейшем под симметрическим про-
странством ранга 1 мы будем понимать риманово симметрическое пространство
ранга 1 некомпактного типа.

В настоящей работе для симметрических пространств ранга 1 получен ана-
лог одной классической теоремы Е. Титчмарша об описании образа при преоб-
разовании Фурье класса функций, удовлетворяющих условию Липшица в L2.
Приведем точную формулировку этой теоремы.

Пусть f(x) — функция из пространства L2(R) (все рассматриваемые функ-
ции комплекснозначные), ‖ · ‖L2(R) — норма в пространстве L2(R), α — произ-
вольное число из интервала (0, 1).
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Определение 1. Функция f(x) принадлежит классу Липшица Lip(α, 2),
если

‖f(x+ t)− f(x)‖L2(R) = O(tα)

при t→ 0.

Теорема 1 [7, теорема 85]. Если f(x) ∈ L2(R), а f̂(λ) — ее преобразование
Фурье, то условия

f ∈ Lip(α, 2), 0 < α < 1, (1.1)

и ∫
|λ|≥r

|f̂(λ)|2 dλ = O(r−2α) (1.2)

при r →∞ эквивалентны.
Приведем необходимые сведения о преобразовании Фурье на симметриче-

ских пространствах (см. [2, 3]). Необходимые сведения из теории полупростых
групп Ли и симметрических пространств имеются, например, в [1]. Произ-
вольное риманово симметрическое пространство X некомпактного типа можно
реализовать как фактор-пространство G/K, где G — связная некомпактная по-
лупростая группа Ли с конечным центром, K — максимальная компактная под-
группа в G. Группа G транзитивно действует на множестве X = G/K левыми
сдвигами, подгруппа K совпадает со стационарной подгруппой точки o = eK
(e — единичный элемент в группе G). Пусть G = NAK — разложение Ива-
савы группы G. Через g, k, a и n обозначим алгебры Ли групп G, K, A и N
соответственно. Через M обозначим централизатор подгруппы A в K, и пусть
B = K/M . Пусть dx — G-инвариантная мера на X, db и dk — нормированные
K-инвариантные меры соответственно на B и K.

Через a∗ обозначим вещественное сопряженное пространство к a. На a∗

действует конечная группа Вейля W . Пусть � — множество ограниченных
корней (� ⊂ a∗), �+ — множество положительных ограниченных корней,

a+ = {h ∈ a : α(h) > 0 при α ∈ �+}

— положительная камера Вейля. Через ρ обозначим полусумму положитель-
ных ограниченных корней (с кратностями), тогда ρ ∈ a∗. Пусть 〈 , 〉 — форма
Киллинга на алгебре Ли g. На подалгебре Ли a эта форма положительно опре-
делена. Для λ ∈ a∗ обозначим через Hλ такой вектор из a, что λ(H) = 〈Hλ,H〉
для всех H ∈ a. При λ, µ ∈ a∗ полагаем 〈λ, µ〉 := 〈Hλ,Hµ〉. Соответствие
λ 7→ Hλ позволяет отождествить a∗ с a. С помощью этого отождествления на a
переносится действие группы Вейля W . Пусть

a∗+ = {λ ∈ a∗ : Hλ ∈ a+}.

Если X — симметрическое пространство ранга 1, то dim a∗ = 1, а множество �+

состоит из корней α и 2α с некоторыми кратностями mα и m2α, зависящими
от многообразия X (см. [2]). В этом случае будем отождествлять множество
a∗ с множеством R при помощи соответствия λ 7→ λα, λ ∈ R. При этом отож-
дествлении положительные числа соответствуют множеству a∗+. Числа mα и
m2α часто встречаются в различных формулах, связанных с симметрическими
пространствами ранга 1. Так, например, площадь сферы радиуса t на X равна

S(t) = c(sh t)mα(sh 2t)m2α , (1.3)
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где c — некоторая постоянная; размерность многообразия X равна

dimX = mα +m2α + 1. (1.4)

Вернемся к случаю, когда X = G/K — произвольное симметрическое про-
странство. Для g ∈ G обозначим через A(g) ∈ a такой единственный элемент,
для которого

g = n · expA(g) · u, (1.5)

где u ∈ K, n ∈ N . Для x = gK ∈ X и b = kM ∈ B = K/M положим

A(x, b) := A(k−1g).

Через D(X) и D(G) будем обозначать множества бесконечно дифференциру-
емых финитных (т. е. с компактным носителем) функций на X и G соответ-
ственно. Пусть dg — элемент меры Хаара на группе G. Будем считать, что
мера Хаара на группе G нормирована так, чтобы выполнялось равенство∫

X

f(x) dx =
∫
G

f(go) dg, f ∈ D(X). (1.6)

Для функции f(x) ∈ D(X) введенное Хелгасоном преобразование Фурье на
симметрическом пространстве X (см. [8] или [3]) определяется формулой

f̂(λ, b) :=
∫
X

f(x) e(−iλ+ρ)(A(x,b)) dx, λ ∈ a∗, b ∈ B = K/M. (1.7)

Меру на X можно нормировать так, чтобы преобразование, обратное к преоб-
разованию Фурье на X, имело вид

f(x) =
1
|W |

∫
a∗×B

f̂(λ, b) e(iλ+ρ)(A(x,b))|c(λ)|−2 dλ db, (1.8)

где |W | — порядок группы Вейля, dλ — элемент евклидовой меры на a∗, c(λ)
— функция Хариш-Чандры. В дальнейшем для краткости будем использовать
обозначение

dµ(λ) := |c(λ)|−2 dλ.

Справедлива также формула Планшереля∫
X

|f(x)|2 dx =
1
|W |

∫
a∗×B

|f̂(λ, b)|2 dµ(λ) db =
∫

a∗+×B

|f̂(λ, b)|2 dµ(λ) db. (1.9)

Отображение f(x) 7→ f̂(λ, b) продолжается по непрерывности с D(X) до изомор-
физма гильбертова пространства L2(X) = L2(X, dx) на гильбертово простран-
ство L2(a∗+×B, dµ(λ) db). Продолженное отображение также будем обозначать
через f(x) 7→ f̂(λ, b) и называть преобразованием Фурье, при этом остаются
справедливыми формулы (1.8) и (1.9). Отметим, что иногда в литературе вме-
сто разложения Ивасавы G = NAK используется другое разложение Ивасавы
G = KAN , из-за чего изменяются формулы для преобразования Фурье и обрат-
ного преобразования Фурье. Переход от одного разложения Ивасавы к другому
осуществляется заменой g 7→ g−1.
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Введем оператор сдвига на X. Пусть n = dimX. Обозначим через d(x, y)
расстояние между точками x, y ∈ X, и пусть

σ(x; t) = {y ∈ X : d(x, y) = t}

— сфера на X с центром в точке x и радиусом t > 0. Пусть dσx(y) — (n − 1)-
мерный элемент площади сферы σ(x; t), |σ(t)| — площадь всей сферы σ(x; t)
(она не зависит от точки x). Будем обозначать через C0(X) множество всех
непрерывных функций на X с компактным носителем. Для любой функции
f(x) ∈ C0(X) оператор сдвига St определим формулой

(Stf)(x) =
1

|σ(t)|

∫
σ(x;t)

f(y) dσx(y), t > 0, (1.10)

т. е. (Stf)(x) — усреднение функции f по сфере σ(x; t). Можно показать (см. сле-
дующий параграф), что оператор St продолжается по непрерывности с про-
странства C0(X) до линейного ограниченного оператора на гильбертовом про-
странстве L2(X). Это продолжение будем также обозначать через St.

Отметим, что оператор St также можно назвать оператором сферического
усреднения (его обычно так называют для случая, когда X совпадает с евкли-
довым пространством Rn, где имеется естественный оператор сдвига f(x) 7→
f(x + a)). Для тех многообразий X, где нет естественного оператора сдвига
(например, если X — n-мерная сфера), оператор St часто называют операто-
ром обобщенного сдвига или просто оператором сдвига (см., например, [9–12]),
так как этот оператор может служить для построения неевклидовых аналогов
некоторых теорем гармонического анализа. Так, в работах [9–12] оператор St

используется на сфере для построения модулей непрерывности и доказательства
аналогов различных прямых и обратных теорем теории приближения функций,
а также для построения функциональных пространств Никольского — Бесова.

Определение 2. Будем говорить, что функция f(x) принадлежит классу
Липшица LipX(α, 2), если f(x) ∈ L2(X) и

‖Stf − f‖L2(X) = O(tα) (1.11)

при t→ 0.

Аналогом теоремы 1 для симметрического пространства X является следу-
ющая

Теорема 2. Пусть X — риманово симметрическое пространство ранга 1,
n = dimX. Для любой функции f(x) ∈ L2(X) условия

f ∈ LipX(α, 2), 0 < α < 1, (1.12)

и
∞∫
r

∫
B

|f̂(λ, b)|2 dλ db = O(r−2α−n+1) (1.13)

при r → +∞ эквивалентны.
Доказательство теоремы 2 приводится в § 3. Отметим, что другой вариант

перенесения теоремы 1 на плоскость Лобачевского предложен в работе [13], но
там используется другой оператор сдвига, который зависит от модели плоскости
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Лобачевского, в то время как сдвиг St имеет чисто геометрическое происхожде-
ние.

Римановы симметрические пространства некомпактного типа ранга 1 вме-
сте с евклидовыми пространствами образуют класс некомпактных двухточечно-
однородных римановых пространств (см. [5]), и многие теоремы анализа на
симметрических пространствах ранга 1 имеют естественные аналоги для ев-
клидовых пространств. Далее мы рассмотрим аналоги теоремы Титчмарша
для евклидова пространства Rn, n ≥ 1, которые можно получить на основе
теорем 1 и 2.

Пусть x, y ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn). По определению полагаем

〈x, y〉 := x1y1 + · · ·+ xnyn, |x| :=
√
〈x, x〉,

dx — элемент меры Лебега на Rn.
Для любой функции f(x) ∈ C0(Rn) преобразование Фурье f̂(λ) определя-

ется формулой

f̂(λ) = (2π)−n/2
∫

Rn

f(x) e−i〈λ,x〉 dx, λ ∈ Rn,

и по непрерывности преобразование Фурье продолжается на гильбертово про-
странство L2(Rn).

Пусть f(x) ∈ L2(Rn). Будем говорить, что функция f(x) принадлежит
классу Липшица LipRn(α, 2), 0 < α < 1, если

‖f(x+ y)− f(x)‖L2(Rn) = O(|y|α)

при |y| → 0. Аналогично доказательству теоремы 1 (см. [7, теорема 85]) можно
доказать следующее утверждение.

Теорема 3. Если f(x) ∈ L2(Rn), а f̂(λ) — ее преобразование Фурье, то
условия

f ∈ LipRn(α, 2), 0 < α < 1, (1.14)
и ∫

|λ|≥r

|f̂(λ)|2 dλ = O(r−2α) (1.15)

при r →∞ эквивалентны.
Пусть σ = σn−1 := {ω ∈ Rn : |ω| = 1} — единичная сфера в Rn, dω —

элемент (n − 1)-мерной площади сферы σ, |σ| — площадь всей сферы σ. Для
любой функции f(x) ∈ C0(Rn) оператор St (на пространстве Rn будем называть
его оператором сферического усреднения) определяется по формуле

(Stf)(x) :=
1
|σ|

∫
σ

f(x+ tω) dω, t ≥ 0. (1.16)

В частности, при n = 1 оператор St имеет вид (Stf)(x) = 1
2 (f(x+t)+f(x−t)). По

непрерывности оператор St продолжается на гильбертово пространство L2(Rn).
Будем говорить, что функция f(x) принадлежит сферическому классу Лип-

шица LipsRn(α, 2), если f(x) ∈ L2(Rn) и

‖Stf(x)− f(x)‖L2(Rn) = O(tα)

при t→ 0.
Аналогично тому, как доказывается теорема 2 (см. § 3), можно доказать

следующее утверждение.
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Теорема 4. Если f(x) ∈ L2(Rn), а f̂(λ) = f̂(tω) (λ ∈ Rn, t ≥ 0, ω ∈ σn−1)
— ее преобразование Фурье, то условия

f ∈ LipsRn(α, 2), 0 < α < 1, (1.17)

и
∞∫
r

∫
σn−1

|f̂(tω)|2 dt dω = O(r−2α−n+1) (1.18)

при r →∞ эквивалентны.
Пусть функция f̂(λ) удовлетворяет условию (1.15). Переходим к полярным

координатам λ = tω, t ≥ 0, ω ∈ σn−1. Тогда условие (1.15) перепишется в виде
∞∫
r

∫
σn−1

|f̂(tω)|2 tn−1 dt dω = O(r−2α). (1.19)

Легко видеть, что условие (1.19) эквивалентно условию (1.18) (соответствующее
рассуждение можно провести так же, как в доказательстве теоремы 2 доказы-
вается эквивалентность равенств (3.13) и (3.14)), поэтому и условия (1.15) и
(1.17) эквивалентны, откуда вытекает

Следствие 1. Классы функций LipRn(α, 2) и LipsRn(α, 2) совпадают.
Теорема 4 и следствие 1 возникли как ответы на вопросы рецензента об ана-

логах теоремы 2 для евклидова пространства. Автор выражает благодарность
рецензенту за ценные замечания и вопросы.

§ 2. Вспомогательные утверждения

Для доказательства теоремы 2 нам понадобятся некоторые вспомогатель-
ные результаты из гармонического анализа на симметрических пространствах.

Для любого h ∈ G и для произвольной функции f(x) ∈ C0(X) положим

(Thf)(x) :=
∫
K

f(gkho) dk, (2.1)

если x = go, g ∈ G. Проверим, что определение (2.1) корректно. Если x допус-
кает другое представление x = g1o, g1 ∈ G, то g1 = gδ для некоторого δ ∈ K.
Пользуясь инвариантностью меры на группе K, получим∫

K

f(g1kho) dk =
∫
K

f(gδkho) dk =
∫
f(gkho) dk,

что доказывает корректность формулы (2.1).
Оператор Th является другой формой оператора сдвига St. Это вытекает

из следующей леммы.

Лемма 1. Пусть h — элемент из группы G такой, что d(ho, o) = t. Тогда

(Thf)(x) = (Stf)(x), x ∈ X. (2.2)

Доказательство. Для любой функции f(x) на X и для u ∈ G положим

(Luf)(x) := f(ux).
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Непосредственно проверяется, что оператор Lu перестановочен с оператором
Th, т. е.

Lu(Thf) = Th(Luf), f ∈ C0(X), u, h ∈ G. (2.3)

Так как элементы из группы G являются изометриями риманова многообразия
X, имеем

Lu(Stf) = St(Luf), t > 0, u ∈ G. (2.4)

Пусть x = go, g ∈ G. Из (2.3) и (2.4) следует, что

(Thf)(x) = (Thf)(go) = (Lg(Thf))(o) = (Th(Lgf))(o),

(Stf)(x) = (Stf)(go) = (Lg(Stf))(o) = (St(Lgf))(o).

Поэтому для доказательства того, что

∀f ∈ C0(X)∀x ∈ X (Thf)(x) = (Stf)(x),

достаточно показать, что

∀f ∈ C0(X) (Thf)(o) = (Stf)(o). (2.5)

Пусть C(σ(o; t)) — множество непрерывных функций на сфере σ(o; t). Для
ϕ(x) ∈ C(σ(o; t)) положим

I1(ϕ) := (Thϕ)(o), I2(ϕ) := (Stϕ)(o),

при этом предполагается, что ϕ(x) произвольным образом продолжена с σ(o; t)
до функции из C0(X), значения функционалов I1 и I2 не зависят от этого про-
должения. Очевидно, что I1 и I2 — линейные положительные функционалы,
инвариантные относительно действия группы K, т. е.

∀k ∈ K I1(Lkϕ) = I1(ϕ), I2(Lkϕ) = I2(ϕ).

Функционалы I1и I2 определяют K-инвариантные меры на сфере σ(o; t). Так
как любое симметрическое пространство ранга 1 является двухточечным од-
нородным многообразием (см. [5, § 8.13]), то группа K транзитивно действует
на сфере σ(o, t), следовательно, K-инвариантная мера на σ(o; t) единственна с
точностью до множителя. Если взять функцию ϕ0(x) ≡ 1, то

I1(ϕ) = I2(ϕ) = 1,

поэтому функционалы I1 и I2 совпадают, что доказывает (2.5) и (2.2).

Обычным образом определяется банахово пространство Lp(X) = Lp(X, dx),
1 ≤ p <∞. Пусть ‖ · ‖p — норма в пространстве Lp(X).

Лемма 2. Для любой функции f ∈ C0(X) и любого h ∈ G справедливо
неравенство

‖Thf‖p ≤ ‖f‖p. (2.6)

Доказательство. Пусть p > 1. Если ϕ(k) — произвольная непрерывная
функция на группе K, то из того, что

∫
K

dk = 1, и из неравенства Гёльдера

следует, что ∣∣∣∣∫
K

ϕ(k) dk
∣∣∣∣p ≤ ∫

K

|ϕ(k)|p dk. (2.7)

Очевидно, что неравенство (2.7) справедливо и при p = 1.
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Пусть f(x) ∈ C0(X). Используя формулы (1.6) и (2.7) и инвариантность
меры Хаара dg относительно правых сдвигов, получим

‖Thf‖pp =
∫
X

|Thf(x)|p dx =
∫
G

|Thf(go)|p dg

=
∫
G

∣∣∣∣∫
K

f(gkho) dk
∣∣∣∣p dg ≤ ∫

G

∫
K

|f(gkho)|p dk dg

=
∫
K

(∫
G

|f(gkho)|p dg
)
dk =

∫
K

(∫
G

|f(go)|p dg
)
dk = ‖f‖pp,

откуда вытекает неравенство (2.6).
Из неравенства (2.6) следует, что оператор Th (а также оператор St) про-

должается по непрерывности с плотного подпространства C0(X) на все про-
странство Lp(X) (продолжения операторов Th и St будем также обозначать
через Th и St), причем для продолженного оператора тоже справедливо нера-
венство (2.6). В частности,

‖Stf‖2 ≤ ‖f‖2, f ∈ L2(X). (2.8)

В гармоническом анализе на симметрических пространствах большую роль
играют сферические функции (см., например, [2] или [14]). Для λ ∈ a∗ через
ϕλ(g) обозначим сферическую функцию на группе G, которая задается форму-
лой Хариш-Чандры

ϕλ(g) =
∫
K

e(iλ+ρ)(A(kg)) dk, g ∈ G (2.9)

(все обозначения введены в § 1). Отметим некоторые свойства сферических
функций:

ϕλ(u1gu2) = ϕλ(g), u1, u2 ∈ K; (2.10)

ϕλ(g−1) = ϕλ(g), g ∈ G; (2.11)

ϕλ(e) = 1. (2.12)

Лемма 3 (преобразование Фурье оператора сдвига). Если �(f)(λ, b) :=
f̂(λ, b) — преобразование Фурье функции f(x) ∈ L2(X), то

�(Thf)(λ, b) = ϕλ(h) · f̂(λ, b), h ∈ G. (2.13)

Доказательство. Так как подпространство D(X) всюду плотно в L2(X),
достаточно доказать формулу (2.13) для f ∈ D(X). Напомним, что для любого
g ∈ G элемент A(g) ∈ a определяется из разложения Ивасавы

g = n · expA(g) · u, (2.14)

где u ∈ K, n ∈ N . Пусть g, h ∈ G, k ∈ K. Пользуясь тем, что

kgh = n · exp(A(kg)) · u(kg) · h

(n ∈ N , u(kg) ∈ K), и учитывая, что подгруппа A в разложении Ивасавы
нормализует подгруппу N , получаем

A(kgh) = A(kg) +A(u(kg)h). (2.15)
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Для сокращения записи формул введем обозначение

eλ(g) := e(−iλ+ρ)(A(g)), g ∈ G.

Из определения преобразования Фурье следует, что

T̂hf(λ, b) =
∫
G

(∫
K

f(gvho) dv
)
eλ(k−1g) dg, (2.16)

где b = kM , k ∈ K. Воспользовавшись инвариантностью меры dg и тем, что
uo = o и A(gu) = A(g) при u ∈ K, преобразуем правую часть в (2.16):

T̂hf(λ, b) =
∫
K

∫
G

f(gvhv−1o)eλ(k−1g) dgdv

=
∫
K

∫
G

f(go) eλ(k−1gvh−1v−1) dg dv =
∫
G

f(go)
(∫
K

eλ(k−1gvh−1) dv
)
dg. (2.17)

Используя соотношение (2.15), получим

eλ(k−1gvh−1) = eλ(k−1g) · eλ(uvh−1),

где u = u(k−1g). Подставим это выражение в (2.17), тогда

T̂hf(λ, b) =
∫
G

f(go)eλ(k−1g)
(∫
K

eλ(uvh−1) dv
)
dg

= ϕλ(h−1)f̂(λ, b) = ϕλ(h) · f̂(λ, b).

Пусть h1 и h2 — два элемента из группы G такие, что d(h1o, o) = d(h2o, 0) =
t. Так как X — двухточечное однородное пространство (см. [5]), то группа K
транзитивно действует на сфере σ(o; t), следовательно, h2o = uh1o для неко-
торого u ∈ K. Поскольку группа K является стационарной подгруппой точки
o, то из h2o = uh1o следует, что h2 = uh1v для некоторого v ∈ K. Тогда из
свойства (2.10) вытекает, что ϕλ(h1) = ϕλ(h2), поэтому сферическая функция
ϕλ(h) фактически зависит только от расстояния t = d(ho, o) и мы будем часто
писать ϕλ(t) вместо ϕλ(h) при t = d(ho, o). С учетом леммы 1 формулу (2.13)
можно переписать в виде

�(Stf)(λ, b) = ϕλ(t) · f̂(λ, b), t ∈ R+ = [0;+∞). (2.18)

Отметим также, что ϕλ(h) = ϕ−λ(h), поэтому всюду будем предполагать, что
λ ∈ R+ (как в § 1, мы используем отождествление a∗ с R для симметрического
пространства ранга 1).

Лемма 4 (оценки для сферических функций). Для сферической функции
ϕλ(t) (λ, t ∈ R+) справедливы следующие неравенства:

1) |ϕλ(t)| ≤ 1, причем равенство достигается только при t = 0;
2) 1− ϕλ(t) ≤ t2(λ2 + ρ2);
3) существует постоянная c > 0 такая, что

1− ϕλ(t) ≥ c (2.19)

при λt ≥ 1.
Доказательство. См. [15, леммы 3.1–3.3].
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§ 3. Доказательство теоремы 2

Доказательство импликации (1.12) ⇒ (1.13). Предположим, что для
функции f(x) ∈ L2(X) выполняется условие (1.12), т. е.

‖Stf − f‖2 = O(tα) (3.1)

при t→ 0. Из формулы Планшереля и формулы (2.18) вытекает, что

‖Stf − f‖22 =
∫
X

|Stf(x)− f(x)|2 dx =
∞∫
0

∫
B

|1− ϕλ(t)|2|f̂(λ, b)|2 dµ(λ)db. (3.2)

Для сокращения записи формул введем обозначение

F (λ) :=
∫
B

|f̂(λ, b)|2 db. (3.3)

Из (3.2) и (3.3) следует, что условие (3.1) можно переписать в виде

∞∫
0

|1− ϕλ(t)|2F (λ) dµ(λ) = O(t2α). (3.4)

Напомним, что
dµ(λ) = |c(λ)|−2 dλ,

где c(λ) — функция Хариш-Чандры для симметрического пространстваX. Най-
дем асимптотику для функции |c(λ)|−2 при λ→ +∞. Если A(λ) > 0 и B(λ) > 0
— некоторые функции, то будем использовать обозначение

A(λ) � B(λ)

при λ→∞, если существуют постоянные c1 > 0, c2 > 0, для которых

c1B(λ) ≤ A(λ) ≤ c2B(λ).

Всюду в дальнейшем c1, c2, c3, . . . — некоторые положительные постоянные в
формулах.

В явном виде функцию c(λ) можно выразить через � -функцию Эйлера (см.
[2, гл. 4, § 6]). В частности, когда X — симметрическое пространство ранга 1,
справедлива формула

(c(λ))−1 = c0
� ( 1

4mα + 1
2 + 1

2λ)� ( 1
4mα + 1

2m2α + 1
2λ)

� ( 1
2λ+ 1

2 )� ( 1
2λ)

, (3.5)

где c0 — некоторая постоянная, mα и m2α — кратности корней α и 2α в �+
(см. § 1).

Из известного предельного соотношения

lim
λ→+∞

� (λ+ a)
� (λ)λa

= 1

(см., например, [16]) и формулы (3.5) вытекает, что

|c(λ)|−2 � λmα+m2α ,
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а так как mα +m2λ + 1 = n — размерность многообразия X, то

|c(λ)|−2 � λn−1, n = dimX. (3.6)

Если λ ∈
[ 1
t ,

2
t

]
, то λt ≥ 1 и из неравенства (2.19) следует, что

1 ≤ 1
c2
|1− ϕλ(t)|2. (3.7)

Тогда

2/t∫
1/t

F (λ) dµ(λ) ≤ 1
c2

2/t∫
1/t

|1− ϕλ(t)|2F (λ) dµ(λ)

≤ 1
c2

∞∫
0

|1− ϕλ(t)|2 F (λ) dµ(λ) = O(t2α). (3.8)

Из (3.8) и (3.6) вытекает, что

2/t∫
1/t

F (λ)λn−1 dλ = O(t2α) (3.9)

при t→ 0 или, эквивалентно,
2r∫
r

F (λ)λn−1 dλ = O(r−2α) (3.10)

при r → +∞. Отметим, что (3.10) можно переписать в эквивалентной форме:

2r∫
r

F (λ) dλ = O(r−2α−n+1) (3.11)

при r → +∞.
Из (3.11) следует, что

2r∫
r

F (λ) dλ ≤ c1r
−2α−n+1, (3.12)

где c1 > 0 — некоторая постоянная. Используя это неравенство, получим

∞∫
r

F (λ) dλ =
∞∑
k=0

2k+1r∫
2kr

F (λ) dλ ≤
∞∑
k=0

c1(2kr)−2α−n+1 ≤ c2r
−2α−n+1,

что доказывает (1.13). Поэтому из (1.12) вытекает (1.13).

Доказательство импликации (1.13) ⇒ (1.12). Предположим, что для
функции f(x) выполняется условие (1.13), т. е.

∞∫
r

F (λ) dλ = O(r−2α−n+1) (3.13)
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при r →∞. Из (3.13) следует, что

2r∫
r

F (λ) dλ = O(r−2α−n+1),

откуда
2r∫
r

F (λ)λn−1 dλ ≤ 2n−1rn−1

2r∫
r

F (λ) dλ ≤ c3 r
−2α.

Далее,

∞∫
r

F (λ)λn−1 dλ =
∞∑
k=0

2k+1r∫
2kr

F (λ)λn−1 dλ ≤ c3

∞∑
k=0

2−2αkr−2α ≤ c4r
−2α.

Следовательно,
∞∫
r

F (λ)λn−1 dλ = O(r−2α),

и с учетом (3.6)
∞∫
r

F (λ) dµ(λ) = O(r−2α). (3.14)

Перепишем формулу (3.2) в виде

‖Stf − f‖22 = I1 + I2, (3.15)

где

I1 =

1/t∫
0

|1− ϕλ(t)|2F (λ) dµ(λ), (3.16)

I2 =
∞∫

1/t

|1− ϕλ(t)|2F (λ) dµ(λ). (3.17)

Оценим сверху слагаемые I1 и I2. Из (3.14) и неравенства |ϕλ(t)| ≤ 1 следует,
что

I2 =
∞∫

1/t

|1− ϕλ(t)|2F (λ) dµ(λ) ≤ 4
∞∫

1/t

F (λ) dµ(λ) = O(t2α). (3.18)

Для оценки I1 используем неравенства 1 и 2 из леммы 4:

I1 =

1/t∫
0

|1− ϕλ(t)|2F (λ) dµ(λ) ≤ 2

1/t∫
0

|1− ϕλ(t)|F (λ) dµ(λ)

≤ 2t2
1/t∫
0

(λ2 + ρ2)F (λ) dµ(λ) = I3 + I4, (3.19)
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где

I3 = 2ρ2t2
1/t∫
0

F (λ) dµ(λ), I4 = 2t2
1/t∫
0

λ2 F (λ) dµ(λ).

Заметим, что

I3 ≤ 2ρ2t2
∞∫
0

F (λ) dµ(λ) = 2ρ2t2‖f‖22 = O(t2α), (3.20)

так как 2α < 2 (при этом использовано равенство Парсеваля).
Обозначим

ψ(r) :=
∞∫
r

F (λ) dµ(λ).

Используя интегрирование по частям, получим, что

I4 = 2t2
1/t∫
0

(−r2ψ′(r)) dr = 2t2

− 1
t2
ψ

(
1
t

)
+ 2

1/t∫
0

r ψ(r) dr


= −2ψ

(
1
t

)
+ 4t2

1/t∫
0

rψ(r) dr.

Так как ψ(r) = O(r−2α) (см. (3.14)), имеем rψ(r) = O(r1−2α) и

1/t∫
0

rψ(r) dr = O

 1/t∫
0

r1−2α dr

 = O(t2α−2).

Следовательно,
I4 = O(t2α). (3.21)

Окончательно, из (3.15), (3.18)–(3.21) вытекает, что

‖Stf − f‖22 = O(t2α)

при t→ 0, т. е. из (1.13) следует (1.12), что завершает доказательство теоремы 2.
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