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ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОР–ФУНКЦИИ

ВЫРОЖДЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО–РАЗНОСТНЫХ

ОПЕРАТОРОВ С НЁТЕРОВЫМ

ОПЕРАТОРОМ В ГЛАВНОЙ ЧАСТИ

В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
М. В. Фалалеев, Е. Ю. Гражданцева

Аннотация: В продолжение исследований, начатых первым из авторов, строятся
фундаментальные оператор-функции некоторых классов вырожденных дифферен-
циальных (как обыкновенных, так и в частных производных) и дифференциально-
разностных операторов с нётеровым оператором при старшей (по времени) произ-
водной в банаховых пространствах. Для достижения поставленной цели использу-
ются техника жордановых наборов нётеровых операторов и элементы теории обоб-
щенных функций в банаховых пространствах.

Ключевые слова: обобщенные функции, нётеров оператор, банахово простран-
ство, фундаментальная оператор-функция, жорданов набор, свертка.

Объектом исследования в работе являются дифференциальные и диффе-
ренциально-разностные уравнения с нётеровым оператором в главной части в
банаховых пространствах. Редукцию к уравнениям такого типа допускают мно-
гочисленные начальные и краевые задачи математической физики, моделирую-
щие реальные динамические процессы фильтрации, термоконвекции, деформа-
ции механических систем, электротехники, волновые процессы в электромаг-
нитных анизотропных средах (волны в плазме, волны в ферромагнетиках во
внешнем магнитном поле), волновые процессы в проводящих средах без дис-
персии, колебания стратифицированной жидкости (модели Корпусова — Плет-
нера — Свешникова [1], Баренблатт — Желтова — Кочиной [2], Осколкова [3],
Хоффа, Долесала [4], Буссинеска [5, 6] и многие другие).

Как хорошо известно [7], такие задачи разрешимы в классе непрерывных
функций не при всех начальных данных и правых частях, поэтому естественно
возникает проблема построения обобщенных решений, которую в полном объ-
еме удается разрешить с помощью конструкции фундаментальных оператор-
функций соответствующих дифференциальных операторов исходных уравне-
ний. В работах [8] и [9] во фредгольмовом случае построены фундаментальные
оператор-функции для дифференциальных операторов 1-го и 2-го порядков,
некоторых классов дифференциальных операторов N -го порядка (как обыкно-
венных, так и в частных производных), интегральных и интегродифференци-
альных 1-го порядка. В настоящей работе полученные в [8] и [9] результаты
распространяются на нётеровский случай для дифференциальных операторов
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1-го порядка, неполные дифференциальные операторы 2-го и N -го порядков, а
также дифференциально-разностные операторы 1-го и N -го порядков.

§ 1. Жордановы наборы нётеровых операторов

В этом параграфе приведены основные сведения о жордановых наборах нё-
теровых операторов из работы [10], необходимые в дальнейшем при изложении
наших результатов.

Пусть A,B — замкнутые линейные операторы, действующие из банахова
пространства E1 в банахово пространство E2,D(A) = D(B) = E1,D(B) ⊂ D(A),
dimN(B) = n, dimN(B∗) = m, ϕi, i = 1, . . . , n, — базис в N(B), ψj — базис в
N(B∗), γi ∈ E∗

1 , i = 1, . . . , n, zj ∈ E2, j = 1, . . . ,m, — соответствующие биорто-
гональные системы элементов, т. е. 〈ϕi, γk〉 = δik, i, k = 1, . . . , n, и 〈zk, ψj〉 = δkj ,
k, j = 1, . . . ,m.

Введем проекторы P =
n∑
i=1
〈·, γi〉ϕi и Q =

m∑
j=1

〈·, ψj〉zj . Фиксированным

базисам {ϕi}, {ψj}, {γi}, {zj} соответствует единственный [11] псевдообратный
оператор, однозначно определяемый следующим набором своих свойств:

D(B+) = R(B)⊕ {z1, . . . , zm}, R(B+) = N(P) ∩D(B),

BB+ = I −Q на D(B+), B+B = I −P на D(B),

причем N(B+) = {z1, . . . , zm}, BB+B = B, B+BB+ = B+.

Введем сопряженные проекторы P∗ =
n∑
i=1
〈ϕi, ·〉γi и Q∗ =

m∑
j=1

〈zj , ·〉ψj и

соответствующий им псевдообратный оператор B∗+ так, что

D(B∗+) = R(B∗)⊕ {γ1, . . . , γn}, R(B∗+) = N(Q∗) ∩D(B∗),

B∗+B∗ = I −Q∗ на D(B∗), B∗B∗+ = I −P∗ на D(B∗+),

причемN(B∗+) = {γ1, . . . , γn}, B∗B∗+B∗ = B∗, B∗+B∗B∗+ = B∗+ иB∗+ = B+∗.
Далее будем предполагать, что оператор B нормально разрешим, т. е. R(B)

= R(B). Тогда D(B∗) ≡ E2, D(B∗+) ≡ E∗
1 и, значит, операторы B+ и B∗+

ограничены.
Введем системы элементов

ϕ(j)
i = (B∗A)j−1ϕ(1)

i , i = 1, . . . , n, j ≥ 2, ϕ(1)
i = ϕi,

и функционалов

ψ(j)
i = (B∗+A∗)j−1ψ(1)

i , i = 1, . . . ,m, j ≥ 2, ψ(1)
i = ψi.

В силу свойств операторов B∗ и B∗+ имеем ϕ(j)
i ∈ N(P) и ψ(j)

i ∈ N(Q), j ≥ 2,
т. е.

〈ϕ(j)
i , γk〉 = 0, i, k = 1, . . . , n, j ≥ 2,

〈
zk, ψ

(j)
i

〉
= 0, i, k = 1, . . . ,m, j ≥ 2.

Будем предполагать выполненным следующее условие:
(A) элементы ϕ(j)

i удовлетворяют системе уравнений и неравенств вида

Bϕ(j)
i = Aϕ(j−1)

i , i = 1, . . . , n, j = 2, . . . , pi,

Bϕ(pi+1)
i 6= Aϕ(pi)

i , i = 1, . . . , n,
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причем
rang

∥∥〈Aϕ(pi)
i , ψ(1)

k

〉∥∥
i=1,...,n, k=1,...,m = min(n,m) = l.

Условие (A) означает, что система элементов
{
ϕ(j)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi

}
образует полный A-жорданов набор [12].

Если выполнено условие (A), то, как показано в работе [13], системы {ϕi},
{ψj}, {γi}, {zj} можно выбрать таким образом, чтобы выполнялись равенства〈

Aϕ(j)
i , ψk

〉
=
{

0, j = 1, . . . , pi − 1, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m,
δik, j = pi, i, k = 1, . . . , l,〈

ϕi, A
∗ψ(j)

k

〉
=
{

0, j = 1, . . . , pk − 1, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m,
δik, j = pk, i, k = 1, . . . , l.

Поэтому при выполнении условия (A), не ограничивая общности, можно счи-
тать, что zi = Aϕ(pi)

i , γi = A∗ψ(pk)
k , i, k = 1, . . . , l. Из условия (A) также следует,

что система элементов
{
ψ(j)
k , k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , pk

}
образует полный A∗-

жорданов набор. Прямоугольные матрицы
∥∥〈Aϕ(pi)

i , ψ(1)
k

〉∥∥ и
∥∥〈ϕ(1)

i , A∗ψ(pk)
k

〉∥∥,
i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, при выполнении условия (A) имеют одинаковые ранги
l, а значит, обе они эквивалентны прямоугольной матрице с единичным глав-
ным ранговым минором l-порядка и нулями на остальных позициях. Приведем
соответствующие преобразования базисов {ϕi} и {ψj}. При m < n матрица∥∥〈ϕ(1)

i , A∗ψ(pk)
k

〉∥∥ преобразованием

ϕ̃i =


ϕi, i = 1, . . . ,m,

ϕi −
m∑
k=1

〈
ϕi, A∗ψ(pk)

k

〉
ϕk, i = m+ 1, . . . , n,

приводится к требуемому виду, а при m > n для матрицы
∥∥〈Aϕ(pi)

i , ψ(1)
k

〉∥∥ ис-
комым преобразованием, очевидно, является

ψ̃k =


ψk, k = 1, . . . , n,

ψk −
n∑
i=1

〈
Aϕ(pi)

i , ψk
〉
ψi, k = n+ 1, . . . ,m.

В следующих параграфах при обращении к жордановым наборам будем
считать, что такая перестройка базисов уже осуществлена, и будем опускать
знак волны.

§ 2. Свертки распределений и обобщенных
оператор-функций в банаховых пространствах

Пусть E — банахово пространство, E∗ — сопряженное банахово простран-
ство. Отнесем к множеству основных функций K(Rn;E∗) все финитные в Rn

функции класса C∞ со значениями в E∗ и будем обозначать эти функции через
s(x̄), x̄ ∈ Rn. Носителем supp s(x̄) основной функции s(x̄) назовем замыкание
в Rn множества тех точек x̄, для которых s(x̄) 6= 0. Сходимость в K(Rn;E∗)
определяется следующим образом.

Определение. Последовательность функций sk(x̄) ∈ K(Rn;E∗) сходится
к функции s(x̄) ∈ K(Rn;E∗), если

а) существует R > 0 такое, что supp sk(x̄) ⊂ UR ∀k ∈ N, здесь UR — шар в
Rn с центром в нуле и радиусом R;
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б) ‖Dαsk(x̄)−Dαs(x̄)‖ ⇒ 0 равномерно по x̄ при k →∞ для любого муль-
тииндекса α = (α1, . . . , αn).

Обобщенной функцией (распределением) бесконечного порядка назовем вся-
кий линейный непрерывный функционал на основном пространстве K(Rn;E∗).
Всякая локально интегрируемая по Бохнеру функция u(x̄) со значениями в E
порождает по правилу

(u(x̄), s(x̄)) =
∫

Rn

〈u(x̄), s(x̄)〉dx̄ ∀ s(x̄) ∈ K(Rn;E∗)

регулярную обобщенную функцию. Все остальные обобщенные функции на-
зываются сингулярными. Множество обобщенных функций будем обозначать
через K ′(Rn;E).

Если E = E∗ = R1, то пространства K(Rn; R1) и K ′(Rn; R1), следуя [14],
будем обозначать через D(Rn) и D′(Rn) соответственно.

Из всего множества обобщенных функций K ′(Rn;E) выделим некоторые
специальные классы. Через K ′(Rn

+;E
)

будем обозначать множество обобщен-
ных функций, носители которых находятся в первом «октанте» пространства
Rn. Таковыми будут, например, функции вида u(x̄)g(x̄), где u(x̄) ∈ C∞(Rn;E),
g(x̄) ∈ D′(Rn

+
)

или u(x̄) ∈ C∞(Rn
+;E

)
, g(x̄) ∈ D′(Rn), действующие согласно

определению по правилу

(u(x̄)g(x̄), s(x̄)) = (g(x̄), 〈u(x̄), s(x̄)〉) ∀ s(x̄) ∈ K(Rn;E∗).

При n = 1 вместо D′(R1
+
)

принято [14] использовать обозначение D′
+.

Пусть E1, E2 — банаховы пространства, K (x̄) ∈ L (E1, E2) — сильно непре-
рывная оператор-функция класса C∞, причем K ∗(x̄) ∈ L

(
E∗

2 , E
∗
1
)

существует
при почти всех x̄ ∈ Rn, f(x̄) ∈ D′(Rn). Тогда формальный символ K (x̄)f(x̄)
назовем обобщенной оператор-функцией. Сверткой [8] обобщенной оператор-
функции K (x̄)f(x̄) и обобщенной функции v(x̄) ∈ K ′(Rn;E1) назовем обобщен-
ную функцию K (x̄)f(x̄) ∗ v(x̄) ∈ K ′(Rn;E2) (если она существует), действую-
щую по формуле

(K (x̄)f(x̄) ∗ v(x̄), s(x̄)) = (f(x̄), (v(ȳ),K ∗(x̄)s(x̄+ ȳ))) ∀s(x̄) ∈ K(Rn;E∗
2 ).

Поскольку функция K ∗(x̄)s(x̄+ ȳ) не финитна в R2n, сформулированное опре-
деление будет корректно лишь в том случае, когда носитель «прямого произве-
дения» обобщенных функций f(x̄) и v(ȳ), т. е. множество supp f(x̄)⊗ supp v(ȳ),
пересекается с носителем K ∗(x̄)s(x̄+ ȳ) по ограниченному в R2n множеству. В
этом случае K ∗(x̄)s(x̄+ ȳ) можно заменить финитной функцией ψ(x̄, ȳ), совпа-
дающей с K ∗(x̄)s(x̄+ ȳ) на пересечении [supp f(x̄)⊗supp v(ȳ)]∩supp K ∗(x̄)s(x̄+
ȳ). Тогда значение (f(x̄), (v(ȳ), ψ(x̄, ȳ))) корректно определено и не зависит от
выбора значений ψ(x̄, ȳ) вне пересечения [supp f(x̄)⊗supp v(ȳ)]∩supp K ∗(x̄)s(x̄+
ȳ). Приведем достаточные условия, при которых свертка заведомо существует.

Пример 1. Если n = 1, f(t) ∈ D′
+, v(t) ∈ K ′(R1

+;E1
)
, то свертка K (t)f(t)∗

v(t) существует, причем если A ∈ L (E2, E3) и существует A∗ ∈ L (E∗
3 , E

∗
2 ), то

справедливо свойство ассоциативности

Aδ(k)(t) ∗ (K (t)f(t) ∗ v(t)) = (Aδ(k)(t) ∗K (t)f(t)) ∗ v(t),
где Aδ(k)(t) ∗K (t)f(t) = (AK (t)f(t))(k) по определению. Эти же утверждения
справедливы и в случае n > 1, если f(x̄) ∈ D′(Rn

+
)

и v(x̄) ∈ K ′(Rn
+;E1

)
. Для

замкнутого оператора A приведенное здесь равенство будем считать выполнен-
ным по определению.
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Пример 2. Если одна из функций f(x̄) или v(x̄) финитна, то свертка
K (x̄)f(x̄) ∗ v(x̄) существует.

Утверждения из этих двух примеров доказываются такими же рассужде-
ниями, как и соответствующие теоремы в [14, с. 130–141].

Пример 3. Если v(t, x̄) ∈ K ′(R1
+ ⊗ Rn;E1

)
(т. е. supp v(t, x̄) ⊂ R1

+ ⊗ Rn ≡
{t ≥ 0} — полупространство в Rn+1), K (t, x̄)f(t, x̄) = k(t)g(t) · δ(x̄ − ȳ1), g(t) ∈
D′

+, ȳ1 — фиксированный вектор (т. е. supp K (t, x̄)f(t, x̄) ≡ {t ≥ 0, x̄ = ȳ1} —
луч в Rn+1), то

M ≡ supp(k(t)g(t) · δ(x̄− ȳ1))⊗ supp v(τ, z̄)

≡ {(t, τ, x̄, z̄) | t ≥ 0, τ ≥ 0, x̄ = ȳ1, z̄ ∈ Rn)} ⊂ R2n+2.

Пусть s(t, x̄) ∈ K(Rn+1;E∗
2 ), тогда в силу финитности s(t, x̄) существует R > 0

такое, что supp s(t, x̄) ⊂ UR ≡ {(t, x̄) | t2 + (x̄, x̄) ≤ R2}, поэтому носителем
функции s(t+τ, x̄+z̄) является «полоса» в R2n+2, описываемая неравенством (t+
τ)2+(x̄+z̄, x̄+z̄) ≤ R2. Такая «полоса» пересекается сM по множеству {(t+τ)2+
(ȳ1 + z̄, ȳ1 + z̄) ≤ R2, t ≥ 0, τ ≥ 0, ȳ1 фиксирован}, очевидно, ограниченному в
R2n+2, а значит, свертка k(t)g(t)·δ(x̄−ȳ1)∗v(t, x̄) при сделанных предположениях
существует. Если A ∈ L (E2, E3) и A∗ ∈ L (E∗

3 , E
∗
2 ), то справедливо свойство

ассоциативности

Aδ(k)(t) · δ(x̄− ȳ2) ∗ (k(t)g(t) · δ(x̄− ȳ1) ∗ v(t, x̄))

= (Aδ(k)(t) · δ(x̄− ȳ2) ∗ k(t)g(t) · δ(x̄− ȳ1)) ∗ v(t, x̄),
где согласно свойствам свертки обобщенных функций

Aδ(k)(t) · δ(x̄− ȳ2) ∗ k(t)g(t) · δ(x̄− ȳ1) = (Ak(t)g(t))(k) · δ(x̄− ȳ1 − ȳ2).

Действительно, введем обозначение w(t, x̄) = k(t)g(t) · δ(x̄ − ȳ1) ∗ v(t, x̄). Тогда
с учетом определения обобщенных функций для любой s(t, x̄) ∈ K(Rn+1;E∗

2 )
имеем

(w(t, x̄), s(t, x̄)) = ((g(t) · δ(z̄ − ȳ1), (v(τ, x̄), k∗(t)s(t+ τ, x̄+ z̄)))
= (g(t), (v(τ, x̄), k∗(t)s(t+ τ, x̄+ ȳ1))).

Отсюда для любой s(t, x̄) ∈ K(Rn+1;E∗
3 )

(Aδ(k)(t) · δ(x̄− ȳ2) ∗ w(t, x̄), s(t, x̄))

= (δ(k)(τ) · δ(z̄ − ȳ2), (w(t, x̄), A∗s(t+ τ, x̄+ z̄)))

= (−1)k
(
w(t, x̄), A∗s(k)t (t, x̄+ ȳ2)

)
= (−1)k(g(t),

(
v(τ, x̄), k∗(t)A∗s(k)t (t+ τ, x̄+ ȳ2 + ȳ1))

)
= (−1)k

(
Ak(t)g(t) · δ(x̄− ȳ1 − ȳ2) ∗ v(τ, x̄), s(k)t (t, x̄)

)
= ((Ak(t)g(t))(k) · δ(x̄− ȳ1 − ȳ2) ∗ v(τ, x̄), s(t, x̄)).

§ 3. Фундаментальные оператор-функции
дифференциальных операторов

с нётеровым оператором в главной части

Рассмотрим дифференциальный оператор вида

L (D) =
N∑

|α|=0

AαDα =
N∑

|α|=0

Aα
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

, |α| = α1 + · · ·+ αn,
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где Aα — замкнутые линейные операторы из E1 в E2,
N⋂

|α|=0
D(Aα) = E1, и

соответствующую ему обобщенную оператор-функцию

L (δ(x̄)) =
N∑

|α|=0

Aαδ
(α1)(x1) · . . . · δ(αn)(xn).

Фундаментальной оператор-функцией дифференциального оператора
L (D) на классе K ′(Rn;E2) называется такая обобщенная оператор-функция
E (x̄), что для любой u(x̄) ∈ K ′(Rn;E2) на основном пространстве K(Rn;E∗

2 )
справедливо равенство

L (δ(x̄)) ∗ E (x̄) ∗ u(x̄) = u(x̄).

Таким образом, если существует свертка E (x̄) ∗ g(x̄), то она является решением
уравнения L (δ(x̄)) ∗ u(x̄) = g(x̄), что, в свою очередь, позволяет строить обоб-
щенные (и классические) решения дифференциального уравнения L (D)u(x̄) =
f(x̄) [14, 8].

Теорема 1. Пусть A,B — замкнутые линейные операторы из E1 в E2,
R(B) = R(B), D(B) ⊂ D(A), D(B) = D(A) = E1, n = dimN(B), m =
dimN(B∗), n > m, существуют полные жордановы наборы

{
ϕ(j)
i , i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . , pi
}

и {ψ(j)
i , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , pi}. Тогда дифференциальный

оператор первого порядка (Bδ′(t) − Aδ(t)) на классе K ′(R1
+;E2

)
имеет фунда-

ментальную оператор-функцию вида

E1(t) = B+eAB
+t

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t)

−
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=0

{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ϕ(pi−k+1−j)
i

}
δ(k)(t)

]
,

где ψ(j)
i при i = m + 1, . . . , n, j = 2, . . . , pi являются произвольными функцио-

налами из E∗
2 и ψ(1)

i = 0, i = m+ 1, . . . , n.
Доказательство. В соответствии с определением необходимо проверить

справедливость равенства

(Bδ′(t)−Aδ(t)) ∗ E1(t) ∗ u(t) = u(t)

на основном пространстве K(R1;E∗
2 ). Подставим в левую часть этого равенства

выражение для E1(t):

(Bδ′(t)−Aδ(t)) ∗ E1(t) ∗ u(t)

=

(
(I −Q)AB+eAB

+t

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t)

+ (I −Q)

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
δ(t)

−
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=0

{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Bϕ(pi−k+1−j)

i

}
δ(k+1)(t)

]



Фундаментальные оператор-функции 1399

−AB+eAB
+t

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t)

+
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=0

{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi−k+1−j)

i

}
δ(k)(t)

])
∗ u(t).

Поскольку Bϕ(1)
i = 0, имеем

(Bδ′(t)−Aδ(t)) ∗ E1(t) ∗ u(t)

=

(
Iδ(t)− d

dt

(
QeAB

+t

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t)

)

−
n∑
i=1

[
pi−2∑
k=0

{
pi−k−1∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Bϕ(pi−k+1−j)

i

}
δ(k+1)(t)

]

+
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=1

{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi−k+1−j)

i

}
δ(k)(t)

])
∗ u(t)

=

(
Iδ(t)− d

dt

(
QeAB

+t

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t)

)

−
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=1

{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉(
Bϕ(pi−k+2−j)

i −Aϕ(pi−k+1−j)
i

)}
δ(k)(t)

])
∗ u(t).

Но Bϕ(j+1)
i = Aϕ(j)

i , поэтому теорема будет доказана, если показать, что

QeAB
+t

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
= 0

или
m∑
ν=1

〈
eAB

+t·, ψν
〉
zν

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
= 0.

Покажем, что при каждом ν = 1, . . . ,m соответствующее слагаемое обращается
в нуль. Действительно,〈

eAB
+t·, ψν

〉
zν

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]

=
〈
·, ψ(1)

ν + ψ(2)
ν · t

1!
+ ψ(3)

ν · t
2

2!
+ . . . ψ(pν)

ν · tpν−1

(pν − 1)!

〉
zν

×

[
I −

m∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i −
n∑

i=m+1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]

= −
n∑

i=m+1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
zν

〈
ϕ(1)
i , A∗(B+∗A∗)pi−j

×
(
ψ(1)
ν + ψ(2)

ν · t
1!

+ ψ(3)
ν · t

2

2!
+ . . . ψ(pν)

ν · tpν−1

(pν − 1)!

)〉
= 0.

Теорема 1 доказана.
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Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 n < m, то обобщенная оператор-
функция E1(t) является фундаментальной для дифференциального оператора
(Bδ′(t) − Aδ(t)) на подклассе обобщенных функций из K ′(R1

+;E2
)
, удовлетво-

ряющих условиям〈
eAB

+t·, ψν
〉
zνθ(t) ∗ u(t) = 0, ν = n+ 1, . . . ,m.

Доказательство. Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 1,
получим равенство

(Bδ′(t)−Aδ(t)) ∗ E1(t) ∗ u(t) = Iδ(t) ∗ u(t)

− d

dt

(
QeAB

+t

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t)

)
∗ u(t).

Но

QeAB
+t

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t) ∗ u(t)

=
m∑

ν=n+1

〈eAB
+t·, ψν〉zν

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t) ∗ u(t)

=
m∑

ν=n+1

[
〈eAB

+t·, ψν〉 −
n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉 tj−1

(j − 1)!
〈
Aϕ(pi)

i , ψν
〉]
zνθ(t) ∗ u(t)

=
m∑

ν=n+1

〈eAB
+t·, ψν〉zνθ(t) ∗ u(t).

Теорема 2 доказана.

Теоремы 1 и 2 допускают следующие обобщения.

Теорема 3. Если выполнены условия теоремы 1, то
(а) дифференциальный оператор (Bδ(N)(t) − Aδ(t)) на классе K ′(R1

+;E2
)

имеет фундаментальную оператор-функцию вида

EN (t) = B+UN (AB+t)

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t)

−
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=0

{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ϕ(pi−k+1−j)
i

}
δ(N ·k)(t)

]
,

где

UN (AB+t) =
∞∑
i=1

(AB+)i−1 ti·N−1

(i ·N − 1)!
;

(б) дифференциальный оператор (Bδ(N)(x) ·δ(N)(y)−Aδ(x) ·δ(y)) на классе
K ′(R2

+;E2
)

имеет фундаментальную оператор-функцию вида

EN (x, y) = B+VN (AB+)(x, y)

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(x, y)

−
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=0

{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ϕ(pi−k+1−j)
i

}
δ(N ·k)(x) · δ(N ·k)(y)

]
,
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где

VN (AB+)(x, y) =
∞∑
i=1

(AB+)i−1 xi·N−1

(i ·N − 1)!
· yi·N−1

(i ·N − 1)!
,

здесь ψ(j)
i при i = m+ 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi те же, что и в теореме 1.

Теорема 4. Если выполнены условия теоремы 2, то
(а) обобщенная оператор-функция EN (t) является фундаментальной для

дифференциального оператора (Bδ(N)(t)−Aδ(t)) на подклассе обобщенных функ-
ций из K ′(R1

+;E2
)
, удовлетворяющих условиям

〈UN (AB+t)·, ψν〉zνθ(t) ∗ u(t) = 0, ν = n+ 1, . . . ,m;

(б) обобщенная оператор-функция EN (x, y) является фундаментальной для
дифференциального оператора (Bδ(N)(x) · δ(N)(y) − Aδ(x) · δ(y)) на подклассе
обобщенных функций из K ′(R2

+;E2
)
, удовлетворяющих условиям

〈VN (AB+)(x, y)·, ψν〉zνθ(x, y) ∗ u(x, y) = 0, ν = n+ 1, . . . ,m.

Замечание 1. Очевидно, при N = 2 имеем U2(AB+t) = sinh(
√
AB+t)√

AB+ , здесь
√
AB+ — формальный символ.

Замечание 2. Если n = m, т. е. оператор B фредгольмов, то B+ = � —
оператор Шмидта и теоремы 1 и 3(а) оказываются теоремами 1 и 3 из работы [8].

Рассмотрим для пары операторов A и B в предположении выполнения усло-
вий теоремы 1 задачу Коши вида

Bẋ(t) = Ax(t) + f(t), x(0) = x0,

x0 ∈ D(B), f(t) — достаточно гладкая функция со значениями в E2.
Функция x(t) ∈ C1(t ≥ 0), являющаяся решением этой задачи, будучи

продолженная нулем при t < 0, т. е. x̃(t) = x(t)θ(t) ∈ K ′(R1
+;E1

)
, удовлетворяет

в обобщенном смысле [15] равенству

B ˙̃x = Ax̃+ f(t)θ(t) +Bx0δ(t),

здесь f(t)θ(t) + Bx0δ(t) ∈ K ′(R1
+;E2

)
. Задачу о построении решения такого

уравнения принято называть обобщенной задачей Коши. В соответствии с тео-
ремой 1 искомое обобщенное решение (класса K ′(R1

+;E1
)
) имеет вид

x̃(t) = E1(t) ∗ (Bx0δ(t) + f(t)θ(t))

или, в развернутой форме,

x̃(t) = −
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=1

{
k∑

j=1

cijϕ
(k+1−j)
i

}
δ(pi−1−k)(t)

]

+

(
x0 +

m∑
i=1

pi∑
j=1

cijϕ
(pi+1−j)
i +

n∑
i=m+1

pi∑
j=1

cijB
+eAB

+tAϕ(pi−j)
i

+
t∫

0

B+eAB
+(t−s)[I − Q̃]

(
Ax0 + f(s) +

n∑
k=m+1

ξk1(s)Aϕ
(1)
k

)
ds
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+
m∑
i=1

pi∑
j=1

ξij(t)ϕ
(j)
i +

n∑
k=m+1

ξk1(t)ϕ
(1)
k

)
θ(t).

Здесь введены следующие обозначения:

Q̃ =
l∑

i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i , l = min(m,n);

при i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , pi

cij = −
〈
Ax0 + f(0), ψ(j)

i

〉
−
〈
f ′(0), ψ(j−1)

i

〉
− · · · −

〈
f (j−1)(0), ψ(1)

i

〉
,

ξij(t) = −
pi−j∑
k=0

〈
f (k)(t)− f (k)(0), ψ(pi−k+1−j)

i

〉
;

при i = m+ 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi − 1

cij = −
〈
Bx0, ψ

(j+1)
i

〉
−
〈
f(0), ψ(j)

i

〉
− · · · −

〈
f (j−2)(0), ψ(2)

i

〉
,

cipi = −
〈
x0, γi

〉
−
〈
f(0), ψ(pi)

i

〉
− · · · −

〈
f (pi−2)(0), ψ(2)

i

〉
,

ξi1(t) = −
pi−1∑
k=0

〈
f (k)(t)− f (k)(0), ψ(pi−k)

i

〉
.

В силу произвольности функционалов ψ(j)
i при i = m + 1, . . . , n, j = 2, . . . , pi

соответствующие им коэффициенты cij оказываются свободными параметрами,
а функции ξi1(t), i = m + 1, . . . , n, произвольными, т. е. обобщенное решение
x̃(t) является многопараметрической функцией. Отсюда получаем следующее
утверждение.

Следствие 1. Если выполнены условия теоремы 1, в выражении для обоб-
щенного решения x̃(t) задачи Коши свободные параметры cij , i = m+ 1, . . . , n,
j = 1, . . . , pi, положить равными нулю, а начальные условия x0 и функцию
f(t) выбрать такими, чтобы cij = 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , pi, то обобщенное
решение окажется классическим (непрерывным).

Еслиm > n, то в соответствии с теоремой 2 функция x̃(t) = E1(t)∗(Bx0δ(t)+
f(t)θ(t)) будет являться обобщенным решением задачи Коши, если для функции
Bx0δ(t) + f(t)θ(t) при ν = n+ 1, . . . ,m будут выполняться условия

〈eAB
+t·, ψν〉zνθ(t) ∗ (Bx0δ(t) + f(t)θ(t)) = 0

или
t∫

0

〈eAB
+(t−s)(Ax0 + f(s)), ψν〉 ds = 0,

причем свободных параметров и произвольных функций в обобщенном решении
x̃(t) в этом случае нет. Итак, справедливо
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Следствие 2. Если выполнены условия теоремы 2, начальные данные x0
и функцию f(t) выбрать таким образом, чтобы cij = 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi,
и при ν = n+ 1, . . . ,m

t∫
0

〈eAB
+(t−s)(Ax0 + f(s)), ψν〉 ds = 0,

то обобщенное решение x̃(t) окажется классическим (непрерывным).
Замечание 3. Если вспомнить, что при n < m была осуществлена пере-

стройка базиса {ψk} для k = n+ 1, . . . ,m по правилу

ψ̃k = ψk −
n∑
i=1

〈
Aϕ(pi)

i , ψk
〉
ψi,

то, вводя для j = 1, . . . ,m обозначения

bj(t) =
t∫

0

〈eAB
+(t−s)(Ax0 + f(s)), ψj〉 ds,

условия

t∫
0

〈eAB
+(t−s)(Ax0 + f(s)), ψ̃ν〉 ds = 0, ν = n+ 1, . . . ,m,

можно переписать в виде

bν(t) =
n∑
i=1

〈
Aϕ(pi)

i , ψν
〉
bi(t).

Соответственно при i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , pi, l = min(n,m) коэффициенты
cij можно вычислять по правилу cij = −b(j)i (0), а функции ξij — по прави-
лу ξij(t) = b(pi−j+1)

i (t) − b(pi−j+1)
i (0). Именно таким образом в работах [7, 16]

конструировались непрерывные решения рассматриваемой задачи Коши. При
нашем подходе теоремы из [7] и [16] получаются как следствия из теорем 1 и 2,
аналогичные следствия можно получить и из теорем 3 и 4.

§ 4. Фундаментальные оператор-функции
дифференциально-разностных операторов
с нётеровым оператором при производной

Теорема 5. Если выполнены условия теоремы 1, то дифференциально-
разностный оператор (Bδ′(t) · δ(x̄) − Aδ(t) · (δ(x̄ − µ̄) − δ(x̄))) имеет на классе
K ′(R1

+ ⊗ Rn;E2
)

фундаментальную оператор-функцию вида

E1(t, x̄) = B+
∞∑
k=0

(AB+t)k

k!

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t)

×(δ(x̄−µ̄)−δ(x̄))k+
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=0

(−1)k
{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ϕ(pi−k+1−j)
i

}
δ(k)(t) ·Bk+1(x̄)

]
,
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здесь, как и в теореме 1, ψ(1)
i = 0, ψ(j)

i — произвольные функционалы из E∗
2 при

i = m+ 1, . . . , n, j = 2, . . . , pi и введены обозначения

(δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))k = (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄)) ∗ · · · ∗ (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))︸ ︷︷ ︸
k

=
k∑

ν=0

(−1)νCν
k δ(x̄− νµ̄),

Bk+1(x̄) =
∞∑
ν=0

Ck
k+νδ(x̄− νµ̄), (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))0 = B0(x̄) = δ(x̄).

Доказательство. Обобщенные функции Bk+1(x̄) удовлетворяют следу-
ющим равенствам:

(δ(x̄− µ̄)− δ(x̄)) ∗Bk+1(x̄) = −Bk(x̄) ∀k ∈ N ∪ {0},

проверяемым непосредственно, поэтому если k > l, то

(δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))k ∗Bl(x̄) = (−1)l(δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))k−l.

Осуществляя выкладки, аналогичные проведенным при доказательстве тео-
ремы 1, и используя при этом приведенные здесь соотношения, для любой
u(t, x̄) ∈ K ′(R1

+ ⊗ Rn;E2
)

получим равенство

(Bδ′(t) · δ(x̄)−Aδ(t) · (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))) ∗ E1(t, x̄) ∗ u(t, x̄)

=

(
Iδ(t) · δ(x̄)− ∂

∂t
Q

∞∑
k=0

(AB+t)k

k!

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]

× θ(t) · (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))k −
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=1

(−1)k

×

{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉(
Bϕ(pi−k+2−j)

i −Aϕ(pi−k+1−j)
i

)}
δ(k)(t) ·Bk(x̄)

])
∗ u(t, x̄).

Доказательство завершается так же, как в теореме 1.

Теорема 6. Если в условиях теоремы 5 n < m, то обобщенная оператор-
функция E1(t, x̄) является фундаментальной для дифференциально-разностно-
го оператора (Bδ′(t) · δ(x̄)− Aδ(t) · (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))) на подклассе обобщенных
функций из K ′(R1

+ ⊗Rn;E2
)
, удовлетворяющих при ν = n+ 1, . . . ,m условиям

∞∑
k=0

〈
(AB+t)k

k!
·, ψν

〉
zνθ(t) · (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))k ∗ u(t, x̄) = 0.

Как и теоремы предыдущего параграфа, эти утверждения допускают обоб-
щения на дифференциально-разностные операторы высокого порядка.

Теорема 7. (а) При выполнении условий теоремы 1 дифференциально-
разностный оператор (Bδ(N)(t) · δ(x̄)−Aδ(t) · (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))) имеет на классе
K ′(R1

+ ⊗ Rn;E2
)

фундаментальную оператор-функцию вида

EN (t, x̄) = B+
∞∑
k=1

(AB+)k−1 tN ·k−1

(N · k − 1)!
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×

[
I −

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ(pi+1−j)

i

]
θ(t) · (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))k

+
n∑
i=1

[
pi−1∑
k=0

(−1)k
{
pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ϕ(pi−k+1−j)
i

}
δ(k·N)(t) ·Bk+1(x̄)

]
.

(б) Если в условиях теоремы 1 n < m, то обобщенная оператор-функция
EN (t, x̄) является фундаментальной для дифференциально-разностного опера-
тора Bδ(N)(t) · δ(x̄)−Aδ(t) · (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄)) на подклассе обобщенных функций
из K ′(R1

+ ⊗ Rn;E2
)
, удовлетворяющих при ν = n+ 1, . . . ,m условиям

∞∑
k=1

〈
(AB+)k−1 (t)N ·k−1

(N · k − 1)!
·, ψν

〉
zνθ(t) · (δ(x̄− µ̄)− δ(x̄))k ∗ u(t, x̄) = 0.

Замечание 4. Для пары операторов A и B, удовлетворяющих условиям
теоремы 5, обобщенное решение задачи Коши

B
∂u

∂t
= A(u(t, x̄− µ̄)− u(t, x̄)) + f(t, x̄), u(0, x̄) = u0(x̄),

где u0(x̄) и f(t, x̄) быстро убывающие [14] по x̄ ∈ Rn, u0(x̄) ∈ D(B), представимо
в виде

ũ(t, x̄) = E1(t, x̄) ∗ (Bu0(x̄)δ(t) + f(t, x̄)θ(t)).

Из этого представления, как и при выводе следствий из теорем 1 и 2, при необ-
ходимости можно получить теоремы о непрерывных решениях данной задачи
Коши.

В заключение авторы считают своим приятным долгом сердечно поблаго-
дарить профессора Н. А. Сидорова за полезные обсуждения представленных
здесь результатов и конструктивные замечания.
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