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Аннотация: Пусть ξ, ξ(1), ξ(2), . . .— независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины такие, что −ξ семиэкспоненциально, т. е. P(−ξ ≥ t) = e−t

βL(t),
β ∈ (0, 1), L(t) — медленно меняющаяся функция при t→∞, обладающая некото-
рыми свойствами гладкости (см. ниже). Пусть Eξ = 0, Dξ = 1, S(k) = ξ(1) + · · ·+
ξ(k). Для фиксированного d > 0 определим момент η+(u) = inf{k ≥ 1 : S(k)+kd >
u} первого прохождения снизу вверх неотрицательного уровня u ≥ 0 блужданием
S(k)+kd с положительным сносом d > 0. Доказано, что в широких предположениях
при n→∞ и для u = u(n) ∈ [0, dn−Nn

√
n] справедливо соотношение

P(η+(u) > n) ∼
Eη+(u)

n
P(S(n) ≤ x), (0.1)

где x = u − nd < 0, произвольная фиксированная последовательность Nn, не пре-
вышающая d

√
n, стремится к ∞.

Условия, при которых доказано соотношение (0.1), полностью совпадают с
условиями, при которых в [1] найдена асимптотика вероятности P(S(n) ≤ x) для
x ≤ −

√
n (для x ∈ [−

√
n, 0] она известна из центральной предельной теоремы).

Ключевые слова: одномерное случайное блуждание, момент первого прохожде-
ния, большие уклонения, семиэкспоненциальное распределение, интегро-локальная
теорема, интегральная теорема, теорема, действующая на всей оси, функция укло-
нений, отрезок ряда Крамера.

1. Постановка задачи. Пусть ξ, ξ(1), ξ(2), . . . — независимые случайные
величины с общим распределением F(B) = P(ξ ∈ B), нулевым средним Eξ = 0
и единичной дисперсией Dξ = 1.

Определим момент первого прохождения снизу вверх
η+(u) := inf{k ≥ 1 : S(k) + kd > u}

неотрицательного уровня u ≥ 0 блужданием
S(k) + kd = ξ(1) + · · ·+ ξ(k) + kd, k = 1, 2, . . .

с фиксированным сносом d ≥ 0.
Мы будем изучать асимптотическое поведение вероятности

P(η+(u) > n) = P(Z(n) ≤ u), Z(n) := max
1≤k≤n

{S(k) + dk}, (1.1)
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для уровня u = u(n) ≥ 0, зависящего от n таким образом, что эта вероятность
стремится к 0. Поскольку в случае нулевого сноса d = 0 задача об асимптотиче-
ском поведении вероятности (1.1) решена достаточно полно (см. [2–9] и обзор,
приведенный в [3, 4]), то мы будем рассматривать только случай постоянного
положительного сноса d > 0. В этом случае вероятность (1.1) сходится к 0,
если параметр u лежит в пределах [0, nd−Nn

√
n], где Nn ≤ d

√
n и Nn →∞ при

n→∞. Мы не будем останавливаться подробно на ситуациях, когда
1) вероятность (1.1) стремится к положительному отличному от 1 пределу

(в этом случае u− nd ∼ v
√
n для фиксированного v ∈ R),

2) этот предел равен 1 (тогда u− nd�
√
n).

В первом случае в силу принципа инвариантности

P(η+(u) > n) = P(Z(n) ≤ u)→ �(v),

где �(v) = 1√
2π

v∫

−∞
e−

t2
2 dt. Во втором случае естественно изучать поведение

дополнительной вероятности

P(η+(u) ≤ n) = P(Z(n) > u),

когда она стремится к 0; эта задача решена достаточно полно (см. [3, 4, 9] и
обзоры, приведенные там).

Приведем краткий обзор известных к настоящему времени результатов,
описывающих асимптотику стремления к 0 вероятности (1.1) для блужданий с
постоянным положительным сносом d > 0. Рассмотрим сначала случай, когда
выполнено одностороннее условие Крамера, которое заключается в отрицатель-
ности константы λ− := inf{λ : ϕ(λ) <∞}, где ϕ(λ) = Eeλξ. Обозначим

α− = inf
λ−<λ<0

ϕ′(λ)
ϕ(λ)

.

Тогда если α := u
n−d→ α0 ∈ (α−0), то имеет место соотношение (см., например,

[6])
P(η+(u) > n) ∼ C(α0)P(S(n) ≤ x),

где x := u−nd, непрерывная функция C(α) и асимптотика вероятности P(S(n)
≤ x) известны в явном виде. В случае, когда точка α := u

n − d лежит левее α−,
проблема об асимптотическом поведении вероятностей (1.1) остается открытой.

Если условие Крамера не выполнено, то для отыскания асимптотики веро-
ятности (1.1) (как и для решения более простой задачи об асимптотике вероят-
ности P(S(n) ≤ x) при x� −

√
n) приходится привлекать дополнительные усло-

вия о регулярном изменении на бесконечности левого хвоста F−(t) = P(ξ ≤ −t)
распределения слагаемого ξ.

Рассмотрим два основных класса таких распределений, не удовлетворяю-
щих условию Крамера: (a) класс R− распределений с правильно меняющимся
левым хвостом, для которых

F−(t) = t−βL(t),

где β > 0, L(t) — медленно меняющаяся функция (м.м.ф.) на бесконечности;
(b) класс Se− распределений с семиэкспоненциальным левым хвостом, для ко-
торых

F−(t) = e−l(t), l(t) = tβL(t),

где β ∈ (0, 1] и L(t) — м.м.ф. при t → ∞. Для класса R− при d > 0 задача о
поведении вероятности (1.1), когда она стремится к нулю, решена достаточно
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полно: при β > 2 в широких предположениях справедливо соотношение (0.1)
(см. [2, 10] для случая фиксированного u ≥ 0; [3, 4, 9] для общего случая, когда
u ∈ [0, nd − Nn

√
n], Nn → ∞, Nn ≤ d

√
n). При этом асимптотика вероятности

P(S(n) ≤ x), присутствующая в (0.1), изучена достаточно полно (см. [11, 12] и
библиографический обзор в [9]).

Для класса Se− задача об асимптотике стремления к нулю вероятностей
(1.1) и близкие вопросы рассматривались в работах [2, 10, 13–15] лишь для слу-
чая u = const, β ∈

(
0, 1

2

]
и при существенных дополнительных ограничениях.

Недавно (в декабре 2005 г.), на семинаре лаборатории теории вероятностей и
математической статистики Института математики СО РАН, В. В. Шнеер сде-
лал доклад, в котором, в частности, для любого β ∈ (0, 1) найдена асимптотика
вероятностей (1.1) для фиксированного уровня u ≥ 0 (см. также [16, 17]).

Настоящая работа посвящена отысканию асимптотики стремления к нулю
вероятностей (1.1) для произвольных распределений с левым семиэкспоненци-
альным хвостом в случае β ∈ (0, 1). Основной результат настоящей работы
можно представить так: при фиксированном d > 0 для произвольной последо-
вательности Nn →∞, Nn ≤ d

√
n, имеет место равномерное по u ∈ [0, nd−Nn

√
n]

асимптотическое соотношение (0.1) (см. теорему 3.2 ниже). При этом асимпто-
тика вероятности P(S(n) ≤ x) для x = −nd + u в правой части (0.1) найдена
в [18–21, 9] и, более полно, в [1]. Условия, при которых удалось доказать (0.1),
совпадают с условиями, при которых в [1] доказана интегральная теорема для
сумм S(n) (которая приведена ниже (см. теорему 3.1)), и в этом смысле явля-
ются неулучшаемыми.

В дальнейшем нам будет удобнее использовать несколько иные обозначе-
ния. Это связано с тем, что при неотрицательных уровнях u, рассматриваемых
выше, нам приходится изучать отрицательные уклонения для S(n) (см. (0.1)),
проводить срезки случайных величин на отрицательных уровнях и т. д. Это
неудобно и усложняет изложение. Оказывается, проще пойти на некоторые
неудобства при постановке задачи, рассматривая неположительные уровни u и
отрицательный снос −d, с тем, чтобы затем иметь дело с положительными укло-
нениями S(n) и положительными уровнями срезок для ξ(k). Итак, основным
объектом изучения будет момент первого прохождения сверху вниз

η(u) := inf{k ≥ 1 : S(k)− kd < u}
неположительного уровня u ≤ 0 блужданием

S(k) + kd = ξ(1) + · · ·+ ξ(k)− kd, k = 1, 2, . . . ,
с фиксированным отрицательным сносом −d < 0, скачки которого имеют семи-
экспоненциальное распределение (см. ниже определение 1.1). Мы будем изу-
чать асимптотическое поведение вероятности

P(η(u) > n) = P(Z(n) ≥ u), Z(n) = min
1≤k≤n

{S(k)− dk}, (1.2)

для уровня u = u(n) ≤ 0, зависящего от n таким образом, что эта вероятность
стремится к 0. Очевидно, что мы пришли к задаче, эквивалентной поставлен-
ной выше, но уже для распределений с правым семиэкспоненциальным хвостом.
Все основные утверждения, приведенные ниже, будут сформулированы для ве-
роятности (1.2).

2. Основные условия.
Определение 1.1. Будем говорить, что распределение F случайной ве-

личины ξ принадлежит классу Se семиэкспоненциальных распределений, если
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его правый хвост F+(t) := P(ξ ≥ t) имеет вид

F+(t) = V (t) := e−l(t) при t ≥ 0,

где l(t) = tβL(t), β ∈ (0, 1], L(t) — медленно меняющаяся функция при t → ∞;
если β = 1, то L(t) = o(1). При этом предполагается, что при t→∞, v = o(t)

l(t+ v)− l(t) = v
βl(t)
t

(1 + o(1)) + o(1). (2.1)

Соотношение (2.1) означает, что l(t+ v)− l(t) ∼ v βl(t)t , если lim inf
t→∞

vl(t)
t > 0,

и l(t+ v)− l(t) = o(1), если lim sup
t→∞

vl(t)
t = 0.

Класс Se семиэкспоненциальных распределений определен и достаточно
полно изучен в [18, 9]. Хорошо известно, что он является подклассом класса
S субэкспоненциальных распределений, которые при Eξ ≥ 0 характеризуются
соотношением

P(ξ(1) + ξ(2) ≥ t) ∼ 2P(ξ ≥ t) при t→∞.

Везде в настоящей работе, как говорилось ранее, будем рассматривать толь-
ко такие семиэкспоненциальные распределения F, для которых параметр β (см.
определение 1.1) лежит в интервале (0, 1).

3. Формулировки основных утверждений. Определим, следуя [18, 9],
функции

w1(t) =
l(t)
t2

= tβ−2L(t), w2(t) =
l2(t)
t2

= t2β−2L2(t),

которые сходятся к 0 при t → ∞, при этом, очевидно, w1(t) = o(w2(t)) при
t → ∞. Важную роль в описании зон уклонений сумм S(n) играют функции
σ1(n), σ2(n), которые представляются в виде

σ1(t) = t
1

2−βL1(t), σ2(t) = t
1

2−2βL2(t),

где L1(t), L2(t) — м.м.ф. Эти функции определены и изучены в [18, 9]:

σi(t) := inf{u : wi(u) ≤ 1/t}, i = 1, 2.

Кроме того, нам понадобится следующее моментное условие (для распреде-
ления из класса Se оно регламентирует убывание левого хвоста распределения):

E|ξ|κ <∞, κ = [1/(1− β)] + 2. (3.1)

Из условия (3.1) следует, что для центрированной случайной величины ξ опре-
делены и конечны семиинварианты γ1, γ2, . . . ,γκ (см., например, [22]):

γj := (−i)j d
j ln f(t)
dtj

∣∣∣∣
t=0

для j = 1, 2, . . . , κ, f(t) := Eeitξ,

при этом γ1 = 0, γ2 = Dξ = 1. С помощью семиинвариантов γ2, . . . , γκ можно
построить полиномы степени κ

�(κ)(α) :=
κ∑

j=2

αjvj
j!

, �(κ,0)(α) :=
κ∑

j=3

αjvj
j!

= �(κ)(α)− α2v2

2
,

называемые отрезками ряда Крамера (или урезанными рядами Крамера) для
случайной величины ξ (см., например, [22]), которые определяют асимптотику
больших уклонений сумм S(n) в регулярной (крамеровской) зоне уклонений.
Коэффициент vj для j ∈ {2, . . . , κ} представляется в виде vj = vj(γ2, . . . , γj),
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где функции vj = vj(u2, . . . , uj), отображающие Rj−1 в R1, не зависят от рас-
пределения F (алгоритм построения этих функций приведен в п. 4.3 работы
[1]). В частности, v2 = 1

γ2
, v3 = − γ3

γ3
2
, v4 = −γ4γ2−3γ2

3
γ5
2

и т. д.
Определяющую роль в описании больших уклонений сумм S(n) играют

функции
M0(x, n) := inf

0≤t≤x
{l(x− t) + n�(κ)(t/n)},

M(x, n) := inf
0≤t≤x/(2−β)

{l(x− t) + n�(κ)(t/n)}, (3.2)

введенные и изученные в [18, 9, 1]. Функция M0(x, n) описывает логарифмиче-
скую асимптотику вероятностей больших уклонений сумм S(n) (теорема 2.1 в
[1]): при x�

√
n, n→∞

lnP(S(n) > x) ∼ −M0(x, n).
При x�

√
n, x = o(σ1(n)) выполняется соотношение

M0(x, n) ∼ x2/2n, n→∞,

при x� σ1(n) —

M0(x, n) = l(x)− nβ2 l
2(x)
x2 (1 + o(1)) ∼ l(x), n→∞;

в зоне x� σ2(n), где nβ2 l2(x)
x2 = o(1), имеет место соотношение

M0(x, n) = l(x) + o(1), n→∞.

Очевидно, что M(x, n) ≥ M0(x, n); как показано в [1], разность M(x, n) −
M0(x, n) становится «существенной» только при x ≤ s0σ1(n), где

s0 = s0(β) :=
(2− β)

(2− 2β)
1−β
2−β

.

При x = sσ1(n) для любого фиксированного s ∈ (0,∞) справедливы формулы
(см. лемму 2.1 в [1])

M(x, n) ∼ G1(s)l(x) ∼ G2(s)
x2

2n
, n→∞,

в которых функции G1(s), G2(s) определены соотношениями
G1(s) := min

0≤p≤ 1
2−β

H(s, p), G2(s) := 2sβ−2G1(s), s ≥ 0, (3.3)

где H(s, p) := (1− p)β + s2−β

2 p2. Обозначим через p(s) наибольшее p из отрезка[
0, 1

2−β
]
, для которого достигается минимум в определении (3.3) функции G1(s),

так что G1(s) = H(s, p(s)).
Следующие свойства функций G1(s), G2(s), p(s) перечислены в лемме 2.1

из [1]. Функция G1(s) возрастает, а функция G2(s) убывает при s > 0. При
этом G2(s0) = 1, G2(s) → ∞ при s → 0 и G1(s) ↑ 1 при s → ∞. Функция p(s)
непрерывна и положительна при s ≥ 0, убывает при s ≥ s0 − ε и постоянна при
s ≤ s0 − ε для некоторого ε > 0,

p(s0 − ε) =
1

2− β
, p(s0) =

β

2− β
, p(s) ∼ β

s2−β
при s→∞.

Следуя [1], введем обозначение
c1(s) = [2−β(1−β)(2/s2−β)(1−p(s))]−1/2 при s ≥ s0, c1(s) = c1(s0) при s ≤ s0.

Функция c1(s) непрерывна и положительна при s ≥ 0, c1(s)→ 1 при s→∞.
Следующая интегральная теорема, действующая на всей вещественной оси,

получена в [1].
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Теорема 3.1. Пусть распределение F случайной величины ξ лежит в клас-
се Se при некотором β ∈ (0, 1) и выполнено условие (3.1). Тогда равномерно по
x = s1σ1(n)→∞, x ≥

√
n, справедливо соотношение

P(S(n) ≥ x) ∼ �(−x/
√
n)e−n�(κ,0)( xn ) + nc1(s1)e−M(x,n),

где �(u) = 1√
2πn

u∫

−∞
e−

t2
2 dt, �(− x√

n
)e−n�(κ,0)( xn ) ∼

√
n

x
√

2π
e−n�(κ)( xn ) при x �

√
n,

c1(s1)→ 1 при s1 →∞. В частности, при любом фиксированном ε > 0

P(S(n) ≥ x) ∼

{
�(− x√

n
)e−n�(κ,0)( xn ), если x ≥

√
n, s1 ≤ s0 − ε,

nc1(s1)e−M(x,n), если s1 ≥ s0 + ε.

В «крайней» зоне уклонений x = s2σ2(n)→∞, s2 ≥ c = const > 0, выполняется

P(S(n) ≥ x) ∼ nc2(s2)e−l(x),

где c2(s2) := exp
{ β2

2s2−2β
2

}
→ 1 при s2 →∞.

Сформулируем теперь основное утверждение настоящей работы.

Теорема 3.2. Пусть распределение F случайной величины ξ лежит в клас-
се Se при некотором β ∈ (0, 1) и выполнено условие (3.1). Тогда для любой
последовательности Nn →∞, Nn ≤ d

√
n, справедливо при n→∞ равномерное

в зоне u ∈ [−nd+Nn
√
n, 0] соотношение

P(η(u) > n) ∼ Eη(u)
n

P(S(n) ≥ nd+ u). (3.4)

Сравнивая теоремы 3.1, 3.2, получаем

Следствие 3.1. Пусть распределение F случайной величины ξ лежит в
классе Se при некотором β ∈ (0, 1) и выполнено условие (3.1). Тогда для любой
последовательности Nn →∞, Nn ≤ d

√
n, справедливо при n→∞ равномерное

в зоне u ∈ [−nd+Nn
√
n, 0] соотношение

P(η(u) > n) ∼ Eη(u)
n

(
�

(
− x√

n

)
e−n�(κ,0)( xn ) + nc1(s1)e−M(x,n)

)
, (3.5)

где x = s1σ1(n) := nd+ u.
Заметим, что если в теореме 3.2 или следствии 3.1 уровень u стремится к

−∞, то в силу известной интегральной теоремы восстановления (см., например,
[23]) множитель в правых частях формул (3.4), (3.5) имеет вид

Eη(u)
n

∼ |u|
dn

, n→∞.

4. Доказательство теоремы 3.2. Оценки сверху. Для x := nd + u
обозначим

P+ := P(S(n) ≥ x), P := P(η(u) > n).

Тогда оценка сверху, необходимая для доказательства теоремы 3.2, имеет вид

P ≤ Eη(u)
n

P+(1 + o(1)), n→∞. (4.1)

Докажем (4.1). Если x = o(n), т. е. u ∼ −nd, то
Eη(u)
n

∼ |u|
dn
∼ 1,

и (4.1) является следствием очевидного неравенства P ≤ P+.
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Докажем теперь (4.1) для случая x ≥ νn, где ν > 0 — произвольное фик-
сированное число. Для U > 0 обозначим

ϕU (λ) := E(eλξ; ξ ≤ U), �U (t) := sup
λ
{λt− lnϕU (λ)}.

Лемма 4.1. Для любого фиксированного α ∈ (1− β, 1)

ϕU

(
(1− α)

l(U)
U

)
∼ 1 +

(1− α)2l2(U)
2U2 (1 + o(1)) при U →∞; (4.2)

для любых фиксированных α ∈ (1− β, 1), U0 > 0, t0 > 0

n�U

(
tU

n

)
≥ (1− α)l(U)

[
t− (1− α)

2U2−β
0

(1 + o(1))
]

при n→∞ (4.3)

в области t ≥ t0, U ≥ U0σ1(n).
Доказательство. Поскольку n�U (tU/n) ≥ λtU − n lnϕU (λ) для любого

λ, то, полагая λ = (1− α) l(U)
U , получаем в силу (4.2)

n�U

(
tU

n

)
≥ (1− α)l(U)

[
t− n

(1− α)l(U)
2U2 (1 + o(1))

]
. (4.4)

Если U � σ1(n), то

t− n
(1− α)l(U)

2U2 (1 + o(1)) ≥ t− o(1) ≥ t− (1− α)
2U2−β

0

(1 + o(1)).

Если U ∼ sU0σ1(n) для фиксированного s ≥ 1, то

t− n
(1− α)l(U)

2U2 (1 + o(1)) ≥ t− (1− α)nl(σ1(n))
2s2−βU2−β

0 σ2
1(n)

(1 + o(1))

= t− (1− α)
2s2−βU2−β

0

(1 + o(1)) ≥ t− (1− α)
2U2−β

0

(1 + o(1)). (4.5)

Таким образом, утверждение (4.3) в силу соотношений (4.4), (4.5) установлено
как следствие (4.2).

Докажем утверждение (4.2). Для λU = l(U)
U и любого фиксированного

N ∈ (0,∞) выполняется

N2E(ξ2; ξ ≤ −1/(λUN)) = o(1), U →∞. (4.6)
Поэтому можно выбрать N = N(U)→∞ при U →∞ таким образом, что (4.6)
сохранится, т. е. выполнено

N2(U)E(ξ2; ξ ≤ −1/(λUN(U))) = o(1). (4.7)
Для этого N(U), U1 = 1

λUN(U) , U2 = 1
λU lnU имеем

ϕU (λ) = E(eλξ; ξ ≤ −U1) + E(eλξ;−U1 < ξ ≤ U2) + E(eλξ;U2 < ξ ≤ U)
:= ϕU,1(λ) + ϕU,2(λ) + ϕU,3(λ).

Оценим функции ϕU,k(λ) в точке λ = (1− α)λU , k = 0, 1, 2. В силу неравенства
Чебышева и (4.7)

ϕU,1((1− α)λU ) ≤ P(ξ ≤ −U1) ≤ λ2
UN

2(U)E(ξ2; ξ ≤ −1/(λUN(U))) = o
(
λ2
U

)
.

(4.8)
Ввиду формулы Тейлора
ϕU,2((1− α)λU ) = P(−U1 < ξ ≤ U2) + (1− α)λUE(ξ;−U1 < ξ ≤ U2)

+
1
2
(1− α)2λ2

U (1 + o(1)).
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Поскольку
E(ξ;−U1 < ξ ≤ U2) = −E(ξ; ξ ≤ −U1)−E(ξ; ξ > U2),

P(−U1 < ξ ≤ U2) = 1−P(ξ ≤ −U1)−P(ξ > U2),
то в силу неравенства Чебышева и (4.7)

λU |E(ξ;−U1 < ξ ≤ U2)| ≤
1

N(U)
λ2
UN

2(U)

×E(ξ2; ξ ≤ −1/(λUN(U))) + λ2
U ln2 UE(ξ3; ξ ≥ U2) = o

(
λ2
U

)
,

1−P(−U1 < ξ ≤ U2) ≤ λ2
UN

2(U)

×E(ξ2; ξ ≤ −1/(λUN(U))) + λ3
U ln3 UE(ξ3; ξ ≥ U2) = o

(
λ2
U

)
.

Таким образом,

ϕU,2((1− α)λU ) = 1 +
1
2
(1− α)2λ2

U (1 + o(1)). (4.9)

Оценим теперь ϕU,3((1 − α)λU ). Интегрируя по частям, получаем для
gU (t) = l(t)− (1− α)λU t, g∗U = inf

U2≤t≤U
gU (t)

ϕU,3((1− α)λU ) = −
U∫

U2

e(1−α)λU t dV (t)

= −e(1−α)λU tV (t)
∣∣t=U
t=U2

+ λU (1− α)
U∫

U2

e(1−α)λU tV (t) dt

≤ e(1−α)λUU2V (U2) + λU (1− α)U sup
U2≤t≤U

e(1−α)λU tV (t).

Поскольку
sup

U2≤t≤U
e(1−α)λU tV (t) ≤ e−g

∗
U (1 + o(1)),

то
ϕU,3((1− α)λU ) ≤ 2UλUe−g

∗
U (1 + o(1)).

Заметим, что g∗U = min{g∗U,1, g∗U,1}, где g∗U,1 := inf
U2≤t≤εU

gU (t), g∗U,2 := inf
εU≤t≤U

gU (t).

Так как при α > 1− β

g∗U,2 ∼ l(U) inf
ε≤p≤1

{pβ − (1− α)p} ∼ g(εU),

для любого ε ∈ (0, 1) выполняется g∗U ∼ g∗U,1. Следовательно, можно выбрать
функцию εU = o(1) такую, что и для нее соотношение g∗U ∼ g∗U,1 сохранится.
Далее, поскольку l(t)� (1− α) l(U)

U t при t = o(U), получаем
g∗U ∼ g∗U,1 ∼ gU (U2) = l(U2)− (1− α)λUU2 ∼ l(U2).

Поэтому
ϕU,3((1− α)λU ) = O(2UλUe−l(U2)(1+o(1))) = o

(
λ2
U

)
. (4.10)

Соотношения (4.8)–(4.10) доказывают утверждение (4.2). Лемма 4.1 доказана.

Для y ≥ 0 обозначим через zy(n) :=
n∑

k=1
I{ξ(k)>y} число слагаемых в сумме

S(n), которые превысили уровень y, а через γ(y) := inf{k ≥ 1 : zy(k) = 1} — но-
мер первого «большого» слагаемого. Наряду с вероятностями P , P+ определим
вероятности Pk := P(η(u) > n, zy(n) = k) и для � ∈ (0,∞] — вероятности

P+(�) := P(S(n) ∈ �[x)), P+
k (�) := P(S(n) ∈ �[x), zy(n) = k),
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где �[x) — полуинтервал [x, x + �). Условимся аргумент ∞ опускать, т. е.
писать P+, P+

k вместо P+(∞), P+
k (∞) соответственно.

Лемма 4.2. Пусть фиксировано число ν > 0. Тогда найдется δ > 0 такое,
что для x ≥ νn, y = δx, n→∞

P ≤ P1(1 + o(1)) +O(P+/n3), P+(�) ≤ P+
1 (�)(1 + o(1)) +O(P+/n3),

P+ ≤ P+
1 (1 + o(1)).

Доказательство. Обозначим

P≥2 :=
∞∑

k=2

Pk, P+
≥2(�) :=

∞∑

k=2

P+
k (�),

где � ∈ (0,∞], так что

P = P0 + P1 + P≥2, P+(�) = P+
0 (�) + P+

1 (�) + P+
≥2(�).

Как и прежде, условимся аргумент∞ опускать и писать, например, P+
≥2 вместо

P+
≥2(∞). Поскольку

P0 + P≥2 ≤ P+
0 + P+

≥2, P+
0 (�) + P+

≥2(�) ≤ P+
0 + P+

≥2,

достаточно доказать, что

P+
0 + P+

≥2 = O(P+/n3). (4.11)

Покажем, что для любого ν > 0 можно выбрать δ > 0 такое, что для x ≥ νn,
y = δx, n→∞

P+
0 ≤ e−2l(x)(1+o(1)). (4.12)

Для этого воспользуемся утверждением (4.3) леммы 4.1, в котором положим
t = 1

δ , tU = x, U = δx, α = 1− β
2 и константу U0 выберем достаточно большой,

чтобы (1−α)
2U2−β

0
= 1

2δ . Тогда в силу неравенства (4.3)

n�y
(x
n

)
≥ (1− α)δβ−1

2
l(x)(1 + o(1))

и для достаточно малого δ > 0 выполняется n�y
(
x
n

)
≥ 2l(x)(1 + o(1)). В силу

неравенства Чебышева для этого δ

P+
0 = P(S(n) ≥ x, zy(n) = 0) ≤ e−n�y( xn ) ≤ e−2l(x)(1+o(1)).

Неравенство (4.12) доказано.
Заметим, что при доказательстве теорем 2.2, 2.3 в [1] установлено, что для

некоторого γ > 0 выполняется P+
≥2 ≤ P+

1 e−γl(x)(1+o(1)). Поскольку для уклоне-
ний x ≥ νn справедливо

e−2l(x) + P+
1 e−γl(x) = O(P+/n3),

неравенство (4.11) доказано. Лемма 4.2 доказана.

Обозначим t+ :=
[

n
l(n) ln2 n

]
.

Лемма 4.3. Пусть фиксировано число ν > 0. Тогда равномерно по x ≥ νn,
|v| ≤ t+, k ∈

{
1, 2, . . . , t2+

}
, w ≥ t+ при n→∞

M(x− v, n− k) = M(x, n) + o(1), M(x+ w, n− k) ≥M(x, n) + o(1). (4.13)

Доказательство. Известно [1], что при x � σ1(n) минимум в опреде-
лении функции M(x, n) достигается в точке t0(x, n) ∼ nβ l(x)

x , поэтому для
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M(x, t, n) := l(x − t) + n�(κ)
(
t
n

)
и v, k из рассматриваемых в лемме 4.3 зон

справедливы равенства

M(x, n) = inf
0≤t≤2nβ l(x)

x

M(x, t, n) + o(1),

M(x− v, n− k) = inf
0≤t≤2nβ l(x)

x

M(x− v, t, n− k) + o(1).

Заметим, что max
0≤t≤2nβ l(x)

x

|M(x, t, n) −M(x − v, t, n − k)| = o(1), поэтому первое

соотношение (4.13) установлено. Поскольку для w ≥ t+, t ∈
[
0, 2nβ l(x)

x

]
будет

M(x+ w, t, n− k) ≥M(x, t, n− k) + o(1),

M(x+ w, n− k) = inf
0≤t≤2nβ l(x)

x

M(x+ w, t, n− k) + o(1),

второе соотношение (4.13) вытекает из первого. Лемма 4.3 доказана.

Лемма 4.4. Пусть фиксированы числа ν > 0, δ > 0. Тогда равномерно по
x ≥ νn, y = δx при n→∞

P(ξ(1) + ξ(2) ≥ x, ξ(1) > y, ξ(2) ≥ t+) ≤ P(ξ ≥ x)P(ξ ≥ (1/2)t+)(1 + o(1)).

Доказательство. Обозначим

A = {ξ(1) + ξ(2) ≥ x, ξ(1) > y, ξ(2) ≥ t+},
так что следует оценить вероятность Q := P(A). Представим эту вероятность
как

Q = P(A, ξ(2) > (1− ν)x) + P(A, ξ(2) ∈ (εx, (1− ν)x]) + P(A, ξ(2) ∈ [t+, εx])
:= Q1 +Q2 +Q3.

Поскольку

Q1 ≤ P(ξ(1) > δx, ξ(2) ≥ (1− ν)x) = e−l(δx)−l((1−ν)x),

можно выбрать достаточно малые ν > 0 и α > 0 такие, что Q1 ≤ O(e−(1+α)l(x)).
Для этого ν

Q2 ≤ P(ξ(1) + ξ(2) ≥ x, ξ(2) ∈ [εx, (1− ν)x])

≤
[(1−ν)x]∑

k=[εx]

P(ξ(1) ≥ x− k − 1, ξ(2) ∈ [k, k + 1]) ≤ xe
− inf
εx≤t≤(1−ν)x

{l(x−t−1)+l(t)}
.

Так как для любого ε > 0 найдется αε > 0 такое, что

inf
εx≤t≤(1−ν)x

{l(x− t− 1) + l(t)} ≥ (1 + αε)l(x)(1 + o(1)),

для любого ε > 0 выполняется

Q2 = O(e−(1+αε)l(x)) = o(P(ξ ≥ x)P(ξ ≥ (1/2)t+)(1 + o(1))).

Следовательно, можно выбрать последовательность εn = o(1) таким образом,
что и для нее предыдущее неравенство сохранится. Для этой последовательно-
сти εn оценим слагаемое Q3:

Q3 ≤ P(ξ(1) + ξ(2) ≥ x, t ∈ [t+, εnx])

≤
[εnx]∑

k=t+

P(ξ(1) ≥ x− k − 1, ξ(2) ∈ [k, k + 1]) ≤ xe
− inf
t∈[t+,εnx]

{l(x−t−1)+l(t)}
.
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Используя свойство (2.1), для t ∈ [t+, εnx] получаем

l(x− t− 1) + l(t) = l(x)− β
l(x)
x

t(1 + o(1)) + l(t), l(t)� l(x)
x

t.

Поэтому

inf
t∈[t+,εnx]

{l(x− t− 1) + l(t)} − lnx ≥ l(x) + l((1/2)t+) + o(1).

Лемма 4.4 доказана.

Обозначим L+ := (lnn)
2
β .

Лемма 4.5. Пусть фиксированы числа ν > 0, δ > 0, α > 0. Тогда равно-
мерно по x ≥ νn, y = δx, k ≥ L+ при n→∞

P(S(n) ≥ x, zy(n) = 1, γ(y) 6= k, S(k) ≥ αk) ≤ P+

n3 (1 + o(1)); (4.14)

равномерно по x ≥ νn, y = δx, k ∈ {1, . . . , n} при n→∞

P(S(n) ≥ x, zy(n) = 1, S(k − 1) ≥ t+, γ(y) 6= k) ≤ P+

n3 (1 + o(1)). (4.15)

Доказательство. Для �0 = 1, t ≥ αk, ỹ = δt в силу леммы 4.2

P(S(k) ∈ �0[t)) ≤ kP(S(k) ∈ �0[t), zỹ(k) = 1, γ(ỹ) = 1)(1 + o(1))
≤ kP(S(k) ∈ �0[t), zỹ(k) = 1, ξ(1) > δαk)(1 + o(1)). (4.16)

Далее, в силу (4.16), для вероятностей Pj := P(S(n−k) ≥ x−1−j, zy(n−k) = 1)
справедливы неравенства

Q := P(S(n) ≥ x, zy(n) = 1, S(k) ≥ αk, γ(y) 6= k) ≤
∑

j≥αk

PjP(S(k) ∈ �0[j))

≤
∑

j≥αk

PjkP(S(k) ∈ �0[t), zỹ(k) = 1, ξ(1) > δαk)(1 + o(1))

≤ knP(S(n) ≥ x− 2, ξ(n) > y, ξ(n− 1) ≥ δαk)(1 + o(1)).

Рассуждая, как при доказательстве леммы 4.4, устанавливаем, что для некото-
рой последовательности εn = o(1) правая часть последнего неравенства отли-
чается на величину o

(
P+

n3

)
от

knP(S(n) ≥ x− 2, ξ(n) > y, ξ(n− 1) ≥ δαk, |S(n− 2)| ≤ εnx)(1 + o(1))

=
∑

|j|≤εnx

P(ξ(n−1)+ξ(n) ≥ x−3−j, ξ(n) > y, ξ(n−1) ≥ δαk)P(S(n−2) ∈ �0[j)).

Применяя к правой части последнего равенства лемму 4.4, получаем

Q ≤ P(ξ ≥ δαk/2)P(S(n− 1) ≥ x− 4)(1 + o(1)) + o(P+/n3)

≤ e−l(
δαk
2 )P+(1 + o(1)) + o

(
P+

n3

)
≤ P+/n3(1 + o(1)).

Соотношение (4.14) леммы 4.5 доказано.
Поскольку доказательство (4.15) полностью повторяет доказательство (4.14)

(если в последнем параметр αk заменить на параметр t+), лемма 4.5 доказана.

Опираясь на леммы 4.1–4.5, докажем (4.1) для случая u ∈ [−(d − ν)n, 0].
Обозначим

P1,k := P(η(u) > n, zy(n) = 1, γ(y) = k),
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так что

P1 =
n∑

k=1

P1,k.

Для k ≥ k+(u) := [−ud (1 + α)] при u ≤ − 1
dL+ в силу леммы 4.5

P1,k ≤ P
(
S(n) ≤ x, zy(n) = 1, S(k+(u)) ≥ d

1 + α
αk+(u)

)
≤ P+

n3 (1 + o(1)).

Поэтому для u ≤ − 1
dL+

P1 =
n∑

k=1

P1,k ≤
k+(u)∑

k=1

P+

n
+

n∑

k=k+(u)+1

P+

n3 (1 + o(1))

≤ k+(u)
n

P+(1 + o(1)) = Eη(u)
P+

n
(1 + o(1)).

Соотношение (4.1) в зоне u ∈
[
−(d− ν)n,− 1

dL+
]

установлено.
Пусть теперь u ∈

[
− 1
dL+, 0

]
. Тогда для k ≥ t+ в силу леммы 4.5

P1,k ≤ P(S(n) ≥ x, zy(n) = 1, S(t+) ≥ dt+ + u, γ(y) = k)

≤ P
(
S(n) ≥ x, zy(n) = 1, S(t+) ≥ 1

2
dt+(1 + o(1)), γ(y) = k

)
≤ P+

n3 (1 + o(1)).
(4.17)

Пусть теперь u ∈
[
− 1
dL+, 0

]
, k ≤ t+. Тогда

P1,k = P1,k− + P1,k0 + P1,k+, (4.18)
где для Ak := {S(n) ≥ x, η(u) > k − 1, zy(n) = 1, γ(y) = k}

P1,k− := P(Ak, S(k − 1) < −t+), P1,k0 := P(Ak, |S(k − 1)| ≤ t+).
Оценим каждое слагаемое в правой части (4.18): в силу леммы 4.3

P1,k− ≤ E(e−M(x−S(k−1),n−k+1); η(u) > k − 1, zu(n) = 1, S(k − 1) < −t+)

≤ e−M(x,n)P(η(u) > k − 1, S(k − 1) < −t+)(1 + o(1)),

P1,k0 ≤ E(e−M(x−S(k−1),n−k+1); η(u) > k − 1, zu(n) = 1, |S(k − 1)| ≤ t+)

≤ e−M(x,n)P(η(u) > k − 1, |S(k − 1)| ≤ t+)(1 + o(1)).
Ввиду леммы 4.5

P1,k+ ≤ P(S(n) ≥ x, zu(n) = 1, S(k − 1) > t+) ≤ P+

n3 (1 + o(1)).

Складывая эти неравенства, для k ≤ t+ получаем

P1,k ≤ e−M(x,n)P(η(u) > k − 1)(1 + o(1)) +
P+

n3 (1 + o(1))

≤ P(η(u) > k − 1)
P+

n
(1 + o(1)) +

P+

n3 (1 + o(1)).

Из последнего неравенства и (4.17) следует, что

P1 ≤
∞∑

k=1

P(η(u) > k − 1)
P+

n
(1 + o(1)) +

P+

n3 (1 + o(1)) =
Eη(u)
n

P+(1 + o(1)).

Оценка сверху (4.1), необходимая для доказательства теоремы 3.2, получена.

5. Доказательство теоремы 3.2. Оценки снизу. Для получения оце-
нок снизу нам понадобится интегро-локальная теорема для сумм «урезанных
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слагаемых» в крамеровской зоне уклонений, полученная в работе [1]. Для ее
формулировки приведем структурные условия на распределение F случайной
величины ξ.

[Z]. Случайная величина ξ называется арифметической, если P(ξ ∈ Z) = 1,
и для некоторого y0 ∈ Z такого, что P(ξ = y0) > 0, наибольший общий делитель
возможных значений ξ − y0 равен 1 (Z — множество целых чисел).

[R]. Случайная величина ξ называется нерешетчатой, когда никаким ли-
нейным преобразованием она не может быть сделана арифметической.

Мы рассматриваем случайные величины ξ с нулевым средним и единичной
дисперсией. Для таких величин условие арифметичности [Z] не является «аль-
тернативным» к условию [R], поэтому вместо него рассмотрим более широкое
условие решетчатости (с шагом h > 0).

[Zh]. Для некоторого вещественного c случайная величина ξ представля-
ется в виде ξ = c + hη, где случайная величина η является арифметической
(удовлетворяет условию [Z]).

Таким образом, любая случайная величина ξ либо нерешетчата (удовлетво-
ряет условию [R]), либо для некоторого h > 0 является решетчатой с шагом h
(удовлетворяет условию [Zh]).

Следующее утверждение, в котором изучается вероятность попадания сум-
мы в полуинтервал �[x) = [x, x+�), доказано в [1, лемма 3.1, теоремы 2.3, 2.4].

Лемма 5.1. Пусть фиксированы s+ > 0 и произвольное положительное
число � в случае [R] и � = h в случае [Zh].

1. Если выбрать y ∼ U(s+, n) :=
(β

4

) 1
1−β s

− 1
1−β

+ σ1(n), то соотношение

P(S(n) ∈ �[x), zy(n) = 0) ∼ �√
2πn

e−n�(κ)( xn ), n→∞,

справедливо равномерно в области x ∈ [−N
√
n, s+σ1(n)] для любого фиксиро-

ванного N <∞.
2. Для любых фиксированных δ > 0 и N <∞ соотношение

P(S(n) ∈ �[x)) ∼ �√
2πn

e−n�(κ)( xn ), n→∞,

справедливо равномерно в области x ∈ [−N
√
n, (s0 − δ)σ1(n)].

Перейдем теперь непосредственно к доказательству оценки снизу

P ≥ Eη(u)
n

P+(1 + o(1)), (5.1)

необходимой для доказательства теоремы 3.2. При этом будем считать, что
выполнено условие [R]. В случае [Zh] все рассуждения сохранятся, если вместо
произвольного фиксированного � > 0 рассматривать � = h.

Рассмотрим зону I1 = {x �
√
n, x = o(σ1(n))}. В этой зоне для y = σ1(n)

воспользуемся следующими соотношениями (которые проверим ниже).
Для любого ν > 0 найдется N < ∞ такое, что для любого T < ∞ и всех

достаточно больших n

P+ ≤ (1 + ν)P+
0 := (1 + ν)P(S(n) ∈ [x+ T, x+N

√
n], zy(n) = 0). (5.2)

Для любых ν > 0, � > 0, N < ∞ найдется T < ∞ такое, что равномерно
по v ∈ [x+ T, x+N

√
n] при n→∞

P(η(u) > n | S(n) ∈ �[v), zy(n) = 0) ≥ 1− ν + o(1). (5.3)
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Из (5.2), (5.3) следует, что
P ≥ P+(1 + o(1)). (5.4)

Поскольку в зоне I1 выполняется
Eη(u)
n

∼ |u|
dn
∼ 1, (5.5)

оценка снизу (5.1) в зоне I1 установлена.
В зоне I2 = {x = sσ1(n) : s ∼ s∗ ∈ (0,∞)} выберем y = U(2s∗, n) и восполь-

зуемся следующими тремя соотношениями (которые проверим ниже).
Для любых ν > 0, T <∞ найдется N <∞ такое, что для всех достаточно

больших n
P+ ≤ (1 + ν)

(
P+

0 + P+
1
)
, (5.6)

где
P+

0 := P(S(n) ∈ [x+ T, x+N
√
n], zy(n) = 0),

P+
1 := P(S(n) ≥ x+ T, |Sγ(y)(n− 1)− t0(x, n)| ≤ N

√
n, zy(n) = 1)

и где Sj(n− 1) := S(n)− ξ(j), t0(x, n) — точка, в которой достигается минимум
в определении (3.2) функции M(x, n).

Для любых ν > 0, � > 0, N < ∞ найдется T < ∞ такое, что равномерно
по v ∈ [x+ T, x+N

√
n] при n→∞

P(η(u) > n|S(n) ∈ �[v), zy(n) = 0) ≥ 1− ν + o(1). (5.7)
Для любых ν > 0, � > 0, N < ∞ найдется T < ∞ такое, что равномерно

по v ∈ [t0(x, n)−N
√
n, t0(x, n) +N

√
n] при n→∞ выполняется

P(η(u) > n | S(n) ≥ x+ T, Sγ(y)(n− 1) ∈ �[v), zy(n) = 1) ≥ 1− ν + o(1). (5.8)
Из (5.6)–(5.8) следует (5.4). Поскольку в зоне I2 выполняется (5.5), оценка снизу
(5.1) в зоне I2 доказана.

В зонах
I3 = {x� σ1(n),−u ∈ [0, T ]}, I4 = {x� σ1(n),−u� 1}

выберем y = x/2 и воспользуемся следующими соотношениями (которые про-
верим ниже).

Для любых ν > 0, T <∞ найдется N <∞ такое, что при n→∞
P+ ≤ (1 + ν)P+

1 (1 + o(1)), (5.9)
где
P+

1 := P(S(n) ≥ x+ T, |Sγ(y)(n− 1)− t0(x, n)| ≤ N
√
n, zy(n) = 1, zσ1(n)(n) = 1).

Для произвольного µ > 0 обозначим k−(u) := −u
d (1 − µ). В зоне I4 нам

необходимо следующее соотношение (которое проверим ниже).
Для любых ν > 0, � > 0, µ > 0, N < ∞ найдется T < ∞ такое, что

равномерно по v ∈ [t0(x, n)−N
√
n, t0(x, n)+N

√
n], k ∈ {1, . . . , k−(u)} при n→∞

P(η(u) > n | S(n) ≥ x+ T, Sk(n− 1) ∈ �[v), zy(n) = zσ1(n)(n) = 1, γ(y) = k)
≥ 1− ν + o(1). (5.10)

В зоне I3 нам необходимо следующее соотношение (которое проверим ни-
же).

Для любых ν > 0, � > 0, µ > 0, N < ∞ найдется T < ∞ такое, что
равномерно по v ∈ [t0(x, n)−N

√
n, t0(x, n)+N

√
n] и для любого фиксированного

k = 1, 2, . . . при n→∞
P(η(u) > n | S(n) ≥ x+ T, Sk(n− 1) ∈ �[v), zy(n) = zσ1(n)(n) = 1, γ(y) = k)

≥ P(η(u) > k − 1)− ν + o(1). (5.11)
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Из соотношений (5.9), (5.10) в зоне I4 в силу леммы 4.2 имеем

P ≥
k−(u)∑

k=1

P(η(u) > n, γ(y) = k) ≥ k−(u)
P+

n
(1 + o(1)).

Поскольку в этой зоне k−(u) ∼ Eη(u)(1− µ), оценка снизу (5.1) в зоне I4 дока-
зана.

Наконец, из соотношений (5.9), (5.11) в зоне I3 в силу леммы 4.2 для любого
m имеем

P ≥
m∑

k=1

P(η(u) > n, γ(y) = k) ≥
m∑

k=1

P(η(u) > k − 1)
P+

n
(1− ν + o(1)).

Так как в этой зоне при m→∞
m∑

k=1

P(η(u) > k − 1)→ Eη(u),

оценка снизу (5.1) в зоне I4 доказана. Таким образом, оценка снизу для всех
x �

√
n, x ≤ dn, получена, и нам следует обосновать соотношения (5.2), (5.3),

(5.6)–(5.11).
Соотношения (5.2), (5.6), (5.9) оценивают сверху вероятность

P+ = P(S(n) ≥ x)

и установлены в [1] (в ходе доказательства теоремы 4.2 из [1]).
Доказательства соотношений (5.3), (5.7), (5.8), (5.10), (5.11) в идейном

плане основаны на теоремах об условных вероятностях, полученных в [24]. Од-
нако непосредственное применение результатов работы [24] затруднено тем об-
стоятельством, что в нашем случае нет моментного условия Крамера и усло-
вия Крамера на характеристическую функцию, которые присутствуют в [24].
Поэтому мы докажем дополнительное утверждение, близкое к упомянутым ре-
зультатам из [24] (лемма 5.2 ниже), для формулировки которого необходимы
дополнительные обозначения.

Пусть случайные величины ξ(n), ξ(n)(1), ξ(n)(2), . . . независимы и одинаково
распределены, имеют нулевое среднее, «почти» единичную дисперсию и равно-
мерно интегрируемый третий абсолютный момент:

Eξ(n) = 0, b2(n) := Eξ2
(n) = 1 + o(1), lim sup

T→∞
sup
n≥1

E(|ξ(n)|3; |ξ(n)| ≥ T ) = 0. (5.12)

Обозначим S(n)(k) := ξ(n)(1) + · · · + ξ(n)(k), k ≥ 1, S(n)(0) = 0. В форму-
лировке леммы 5.2 мы рассматриваем общий случай, отступая от соглашения
рассматривать только нерешетчатый случай, принятого после формулировки
леммы 5.1.

Лемма 5.2. Пусть фиксированы произвольное � > 0 в случае [R] и � = h
в случае [Zh]. Тогда

(i) равномерно по x ∈ (−∞,∞)

P(Sn(n) ∈ �[x)) =
�√
2πn

(e−
x2

2b2(n)n + o(1)), n→∞; (5.13)

(ii) для произвольных ν > 0, d > 0 найдется T <∞ такое, что

P( max
1≤k≤n

{S(n)(k)− dk} ≥ T | S(n)(n) ∈ �[0)) ≤ ν + o(1), n→∞.
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Доказательство. Утверждение (i) является частным случаем теорем 1, 2
в [25]. Докажем утверждение (ii). Для упрощения доказательства положим
d = 1. Обозначим
S(n) := max

k≥0
{S(n)(k)− k}, γ(n) := inf{k ≥ k1 : S(n)(k) ≥ k1 + 2T}, k1 := [n2/3].

Обозначим через χ− первую неположительную сумму среди S(n)(k) − k, k =
1, 2, . . . , p = P(S(n) = 0). В силу известных факторизационных тождеств (см.,
например, [26])

EeitS(n)(1−Eeit(ξ(n)−1)) = p(1−Eeitχ−).

Из этого равенства получаем

ES(n) =
Eξ2

(n) + 1− pEχ2
−

2|E(ξ(n) − 1)|
≤

Eξ2
(n) + 1

2
= 1 + o(1).

Поэтому

P(S(n) ≥ T ) ≤
ES(n)

T
≤ 1 + o(1)

T
.

Следовательно, для любого ν > 0 найдется T1 <∞ такое, что
P(S(n) ≥ T1) ≤ ν. (5.14)

В силу неравенства Чебышева для некоторой функции ε(k) = o(1)

P
(∣∣∣∣

S(n)(k)√
k

∣∣∣∣ ≥ d
√
k

)
≤ ε(k)

k3/2 , k →∞. (5.15)

Далее,

P(S(n)(n) ≥ k1 + T ) ≥
n∑

k=k1

P(S(n)(n) ≥ k1 + T, γ(n) = k)

≥
n∑

k=k1

P(S(n)(n) ≥ k1 + T, S(n)(n)− S(n)(k) ≥ −T, γ(n) = k)

=
n∑

k=k1

P(S(n)(n)− S(n)(k) ≥ −T, γ(n) = k)

=
n∑

k=k1

P(S(n)(n)− S(n)(k) ≥ −T )P(γ(n) = k)

≥ min
k1≤k≤n

P(S(n)(n)− S(n)(k) ≥ −T )P( max
k1≤k≤n

S(n)(k) ≥ k1 + 2T ).

Таким образом,
P( max

k1≤k≤n
{S(n)(k)− k} ≥ 2T ) ≤ P( max

k1≤k≤n
{S(n)(k)} ≥ k1 + 2T )

≤ 1
q
P(S(n)(n) ≥ k1 + T ), q := inf

k≥1
P(S(n)(k) ≥ −T ).

Для некоторой константы с < ∞, зависящей только от E|ξ(n)|3, выполняются
неравенства:

P(S(n)(k) ≥ −T ) ≥ 1− ck3/2

T 3 ≥ 1
2
− ck3/2

T 3

в силу неравенства Чебышева,

P(S(n)(k) ≥ −T ) ≥ P
(
ζ ≥ − T√

k

)
− c√

k
≥ 1

2
− c√

k
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ввиду неравенства Берри — Эссена для случайной величины ζ с нормальным
(0, 1) распределением. Поэтому для некоторого T = T0, зависящего только от
E|ξ(n)|3, выполняется q ≥ 1

6 и в силу (5.15)

P( max
k1≤k≤n

{S(n)(k)− k} ≥ 2T0) ≤ 6P(S(n)(n) ≥ k1 + T0) = o(1/
√
n), n→∞.

(5.16)
Оценим далее для Nn :=

√
k1n1/6, θ ∈ [0, 1]

P( max
1≤k≤k1

{S(n)(k)− k} ≥ T, S(n)(n) ∈ �[0))

= P( max
1≤k≤k1

{S(n)(k)−k} ≥ T, S(n)(n) ∈ �[0), |S(n)(k1)| ≤ Nn)+θP(|S(n)(k1)| ≥ Nn).

Выбор k1, Nn и неравенства (5.15) дают
P(|S(n)(k1)| ≥ Nn) ≤ o(1/

√
n),

тем самым с учетом (5.16) получаем
P( max

1≤k≤n
{S(n)(k)− k} ≥ T, S(n)(n) ∈ �[0))

= P( max
1≤k≤k1

{S(n)(k)− k} ≥ T, S(n)(n) ∈ �[0), |S(n)(k1)| ≤ Nn) + o(1/
√
n).

Представим вероятность в правой части последнего равенства в виде
P( max

1≤k≤k1
{S(n)(k)− k} ≥ T, S(n)(n) ∈ �[0), |S(n)(k1)| ≤ Nn)

=
Nn∫

−Nn

P( max
1≤k≤k1

{S(n)(k)− k} ≥ T, S(n)(k1) ∈ dv)P(S(n)(n− k1) ∈ �[−v)).

Используя интегро-локальное утверждение (5.13) и учитывая, что N2
n

n−k1
= o(1),

приходим к равномерному по |v| ≤ Nn соотношению

P(S(n)(n− k1) ∈ �[−v)) ≤ �√
2πn

(1 + o(1)), n→∞.

Поэтому для T = max{2T0, T1} будет
P( max

1≤k≤n
{S(n)(k)− k} ≥ T, S(n)(n) ∈ �[0))

≤ P( max
1≤k≤n

{S(n)(k)− k} ≥ T )P(S(n)(n) ∈ �[0))(1 + o(1))

и в силу (5.14)
P( max

1≤k≤n
{S(n)(k)− k} ≥ T | S(n)(n) ∈ �[0))

≤ P( max
1≤k≤n

{S(n)(k)− k} ≥ T ) + o(1) ≤ P(S(n) ≥ T1) ≤ ν + o(1).

Лемма 5.2 доказана.

Докажем теперь с помощью леммы 5.2 соотношение (5.3). Рассматривая
обращенное блуждание S(n)−S(n− 1), S(n)−S(n− 2), . . . , приходим к необхо-
димости оценить снизу условную вероятность
P := P( min

1≤k≤n
{−S(k) + (k/n)v− (d− v/n)k ≥ −T | −S(n) + v ∈ �[0), zy(n) = 0}).

Выполним преобразование Крамера и рассмотрим новые случайные величины
ξλ,y с распределением

P(ξy,λ < t) :=
E(eλξ, ξ ≤ y, ξ < t)

ϕy(λ)
, ϕy(λ) := E(eλξ, ξ ≤ y).
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Для функции λy(α), являющейся решением уравнения

ϕ′y(λ)
ϕy(λ)

= α,

где производная берется по аргументу λ, определим новые случайные величины
ξα,y = ξλ(α),y −α. Как установлено при доказательстве теорем 4.1–4.4 в [1], для
случайных величин ξ

v
n ,y(1), . . . , ξ

v
n ,y(n) в зоне v ∈ [x + T, x + N

√
n] выполнены

условия (5.12) и, кроме того, λy
(
v
n

)
= o(1). Поэтому, используя преобразование

Крамера и учитывая последнее соотношение, получаем

P = P( min
1≤k≤n

{−S v
n ,y(k)−(d−v/n)k ≥ −T | −S v

n ,y(n) ∈ �[0), zy(n) = 0})(1+o(1)).

Применяя к правой части лемму 5.2, завершаем доказательство соотношения
(5.3).

Докажем соотношение (5.11) в зоне u ∈ [−N, 0]. Для фиксированного k ∈
{1, 2, . . . } можно выбрать T1 < ∞ такое, что P(S(k − 1) − (k − 1)d ≥ T1) ≤
ν. Поэтому достаточно доказать неравенство (5.11), в правой части которого
вместо P(η(u) > k− 1)− ν + o(1) помещено P(η(u) > k− 1, S(k− 1)− (k− 1)d <
T1)− ν + o(1). Далее,

P(η(u) > n | S(n) ≥ x+ T, Sk(n− 1) ∈ �[v), zy(n) = zσ1(n)(n) = 1, γ(y) = k)

≥
T1∫

u

P(η(u) > k − 1, S(k − 1)− (k − 1)d ∈ dw)Q(u− w, n′),

где для n′ = n− k + 1, x′ = u− w + n′d

Q(u− w, n′) := P(η(u− w) > n′ | S(n′) ≥ x′ + T, S1(n′ − 1) ∈ �[v), zy(n′)

= zσ1(n)(n′) = 1, γ(y) = 1).

Мы свели доказательство (5.11) для произвольного фиксированного k ∈ {1, 2, . . . }
к доказательству (5.11), в котором k = 1, аргумент n заменен аргументом
n′ = n − k + 1, а уровни срезок y и σ1(n) остались прежними. Доказатель-
ство этого «подправленного» соотношения (5.11) осуществляется с помощью
обращенного блуждания и леммы 5.2 точно так же, как это сделано для до-
казательства соотношения (5.3). Поскольку проверка соотношений (5.7), (5.8),
(5.10) осуществляется аналогичным образом, оценка снизу, необходимая для
доказательства теоремы 3.2, установлена. Теорема 3.2 доказана.

Я выражаю свою благодарность С. Г. Фоссу, который обратил мое внима-
ние на рассматриваемую в работе проблему, В. В. Шнееру, который любезно
предоставил мне библиографию по этой тематике, и А. А. Боровкову за весьма
полезные замечания и обсуждения.
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