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К ИССЛЕДОВАНИЮ СХОДИМОСТИ

ПРОЕКЦИОННО–РАЗНОСТНОГО МЕТОДА

ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
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Аннотация: Рассматривается задача Коши для абстрактного квазилинейного ги-
перболического уравнения в гильбертовом пространстве с переменными оператор-
ными коэффициентами и с негладким (только интегрируемым по Бохнеру) свобод-
ным членом. Исследуется схема приближенного решения этой задачи, являющаяся
комбинацией схемы метода Галёркина по пространству и трехслойной разностной
схемы с весами по времени. Устанавливается априорная энергетическая оценка по-
грешности при отсутствии каких-либо специальных условий на проекционные под-
пространства. Эта оценка конкретизируется для случаев, когда дискретизация по
пространству проводится методом конечных элементов (для уравнения с частными
производными) и методом Галёркина в форме Михлина.

Ключевые слова: абстрактное гиперболическое уравнение, проекционно-разност-
ный метод, метод Галёркина, трехслойная разностная схема, оценка погрешности.

Введение

В статье рассматривается задача Коши для абстрактного квазилинейного
гиперболического уравнения в вещественном сепарабельном гильбертовом про-
странстве H:

u′′(t) +A(t)u(t) +B(t, u(t)) = f(t), (0.1)

u(0) = u′(0) = 0, (0.2)

где t ∈ [0, T ] ⊂ R, u и f — искомая и заданная функции соответственно, A(t)
(0 ≤ t ≤ T ) — неограниченные самосопряженные положительно определенные
операторы, действующие в H и имеющие общую область определения (следо-
вательно, эти операторы порождают одно и то же, с точностью до эквивалент-
ных скалярных произведений, энергетическое пространство, которое обозначим
через V ), B : [0, T ] × V → H — нелинейный оператор. Условия на оператор-
ные коэффициенты уравнения (0.1) подробно сформулированы ниже в разд. 1.
Свободный член f уравнения (0.1) предполагается негладким (принадлежащим
только пространству L1(0, T ;H) функций со значениями в H, интегрируемых
по Бохнеру на [0, T ]), так что задача (0.1), (0.2) имеет, вообще говоря, лишь
обобщенное решение.

Для задачи (0.1), (0.2) исследуется сходимость схемы проекционно-раз-
ностного метода, являющейся комбинацией схемы метода Галёркина по про-
странству и трехслойной разностной схемы с весами по времени (по перемен-
ной t). Устанавливается априорная энергетическая оценка погрешности при от-
сутствии каких-либо специальных условий на проекционные подпространства
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метода Галёркина. Полученная оценка (см. (2.1) ниже) гарантирует сильную
сходимость приближенных решений к точному в энергетической норме при
любом выборе последовательности проекционных подпространств, предельно
плотной в пространстве V . Аналогичная оценка погрешности полудискретно-
го метода Галёркина (без дискретизации по времени) установлена в [1]. По-
видимому, не только полученная в настоящей работе оценка погрешности, но
и сам факт сходимости в энергетической норме проекционно-разностного мето-
да для гиперболических, в том числе линейных, уравнений второго порядка в
такой общей ситуации — произвольные проекционные подпространства, един-
ственное условие f ∈ L1(0, T ;H) на свободный член и вследствие этого суще-
ствование лишь обобщенного точного решения — является новым результатом.

Полученная оценка погрешности конкретизируется в разд. 3 для случая
дискретизации по пространству уравнения с частными производными методом
конечных элементов и для другого варианта построения проекционных под-
пространств, идея которого восходит к работе [2] (метод Галёркина в форме
Михлина).

Ранее энергетические оценки погрешности проекционно-разностного мето-
да для абстрактных гиперболических уравнений устанавливались в [3–6]. В [3],
как и в настоящей статье, рассматривался случай негладкого свободного чле-
на, но предполагалось, что дискретизация по пространству проводится методом
Галёркина в форме Михлина. Кроме того, в [3] в отличие от настоящей статьи
исследование проводилось для линейного уравнения и только для чисто неяв-
ной по времени вычислительной схемы. В [4–6] рассматривался общий случай
задания проекционных подпространств, не обязанных удовлетворять никаким
специальным условиям, но оценки погрешности устанавливались при гладкости
точного решения более высокой, чем в настоящей работе.

В литературе неоднократно приводились энергетические оценки погрешно-
сти проекционно-разностного метода для гиперболических уравнений с част-
ными производными второго порядка (см., например, [7–10]). Однако все из-
вестные нам оценки такого рода в ситуациях, соответствующих рассматривае-
мой в настоящей работе — свободный член, удовлетворяющий только условию
f ∈ L1(0, T ;H), и существование лишь обобщенного точного решения — либо во-
обще неприменимы, либо фактически не гарантируют сходимости метода. Кро-
ме того, все известные нам работы по выводу оценок погрешности проекционно-
разностного метода для гиперболических уравнений с частными производными
ориентированы на метод конечных элементов дискретизации по пространству,
и поэтому из результатов этих работ в отличие от настоящей статьи не следует
сходимость метода при произвольном выборе последовательности проекцион-
ных подпространств, удовлетворяющей только условию предельной плотности
в энергетическом пространстве.

В статье используются стандартные обозначения пространств: L (X;Y ),
Ck([0, T ];X), Lp(0, T ;X), где X и Y — линейные нормированные пространства,
k = 0 или k = 1, p = 1 или p = ∞; [0, T ] — отрезок оси R (см., например, [11,
с. 579]), а также следующие обозначения: L (X) = L (X;X); B(X) — простран-
ство симметричных билинейных форм b(·, ··) в X, для которых

‖b‖B(X) = sup
‖x1‖X=‖x2‖X=1

|b(x1, x2)| <∞;

L1(0, T ) = L1(0, T ;R); W k,p(0, T ;X) (k = 1 или k = 2, p = 1 или p = ∞) —
пространство функций из Ck−1([0, T ];X), производные k-го порядка которых,
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понимаемые в смысле распределений [11, с. 20], принадлежат Lp(0, T ;X).

1. Исходные условия, схема проекционно-разностного
метода, вспомогательные результаты

В вещественном сепарабельном гильбертовом пространстве H на отрезке
[0, T ] ⊂ R будем рассматривать задачу (0.1), (0.2). В уравнении (0.1) A(t)
(0 ≤ t ≤ T ) — неограниченные самосопряженные положительно определенные
в H операторы с общей областью определения D, причем оператор (A(0))−1,
обратный к A(0), компактен в H. В силу теоремы Гайнца [12, с. 177] все опе-
раторы (A(t))1/2 также имеют общую область определения, которую обозначим
через V . Введем на D норму ‖ · ‖D = ‖A(0) · ‖H , тем самым превратим D в
банахово пространство. Примем, что для всех x ∈ D и t ∈ [0, T ]

‖x‖D ≤ a0‖A(t)x‖H , (1.1)

где a0 — константа, не зависящая от x и t. Обозначим энергетическое скалярное
произведение, порожденное оператором A(t), через a(t, ·, ··), т. е. a(t, x1, x2) =
((A(t))1/2x1, (A(t))1/2x2)H , t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ V . Снабдив V скалярным произ-
ведением (·, ··)V = a(0, ·, ··) и соответственно нормой ‖ · ‖V = (·, ·)1/2V , превратим
это множество в сепарабельное гильбертово пространство. Будем считать, что
функция t 7→ a(t, ·, ··) принадлежит W 2,1(0, T ;B(V )). Оператор B в уравнении
(0.1), вообще говоря, нелинейный, действует из [0, T ]×V в H и имеет производ-
ную Фреше DB[t, x] ∈ L (R⊕V ;H) в каждой точке (t, x) ∈ [0, T ]×V . Обозначим
β1(t, r) = sup

‖x‖V ≤r
‖DB[t, x](1, 0)‖H , β2(r) = sup

0≤t≤T, ‖x‖V ≤r
‖DB[t, x](0, ·)‖L (V ;H).

Будем предполагать, что для любого r ≥ 0 функция t 7→ β1(t, r) принадлежит
L1(0, T ), а β2(r) < ∞. На свободный член уравнения (0.1) налагаем условие
f ∈ L1(0, T ;H).

Отметим для дальнейшего два следствия принятых условий на оператор B.
Учитывая определение функции β2, с помощью формулы конечных приращений
[13, с. 482] получаем неравенство

‖B(t, x1)−B(t, x2)‖H ≤ β2(max(‖x1‖V , ‖x2‖V ))‖x1 − x2‖V , (1.2)

где t — любое число из [0, T ], x1 и x2 — любые элементы V . Следуя доказа-
тельству леммы 2 в [14], легко показать, что существует неубывающая функция
β : [0,+∞[→ [0,+∞[ такая, что для любых t ∈ [0, T ] и x ∈ V

‖B(t, x)‖H ≤ β(‖x‖V ). (1.3)

Зададим произвольную последовательность {Vn}∞n=1 конечномерных под-
пространств пространства V и зафиксируем числа σ1, σ2, δ ∈ R, σ1 ≥ σ2, δ > 0.
Будем использовать следующие обозначения: Pn — ортопроектор на Vn в про-
странстве H; An(t), t ∈ [0, T ], — действующий в Vn оператор, определенный из
тождества (An(t)x1n, x2n)H = a(t, x1n, x2n), x1n, x2n ∈ Vn; x(1)

k = (xk+1 − xk)/τ
(k = 0, s− 1), x(2)

k =
(
x(1)
k −x

(1)
k−1

)
/τ , xk,σ1,σ2 = σ1xk+1 + (1−σ1−σ2)xk +σ2xk−1

(k = 1, s− 1), где {xk}sk=0 — какой-либо конечный набор элементов простран-
ства V , τ — заданное положительное число.

Исследуемая схема проекционно-разностного метода для задачи (0.1), (0.2)
имеет вид

y(2)
k +An(kτ)yk,σ1,σ2 + PnB(kτ, yk) = Pnfk (k = 1, s− 1), (1.4)
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y0 = y1 = 0, yk ∈ Vn (k = 2, s). (1.5)

Здесь n ∈ N и τ ∈]0, T/2] — заданные числа, s = max{k ∈ N | kτ ≤ T},

fk =
1
2τ

(k+1)τ∫

(k−1)τ

f(t) dt.

Все рассматриваемые пары значений (n, τ) всюду в этой работе считаем такими,
что (

σ1 + σ2

2
− 1 + δ

4

)
τ2An(kτ) + En ≥ 0 (k = 1, s− 1), (1.6)

где En — тождественный оператор в Vn и операторное неравенство понимается
в смысле скалярного произведения пространства H. Условия σ1 ≥ σ2 и (1.6)
получаются, если записать для главной линейной части уравнения (1.4) (без
члена PnB(kτ, yk)) известные в теории линейных операторно-разностных схем
условия устойчивости (см. [15, с. 363; 16, с. 235]). Множество всех пар (n, τ) ∈
N×]0, T/2], удовлетворяющих (1.6), обозначим через U .

При любом выборе (n, τ) ∈ U задача (1.4), (1.5) имеет единственное реше-
ние {yk}sk=0 в силу того, что операторный коэффициент τ−2En + σ1An(kτ) при
yk+1 в (1.4) положителен в смысле скалярного произведения пространства H
при любом k = 1, s− 1, что является следствием условий σ1 ≥ σ2 и (1.6). Ре-
шение задачи (1.4), (1.5), соответствующей некоторой паре значений (n, τ) ∈ U ,
будем трактовать как приближенное решение задачи (0.1), (0.2), построенное
проекционно-разностным методом.

Всюду ниже считаем, что функция f продолжена нулем на ]T,+∞[ и по
нечетности на ]−∞, 0[. Для любого ε > 0 определим функцию fε ∈W 1,1(0, T ;H)
равенством

fε(t) =
1
2ε

t+ε∫

t−ε

f(θ) dθ

(fε — функция Стеклова для функции f ; см., например, [17, с. 156]). Нуж-
ные для дальнейшего свойства функции fε отмечены в [1]. Наряду с исходной
задачей (0.1), (0.2) и схемой (1.4), (1.5) будем рассматривать задачу

v′′(t) +A(t)v(t) +B(t, v(t)) = fε(t), (1.7)

v(0) = v′(0) = 0 (1.8)

и соответствующую ей схему проекционно-разностного метода:

z(2)
k +An(kτ)zk,σ1,σ2 + PnB(kτ, zk) = Pnfε,k (k = 1, s− 1), (1.9)

z0 = z1 = 0, zk ∈ Vn (k = 2, s), (1.10)

где (n, τ) ∈ U , s = max{k ∈ N | kτ ≤ T},

fε,k =
1
2τ

(k+1)τ∫

(k−1)τ

fε(t) dt.

Из сказанного выше об однозначной разрешимости задачи (1.4), (1.5) следует,
что и задача (1.9), (1.10) при любом выборе ε > 0 и (n, τ) ∈ U имеет единствен-
ное решение {zk}sk=0.
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Будем пользоваться определением обобщенного решения задачи (0.1), (0.2),
принятым в [1].

Определение. Пусть T0 ∈]0, T ], ε > 0. Функцию v : [0, T0] → V назовем
сильным решением задачи (1.7), (1.8) на отрезке [0, T0], если v ∈W 2,∞(0, T0;H)
∩W 1,∞(0, T0;V ), для почти всех t ∈ [0, T0] значения v(t) принадлежат D, функ-
ция t 7→ A(t)v(t) принадлежит L∞(0, T0;H) и функция v удовлетворяет уравне-
нию (1.7) при почти всех t ∈ [0, T0] и начальным условиям (1.8).

Сформулируем результаты об однозначной разрешимости задач (0.1), (0.2)
и (1.7), (1.8) и приведем нужные для дальнейшего оценки решений задачи (1.7),
(1.8) и приближенных задач (1.4), (1.5) и (1.9), (1.10).

Теорема 1. Существует такое число T0 ∈]0, T ], что верны следующие
утверждения:

1) обобщенное решение u задачи (0.1), (0.2) на отрезке [0, T0] существует и
единственно;

2) для любого ε > 0 сильное решение v задачи (1.7), (1.8) на отрезке [0, T0]
существует и единственно и имеют место оценки

max
0≤t≤T0

‖v(t)‖V ≤ c1, (1.11)

sup ess
0≤t≤T0

(‖v′′(t)‖H + ‖v′(t)‖V ) ≤ c2(‖f ′ε‖L1(0,T0;H) + 1), (1.12)

sup ess
0≤t≤T0

‖v(t)‖D ≤ c3(‖f ′ε‖L1(0,T0;H) + 1), (1.13)

где c1, c2, c3 — константы, не зависящие от ε;
3) при любом выборе (n, τ) ∈ U , где τ ≤ T0/2, и ε > 0 для решений задач

(1.4), (1.5) и (1.9), (1.10) имеют место оценки

max
0≤k≤s0

‖yk‖V ≤ c4, max
0≤k≤s0

‖zk‖V ≤ c4, (1.14)

а если τ достаточно мало (τ ≤ τ0, где τ0 ∈]0, T0/2] — константа, не зависящая
от n и ε), то имеет место также оценка

max
1≤k≤s0−1

∥∥z(2)
k

∥∥
H

+ max
0≤k≤s0−1

∥∥z(1)
k

∥∥
V
≤ c5(‖f ′ε‖L1(0,T0;H) + 1); (1.15)

в (1.14), (1.15) s0 = max{k ∈ N | kτ ≤ T0}, c4 и c5 — константы, не зависящие от
n, τ и ε.

Доказательство сформулированной теоремы проводится в основном извест-
ными методами, поэтому мы здесь только кратко охарактеризуем его основные
этапы. Утверждение об однозначной обобщенной разрешимости задачи (0.1),
(0.2) является следствием соответствующего результата работы [1] (доказанно-
го при несколько более общих условиях на оператор B, чем принятые в настоя-
щей работе). Доказательство однозначной сильной разрешимости задачи (1.7),
(1.8) проводится по схеме, изложенной в [11, гл. 1, пп. 1.4–1.6], с добавлением
элементов техники работы [1]. При построении сильного решения задачи (1.7),
(1.8) используются полудискретные аппроксимации Галёркина и для них уста-
навливаются априорные оценки вида (1.11) и (1.12) соответственно с помощью
леммы Бихари [18, с. 189, теорема 3] и леммы Гронуолла [19, с. 191]. Сами же
оценки (1.11) и (1.12) для точного решения задачи (1.7), (1.8) получаются из со-
ответствующих оценок аппроксимаций Галёркина для этой задачи предельным
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переходом. Оценку (1.13) устанавливаем, выражая A(t)v(t) из (1.7), оценивая
в полученном выражении (в норме ‖ · ‖H) v′′(t) с помощью (1.12), B(t, v(t)) с
помощью (1.3), (1.11) и fε(t) с помощью неравенства (5.8) работы [1] и затем
учитывая (1.1). При получении оценок (1.14) и (1.15) используется в основном
известная техника вывода сеточных энергетических оценок (см. [15, гл. VI, § 3,
пп. 2–5, 9; 16, гл. IV, § 1, пп. 4, 7, § 2, п. 6]), причем при получении оценок (1.14)
применяется дискретный аналог леммы Бихари [20].

Отметим, что при выводе оценок (1.13) и (1.15) в полной мере используются
принадлежность функции t 7→ a(t, ·, ··) пространству W 2,1(0, T ;B(V )) и приня-
тые выше условия на оператор B. Что касается ограничений на T0, то они
возникают по причине значительной общности принятых условий на оператор
B при использовании в доказательстве теоремы 1 леммы Бихари и ее дискрет-
ного аналога. Всюду ниже под T0 следует понимать любое фиксированное число
из ]0, T ], реализующее все утверждения теоремы 1. Если же уравнение (0.1) —
линейное (B(t, u(t)) = B0(t)u(t), где, например, B0 ∈ C1([0, T ];L (V ;H))), то
ограничения на T0 не возникают, так как тогда при доказательстве теоремы 1
все оценки решений рассматриваемых задач выводятся с помощью леммы Гро-
нуолла и ее дискретного аналога [16, с. 171, лемма 4]. Таким образом, в случае
линейного уравнения (0.1) можно считать, что T0 = T .

2. Основной результат

Будем использовать обозначения: Rn — оператор E −Qn, где E — тожде-
ственный оператор в пространстве V , Qn — ортопроектор V на Vn (в смысле ска-
лярного произведения (·, ··)V ); ρn = ‖Rn‖L (D;V ) ≡ ‖Rn(A(0))−1‖L (H;V ); ωf,T0 —
интегральный модуль непрерывности функции f на отрезке [0, T0] (ср. [17,
с. 215]):

ωf,T0(ε) = sup
|θ|≤ε

T0∫

0

‖f(t+ θ)− f(t)‖H dt, ε > 0.

Основным результатом настоящей работы является

Теорема 2. При любом выборе (n, τ) ∈ U , где τ достаточно мало (τ ≤ τ0,
где τ0 — константа, не зависящая от n, указанная в теореме 1), справедлива
оценка погрешности схемы (1.4), (1.5):

max
0≤k≤s0−1, 0≤λ≤1

[∥∥y(1)
k − u

′((k + λ)τ)
∥∥
H

+ ‖yk − u((k + λ)τ)‖V
]

≤ c0ωf,T0

(
ρ1/2
n + τ1/2)+ c

(
ρ1/2
n + τ1/2), (2.1)

где s0 = max{k ∈ N | kτ ≤ T0}, {yk}sk=0 — решение задачи (1.4), (1.5), u —
обобщенное решение задачи (0.1), (0.2) на отрезке [0, T0], c0 и c — константы, не
зависящие от n и τ .

Замечание. Если последовательность подпространств {Vn}∞n=1 предель-
но плотна в V , то ρn → 0, n → ∞ (см. [1, разд. 4, лемма]). Поскольку
также ωf,T0(ε) → 0, ε → 0 (это легко доказать, пользуясь плотностью про-
странства C0([0, T0];H) в L1(0, T0;H) и равномерной непрерывностью на [0, T0]
любой функции из C0([0, T0];H)), имеем ωf,T0

(
ρ1/2
n + τ1/2

)
→ 0, n→∞, τ → 0,

так что оценка (2.1) гарантирует сходимость

max
0≤k≤s0−1, 0≤λ≤1

[∥∥y(1)
k − u

′((k + λ)τ)
∥∥
H

+ ‖yk − u((k + λ)τ)‖V
]
→ 0
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при n→∞, τ → 0, (n, τ) ∈ U .
Доказательство теоремы 2. Зафиксируем (n, τ) ∈ U , где τ ≤ τ0. Будем

исходить из неравенства, являющегося следствием аксиомы треугольника для
норм ‖ · ‖H и ‖ · ‖V :

max
0≤k≤s0−1, 0≤λ≤1

[∥∥y(1)
k −u

′((k+λ)τ)
∥∥
H

+‖yk−u((k+λ)τ)‖V
]
≤M1+M2+M3, (2.2)

где
M1 = max

0≤t≤T0
[‖u′(t)− v′(t)‖H + ‖u(t)− v(t)‖V ],

M2 = max
0≤k≤s0−1

∥∥y(1)
k − z

(1)
k

∥∥
H

+ max
0≤k≤s0

‖yk − zk‖V ,

M3 = max
0≤k≤s0−1, 0≤λ≤1

[∥∥z(1)
k − v

′((k + λ)τ)
∥∥
H

+ ‖zk − v((k + λ)τ)‖V
]
,

v — сильное решение на отрезке [0, T0] задачи (1.7), (1.8), соответствующей
некоторому (пока произвольному) значению ε > 0, {zk}sk=0 — решение задачи
(1.9), (1.10), соответствующей тому же самому значению ε. Поочередно оценим
сверху величины M1, M2, M3.

Ясно, что функцию w = u − v можно рассматривать как обобщенное ре-
шение на отрезке [0, T0] задачи w′′(t) + A(t)w(t) = ϕ(t), w(0) = w′(0) = 0 со
свободным членом ϕ(t) = f(t) − fε(t) + B(t, v(t)) − B(t, u(t)). Для этой задачи
имеет место энергетическое равенство [21, с. 308]. Применив к нему стандарт-
ную технику вывода энергетических оценок (см. [11, с. 23–24; 21, с. 297–298; 22,
с. 203–205]), с помощью (1.2) и (1.11) получим

M1 ≤ d1‖f − fε‖L1(0,T0;H), (2.3)

где d1 — константа, не зависящая от ε.
Почленно вычтем (1.9) из (1.4). К полученному уравнению применим из-

вестную технику вывода сеточных энергетических оценок (см. [15, гл. VI, § 3;
16, гл. IV, § 1, 2]), учитывая начальные условия y0 = y1 = z0 = z1 = 0 (см. (1.5),
(1.10)) и используя условия σ1 ≥ σ2, (1.6), неравенство (1.2) и оценки (1.14). В
результате будем иметь

M2 ≤ d2τ
s0−1∑

k=1

‖fk − fε,k‖H ,

где d2 — константа, не зависящая от n, τ и ε. Простым следствием определений
элементов fk и fε,k является неравенство

τ
s0−1∑

k=1

‖fk − fε,k‖H ≤ ‖f − fε‖L1(0,T0;H).

Из двух последних неравенств следует, что

M2 ≤ d2‖f − fε‖L1(0,T0;H). (2.4)

Чтобы оценить должным образом величину M3, действуем в основном по
образцу доказательств теоремы 4 в [4] и теоремы 2 в [5] (исходным задачам и
схемам проекционно-разностного метода, рассматривавшимся в [4, 5], в данном
случае соответствуют задача (1.7), (1.8) и схема (1.9), (1.10)). Дополнительно,
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используя оценки (1.11)–(1.13), вторую оценку (1.14) и оценку (1.15), выража-
ем зависимость от ε констант, возникающих в процессе вывода искомой оценки
величины M3, в виде либо линейной, либо квадратичной зависимости только
от ‖f ′ε‖L1(0,T0;H), а некоторые из этих констант получаем вообще не зависящи-
ми от ε. Отметим также следующее отличие вывода нужной здесь оценки от
указанных доказательств: неравенству (3.21) работы [4] и первому неравенству
(21) работы [5] здесь должно было бы точно соответствовать неравенство

(
v(2)
k − z

(2)
k , Rn,k(vk+1 − vk−1)

)
H
≤ C1(‖f ′ε‖L1(0,T0;H) + 1)ρn

(k+1)τ∫

(k−1)τ

‖Rnv
′(t)‖V dt,

(2.5)
в котором k — любое натуральное число, не превосходящее s0 − 1, vj = v(jτ)
(j = k, k ± 1), C1 — константа, не зависящая от n, τ , k и ε, а Rn,k = E − Qn,k,
где, в свою очередь, E — тождественный оператор в V , Qn,k — ортопроектор V
на Vn в смысле скалярного произведения a(kτ, ·, ··); фактически же мы вместо
(2.5) получаем и используем неравенство

(
v(2)
k − z

(2)
k , Rn,k(vk+1 − vk−1)

)
H
≤ C2(‖f ′ε‖L1(0,T0;H) + 1)2ρnτ, (2.6)

где C2 — константа, не зависящая от n, τ , k и ε (легко видеть, что (2.6) следует
из (2.5) в силу элементарного неравенства ‖Rn‖L (V ) ≤ 1 и оценки (1.12)).

Итак, действуя, как только что сказано, имеем следующую оценку величи-
ны M3 (аналог оценки (3.1) из [4] и оценки (13) из [5]):

M3 ≤ d3(‖f ′ε‖L1(0,T0;H) + 1)
(
ρ1/2
n + τ1/2), (2.7)

где d3 — константа, не зависящая от n, τ и ε.
Теперь оценим сверху правую часть неравенства (2.2) с помощью (2.3), (2.4)

и (2.7), а затем применим неравенства (2.5) работы [1]. Тогда

max
0≤k≤s0−1, 0≤λ≤1

[∥∥y(1)
k − u

′((k + λ)τ)
∥∥
H

+ ‖yk − u((k + λ)τ)‖V
]

≤
(
d1 + d2 + d3ε

−1(ρ1/2
n + τ1/2))ωf,T0(ε) + d3

(
ρ1/2
n + τ1/2). (2.8)

До сих пор ε > 0 предполагалось произвольным. Теперь примем в (2.8)
ε = ρ1/2

n + τ1/2, тогда получим оценку (2.1) с константами c0 = d1 + d2 + d3 и
c = d3, очевидно, не зависящими от n и τ . Теорема 2 доказана.

3. Примеры

Пусть задача (0.1), (0.2) — первая начально-краевая задача для гипербо-
лического уравнения с частными производными второго порядка в цилиндре
�× [0, T ], где � — ограниченная область в Rm (m ∈ N), и пусть проекционные
подпространства Vn для этой задачи строятся методом конечных элементов. В
данном случае H = L2(�), A(t) (0 ≤ t ≤ T ) — эллиптические операторы второ-
го порядка, заданные на D = H2(�) ∩H1

0 (�), V = H1
0 (�) (здесь используются

обозначения пространств Соболева, принятые в [11, 21]), f ∈ L1(0, T ;L2(�)),
а для величины ρn характерна оценка ρn = O(hn), где hn — максимальный
из диаметров конечных элементов, порождающих подпространство Vn. Ука-
занная оценка выводится, например, на основе теоремы 3.2.1 из [23, с. 135]
(подробнее об этом см. [6, разд. 4]). Используя эту оценку и учитывая, что
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ωf,T0(O(ε)) = O(ωf,T0(ε)), ε > 0 (данное соотношение является простым след-
ствием определения интегрального модуля непрерывности, ср. [17, с. 216]), полу-
чаем из (2.1) соответствующую рассматриваемой ситуации оценку погрешности
схемы (1.4), (1.5):

max
0≤k≤s0−1, 0≤λ≤1

[∥∥y(1)
k − u

′((k + λ)τ)
∥∥
L2(�) + ‖yk − u((k + λ)τ)‖H1

0 (�)
]

= O
(
ωf,T0

(
h1/2
n + τ1/2)+ h1/2

n + τ1/2).

Подобные оценки (при единственном условии f ∈ L1(0, T ;L2(�)) на свободный
член и при отсутствии априорных требований гладкости точного решения более
высокой, чем гладкость обобщенного решения) до сих пор были, по-видимому,
неизвестны даже для линейных задач.

Вернемся к исходной абстрактной задаче (0.1), (0.2) и рассмотрим другой
вариант дискретизации по пространству, идея которого восходит к [2], когда в
качестве Vn берутся собственные подпространства некоторого самосопряженно-
го положительно определенного в H оператора A0, область определения кото-
рого совпадает с D (метод Галёркина в форме Михлина). Тогда, как нетрудно
показать, ρn = O(µ−1/2

n ), где µn — минимальное из собственных значений опе-
ратора A0, соответствующих его собственным элементам, не принадлежащим
Vn. Поэтому в данном случае из (2.1) следует оценка

max
0≤k≤s0−1, 0≤λ≤1

[∥∥y(1)
k − u

′((k + λ)τ)
∥∥
H

+ ‖yk − u((k + λ)τ)‖V
]

= O
(
ωf,T0

(
µ−1/4
n + τ1/2)+ µ−1/4

n + τ1/2). (3.1)

Подобная оценка для случая линейной исходной задачи и чисто неявной по вре-
мени вычислительной схемы получена в [3]. В отличие от [3] здесь для выпол-
нения оценки (3.1) не требуется, чтобы операторы A(t) и A0 составляли острый
угол.
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