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О ЧИСЛЕ СЧЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ
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Аннотация: Целью настоящей работы является обобщение классификации эле-
ментарных полных теорий с конечным числом счетных моделей относительно двух
основных характеристик (предпорядков Рудина — Кейслера и функций распреде-
ления числа предельных моделей) на произвольный случай с конечным предпо-
рядком Рудина — Кейслера. Устанавливается, что те же самые характеристики
играют ключевую роль в рассматриваемом случае, и доказывается совместность
любых конечных предпорядков Рудина — Кейслера с произвольными функциями
распределения f , удовлетворяющими условию rang f ⊆ ω ∪ {ω, 2ω}.

Ключевые слова: счетная модель, полная теория, предпорядок Рудина — Кей-
слера.

В работах [1, 2] раскрыт механизм построения всех возможных теорий с ко-
нечным числом попарно неизоморфных счетных моделей относительно предпо-
рядков Рудина — Кейслера и функций распределения числа предельных моде-
лей. Целью настоящей работы является обобщение основного результата рабо-
ты [2], переносящее классификацию теорий с конечным числом счетных моделей
на случай произвольной теории с конечным предпорядком Рудина — Кейслера,
имеющим не более чем счетное или континуальное число предельных моделей
для каждого класса эквивалентности.

Теорема 1. Для любого конечного квазиупорядоченного множества 〈X,≤〉
с наименьшим элементом x0 и наибольшим классом x̃1 в упорядоченном фактор-
множестве 〈X,≤〉/ ∼ по отношению ∼ (где x ∼ y ⇔ x ≤ y и y ≤ x), а также для
любой функции f : X/ ∼→ ω ∪ {ω, 2ω}, удовлетворяющей условиям f(x̃0) = 0,
f(x̃1) > 0 при |X| > 1, f(ỹ) > 0 при |ỹ| > 1, существуют полная малая теория T и
изоморфизм g : 〈X,≤〉→̃RK(T ) такие, что IL(g(ỹ)) = f(ỹ) для любого ỹ ∈ X/ ∼.

Мы будем использовать без пояснений стандартную теоретико-модельную
терминологию [3], а также понятия и обозначения из работ [1, 2].

Все рассматриваемые теории T будут считаться полными, имеющими бес-
конечные модели и малыми, т. е. со счетным числом типов (|S(T )| = ω). Как
обычно, через I(T, ω) будет обозначаться число попарно неизоморфных счетных
моделей теории T .
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Очевидно, если теория T мала, то для любого типа p ∈ S(T ) существует
простая модель Mp над реализацией типа p.

Напомним (см. [1]), что для любых типов p, q ∈ S(T ) мы пишем p ≤RK q и
говорим, что тип p не превосходит типа q относительно предпорядка Рудина
— Кейслера или тип p подчиняется типу q, если модель Mq содержит реали-
зацию типа p. Вместе с тем мы пишем Mp ≤RK Mq и говорим, что модель Mp

подчиняется модели Mq, если p ≤RK q. Через RK(T ) мы обозначаем множество
всех типов изоморфизма моделей Mp с отношением подчинения, индуцирован-
ным отношением ≤RK для моделей Mp.

Мы говорим, что модели Mp и Mq взаимоподчиняемы, если Mp ≤RK Mq и
Mq ≤RK Mp. Типы изоморфизма M1 и M2 из RK(T ) называются взаимопод-
чиняемыми (M1 ∼RK M2), если взаимоподчиняемы их представители.

Предположение. В дальнейшем будем предполагать, что система RK(T )
конечна.

Модель M называется (сильно) предельной над типом p, если M является
объединением элементарной цепи (Mn)n∈ω, для которой Mn ' Mp, n ∈ ω, и
M 6'Mp.

Для любого класса M̃ ∈ RK(T )/∼RK, состоящего из типов изоморфизма
взаимоподчиняемых моделей Mp1 , . . . ,Mpn , через IL(M̃) обозначается число по-
парно неизоморфных предельных моделей, каждая из которых предельна над
некоторым типом pi.

Напомним [4], что тип p ∈ S(T ) называется властным, если модель Mp

имеет реализацию любого типа из S(T ).
Как показано в [1], любое предупорядоченное множество RK(T ) содержит

наименьший элемент, соответствующий простой модели, а из конечности систе-
мы RK(T ) следует существование наибольшего ∼RK-класса, соответствующего
простым моделям над реализациями властных типов.

Повторяя доказательство предложения 3 из [1] и используя условие |RK(T )|
< ω вместо условия I(T, ω) < ω, получаем

Предложение. Если |RK(T )| < ω, то любая счетная модель теории T
проста над реализацией некоторого типа из S(T ) или предельна над некоторым
типом из S(T ).

Заметим, что в силу теоремы Морли [5] для любого класса M̃ ∈ RK(T )/∼RK

число предельных моделей IL(M̃) принадлежит множеству ω ∪ {ω, ω1, 2ω}.
Используя последнее замечание, аналогично теореме 1 из работы [1] мы

получаем следующую теорему, которая может рассматриваться как синтакси-
ческая характеризация класса полных теорий с конечными предпорядками Ру-
дина — Кейслера.

Теорема 2. Любая полная малая теория T с конечным предпорядком Ру-
дина — Кейслера удовлетворяет следующим условиям:

(а) система RK(T ) имеет наименьший элемент M0 (тип изоморфизма про-
стой модели), и IL(M̃0) = 0;

(б) система RK(T ) имеет наибольший ∼RK-класс M̃1 (класс типов изо-
морфизма всех простых моделей над реализациями властных типов), и из
|RK(T )| > 1 следует IL(M̃1) ≥ 1;

(в) если |M̃| > 1, то IL(M̃) ≥ 1.
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Более того, справедлива следующая декомпозиционная формула:

I(T, ω) = |RK(T )|+
|RK(T )/∼RK|−1∑

i=0

IL(M̃i),

где M̃0, . . . , M̃|RK(T )/∼RK|−1 — все элементы частично упорядоченного множе-
ства RK(T )/∼RK и IL(M̃i) ∈ ω ∪ {ω, ω1, 2ω} для любого i.

Таким образом, подобно теориям с конечным числом счетных моделей чис-
ло и взаимосвязь счетных моделей теории с конечным предпорядком Рудина
— Кейслера определяется следующими двумя характеристиками: самим пред-
порядком Рудина — Кейслера, а также функцией IL(·) распределения числа
предельных моделей, которая для любого ∼RK-класса может принимать значе-
ние из множества ω ∪ {ω, ω1, 2ω}.

Покажем, что все возможности, описанные в теореме 2 и удовлетворяющие
условию rang(IL(·)) ⊆ ω ∪ {ω, 2ω}, можно реализовать. Этим теорема 1 будет
доказана.

Воспользуемся доказательством теоремы 4.1 из работы [2]. Построение тео-
рии T 0 с заданным предпорядком подчинения 〈X,≤〉 шаг за шагом повторяет
конструкцию аналогичной теории с конечным числом счетных моделей. Требу-
емое расширение T теории T 0, удовлетворяющее условиям IL(g(ỹ)) = f(ỹ) для
любого ỹ ∈ X/∼, будет построено по схеме, аналогичной схеме доказательства
теоремы 4.1 из [2].

В силу конструкции теории T 0 достаточно рассмотреть индукционный шаг
k для случая IL(g(ν̃(k))) = λ, λ ∈ (ω ∪ {ω, 2ω}) \ {0}. Определим на структу-
ре реализаций типа pk графовую структуру с дугами, раскрашенными попарно
несовместными двухместными отношениями R′′n, n ∈ ω, удовлетворяющую сле-
дующим условиям:

1) R′′n(a, y) — главная формула, и R′′n(a, y) ` pk(y) для любого a |= pk, n ∈ ω;
2) для любых a, b |= pk существуют бесконечно много элементов c |= pk и

бесконечно много элементов d, не реализующих типы p1(x), . . . , p|X|−1(x), для
которых

|= R′′n(c, a) ∧R′′n(c, b) ∧R′′n(d, a) ∧R′′n(d, b), n ∈ ω;

более того, из |= R′′n(c, a) и c |= pi следует, что a не полуизолирует c;

3) отношение R′k ∪
r⋃

i=1
R′′i образует орграф, изоморфный орграфу �gen.

Пусть Ma и Mb — простые модели над реализациями a и b типа pk, для
которых |= R′′n(a, b) и Mb ≺ Ma. Тогда модель Ma называется n-расширением
модели Mb, n ∈ ω. Пусть w = 〈n1, . . . , nm〉 ∈ ωm — m-ка, Mai , i = 1, . . . ,m + 1,
— модели такие, что Mai+1 является ni-расширением модели Mai , i = 1, . . . ,m.
Тогда модель Mam+1 называется w-расширением модели Ma1 . Элементарная
цепь (Ms)s∈ω называется f-цепью (где f ∈ ωω), если Ms+1 — f(s)-расширение
модели Ms для любого s ∈ ω.

Аналогично доказательству теоремы 4.1 из [2], расширяя теорию предика-
тами Rq и R′q, получаем теорию, в которой любая предельная модель с типом
изоморфизма из g(ν̃(k)) представима в виде объединения f -цепи для некото-
рой последовательности f ∈ ωω. Следовательно, число IL(g(ν̃(k))) равно чис-
лу попарно неизоморфных объединений f -цепей. Введением дополнительных
предикатов Rq и R′q существование изоморфизма объединений f1- и f2-цепей
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сводится к существованию слов wm
1 , wm

2 ∈ ω<ω, m ∈ ω, удовлетворяющих сле-
дующим условиям:

a) последовательность fi «подобна» счетной конкатенации слов w0
i , w

1
i , . . . ,

wm
i , . . . , i = 0, 1;

b) любое wm
0 -расширение является wm

1 -расширением, и, наоборот, m ∈ ω.
Итак, проблема построения расширения теории с условием IL(g(ν̃(k))) = λ

сводится к проблеме нахождения такой факторизации множества ωω отождеств-
лениями слов wm

1 и wm
2 , что результат факторизации содержит ровно λ классов.

Теперь формально определим и исследуем возможности факторизации множе-
ства ωω.

Рассмотрим полугруппу S∅ = 〈W, ˆ 〉, состоящую из всех непустых слов
алфавита ω и операции ˆ конкатенации. Если w1 и w2 — слова из W , то
формула w1 ≈ w2, как обычно, будет называться тождеством. Для данно-
го множества I тождеств wj

1 ≈ wj
2, j ∈ J , определим множество тождеств,

выводимых из I. Тождество w1 ≈ w2 называется выводимым из I, если суще-
ствует конечная последовательность тождеств w1

1 ≈ w1
2, . . . , w

t
1 ≈ wt

2 такая, что
wt

1 = w1, wt
2 = w2 и любое тождество из этой последовательности принадлежит

I или получается из предыдущих тождеств применением одного из следующих
правил вывода:

w1 ≈ w2

w2 ≈ w1
, где w1, w2 ∈W ; (1)

w1 ≈ w2; w2 ≈ w3

w1 ≈ w3
, где w1, w2, w3 ∈W ; (2)

w1 ≈ w2; w′1 ≈ w′2
w1w′1 ≈ w2w′2

, где w1, w
′
1, w2, w

′
2 ∈W ; (3)

w1w2w3 ≈ w1w′2w3

w2 ≈ w′2
, где w1, w2, w

′
2, w3 ∈W. (4)

В дальнейшем будут рассматриваться множества тождеств, замкнутые от-
носительно выводимости. Любое множество тождеств I биективно полугруппе
SI = 〈W, ˆ 〉/I, которая является результатом факторизации полугруппы S∅ по
следующему отношению конгруэнции ∼I :

w1 ∼I w2 ⇔ (w1 ≈ w2) ∈ I.

Пусть 〈L ,≤〉 — пара, в которой L — множество всех полугрупп SI , а
SI1 ≤ SI2 равносильно I1 ⊆ I2. Очевидно, система 〈L ,≤〉 является полной
решеткой, где sup{SIj | j ∈ J} = SI , I — множество всех тождеств выводимых
из
⋃
j∈J

Ij , inf{SIj | j ∈ J} = S ⋂
j∈J

Ij . Полугруппа S0 = S∅ является нулевым

элементом в решетке 〈L ,≤〉, а одноэлементная полугруппа S1 (в которой все
слова отождествлены) — ее единичным элементом.

Определим факторизации множества ωω, соответствующие множествам тож-
деств I. Две последовательности f0 и f1 из ωω называются почти одинаковыми,
если существуют такие числа l0, l1 ∈ ω, что f0(n + l0) = f1(n + l1) для любых
n ∈ ω. Последовательности f0 и f1 называются сильно I-эквивалентными, ес-
ли f0 и f1 почти одинаковы или fi почти одинакова со счетной конкатенацией
слов wm

i ∈ W , m ∈ ω, i = 0, 1, где тождество wm
0 ≈ wm

1 принадлежит I, m ∈ ω.
Последовательности f и f ′ называются I-эквивалентными, если существует по-
следовательность f0, f1, . . . , fn ∈ ωω, в которой f0 = f , fn = f ′, fi и fi+1 сильно
I-эквивалентны для любого i = 0, . . . , n− 1.
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Очевидно, что после попарных отождествлений w1- и w2-цепей для всех
тождеств w1 ≈ w2 из I существование изоморфизма объединений f - и f ′-цепей
становится равносильным I-эквивалентности f и f ′.

Для любого множества тождеств I обозначим через ωω/I фактор-множест-
во множества ωω по отношению I-эквивалентности. Через T 0/I обозначим тео-
рию, полученную из T 0 попарными отождествлениями w1- и w2-цепей для всех
тождеств w1 ≈ w2 из I. Очевидно, можно предполагать, что множества ωω/I
биективны теориям T 0/I.

Обозначим через ILk(T 0/I) число IL(M̃) для класса M̃ типов изоморфизма
моделей теории T 0/I, содержащего тип изоморфизма модели Mpk .

Лемма 1. 1. Если I1 ⊆ I2, то ILk(T 0/I1) ≥ ILk(T 0/I2).
2. ILk(T 0/∅) = 2ω.
3. ILk(T 0/{w1 ≈ w2 | w1, w2 ∈W}) = 1.
Доказательство очевидно.

Следующая лемма неявно доказана в работе [2].

Лемма 2. Для любого n ∈ ω \ {0} существует такое множество тождеств
In, что ILk(T 0/In) = n.

Доказательство. Зафиксируем число n ≥ 1 и рассмотрим множество In
тождеств, выводимых из множества тождеств n− 1 ≈ m, m ≥ n, и n1n2 . . . ns ≈
ns, max{n1, n2, . . . , ns−1} < ns. Нетрудно заметить, что любая последователь-
ность из ωω In-эквивалентна некоторой константной последовательности fr,
fr(j) ≡ r, j ∈ ω, 0 ≤ r < n. Действительно, из выписанных тождеств выте-
кает, что любая последовательность f In-эквивалентна последовательности fr,
где r равно наибольшему значению, меньшему чем n−1, бесконечных констант-
ных подпоследовательностей f , если такие подпоследовательности существуют,
и r = n − 1, если таких подпоследовательностей нет. Кроме того, очевидно,
последовательности f0, . . . , fn−1 попарно не In-эквивалентны. Таким образом,
ILk(T 0/In) = n. �

Лемма 3. Существует такое множество тождеств Iω, что ILk(T 0/Iω) = ω.
Доказательство. Обозначим через Iω множество тождеств, выводимых

из тождеств n1n2 . . . ns ≈ ns, max{n1, n2, . . . , ns−1} < ns, и n1n2 ≈ n1(n1+1)(n1+
2) . . . (n2 − 1)n2, n1 < n2. Покажем, что ILk(T 0/Iω) = ω. Действительно, в си-
лу первой системы тождеств любая ограниченная последовательность f ∈ ωω

Iω-эквивалентна константной последовательности fr ∈ ωω, fr(j) ≡ r, j ∈ ω, где
r — наибольшее значение бесконечной константной подпоследовательности f .
Кроме того, из первой и второй систем тождеств вытекает, что любая неогра-
ниченная последовательность Iω-эквивалентна последовательности fω ∈ ωω,
где fω(j) = j, j ∈ ω. Таким образом, любая последовательность f ∈ ωω Iω-
эквивалентна некоторой последовательности fµ, µ ≤ ω. Очевидно, последова-
тельности fµ попарно не Iω-эквивалентны. Следовательно, ILk(T 0/Iω) = ω. �

Теорема 1 непосредственно вытекает из лемм 1–3.

Остается открытым вопрос о существовании такого множества Iω1 , что
ILk(T 0/Iω1) = ω1. По-видимому, положительный ответ может представить
альтернативный по отношению к конструкции Найта [6] подход для постро-
ения контрпримера к гипотезе Воота об отсутствии теории T , для которой
I(T, ω) = ω1.



422 С. В. Судоплатов

В заключение автор благодарит Робина Найта за полезные обсуждения,
предпославшие написание настоящей работы.
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