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ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ

О. Л. Виноградов

Аннотация: Устанавливаются точные на классах целых функций конечной степе-
ни оценки погрешностей некоторых формул типа численного дифференцирования.
Эти оценки усиливают классические точные неравенства теории приближений.
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§ 1. Введение
1.1. Классические неравенства (см., например, [1, с. 222, 223, 228–232, 266;

2, с. 182–193, 332–334; 3, с. 114, 115])
‖f (r)‖ ≤ σr‖f‖, (1)

‖f (r)‖ ≤
(

σ

2 sin σh
2

)r
‖δrh(f)‖

(
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)
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≤ ‖δ
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sinr σh2
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0 < u < h <

2π
σ

)
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для целых функций конечной степени и, в частности, для тригонометрических
многочленов играют важную роль в теории аппроксимации. Здесь r ∈ N, σ > 0,
f принадлежит классу Bσ целых функций степени не выше σ, ограниченных
на R,

δrh(f, x) =
r∑

m=0

(−1)mCmr f
(
x+

(r − 2m)h
2

)

— центральная разность r-го порядка функции f , ‖f‖ = sup
x∈R
|f(x)|. Неравенство

типа (1) впервые установлено С. Н. Бернштейном сначала для тригонометриче-
ских многочленов (см. [4, с. 25, 26, 527]), затем — для целых функций конечной
степени (см. [4, с. 269, 270, 539]), типа (2) (для тригонометрических многочле-
нов) — М. Риссом [5, с. 365], типа (3) — Боасом [6]. В связи с неравенствами
типа (2) укажем также на важные работы [7–9].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 05–01–00742) и гранта для молодых кандидатов наук Санкт-Петер-
бурга (PD06–1.1–240).
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Неравенство (2) получило дальнейшее развитие в работе В. Г. Доронина
[10], где при h ∈ (0, 2π

n

)
установлено неравенство

‖f (r)‖p ≤
(

1
h

)r(
‖δrh(f)‖p +

( nh/2
sin nh

2

)r − 1

4 sin2 nh
2

‖δr+2
h (f)‖p

)
(4)

для f ∈ Hn (Hn — множество тригонометрических многочленов порядка не
выше n) в пространстве Lp (1 ≤ p < ∞) и отмечено, что в пространстве C
аналогичный результат был ранее получен В. Ф. Бабенко и А. А. Лигуном.
При 0 < h < π

n неравенство (4) усиливает неравенство (2).
В данной работе неравенства типа (1)–(4) значительно усиливаются в сле-

дующих направлениях. Рассматриваетсяширокий класс разложений, примером
которых могут служить формулы численного дифференцирования вида

f (r) ≈ 1
hr

∞∑
ν=0

β(r)
ν δr+2ν

h (f),

где β(r)
0 = 1, и даются точные на классах целых функций конечной степени

оценки погрешностей этих формул, в данном случае

f (r) − 1
hr

m∑
ν=0

β(r)
ν δr+2ν

h (f),

через первый отброшенный член разложения. При таком подходе оказывается,
что неравенства (2) и (4) являются начальными случаями этих оценок соот-
ветственно при m = −1 и m = 0 (следствие 3). В рассматриваемый класс
разложений попадают, в частности, формулы Стирлинга и Бесселя численного
дифференцирования (теоремы 2 и 3), формула Эйлера — Маклорена (теоре-
ма 6) и разложение разности с меньшим шагом по разностям с бо́льшим ша-
гом (теорема 4). Начальным случаем оценки погрешности последней формулы
является неравенство (3) (следствие 7). Все неравенства верны для широко-
го класса пространств с полунормой, в частности, для пространств (Bσ, ‖ · ‖),
(Bσ ∩ Lp(R), ‖ · ‖p), и пространств тригонометрических многочленов. В пере-
численных пространствах неравенства точны. В пространстве (Bσ, ‖ · ‖) они
обращаются в равенство на функциях вида f∗(x) = aeiσx + be−iσx.

Неравенства для тригонометрических многочленов ранее были установле-
ны в работе О. Л. Виноградова и В. В. Жука [11] и вошли в пособие [12].

1.2. В дальнейшем C, R, Z, Z+, N — множества комплексных, веществен-
ных, целых, целых неотрицательных и натуральных чисел. Если из контек-
ста не следует иное, то все функции комплекснозначны. Введем обозначения:
CB(R) — пространство непрерывных ограниченных на R функций; C — про-
странство непрерывных 2π-периодических функций с равномерными нормами
‖ · ‖; Lp(R) (1 ≤ p < ∞) — пространство измеримых на R функций f , для

которых ‖f‖pp =
+∞∫
−∞
|f |p < ∞; L — пространство 2π-периодических функций,

суммируемых на периоде; C(E) — множество непрерывных на E функций; если
f : E → C, то ‖f‖E = sup

x∈E
|f(x)|;

ak(f) =
1
π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, c(α)
k (f) =

1
2π

π∫
−π

f(t)e−i(k+α)t dt
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— коэффициенты Фурье функции f . Пусть σ > 0, Mσ — подпространство Bσ,
P — полунорма, заданная на Mσ. Если выполнены условия:

а) пространство (Mσ, P ) инвариантно относительно сдвига, т. е. для лю-
бых f ∈Mσ и h ∈ R будет f(·+ h) ∈Mσ и P (f(·+ h)) = P (f);

б) если последовательностьфункций fn изMσ сходится в себе по полунор-
ме P и равномерно сходится к функции f , то f ∈Mσ и P (fn − f)→ 0;

то будем говорить, что пространство (Mσ, P ) принадлежит классу �σ. Далее,
Vσ — множество функций, представимых в виде

f(x) =
σ∫

−σ
eixy dρ(f, y), (5)

где ρ(f) — функция ограниченной вариации на [−σ, σ]. В частности, Vσ при-
надлежат тригонометрические многочлены порядка не выше σ, и Vσ ⊂ Bσ.

Функции, имеющие в некоторой точке устранимый разрыв, доопределяют-
ся по непрерывности; в других случаях символ 0

0 понимается как 0. Пустая

сумма считается равной нулю, а пустое произведение — единице;
∞∑

k=−∞
ck =

lim
N→∞

N∑
k=−N

ck.

§ 2. Абсолютно монотонные функции

Будем называть функцию ϕ : [0, a〉 → R абсолютно монотонной на проме-
жутке [0, a〉 и писать ϕ ∈ AM[0, a〉, если ϕ разлагается на промежутке [0, a〉 в
степенной ряд с неотрицательными коэффициентами:

ϕ(x) =
∞∑
k=0

ckx
k, ck ≥ 0, x ∈ [0, a〉.

Если функция ϕ разлагается на промежутке (0, a〉 в ряд Лорана с неотрица-
тельными коэффициентами:

ϕ(x) =
∞∑

k=−∞
ckx

k, ck ≥ 0, x ∈ (0, a〉,

то будем называть функцию ϕ квазиабсолютно монотонной на промежутке
(0, a〉 и писать ϕ ∈ AM(0, a〉.

Очевидно, что сумма и произведение (квази)абсолютно монотонных функ-
ций (квази)абсолютно монотонны. Все производные функции из AM[0, a) также
принадлежат AM[0, a), а все производные четного порядка функции из AM(0, a)
также принадлежат AM(0, a).

Замечание 1. Если функция ϕ : 〈−a, a〉 → R четна и абсолютно моно-
тонна на [0, a〉, то ϕ неотрицательна, возрастает на [0, a〉 и выпукла вниз на
〈−a, a〉.

Многочлены Бернулли Bn(·) и Эйлера En(·) определяются равенствами

zexz

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
n!

zn, |z| < 2π,
2exz

ez + 1
=

∞∑
n=0

En(x)
n!

zn, |z| < π.

Полагаем еще En = 2nEn(1/2), Bn = 2nBn(1/2).

Лемма 1. Функции x
sin x и sinαx

sin x (0 < α ≤ 1) абсолютно монотонны на
[0, π), а функция 1

cosx — на [0, π/2).
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Лемма 1 следует из известных разложений [13, с. 398, формулы 6.3.2.4
и 6.3.3.2]

1
sinx

=
∞∑
m=0

(−1)mB2m

(2m)!
x2m−1, 0 < |x| < π,

1
cosx

=
∞∑
m=0

(−1)mE2m

(2m)!
x2m, |x| < π

2
,

sinαx
sinx

=
∞∑
m=0

(−1)m22m+1

(2m+ 1)!
B2m+1

(
1 + α

2

)
x2m, |x| < π,

и неравенств для многочленов Бернулли и Эйлера (см., например, [14, с. 129,
130; 15, с. 442, формулы 7.530, 7.533, а также 11, 12]).

Лемма 2 [11,12]. Пусть a > 0, задана система функций {ϕν}∞ν=0,
ϕν : (0, a〉 → C, ϕν−1 = gνϕν , gν(x) −→

x→0+
∞ при всех ν ∈ N;

функция ψ : (0, a〉 → C разлагается в асимптотический ряд по системе {ϕν}
при x→ 0+:

ψ(x) ≈
∞∑
ν=0

ανϕν(x), т. е. ψ(x)−
m∑
ν=0

ανϕν(x) = O(ϕm+1(x)) при x→ 0+,

Pm(ψ, x) =
m∑
ν=0

ανϕν(x), ψ = g0ϕ0, gν ∈ AM(0, a〉 при всех ν ∈ Z+. Тогда при

всех m ∈ Z+

γm =
ψ − Pm(ψ)
ϕm+1

∈ AM(0, a〉.

Доказательство. Докажем лемму методом математической индукции.
База индукции — случай m = 0. Функция γ0 = ψ−α0ϕ0

ϕ1
= (g0 − α0)g1 при-

надлежит AM(0, a〉 как произведение двух функций из AM(0, a〉. В самом деле,
так как α0 = lim

x→0+
g0(x), функция g0 разлагается в степенной ряд:

g0(x) = α0 +
∞∑
k=1

ckx
k,

где ck ≥ 0 по условию.
Индукционный переход от m− 1 к m таков:

γm =
(
ψ − Pm−1(ψ)

ϕm
− αm

)
gm+1 = (γm−1 − αm)gm+1

принадлежит AM(0, a〉 снова как произведение двух функций из AM(0, a〉.

§ 3. Точные неравенства общего вида
для целых функций конечной степени

Пусть λ, μ ∈ C[−π, π], на множестве Vσ функций вида (5) заданы операто-
ры

U(f, x) =
σ∫

−σ
λ
(πy
σ

)
eixy dρ(f, y), (6)

V (f, x) =
σ∫

−σ
μ
(πy
σ

)
eixy dρ(f, y). (7)
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Ясно, что U, V : Vσ → Vσ. Остановимся на вопросе о выполнении неравенства
вида

P (U(f)) ≤MP (V (f))

((Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈ Vσ) и о наилучшей постоянной M в этом неравенстве.

Лемма 3. Пусть α ∈ R, μ ∈ C[−π, π],

g(u) =
∞∑

l=−∞
c(α)
l (g)ei(l+α)u,

∞∑
l=−∞

|c(α)
l (g)| <∞,

λ(u) = g(u)μ(u) при |u| ≤ π, σ > 0, f ∈ Vσ, операторы U и V определены
формулами (6) и (7). Тогда

U(f, x) =
∞∑

l=−∞
c(α)
l (g)V

(
f, x+ (l + α)

π

σ

)
. (8)

Если, кроме того, (Mσ, P ) ∈ �σ, V (f) ∈Mσ, то U(f) ∈Mσ и

P (U(f)) ≤ P (V (f))
∞∑

l=−∞

∣∣c(α)
l (g)

∣∣. (9)

Доказательство. Подставляя в формулу (6) разложение функции g в
ряд Фурье и интегрируя ряд почленно, что законно в силу его равномерной
сходимости, приходим к равенству (8):

U(f, x) =
σ∫

−σ

∞∑
l=−∞

c(α)
l (g)ei(l+α) πy

σ eixy dρ(V (f), y)

=
∞∑

l=−∞
c(α)
l (g)

σ∫
−σ

ei(x+(l+α)π
σ )y dρ(V (f), y) =

∞∑
l=−∞

c(α)
l (g)V

(
f, x+ (l + α)

π

σ

)
.

Ряд в правой части сходится в себе по полунорме P и к U(f, x) равномерно,
поэтому по свойствам пространства класса �σ функция U(f) принадлежитMσ,
ряд сходится к U(f, x) по полунорме P и выполняется неравенство (9).

Следствие 1. Пусть α ∈ R,

λ(u) =
∞∑

l=−∞
c(α)
l (λ)ei(l+α)u,

∞∑
l=−∞

∣∣c(α)
l (λ)

∣∣ <∞,
σ > 0, f ∈ Vσ, оператор U определен формулой (6). Тогда

U(f, x) =
∞∑

l=−∞
c(α)
l (λ)f

(
x+ (l + α)

π

σ

)
. (10)

Если, кроме того, (Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈Mσ, то U(f) ∈Mσ и

P (U(f)) ≤ P (f)
∞∑

l=−∞

∣∣c(α)
l (λ)

∣∣. (11)

Для доказательства достаточно положить μ ≡ 1 в лемме 3.
Во многих случаях соотношения (8)–(11) выполняются на классе Bσ, более

широком, чем Vσ.
Будем говорить, что последовательность функций fn, заданных на R, огра-

ниченно локально равномерно сходится к функции f , если fn → f равномерно
на любом отрезке и функции fn ограничены общей постоянной ‖fn‖R ≤ K.
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Будем говорить, что оператор V : Bσ → CB(R) замкнут относительно огра-
ниченной локально равномерной сходимости, если из того, что последователь-
ность fn ограниченно локально равномерно сходится к f , а последовательность
V (fn) ограниченно локально равномерно сходится к h, следует, что h = V (f)
для любых функций {fn}, f ∈ Bσ и h ∈ CB(R).

Примерами операторов, замкнутых относительно ограниченной локально
равномерной сходимости, помимо непрерывных операторов из CB(R) в CB(R)
служат операторы дифференцирования Dr.

Лемма 4. Пусть оператор U : Bσ → CB(R) на функциях из Vσ задает-
ся формулой (6) и замкнут относительно ограниченной локально равномерной
сходимости. Тогда в условиях следствия 1 требование f ∈ Vσ можно заменить
требованием f ∈ Bσ.

Доказательство. Обозначим через h(x) сумму ряда в правой части (10).
Известно, что для всякой функции f ∈ Bσ существует последовательность
функций fn из Vσ (полиномов Левитана, см. [2, с. 193–199]) такая, что fn → f
равномерно на любом отрезке и ‖fn‖ ≤ ‖f‖. Тогда

U(fn, x) =
∞∑

l=−∞
c(α)
l (λ)fn

(
x+ (l + α)

π

σ

)
, ‖U(fn)‖ ≤

∞∑
l=−∞

∣∣c(α)
l (λ)

∣∣‖f‖.
Докажем, что U(fn) → h равномерно на любом отрезке [a, b]; тогда ввиду

замкнутости U можно будет заключить, что U(f) = h. Зафиксировав ε > 0,
подберем такое N ∈ N, что

∑
|l|>N

∣∣c(α)
l (λ)

∣∣‖f‖ < ε
4 , и обозначим [aN , bN ] =

[
a +

(α−N)πσ , b+ (α+N)πσ
]
. Тогда для всех x ∈ [a, b] имеем

|U(fn, x)− h(x)| ≤
∑
|l|>N

∣∣c(α)
l (λ)

∣∣‖fn − f‖
+

N∑
l=−N

∣∣c(α)
l (λ)

∣∣ ∣∣∣(fn − f)(x+ (l + α)
π

σ

)∣∣∣
≤ 2

∑
|l|>N

∣∣c(α)
l (λ)

∣∣‖f‖+
( ∞∑
l=−∞

∣∣c(α)
l (λ)

∣∣) ‖fn − f‖[aN ,bN ].

Осталось воспользоваться равномерной сходимостью fn к f на [aN , bN ] и подо-
брать такое n0, что для всех n, больших n0, второе слагаемое меньше ε

2 .

Замечание 2. В условиях следствия 1 равенство (10) служит естествен-
ным способом продолжить оператор U на множество Bσ.

Лемма 5. Пусть α, β ∈ R,

g(u) =
∞∑

l=−∞
c(α)
l (g)ei(l+α)u, μ(u) =

∞∑
l=−∞

c(β)
l (μ)ei(l+β)u,

∞∑
l=−∞

∣∣c(α)
l (g)

∣∣ <∞,
∞∑

l=−∞

∣∣c(β)
l (μ)

∣∣ <∞, λ(u) = g(u)μ(u) при |u| ≤ π, σ > 0, опера-

торы U , V : Bσ → CB(R) на функциях из Vσ задаются формулами (6), (7) и за-
мкнуты относительно ограниченной локально равномерной сходимости. Тогда
равенство (8) выполняется для любой f ∈ Bσ. Если, кроме того, (Mσ, P ) ∈ �σ,
f ∈Mσ, то U(f) ∈Mσ и выполнено неравенство (9).
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Доказательство. Пусть последовательность {fn}∞n=1 ⊂ Vσ ограниченно
локально равномерно сходится к f . По лемме 3

U(fn, x) =
∞∑

l=−∞
c(α)
l (g)V

(
fn, x+ (l + α)

π

σ

)
,

а по лемме 4 последовательность V (fn) ограниченно локально равномерно схо-
дится к V (f) и V (f) ∈Mσ. Остается повторить рассуждения, проведенные при
доказательстве леммы 4, заменив λ на g, fn на V (fn), f на V (f).

Лемма 6. 1. Если g ∈ C[−π, π], e−iαπg(π) = eiαπg(−π) и для некоторого
ε ∈ C \ {0}

ε(−1)lc(α)
l (g) ≥ 0 при всех l ∈ Z, (12)

то ряд
∞∑

l=−∞

∣∣c(α)
l (g)

∣∣ сходится к сумме |g(π)|. Таким образом, в этом случае в

условиях леммы 3 сходимости ряда можно не предполагать.
2. Если в условиях леммы 3 при некотором ε ∈ C \ {0} выполнено усло-

вие (12), а функция f∗σ(x) = aeiσx + be−iσx (a, b ∈ C) принадлежит Mσ, то для
нее неравенство (9) обращается в равенство.

Доказательство. 1. Не уменьшая общности, будем считать, что |ε| = 1.
Функция ϕ(u) = 1

εe
−iα(u−π)g(u− π) принадлежит C,

ϕ(u) ∼
∞∑

l=−∞
γle

ilu,

где γl = ε(−1)lc(α)
l (g) ≥ 0. Имеем

‖ϕ‖ ≥ ‖F2n(ϕ)‖ ≥ 1
2n+ 1

2n∑
k=0

Sk(ϕ, 0) ≥ 1
2
Sn(ϕ, 0) =

1
2

n∑
l=−n

γl

(здесь F2n(ϕ) — сумма Фейера, Sk(ϕ) — сумма Фурье функции ϕ). Следова-

тельно, ряд
∞∑

l=−∞
γl сходится, ряд Фурье функции ϕ сходится равномерно и

абсолютно к ϕ и, в частности, при u = 0 сходится к ϕ(0) = |g(π)|.
2. Действительно, для функции f∗σ имеем

V (f∗σ , x) = aμ(π)eiσx+bμ(−π)e−iσx, V
(
f∗σ , x+ (l + α)

π

σ

)
= (−1)lV

(
f∗σ , x+

απ

σ

)
,

U(f∗σ , x) =

( ∞∑
l=−∞

(−1)lc(α)
l (g)

)
V
(
f∗σ , x+

απ

σ

)
,

поэтому

P (U(f∗σ)) =

( ∞∑
l=−∞

∣∣c(α)
l (g)

∣∣)P (V (f∗σ)) = |g(π)|P (V (f∗σ)).

Сразу выведем из общих результатов неравенство Бернштейна.

Следствие 2. Пусть r ∈ N, σ > 0, (Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ. Тогда f (r) ∈
Mσ и P (f r) ≤ σrP (f).

Доказательство. Достаточно доказать лемму при r = 1. Для U(f) = f ′

будет λ(x) = iσπx. Возьмем α = 1/2. Учитывая, что

(−1)lc(1/2)l (λ) =
σ

π2(l + 1/2)2
> 0,
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по следствию 1 и лемме 6 получаем требуемое.

Примерами пространств (Mσ, P ), содержащих функции f∗σ , являются про-
странство (Bσ, ‖ · ‖) и (при σ = n ∈ N) пространства тригонометрических мно-
гочленов (Hn, P ) с произвольной полунормой P , инвариантной относительно
сдвига. Пусть Lpσ (1 ≤ p < ∞) — множество целых функций степени не вы-
ше σ, принадлежащих Lp(R). Известно [2, с. 191–193], что Lpσ ⊂ Bσ. Функции
f∗σ (при |a|+ |b| �= 0) не принадлежат Lpσ.

Лемма 7. Если в условиях леммы 3 выполнено условие (12),
∞∑

l=−∞

∣∣c(β)
l (μ)

∣∣
<∞ при некотором β ∈ R и для любого δ > 0 функция μ — не тождественный
нуль на (−π,−π + δ) или на (π − δ, π), то неравенство (9) точно в простран-
стве (Lpσ, ‖ · ‖p).

Доказательство. Пусть M =
∞∑

l=−∞

∣∣c(α)
l (g)

∣∣, τ ∈ (0, σ), d(t) = 0 при всех

t /∈ (0, 1), d(t) > 0 при всех t ∈ (0, 1), d ∈ C(∞)(R). Положим

fτ (x) =
1∫

0

d(y)ei(σ−τy)x dy.

Ясно, что fτ ∈ Lpσ. Тогда

V (fτ , x) =
1∫

0

μ
(
π − πτy

σ

)
d(y)ei(σ−τy)x dy,

V (fτ ) ∈ Lpσ по следствию 1, функция V (fτ ) ненулевая как преобразование
Фурье ненулевой функции. Далее, по равенству (8), инвариантности нормы в
Lp(R) относительно сдвига и неравенству треугольника имеем

‖U(fτ)‖p =

∥∥∥∥∥
∞∑

l=−∞

∣∣c(α)
l (g)

∣∣(−1)lV (fτ , ·+ lπ

σ

)∥∥∥∥∥
p

≥M ‖V (fτ )‖p −
∞∑

l=−∞

∣∣c(α)
l (g)

∣∣ ∥∥∥∥(−1)lV
(
fτ , ·+ lπ

σ

)
− V (fτ )

∥∥∥∥
p

.

При каждом l ∈ Z будет

(−1)lV
(
fτ , x+

lπ

σ

)
= eiσxhτ

(
x+

lπ

σ

)
,

где hτ (x) = e−iσxV (fτ , x). Пользуясь равенством |eiσx| = 1, теоремой о конеч-
ных приращениях и применяя неравенство Бернштейна к функции hτ , принад-
лежащей Lpτ , находим∥∥∥∥(−1)lV

(
fτ , ·+ lπ

σ

)
− V (fτ )

∥∥∥∥
p

≤ |l|π
σ
‖h′τ‖p ≤

|l|π
σ
τ‖hτ‖p =

|l|π
σ
τ‖V (fτ )‖p.

(13)
Зафиксируем ε > 0 и подберем такое N ∈ N, что ∑

|l|>N

∣∣c(α)
l (g)

∣∣ < ε
4 . Тогда

∑
|l|>N

∣∣c(α)
l (g)

∣∣ ∥∥∥∥(−1)lV
(
fτ , ·+ lπ

σ

)
− V (fτ )

∥∥∥∥
p

<
ε

2
‖V (fτ )‖p.
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Теперь если τ < σε
2MNπ , то в силу (13) также

N∑
l=−N

∣∣c(α)
l (g)

∣∣ ∥∥∥∥(−1)lV
(
fτ , ·+ lπ

σ

)
− V (fτ )

∥∥∥∥
p

<
ε

2
‖V (fτ )‖p.

Таким образом, для этих τ
‖U(fτ )‖p ≥ (M − ε)‖V (fτ )‖p,

что доказывает точность неравенства (9) для комплексных пространств Lpσ.
Для доказательства точности в вещественном случае можно воспользоваться
вещественной или мнимой частью функций fτ .

В [2, с. 190, 191] таким же способом доказана точность неравенства Берн-
штейна в Lpσ.

Далее мы не будем каждый раз отмечать точность установленных нера-
венств для конкретных операторов.

Лемма 8. Если функция g принадлежит L и выпукла вниз на (−π, π), то
(−1)lal(g) ≥ 0 при всех l ∈ N.

Утверждение о неотрицательности al(g) для выпуклой на (0, 2π) функции
g ∈ L содержится в [16, с. 35]; утверждение леммы 8 получается из него сдвигом
аргумента на π.

Лемма 9. Пусть g ∈ C четна, неотрицательна и выпукла вниз на (−π, π),
μ ∈ C[−π, π], λ(u) = g(u)μ(u) при |u| ≤ π, σ > 0, f ∈ Vσ, операторы U и V
определены формулами (6) и (7), (Mσ, P ) ∈ �σ, V (f) ∈Mσ. Тогда U(f) ∈Mσ и

P (U(f)) ≤ g(π)P (V (f)).
Доказательство. При всех l ∈ Z+ будет al(g) ≥ 0 (при l = 0 по неотри-

цательности g, а при l ∈ N по лемме 8). Так как al(g) = 2c(0)l (g), выполнено

условие (12) при α = 0, ε = 1. Поэтому
∞∑

l=−∞

∣∣c(0)l (g)
∣∣ = g(π). Остается приме-

нить лемму 3.

Замечание 3. Если
∞∑

l=−∞

∣∣c(β)
l (μ)

∣∣ < ∞ при некотором β ∈ R, а опера-

торы U , V : Bσ → CB(R) на функциях из Vσ задаются формулами (6), (7)
и замкнуты относительно ограниченной локально равномерной сходимости, то
требование f ∈ Vσ в лемме 9 можно заменить требованием f ∈ Bσ.

Для доказательства этого добавления к лемме 9 надо на заключительном
шаге сослаться на лемму 5.

Метод получения неравенств для операторов вида (6) и (7) с помощью раз-
ложения функции g в ряд Фурье применялся для различных пространств функ-
ций, в том числе тригонометрических полиномов, и для различных операторов
в статьях [17, 6] и монографиях [18, с. 132, 133; 1, с. 229; 3, с. 112–115].

§ 4. Построение формул типа численного
дифференцирования и оценки их погрешностей

4.1. Пусть ψ,ϕν ∈ C[−π, π], ψ = g0ϕ0, ϕν−1 = gνϕν , gν(x)−→
x→0
∞ при всех

ν ∈ N; функция ψ разлагается в асимптотический ряд по системе {ϕν} при
x→ 0:

ψ(x) ≈
∞∑
ν=0

ανϕν(x),
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при всех ν ∈ Z+ функции gν принадлежат AM(0, π] и четны. Введем операторы

U(f, x) =
σ∫

−σ
ψ
(πy
σ

)
eixy dρ(f, y), (14)

Vν(f, x) =
σ∫

−σ
ϕν
(πy
σ

)
eixy dρ(f, y), (15)

Wm =
m∑
ν=0

ανVν . (16)

Рассмотрим вопрос об оценке погрешности U −Wm разложения оператора U по
операторам Vν через следующий член Vm+1 этого разложения на классе Vσ.

Теорема 1. Пусть m + 1 ∈ Z+, σ > 0, f ∈ Vσ, функции ψ и ϕν удовле-
творяют перечисленным выше условиям, операторы U , Vν и Wm определены
формулами (14)–(16), (Mσ, P ) ∈ �σ, Vm+1(f) ∈Mσ. Тогда U(f)−Wm(f) ∈Mσ и

P (U(f)−Wm(f)) ≤
ψ(π)−

m∑
ν=0

ανϕν(π)

ϕm+1(π)
P (Vm+1(f)).

Доказательство. Положим λ = ψ −
m∑
ν=0

ανϕν , μ = ϕm+1. Функция

g = λ/μ четна, принадлежит AM(0, π] по лемме 2, неотрицательна и выпукла
вниз на [−π, π] по замечанию 1. Остается применить лемму 9, взяв в качестве
операторов U и V соответственно U −Wm и Vm+1.

Замечание 4. Если
∞∑

l=−∞

∣∣c(β)
l (ϕν)

∣∣ <∞ при некотором β ∈ R, а операторы

U , Vν : Bσ → CB(R) на функциях из Vσ задаются формулами (14), (15) и
замкнуты относительно ограниченной локально равномерной сходимости, то
требование f ∈ Vσ в теореме 1 можно заменить требованием f ∈ Bσ.

Это замечание аналогично замечанию 3.
Введем операторы центральной разности и среднего арифметического

функции f с шагом h:

δ1h(f, x) = δh(f, x) = f(x+ h/2)− f(x− h/2),
δrh(f) = δh

(
δr−1
h (f)

)
, �h(f, x) =

f(x+ h/2) + f(x− h/2)
2

.

Ясно, что если f ∈ Vσ, r ∈ N, то dρ(f (r), y) = (iy)rdρ(f, y),

dρ(�h(f), y) = cos
hy

2
dρ(f, y), dρ(δrh(f), y) =

(
2i sin

hy

2

)r
dρ(f, y).

Эти операторы удовлетворяют условиям замечания 4, что далее не будет от-
дельно отмечаться.

Следующее замечание, мотивирующее описанный подход к построению
формул типа численного дифференцирования, имеет тривиальный характер.

Замечание 5. Пусть на множестве функций fp(x) = eipx (p ∈ R) заданы
операторы U и V , причем U(fp, x) = ψ(p)fp(x), V (fp, x) = ϕ(p)fp(x). Тогда для
того чтобы выполнялось неравенство ‖U(fp)‖R ≤ M‖V (fp)‖R при всех p ∈ R,
необходимо, чтобы ψ(p) = O(ϕ(p)) при p→ 0.
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Обычно при построении формул численного дифференцирования приме-
няется подход, основанный на интерполировании: за приближенное выражение
производной функции принимается производная интерполяционного многочле-
на этой функции. При этом приближенное выражение для производной запи-
сывается в виде разложения по разностям функции, а остаточный член допус-
кает оценку через норму производной более высокого порядка (для достаточно
гладких функций). Согласно замечанию 5 в таких формулах коэффициенты
необходимо определяются как коэффициенты соответствующих асимптотиче-
ских разложений.

4.2. Рассмотрим разложение r-й производной функции по разностям самой
функции начиная с r-й разности:

f (r) =
m∑
ν=0

α(r)
ν δr+2ν

h (f) +Rm(f),

где остаточный член допускает оценку
‖Rm(f)‖R ≤M‖f (r+2m+2)‖R

для f , принадлежащих множеству {eipx}p∈R. Такая формула известна [14, с. 69,
70]: при четных r она называется формулой Бесселя, а при нечетных r — фор-
мулой Стирлинга численного дифференцирования. Тогда согласно замечанию 5
коэффициенты α(r)

ν (которые зависят еще и от h) определяются асимптотиче-
ским разложением

(ix)r ≈
∞∑
ν=0

α(r)
ν

(
2i sin

hx

2

)r+2ν

,

или, если положить 2i sin hx
2 = z, β(r)

ν = hrα(r)
ν ,(

ln(z/2 +
√

1 + z2/4)
z/2

)r
=
∞∑
ν=0

β(r)
ν z2ν .

Для коэффициентов β(r)
ν (которые уже не зависят от h) справедливы равен-

ства (см., например, [14, с. 186, 61, 194; 19, с. 712, формула 5.2.13.10, с. 714,
формула 5.2.14.3])

β(r)
0 = 1, β(r)

1 = − r

24
, β(1)

ν = (−1)ν ((2ν − 1)!!)2

22ν(2ν + 1)!
,

β(2)
ν = (−1)ν 2(ν!)2

(2ν + 2)!
, β(r+1)

ν =
ν∑
μ=0

β(r)
μ β

(1)
ν−μ, β(r)

ν =
DrO[r+2ν]

(r + 2ν)!
.

В последнем равенстве, как в [14], символом DrO[r+2ν] обозначена производная
порядка r центрального факториала x[r+2ν] = x(x + (r + 2ν)/2− 1) . . . (x− (r +
2ν)/2 + 1) в нуле.

Теорема 2. Пусть m + 1 ∈ Z+, r ∈ N, σ > 0, (Mσ , P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ,
0 < h < 2π

σ . Тогда

P

(
f (r) − 1

hr

m∑
ν=0

β(r)
ν δr+2ν

h (f)

)

≤
σr − 1

hr

m∑
ν=0

(−1)νβ(r)
ν

(
2 sin σh

2

)r+2ν

(
2 sin σh

2

)r+2m+2 P
(
δr+2m+2
h (f)

)
. (17)
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Доказательство. Положим U(f) = f (r), Vν = (−1)νδr+2ν
h . Тогда

ψ(x) =
(
i
σ

π
x
)r
, ϕν(x) = (−1)ν

(
2i sin

σh

2π
x

)r+2ν

(ν ∈ Z+),

g0(x) =
(

σx/π

2 sin σh
2πx

)r
, gν(x) =

1(
2 sin σh

2πx
)2 (ν ∈ N).

Согласно лемме 1 gν ∈ AM(0, π], поэтому можно применить теорему 1.

Следствие 3. Пусть r ∈ N, σ > 0, (Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ, 0 < h < 2π
σ .

Тогда

P (f (r)) ≤
(

σ

2 sin σh
2

)r
P
(
δrh(f)

)
, (18)

P

(
f (r) − 1

hr
δrh(f)

)
≤ σr − ( 2

h sin σh
2

)r
(
2 sin σh

2

)r+2 P
(
δr+2
h (f)

)
, (19)

P

(
f (r) − 1

hr

(
δrh(f)−

r

24
δr+2
h (f)

))

≤ σr − ( 2
h sin σh

2

)r(1 + r
24

(
2 sin σh

2

)2)(
2 sin σh

2

)r+4 P
(
δr+4
h (f)

)
.

Для доказательства следствия 3 надо положить m = −1, 0, 1 в теореме 2.
Неравенство (4) следует из (19), если применить неравенство треугольника.

Особенно простой вид принимает теорема 2 при h = π
σ и h = π

2σ .

Следствие 4. Пусть m + 1 ∈ Z+, r ∈ N, σ > 0, (Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ.
Тогда

P

(
f (r) −

(σ
π

)r m∑
ν=0

β(r)
ν δr+2ν

π/σ (f)

)
≤ σr

1− ( 2
π

)r m∑
ν=0

(−1)ν22νβ(r)
ν

2r+2m+2 P
(
δr+2m+2
π/σ (f)

)
,

P

(
f (r) −

(σ
π

)r m∑
ν=0

β(r)
ν δr+2ν

π/2σ (f)

)
≤ σr

1− ( 2
√

2
π

)r m∑
ν=0

(−1)ν2νβ(r)
ν

2r/2+m+1 P
(
δr+2m+2
π/2σ (f)

)
.

Замечание 6. Обозначим

M (r)
m (θ) =

1
θr

m∑
ν=0

(−1)νβ(r)
ν

(
2 sin

θπ

2

)r+2ν

.

Тогда константа в правой части теоремы 2 при h = θπ
σ , 0 < θ < 2, может быть

записана в виде

σr
1− 1

πrM
(r)
m (θ)(

2 sin θπ
2

)r+2m+2 .

Лемма 10. Пусть r ∈ N, σ > 0, (Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈Mσ, 0 < h ≤ π
σ . Тогда

P
(
δrh(f)

) ≤ (2 sin
σh

2

)r
P (f).

Доказательство. Достаточно доказать лемму при r = 1. Применяя лем-
мы 3 и 6 к функции g(u) = 2i sin σh

2πu при α = 1
2 и учитывая, что

(−1)lc(1/2)l (g) =
1
π

cos
σh

2

(
1

l + 1
2 − σh

2π

− 1
l + 1

2 + σh
2π

)
> 0,
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получаем требуемое.

Лемму 10 для равномерной нормы см. в [1, с. 228].

Замечание 7. Неравенство Бернштейна (следствие 2), доказанное в § 3
непосредственным применением леммы 3, может быть получено также сопо-
ставлением неравенства (18) и леммы 10.

Замечание 8. При 0 < h ≤ π
σ каждое следующее неравенство в теоре-

ме 2 усиливает предыдущее. Действительно, обозначим для краткости через
sm константу в правой части (17) и предположим, что неравенство (17) выпол-
нено для m+ 1. Пользуясь неравенством треугольника, леммой 10 при r = 2 и
учитывая, что (−1)νβ(r)

ν > 0, получаем

P

(
f (r) − 1

hr

m∑
ν=0

β(r)
ν δr+2ν

h (f)

)

≤ P
(
f (r) − 1

hr

m+1∑
ν=0

β(r)
ν δr+2ν

h (f)

)
+

(−1)m+1β(r)
m+1

hr
P
(
δr+2m+2
h (f)

)

≤ sm+1P
(
δr+2m+4
h (f)

)
+

(−1)m+1β(r)
m+1

hr
P
(
δr+2m+2
h (f)

)
≤
(
sm +

(−1)m+1β(r)
m+1

hr

)
P
(
δr+2m+2
h (f)

)
= smP

(
δr+2m+2
h (f)

)
.

4.3. Рассмотрим разложение r-й производной функции по средним разно-
стей самой функции начиная с r-й разности:

f (r) =
m∑
ν=0

γ(r)
ν �hδr+2ν

h (f) +Rm(f),

где остаточный член допускает оценку

‖Rm(f)‖R ≤M‖f (r+2m+2)‖R
на множестве {eipx}p∈R. Эта формула также известна [14, с. 69, 70]: при четных
r она называется формулой Стирлинга, а при нечетных r — формулой Бессе-
ля численного дифференцирования. Согласно замечанию 5 коэффициенты γ(r)

ν

(которые зависят еще и от h) определяются асимптотическим разложением

(ix)r ≈
∞∑
ν=0

γ(r)
ν cos

hx

2

(
2i sin

hx

2

)r+2ν

,

или, если положить 2i sin hx
2 = z, ε(r)ν = hrγ(r)

ν ,(
ln(z/2 +

√
1 + z2/4)

z/2

)r 1√
1 + z2/4

=
∞∑
ν=0

ε(r)ν z2ν .

Для коэффициентов ε(r)ν имеют место формулы [14, с. 187, 195]

ε(r)0 = 1, ε(r)1 = −1
8
− r

24
, ε(1)ν = (−1)ν (ν!)2

(2ν + 1)!
,

ε(r+1)
ν =

ν∑
μ=0

ε(r)μ β(1)
ν−μ, ε(r)ν =

Dr+1O[r+1+2ν]

(r + 2ν)!(r + 1)
.
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Теорема 3. Пусть m + 1 ∈ Z+, r ∈ N, σ > 0, (Mσ , P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ,
0 < h < π

σ . Тогда

P

(
f (r) − 1

hr

m∑
ν=0

ε(r)ν �hδr+2ν
h (f)

)

≤
σr − 1

hr

m∑
ν=0

(−1)νε(r)ν cos σh2
(
2 sin σh

2

)r+2ν

cos σh2
(
2 sin σh

2

)r+2m+2 P
(
�hδr+2m+2

h (f)
)
.

Доказательство. Положим U(f) = f (r), Vν = (−1)ν�hδr+2ν
h . Тогда

ψ(x) =
(
iσπx

)r,
ϕν(x) = (−1)ν cos σh

2π
x

(
2i sin

σh

2π
x

)r+2ν

(ν ∈ Z+),

g0(x) =
1

cos σh2πx

(
σx/π

2 sin σh
2πx

)r
, gν(x) =

1

cos σh2πx
(
2 sin σh

2πx
)2 (ν ∈ N).

Согласно лемме 1 gν ∈ AM(0, π], поэтому можно применить теорему 1.

Следствие 5. Пусть r ∈ N, σ > 0, (Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ, 0 < h < π
σ .

Тогда

P (f (r)) ≤ 1
cos σh2

(
σ

2 sin σh
2

)r
P
(
�hδrh(f)

)
,

P

(
f (r) − 1

hr
�hδrh(f)

)
≤ σr − cos σh2

( 2
h sin σh

2

)r
cos σh2

(
2 sin σh

2

)r+2 P
(
�hδr+2

h (f)
)
,

P

(
f (r) − 1

hr

(
�hδrh(f)−

(
1
8
+

r

24

)
�hδr+2

h (f)
))

≤ σr − cos σh2
( 2
h sin σh

2

)r(1 +
( 1

8 + r
24

) (
2 sin σh

2

)2)
cos σh2

(
2 sin σh

2

)r+4 P
(
�hδr+4

h (f)
)
.

Для доказательства следствия 5 надо положить m = −1, 0 и 1 в теореме 3.
Особенно простой вид принимает теорема 3 при h = π

2σ .

Следствие 6. Пусть m + 1 ∈ Z+, r ∈ N, σ > 0, (Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ.
Тогда

P

(
f (r) −

(σ
π

)r m∑
ν=0

ε(r)ν �π/2σδr+2ν
π/2σ (f)

)

≤ σr
1− ( 2

√
2

π

)r m∑
ν=0

(−1)ν2ν+1/2ε(r)ν

2
r+1
2 +m+1

P
(
�π/2σδr+2m+2

π/2σ (f)
)
.

Замечание 9. Обозначим

N (r)
m (θ) =

1
θr

m∑
ν=0

(−1)νε(r)ν cos
θπ

2

(
2 sin

θπ

2

)r+2ν

.

Тогда константа в теореме 3 при h = θπ
n , 0 < θ < 1, может быть записана в виде

σr
1− 1

πrN
(r)
m (θ)

cos θπ2
(
2 sin θπ

2

)r+2m+2 .
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4.4. В неравенствах теорем 2 и 3 можно заменить в левой части произ-
водную разностью с шагом u, меньшим h. Пусть коэффициенты ζ(r)

ν и κ(r)
ν

определяются асимптотическими разложениями(
2i sin

ux

2

)r
≈
∞∑
ν=0

ζ(r)
ν

(
2i sin

hx

2

)r+2ν

,

(
2i sin

ux

2

)r
≈
∞∑
ν=0

κ
(r)
ν cos

hx

2

(
2i sin

hx

2

)r+2ν

,

или, если положить 2i sin hx
2 = z, τ = u

h ,(
sh
(
τ ln(z/2 +

√
1 + z2/4)

)
z/2

)r
=
∞∑
ν=0

ζ(r)
ν z2ν ,

ch(τ ln(z/2 +
√

1 + z2/4))√
1 + z2/4

(
sh(τ ln(z/2 +

√
1 + z2/4))

z/2

)r
=
∞∑
ν=0

κ
(r)
ν z2ν.

Ясно, что ζ(r)
0 = κ(r)

0 = τr,

ζ(r)
1 = − r

24
(1 − τ2)τr , κ

(r)
1 =

(
−1

8
− r

24

)
(1− τ2)τr ,

ζ(r+1)
ν =

ν∑
μ=0

ζ(r)
μ ζ(1)

ν−μ, κ
(r+1)
ν =

ν∑
μ=0

κ
(r)
μ ζ(1)

ν−μ, β(r)
ν = lim

τ→0

ζ(r)
ν

τr
, ε(r)ν = lim

τ→0

κ
(r)
ν

τr
.

Из известного разложения [19, с. 706, формула 5.2.8.24]

sin(τ arcsinx) = τ
∞∑
ν=0

(12 − τ2)(32 − τ2) . . . ((2ν − 1)2 − τ2)
(2ν + 1)!

x2ν+1,

пользуясь связью между тригонометрическими и гиперболическими функция-
ми arcsin iz = i ln(z +

√
1 + z2), sin iz = i sh z, получаем

ζ(1)
ν = (−1)ντ (1

2 − τ2)(32 − τ2) . . . ((2ν − 1)2 − τ2)
22ν(2ν + 1)!

.

Отметим еще без доказательства, что

κ
(1)
ν = (−1)ντ (1

2 − τ2)(22 − τ2) . . . (ν2 − τ2)
(2ν + 1)!

.

Теорема 4. Пусть m + 1 ∈ Z+, r ∈ N, σ > 0, (Mσ , P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ,
0 < u < h < 2π

σ . Тогда

P

(
δru(f)−

m∑
ν=0

ζ(r)
ν δr+2ν

h (f)

)

≤
(
2 sin σu

2

)r − m∑
ν=0

(−1)νζ(r)
ν

(
2 sin σh

2

)r+2ν

(
2 sin σh

2

)r+2m+2 P
(
δr+2m+2
h (f)

)
.

Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству теоремы 2, только
в качестве оператора U вместо Dr берется δru. Тогда

ψ(x) =
(
2i sin

σu

2π
x
)r
, g0(x) =

(
sin σu

2πx

sin σh
2πx

)r
,

ϕν (ν ∈ Z+) и gν (ν ∈ N), как в теореме 2. По-прежнему gν ∈ AM(0, π] по
лемме 1.
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Следствие 7. Пусть r ∈ N, σ > 0, (Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈Mσ, 0 < u < h < 2π
σ .

Тогда
P
(
δru(f)

)
sinr σu2

≤ P
(
δrh(f)

)
sinr σh2

, (20)

P

(
1
ur
δru(f)−

1
hr
δrh(f)

)
≤
( 2
u sin σu

2

)r − ( 2
h sin σh

2

)r
(
2 sin σh

2

)r+2 P
(
δr+2
h (f)

)
,

P

(
1
ur
δru(f)−

1
hr
δrh(f) +

r

24
(h2 − u2)

1
hr+2 δ

r+2
h (f)

)

≤
( 2
u sin σu

2

)r − ( 2
h sin σh

2

)r − r
24 (h

2 − u2)
( 2
h sin σh

2

)r+2

(
2 sin σh

2

)r+4 P
(
δr+4
h (f)

)
.

Для доказательства следствия 7 надо положить m = −1, 0, 1 в теореме 4.
Неравенство (20) отмечалось во введении (неравенство (3)).

Теорема 5. Пусть m + 1 ∈ Z+, r ∈ N, σ > 0, (Mσ , P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ,
0 < u < h < π

σ . Тогда

P

(
�uδru(f)−

m∑
ν=0

κ
(r)
ν �hδr+2ν

h (f)

)

≤
cos σu2

(
2 sin σu

2

)r − m∑
ν=0

(−1)νκ(r)
ν cos σh2

(
2 sin σh

2

)r+2ν

cos σh2
(
2 sin σh

2

)r+2m+2 P
(
�hδr+2m+2

h (f)
)
.

Доказательство теоремы 5 аналогично доказательству теоремы 3, только
в качестве оператора U вместо Dr берется δru. Тогда

ψ(x) =
(
2i sin

σu

2π
x
)r
, g0(x) =

1
cos σh2πx

(
sin σu

2π x

sin σh
2πx

)r
,

ϕν (ν ∈ Z+) и gν (ν ∈ N), как в теореме 3. По-прежнему gν ∈ AM(0, π] по
лемме 1.

Следствие 8. Пусть r ∈ N, σ > 0, (Mσ , P ) ∈ �σ, f ∈Mσ, 0 < u < h < π
σ .

Тогда
P
(
�uδru(f)

)
cos σu2

(
2 sin σu

2

)r ≤ P
(
�hδrh(f)

)
cos σh2

(
2 sin σh

2

)r ,
P

(
1
ur
�uδru(f)−

1
hr
�hδrh(f)

)

≤ cos σu2
( 2
u sin σu

2

)r − cos σh2
( 2
h sin σh

2

)r
cos σh2

(
2 sin σh

2

)r+2 P
(
�hδr+2

h (f)
)
,

P

(
�uδru(f)

ur
− �hδ

r
h(f)
hr

+
3 + r

24
(h2 − u2)

�hδr+2
h (f)
hr+2

)

≤ cos σu2
( 2
u sin σu

2

)r − cos σh2
(( 2
h sin σh

2

)r + 3+r
24 (h2 − u2)

( 2
h sin σh

2

)r+2)

cos σh2
(
2 sin σh

2

)r+4

× P (�hδr+4
h (f)

)
.

Для доказательства следствия 8 надо положить m = −1, 0, 1 в теореме 5.
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4.5. Рассмотрим разложение r-й производной функции по r-м разностям
ее производных начиная с самой функции:

f (r) ≈
∞∑
ν=0

λ(r)
ν δrh(f

(2ν)),

где коэффициенты λ(r)
ν (которые зависят еще и от h) определяются асимптоти-

ческим разложением

(ix)r ≈
∞∑
ν=0

λ(r)
ν

(
2i sin

hx

2

)r
(ix)2ν .

При r = 1 эта формула представляет собой один из вариантов формулы Эйле-
ра — Маклорена (примененной к производной, см. [3, с. 72–74]), а при r > 1
может быть получена ее итерацией. Коэффициенты в формуле Эйлера — Ма-
клорена как раз определяются с помощью разложения функции 1

sin(hx/2) в ряд
Лорана.

Если положить hrλ(r)
ν =

(
h
2

)2ν
ρ(r)
ν , то( z

sh z

)r
=
∞∑
ν=0

ρ(r)
ν z2ν.

Для коэффициентов ρ(r)
ν имеют место формулы (см. лемму 1 и обозначения

перед ней)

ρ(r)
0 = 1, ρ(r)

1 = − r
6
, ρ(1)

ν =
B2ν

(2ν)!
, ρ(2)

ν =
22ν(1− 2ν)B2ν(0)

(2ν)!
, ρ(r+1)

ν =
ν∑

μ=0

ρ(r)
μ ρ(1)

ν−μ.

Теорема 6. Пусть m + 1 ∈ Z+, r ∈ N, σ > 0, (Mσ , P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ,
0 < h < 2π

σ . Тогда

P

(
f (r) − 1

hr

m∑
ν=0

h2νρ(r)
ν

22ν δrh(f
(2ν))

)

≤
σr − ( 2

h sin σh
2

)r m∑
ν=0

(−1)ν(σh2 )2νρ(r)
ν(

2 sin σh
2

)r
σ2m+2

P
(
δrh(f

(2m+2))
)
.

Доказательство. Положим U(f) = f (r), Vν(f) = (−1)νδrh(f2ν). Тогда

ψ(x) =
(
i
σ

π
x
)r
, ϕν(x) =

(
2i sin

σh

2π
x

)r (σ
π
x
)2ν

(ν ∈ Z+),

g0(x) =
(

σx/π

2 sin σh
2πx

)r
, gν(x) =

1
(σx/π)2

(ν ∈ N).

Согласно лемме 1 функции gν принадлежат AM(0, π], поэтому можно применить
теорему 1.

Полагая m = −1 в теореме 6, снова приходим к неравенству (18).

Следствие 9. Пусть r ∈ N, σ > 0, (Mσ, P ) ∈ �σ, f ∈ Mσ, 0 < h < 2π
σ .

Тогда

P

(
f (r) − 1

hr
δrh(f)

)
≤ σr − ( 2

h sin σh
2

)r(
2 sin σh

2

)r
σ2

P
(
δrh(f

′′)
)
, (21)

P

(
f (r) − 1

hr

(
δrh(f)−

rh2

24
δrh(f

′′)
))
≤ σr − ( 2

h sin σh
2

)r(1 + r
6

(
σh
2

)2)(
2 sin σh

2

)r
σ4

P
(
δrh(f

(4))
)
.



Точные оценки погрешностей формул 555

Для доказательства следствия 9 надо положитьm равным 0 и 1 в теореме 6.
Неравенство (21) усиливает (19).
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