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С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ КОНЦАМИ
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Аннотация: Указаны условия нормальной и компактной разрешимости операто-
ра внешнего дифференцирования на цилиндрических многообразиях, снабженных
произвольной римановой метрикой. Ранее аналогичные результаты были получены
в частном случае искривленных цилиндров [1].
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шимость линейных операторов, неравенство Харди.

Представляет интерес вопрос о том, как те или иные геометрические ха-
рактеристики риманова многообразия находят свое отражение в свойствах Lp-
комплекса де Рама этого многообразия. В настоящей работе мы находим усло-
вия нормальной и компактной разрешимости операторов dk : Lkp(X)→ Lk+1

p (X)
внешнего дифференцирования на римановом многообразии X , которое как
гладкое многообразие представляет собой цилиндр [a, b) × Y над замкнутым
компактным многообразием Y .

Спектр оператора Лапласа �k : Lk2(X) → Lk2(X), действующего в про-
странстве L2-форм степени k на полном римановом многообразии X , дискре-
тен тогда и только тогда, когда компактно разрешимы операторы dk−1, dk и
dim(Ker dk/ Imdk−1) < ∞. Поэтому указанные условия компактной разреши-
мости операторов внешнего дифференцирования на цилиндрах позволяют ука-
зать также и условия дискретности спектра оператора Лапласа, действующего
в пространстве дифференциальных форм на многообразиях специального вида,
а именно на многообразиях с цилиндрическими концами.

1. Поливекторы и формы
над евклидовым пространством

Приведем некоторые сведения из полилинейной алгебры евклидовых про-
странств. Недостающие детали можно найти в [2]. Пусть V — евклидово про-
странство над полем R, V ∗ — евклидово пространство, сопряженное к V , �kV —
k-я внешняя степень пространства V , �kV — пространство k-линейных кососим-
метрических R-значных функций на V k. Элементы пространства �kV называ-
ются k-векторами над V , а элементы пространства �kV — k-ковекторами или
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k-формами над V . Определены операции умножения ∧ : �kV × �lV → �k+lV
и ∧ : �kV × �lV → �k+lV . k-Вектор называется простым или разложимым,
если он представим в виде a = a1∧· · · ∧ak, ai ∈ V = �1V . Аналогично k-форма
называется простой или разложимой, если она имеет вид ω = f1 ∧ · · · ∧ fk,
fi ∈ V ∗ = �1V . Скалярное произведение, заданное в пространстве V , ин-
дуцирует каноническим образом скалярные произведения в �kV и �kV . Для
простых k-векторов a = a1 ∧ · · · ∧ ak, b = b1 ∧ · · · ∧ bk

(a, b)�kV = det((ai, bj)V ),

для простых k-форм f = f1 ∧ · · · ∧ fk, g = g1 ∧ · · · ∧ gk
(f, g)�kV = det((fi, gj)V ∗).

Обозначим через Mk
n множество всех мультииндексов вида I = (i1, . . . , ik),

ij ∈ {1, . . . , n}, ij < il при j < l. Для произвольного набора векторов a =
(a1, . . . , an), ai ∈ V , и мультииндекса I = (i1, . . . , ik) положим aI = ai1 ∧ · · · ∧
aik . Если (e1, . . . , en) — ортонормированный базис пространства V , то (eI :
I ∈ Mk

n) — ортонормированный базис пространства �kV . Аналогично если
(f1, . . . , fn) — ортонормированный базис пространства V ∗, то

(
fI : I ∈ Mk

n

)
—

ортонормированный базис пространства �kV .
Для произвольного линейного функционала F на �kV функция ωF на V k,

заданная формулой ωF (a1, . . . , ak) = F (a1 ∧ · · · ∧ ak), является k-формой над
V . Соответствие F �→ ωF задает изоморфизм (�kV )∗ ∼= �kV . В дальнейшем,
используя этот изоморфизм, будем отождествлять пространства (�kV )∗ и �kV .

Для произвольных k-вектора a над V и k-формы ω над V определены их
модули |a| = (a, a)1/2�kV

и |ω| = (ω, ω)1/2�kV . Если ω ∈ �kV , (e1, . . . , en) — ортонор-
мированный базис пространства V , то

|ω|2 =
∑
I∈Mk

n

(ω(eI))2. (1)

Произвольное линейное отображение f : V → V ′ евклидовых пространств по-
рождает линейные отображения �kf : �kV → �kV ′ и �kf : �kV ′ → �kV .
Обозначим через θk(f) норму оператора �kf . Отметим, что θk(f) является и
нормой оператора �kf , поскольку оператор �kf сопряжен к �kf .

Лемма 1. Для любого обратимого линейного отображения f : V1 → V2 n-
мерных евклидовых пространств имеет место равенство θk(f) = θn(f)θn−k(f−1).

Доказательство. Для отображения f существует биортогональный ба-
зис пространства V1, т. е. такой ортонормированный базис (e1, . . . , en) простран-
ства V1, для которого векторы f(e1), . . . , f(en) попарно ортогональны. Пусть
λi = |�kf(ei)| и λI = λi1 . . . λik для любого мультииндекса I = (i1, . . . , ik) ∈Mk

n .
Базис

(
eI : I ∈ Mk

n

)
биортогонален для �kf , причем λI = |�kf(eI)|. По-

этому θk(f) = max
(
λI : I ∈ Mk

n

)
и, в частности, θn(f) = λ1 . . . λn. Базис( 1

λ1
f(e1), . . . , 1

λn
f(en)

)
биортогонален для f−1. Поэтому

θn−k(f−1) = max
(
1
λJ
: J ∈Mn−k

n

)
= max

(
λI

λ1 . . . λn
: I ∈Mk

n

)
= θn(f)θn(f−1).

Лемма доказана.
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2. Пространства дифференциальных форм

Пусть (M, g) — гладкое n-мерное ориентируемое риманово многообразие,
TM — его касательное расслоение. Сечения векторного расслоения �kTM
называются дифференциальными k-формами на M . Векторное пространство
Dk(M) образовано по определению всеми C∞-гладкими дифференциальными
k-формами наM , имеющими компактные носители, лежащие в intM , Lk1,loc(M)
— пространство всех дифференциальных k-форм на M , координатные пред-
ставления которых в локальных картах многообразияM имеют коэффициенты
класса L1,loc(M). Будем говорить, что форма ω ∈ Lk1,loc(M) имеет (обобщен-
ный) дифференциал dω ∈ Lk+1

1,loc(M), если для любой формы u ∈ Dn−k−1(M)
выполняется равенство ∫

M

ω ∧ du = (−1)k+1
∫
M

dω ∧ u,

где du — обычный дифференциал гладкой формы u.
Слой TxM над точкой x ∈ M расслоения TM , снабженный скалярным

произведением, соответствующим римановой метрике g, будем обозначать через
Tx(M, g). Значение ω(x) произвольной k-формы на M принадлежит евклидову
пространству �kTx(M, g). Поэтому для любой точки x ∈M и k-формы ω на M
определен модуль |ω(x)|g значения формы ω в точке x.

Для произвольных непрерывной строго положительной функции r на M ,
числа p ∈ [1,∞) и формы ω ∈ Lk1,loc(M) положим

‖ω‖p,r,g =
(∫
M

|ω|pgrp dvg
)1/p

,

где dvg — элемент объема риманова многообразия (M, g).
Пусть Lkp(M, g, r) — пространство тех форм на M , для которых ‖ω‖p,r,g <

∞. Это пространство считается снабженным нормой ‖ · ‖p,r,g, относительно
которой оно является банаховым пространством.

Условимся опускать символы g и r в обозначениях типа Tx(M, g), Lkp(M, g, r),
‖ω‖p,r,g в тех случаях, когда из контекста ясно, о какой весовой функции r или
римановой метрике g идет речь.

Пусть на многообразии (M, g) задана пара весовых функций r = (rk, rk+1).
Обозначим черезW k

p (M, r) банахово пространство, образованное теми формами
ω ∈ Lkp(M, rk), которые имеют дифференциал dω ∈ Lk+1

p (M, rk). Норма в этом
пространстве определена формулой ‖ω‖p,r = (‖ω‖pp,rk + ‖dω‖pp,rk+1

)1/p.
Для замкнутого вM множества A обозначим через W k

p (M,A, r) замыкание
в W k

p (M, r) подпространства, образованного всеми теми формами из W k
p (M, r),

носители которых лежат в M \ A. Будем использовать обозначение dk(M,A)

для оператора внешнего дифференцирования, действующего из Lkp(M, rk) в
Lk+1
p (M, rk), с областью задания W k

p (M,A, r).

3. Цилиндрические многообразия

Пусть Y — гладкое n-мерное ориентируемое многообразие, [a, b) — полуин-
тервал вещественной прямой, −∞ < a < b ≤ ∞, X = [a, b) × Y , ψ : X → Y ,
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τ : X → [a, b), it : Y → X , iy : [a, b) → X — отображения, заданные формула-
ми ψ(t, y) = y, τ(t, y) = t, it(y) = iy(t) = (t, y). Для каждой точки (t, y) ∈ X
определим вектор ν(t, y) ∈ T(t,y)X , полагая

ν(t, y) = diy(t)(1),

где diy(t) — дифференциал отображения iy в точке t, а 1 — вектор длины 1,
касательный к [a, b) в точке t.

В дальнейшем будем предполагать, что на Y задана риманова метрика h, а
на X — риманова метрика g. Кроме метрики h на Y будем рассматривать еще
семейство метрик gt, t ∈ [a, b), для каждой из которых вложение it : (Y, gt) →
(X, g) является изометрическим вложением.

Положим θk(t, y) = θk(φ), где φ : Ty(Y, h) → Ty(Y, gt) — тождественное
отображение. В силу леммы 1

θ−1
k (t, y)|ω(y)|h ≤ |ω(y)|gt ≤ θ−1

n (t, y)θn−k(t, y)|ω(y)|h (2)

для любой k-формы ω на многообразии Y .
Пусть e0 ∈ T(t,y)(X, g) — вектор, ортогональный к подпространству dit(TyY ),

|e0|g = 1, u = u(t, y) = (ν, e0)g.

Лемма 2. Для произвольной измеримой неотрицательной функции f наX

∫
X

f dvg =
∫
Y

b∫
a

f(t, y)u(t, y)θn(t, y) dtdvh. (3)

Доказательство. Пусть (X, h̃) — произведение риманова многообразия
(Y, h) на полуинтервал [a, b), снабженный стандартной метрикой, φ : Ty(X, h̃)→
Ty(X, g) — тождественное отображение. Тогда dvg = θn+1(φ) dvh̃. Пусть a —
n-вектор из �nTy(Y, h) такой, что |a|h = 1, и a′ — образ этого n-вектора при
вложении �n dit(y) : �nTyY → �nT(t,y)X . Тогда |ν ∧ a′|h̃ = 1 и поэтому

θn+1(φ) = |ν ∧ a′|g = |u||e0 ∧ a′|g = |u||a|gt = |u|θn.
По теореме Фубини

∫
X

f dvg =
∫
X

f |u|θn dvh̃ =
∫
Y

b∫
a

f(t, y)u(t, y)θn(t, y) dtdvh.

Лемма доказана.

4. Оператор гомотопии

Для произвольной (k + 1)-формы ω на X и каждого t ∈ [a, b) определим
k-форму ωt на Y следующим образом:

ωt(y)(a1, . . . , ak) = ω(t, y)(ν, dit(y)a1, . . . , dit(y)ak).

Для произвольной непрерывной (k+1)-формы ω на X определим k-форму
Saω, полагая

Saω(t, y)(a1, . . . , ak) =
t∫
a

ωs(y)(dψ(s, y)a1, . . . , dψ(s, y)ak) ds.
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Для описания координатных представлений форм ωt и Saω удобно исполь-
зовать локальные системы координат на многообразииX , согласованные с пред-
ставлением этого многообразия в виде произведения [a, b) × Y . А именно, ло-
кальную систему координат, заданную на открытом в X множестве [a, b) × U ,
назовем цилиндрической, если она имеет вид (τ, y1, . . . , yn), где (y1, . . . , yn) —
локальная система координат многообразия Y , заданная на множестве U .

Пусть ω =
∑
I
αIdyI +

∑
J
βJdτ ∧ dyJ — координатное представление формы

ω в цилиндрической локальной системе координат на многообразии X . Тогда

ωt =
∑
J

βJ dy
J , Saω =

∑
J

⎛
⎝ t∫
a

βJ(s, y) ds

⎞
⎠dyJ .

Используя эти локальные координатные представления, легко проверить, что
формы ωt и Saω непрерывны для произвольной непрерывной формы ω и глад-
кие для гладкой формы ω. Кроме того, для любой гладкой формы ω выполнена
формула гомотопии

dSaω + Sadω = ω − ψ∗i∗aω.
Дифференциальную форму α на многообразии X = [a, b) × Y назовем ци-

линдрической, если для каждой точки (t, y) ∈ X выполнено равенство (it ◦
ψ)∗α(t, y) = α(t, y).

Дифференциальная форма ω цилиндрическая, если ее координатное пред-
ставление в цилиндрических локальных системах координат не содержит чле-
нов вида βJ dτ ∧ dyJ .

Лемма 3. Для любой цилиндрической формы α на X справедлива оценка

|α(t, y)|g ≤ |ν| · |u|−1|i∗tα(y)|gt . (4)

Если α — 0-форма, то
|α(t, y)|g = |i∗tα(y)|gt . (4′)

Доказательство. Пусть α — цилиндрическая k-форма на многообразии
X , (t, y) ∈ X . Выберем ортонормированный базис (e′1, . . . , e′n) пространства
Ty(Y, gt) такой, что вектор ν(t, u) принадлежит плоскости векторов e0 и dit(y)e′1.
Пусть ei = dit(y)e′i. Тогда (e0, . . . , en) — ортонормированный базис пространства
T(t,y)(X, g) и ν = ue0 + ve1. Так как форма α цилиндрическая, то для любого
(k − 1)-вектора a ∈ ∧k−1T(t,y)(X, g) имеем α(ν ∧ a) = 0 и, следовательно, α(e0 ∧
a) = − v

uα(e1 ∧ a).
Обозначим через Mk

l,n множество таких мультииндексов I = (i1, . . . , ik) из
Mk
n , для которых i1 ≥ l. Используя (1) при k > 0, заключаем, что
|α(t, y)|2g =

∑
I∈Mk−2

2,n

(α(e0 ∧ e1 ∧ eI))2 +
∑

I∈Mk−1
2,n

((α(e0 ∧ eI))2 + (α(e1 ∧ eI))2)

+
∑

I∈Mk
2,n

(α(eI))2 =
(
1 +

v2

u2

) ∑
I∈Mk−1

2,n

(α(e1 ∧ eI))2 +
∑

I∈Mk
2,n

(α(eI))2

≤
(
1 +

v2

u2

) ∑
I∈Mk

n

(α(eI))2 =
|ν|2
u2 |i∗tα(y)|2gt .

В случае k = 0 равенство α(t, y) = i∗tα(y) очевидно. Лемма доказана.
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Лемма 4. Для любых (k + 1)-формы ω на X и (t, y) ∈ X справедлива
оценка

|ωt(y)|gt ≤ |ν(t, y)| · |ω(t, y)|g. (5)

Кроме того, если k = n, то

|ωt(y)|gt = |u| · |ω(t, y)|g. (5′)

Доказательство. Пусть (e0, . . . , en) — ортонормированный базис прост-
ранства T(t,y)(X, g) такой, как в доказательстве леммы 3. Тогда

|ωt|2gt =
∑
I∈Mk

n

(ω(ν ∧ eI))2

=
∑

I∈Mk−1
2,n

u2(ω(e0 ∧ e1 ∧ eI))2 +
∑

I∈Mk
2,n

(uω(e0 ∧ eI) + vω(e1 ∧ eI))2

≤ (u2+v2)
[ ∑
I∈Mk−1

2,n

(ω(e0∧e1∧eI))2+
∑

I∈Mk
2,n

((ω(e0∧eI))2+(ω(e1∧eI))2)
]
≤ |ν|2|ω|2g.

Если k = n, то

|ωt|gt = |ω(ν ∧ e1 ∧ · · · ∧ en)| = |u| |ω(e0 ∧ e1 ∧ · · · ∧ en)| = |u| |ω|g.
Лемма доказана.

Лемма 5 (неравенство Харди). Пусть ρ и σ — две весовые функции на
интервале (a, b) вещественной прямой, 1 < p <∞, 1

p +
1
p′ = 1, α, β ∈ [a, b],

χ = χβα(p, ρ, σ) = sup
τ∈(α,β)

⎛
⎝ β∫
τ

ρp(t) dt

⎞
⎠

1
p
⎛
⎝ τ∫
α

σ−p
′
(t) dt

⎞
⎠

1
p′

.

Тогда для любой локально интегрируемой функции f на (a, b) справедливо нера-
венство ∣∣∣∣∣∣

β∫
α

ρp(t)

∣∣∣∣∣∣
τ∫
α

f(t) dt

∣∣∣∣∣∣
p

dτ

∣∣∣∣∣∣
1
p

≤ p 1
p (p′)

1
p′ χ

∣∣∣∣∣∣
β∫
α

σp(τ)|f(τ)|p dτ
∣∣∣∣∣∣
1
p

.

Лемма 6. Пусть r = (rk, rk+1) — две весовые функции на X , ρk = θ
− 1

p′
n ·

θn−k|ν| |u|−
1
p′ rk при k > 0, ρ0 = θ

1
p
n |u| 1p r0, σk = θ

1
p
n θ
−1
k |ν|−1|u| 1p rk+1 при k < n,

σn = θ
− 1

p′
n |u|− 1

p′ rn+1, H = Hb
a(k, p, r) = p

1
p (p′)

1
p′ sup
y∈Y

χba(p, ρk, σk). Тогда для

любой непрерывной (k + 1)-формы ω на (X, g) справедлива оценка

‖Saω‖p,rk ≤ Hb
a(k, p, r)‖ω‖p,rk+1. (6)

Доказательство. Форма Saω цилиндрическая. Для 0 < k < n, используя
последовательно (3), (4), (2), неравенство Харди, (3), (5), получаем

‖Saω‖pp,rk =
∫
X

|Saω|pgrpk dvg =
∫
Y

b∫
a

|Saω|pgrpkuθn dtdvh
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≤
∫
Y

b∫
a

∣∣∣∣∣∣
t∫
a

ωs ds

∣∣∣∣∣∣
p

gt

|u|1−p|ν|pθnrpk dtdvh

≤
∫
Y

b∫
a

∣∣∣∣∣∣
t∫
a

ωs ds

∣∣∣∣∣∣
p

h

|u|1−p|ν|pθ1−pn θpn−kr
p
k dtdvh ≤

∫
Y

b∫
a

∣∣∣∣∣∣
t∫
a

|ωs|h ds
∣∣∣∣∣∣
p

ρpk dtdvh

≤ Hp

∫
Y

b∫
a

|ωt|phσpk dtdvh ≤ Hp

∫
Y

b∫
a

|ωt|pgtθpkσpk dtdvh

= Hp

∫
X

|ωt|pgtθpkσpk|u|−1θ−1
n dvg = Hp

∫
X

|ω|pgrk+1 dvg = Hp‖ω‖pp,rk+1
.

В случае 0 < k < n лемма доказана. В случаях k = 0 и k = n доказательство
остается прежним с заменой (4) на (4′) в случае k = 0 и (5) на (5′) в случае k = n.
Лемма доказана.

ЕслиHb
a(k, p, r) <∞, то в силу оценки (6) существует единственный ограни-

ченный оператор Sa : Lk+1
p (X, rk+1)→ Lkp(X, rk), значение которого на каждой

непрерывной форме ω ∈ Lk+1
p (X, rk+1) совпадает с ранее определенной формой

Saω. При этом ‖Sa‖ ≤ Hb
a(k, p, r).

Лемма 7. Если Ha
b (k, p, r) < ∞, то dSadω = dω для любой формы

ω ∈ W k
p (X, {a} × Y, r).

Доказательство. Пусть ω ∈ W k
p (X, {a}×Y, r). Используя процедуру ре-

гуляризации дифференциальных форм [3, 4], найдем последовательность глад-
ких форм ωi, имеющих носители в (a, b) × Y , сходящуюся в W k

p (X, {a} × Y, r)
к форме ω. Для каждого i по формуле гомотопии dSadωi = dωi. Так как
dωi → dω в Lk+1

p (X, rk+1) и оператор Sa : Lk+1
p (X, rk+1) → Lkp(X, rk) непреры-

вен, то Sadωi → Sadω в Lkp(X, rk). Кроме того, dSadωi → dω в Lk+1
p (X, rk+1).

Следовательно, Sadω ∈ W k
p (X, rk) и dSadω = dω. Лемма доказана.

5. Нормальная и компактная разрешимость
оператора внешнего дифференцирования

Пусть E,F — банаховы пространства, A : E → F — произвольный замкну-
тый оператор. Оператор Ã : E/ kerA → F определен следующими условиями:
Ã ◦ π = A, Dom Ã = π(DomA), где π : E → E/ kerA — каноническая проекция.

Оператор A называется нормально (компактно) разрешимым, если опера-
тор (Ã)−1 ограничен (компактен).

Отметим, что оператор A нормально разрешим тогда и только тогда, когда
подпространство ImA = Dom(Ã)−1 замкнуто в F .

Лемма 8 [1]. Пусть M — гладкое риманово многообразие, край ∂M кото-
рого компактен, r = (rk, rk+1) — две весовые функции на M . Тогда оператор
dkM : Lkp(M, rk)→ Lk+1

p (M, rk+1) компактно разрешим, если выполнено следую-
щее условие: для произвольного ε > 0 найдется такой компакт K ⊂M , что для
любой формы ω ∈W k

p (M, r), носитель которой содержится в M\K, существует
такая форма ϕ ∈ W k

p (M, r), что dϕ = dω и ‖ϕ‖p,rk ≤ ε‖dω‖p,rk+1.
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Пусть риманово (n+ 1)-мерное многообразие M представлено как объеди-
нение двух замкнутых множествM1 иM2, причемM1∩M2 — n-мерное гладкое
компактное подмногообразие многообразия M и M1 ∩M2 ⊂ intM .

Лемма 9. Оператор dkM нормально (компактно) разрешим тогда и только
тогда, когда нормально (компактно) разрешимы операторы dkM1

и dkM2
.

Доказательство. Утверждение леммы о компактной разрешимости до-
казано в работе [5]. В случае нормальной разрешимости воспользуемся следу-
ющим результатом из [5, теорема 2]. Пусть 0 → A

ϕ→ B
ψ→ C → 0 — точная

последовательность коцепных комплексов банаховых пространств,

· · · → HkC
δk−→ Hk+1A

Hk+1ϕ−→ Hk+1B
Hk+1ψ−→ Hk+1C

δk+1−→ · · ·
— ее точная последовательность пространств когомологий. Тогда

1) дифференциал dkB комплекса B нормально разрешим, если нормально
разрешим дифференциал dkC и подпространство Im δ

k замкнуто в Hk+1A,
2) дифференциал dkC нормально разрешим, если нормально разрешим диф-

ференциал dk+1
A и подпространство ImHk+1ϕ замкнуто в Hk+1B,

3) дифференциал dkA нормально разрешим, если нормально разрешим диф-
ференциал dkB и подпространство ImH

kψ замкнуто в HkC.
Пусть M0 = M1 ∩ M2 и h : [−1, 1] × M0 → M — какой-нибудь гладкий

воротник подмногообразия M0 в M, h([−1, 0] × M0) ⊂ M1, h([0, 1] × M0) ⊂
M2. Рассмотрим многообразия M̃0 = h

([− 1
2 ,

1
2

] ×M0
)
, M̃1 = M1\h

((− 1
2 , 0
] ×

M0
)
, M̃2 = M2\h

([
0, 1

2

) × M0
)
, M̃ = M̃1 ∪ M̃2 и коцепные комплексы A =

(Wp(M̃0, ∂M̃0), d
˜M0
), B = (Wp(M), dM ), C = (Wp(M̃), d

˜M ). Пусть ϕ — оператор
продления форм нулем с M̃0 на M , ψ — оператор ограничения форм с M на M̃ .
Последовательность коцепных комплексов 0→ A

ϕ→ B
ψ→ C → 0 точна [5].

Используя воротник h, легко построить билипшицев диффеоморфизм мно-
гообразийM1 и M̃1, тождественный вне компакта h([−1, 0]×M0). Существова-
ние такого диффеоморфизма позволяет заключить, что операторы dkM1

и dk
˜M1

нормально разрешимы одновременно. Аналогично одновременно нормально
разрешимы операторы dkM2

и dk
˜M2
.

Пусть операторы dkM1
и dkM2

нормально разрешимы. Тогда нормально раз-
решим оператор dkC = dk

˜M
. Поскольку многообразие M̃0 компактно, то про-

странство Hk+1A отделимо и конечномерно [6, предложение 2]. Всякое линей-
ное подпространство такого пространства замкнуто. В частности, замкнуто
подпространство Im δk. По теореме 2 работы [5] оператор dkB = dkM нормально
разрешим.

Предположим теперь, что нормально разрешим оператор dkM . Тогда про-
странство Hk+1B отделимо и поэтому его конечномерное подпространство
ImHk+1ϕ замкнуто. Поскольку пространство Hk+1A отделимо, оператор dkA
нормально разрешим. По теореме 2 работы [5] оператор dk

˜M
= dkC нормально

разрешим, а вместе с ним нормально разрешимы операторы dkM1
и dkM2

. Лемма
доказана.

Лемма 10. Пусть N — объединение конечного числа компактных ком-
понент связности края ∂M многообразия M . Тогда операторы dkM и dk(M,N)
нормально (компактно) разрешимы одновременно.
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Доказательство. Утверждение леммы о компактной разрешимости ус-
тановлено в [5]. Рассмотрим случай нормальной разрешимости. Пусть h :
[0, 1] × N → M — гладкий воротник многообразия N в M . Положим M1 =
M\h([0, 1

2

)×N),M2 = h
([
0, 1

2

]×N), M0 =M1∩M2 = h
({ 1

2

}×N). Рассмотрим
комплексы A = Wp(M1,M0), B = Wp(M), C = Wp(M2). Пусть ϕ — оператор
продления форм нулем сM1 наM , ψ — оператор ограничения форм сM наM2.
Последовательность комплексов 0 → A

ϕ→ B
ψ→ C → 0 точна. В силу компакт-

ности многообразия M2 оператор dkC нормально разрешим, а пространство H
k
C

конечномерно. Если оператор dkA нормально разрешим, то пространство H
k+1
A

отделимо. В этом случае подпространство Im δk замкнуто в Hk+1
A как всякое

конечномерное подпространство отделимого векторного топологического про-
странства. По теореме 2 работы [5] оператор dkB нормально разрешим.

Подпространство ImHkψ замкнуто в Hk
C . По теореме 2 работы [5] оператор

dkA нормально разрешим, если нормально разрешим оператор d
k
B. Операторы

dkA и d
k
(M,N) нормально разрешимы одновременно, поскольку существует билип-

шицев диффеоморфизм многообразий M и M1, тождественный вне компакта
h([0, 1]×N) и переводящий N на M0. Лемма доказана.

6. Основная теорема

Обозначим через dkM,c : L
k
p(M, rk) → Lk+1

p (M, rk+1) оператор, заданный
следующими условиями: Dom dM,c = Dk(M) — замыкание в W k

p (M, r) подпро-
странства Dk(M), dkM,cω = dkω для каждой формы ω ∈ Dk(M).

Теорема 1. Пусть Y — компактное ориентируемое гладкое многообразие
без края, X = [a, b)×Y , −∞ < a < b ≤ ∞, g и h — произвольные римановы мет-
рики на многообразияхX и Y соответственно, r = (rk, rk+1) — две непрерывные
строго положительные функции на X , p ∈ (1,∞). Тогда

1) оператор dkX : Lkp(X, rk) → Lk+1
p (X, rk+1) нормально разрешим, если

Hb
a(k, p, r) <∞,
2) оператор dkX компактно разрешим, если Hb

a′(k, p, r)→ 0 при a′ → b,
3) оператор dkX,c : L

k
p(X, rk) → Lk+1

p (X, rk+1) нормально разрешим, если
Ha
b (k, p, r) <∞,
4) оператор dkX,c компактно разрешим, если H

a′
b (k, p, r)→ 0 при a′ → b.

Доказательство. Пусть Hb
a(k, p, r) < ∞. Тогда для каждой формы ω ∈

W k
p (X, ∂X, r) по лемме 7 dSadω = dω, а по лемме 6

‖Sadω‖p,rk ≤ Hb
a(k, p, r)‖dω‖p,rk+1 .

Поэтому
‖(d̃k(X,∂X))

−1‖ ≤ Hb
a(k, p, r) <∞.

Оператор dk(X,∂X) нормально разрешим. По лемме 10 нормально разрешим опе-
ратор dkX .

Предположим теперь, что Hb
a′(k, p, r) → 0 при a′ → b. Пусть ε > 0 произ-

вольно. Выберем a′ ∈ (a, b) так, что Hb
a′(k, p, r) < ε. Для произвольной формы

ω ∈ W k
p (X, [a, a′]× Y, r) рассмотрим форму ϕ, равную Sa′dω на [a′, b]× Y и 0 на

[a, a′]× Y . По лемме 7 dϕ = dω, а по лемме 6 ‖ϕ‖p,rk < ε‖dω‖p,rk+1. По лемме 8
оператор dkX компактно разрешим.
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Два первых утверждения теоремы доказаны. Покажем, что два другие
утверждения следуют из доказанных по соображениям двойственности.

Каждой форме ω ∈ Lkp(X, rk) соответствует непрерывный линейный функ-
ционал F (ω) на пространстве Ln+1−k

p′
(
X, r−1

k

)
, заданный формулой

F (ω)u =
∫
X

ω ∧ u, u ∈ Ln+1−k
p′

(
X, r−1

k

)
.

Отображение F : Lkp(X, rk)→
(
Ln+1−k
p′

(
X, r−1

k

))∗ является топологическим изо-
морфизмом банаховых пространств и dkX,c = (−1)k+1F−1 ◦ (dn−kX

)∗ ◦ F . Опера-
тор
(
dn−kX

)∗, сопряженный к оператору dn−kX , нормально (компактно) разрешим
тогда и только тогда, когда нормально (компактно) разрешим оператор dn−kX

[1, 7]). Поэтому оператор dkX,c : L
k
p(X, rk)→ Lk+1

p (X, rk+1) нормально (компакт-
но) разрешим тогда и только тогда, когда нормально (компактно) разрешим
оператор dn−kX : Ln−kp′

(
X, r−1

k+1

) → Ln+1−k
p′

(
X, r−1

k

)
. По доказанной части тео-

ремы оператор dn−kX нормально разрешим, если Hb
a

(
n − k, p′, r−1

k+1, r
−1
k

)
< ∞,

и компактно разрешим, если Hb
a

(
n − k, p′, r−1

k+1, r
−1
k

) → 0 при c → b. Остается
заметить, что Hb

c

(
n− k, p′, r−1

k+1, r
−1
k

)
= Hc

b (k, p, rk, rk+1). Теорема доказана.

Гладкое (n+1)-мерное многообразиеM без края называется многообразием
с цилиндрическими концами, если оно может быть представлено как объедине-
ние двух замкнутых множеств M1 и M2 так, что M1 ∩M2 — гладкое n-мерное
подмногообразие многообразия M , M1 компактно, а M2 диффеоморфно дизъ-
юнктному объединению цилиндров [ai, bi)×Yi. Лемма 9 позволяет на основании
теоремы 1 указать достаточные условия как нормальной, так и компактной раз-
решимости операторов внешнего дифференцирования dM и dM,c на римановом
многообразии M с цилиндрическими концами.
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