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Аннотация: Вводится сравнение шкал потенциалов вычислимости алгебр различ-
ной мощности. Доказывается неразрешимость элементарной теории шкалы потен-
циалов вычислимости всех конечных алгебр.
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В работе автора [1] на основе понятия условного терма введены понятия
потенциала вычислимости универсальной алгебры и шкалы потенциалов вы-
числимости n-элементных универсальных алгебр для любого натурального n.
Обзор полученных результатов этой теории см. в [2–4]. В настоящей работе
введено понятие шкалы потенциалов вычислимости всех конечных универсаль-
ных алгебр и рассмотрены некоторые результаты, связанные со строением этой
шкалы.

Напомним некоторые определения. Для любой универсальной алгебры A
через CT (A ) обозначим совокупность всех условно термальных (программно
вычислимых) функций алгебры A . Для двух алгебр A1 = 〈A1;σ1〉 и A2 =
〈A2;σ2〉 одной и той же мощности мы говорим о совпадении их вычислительных
потенциалов A 1 = A 2 (A1 ∼ A2), если существует биекция π множества A1 на
A2 такая, что CT (A2) = CT (π(A1)), где алгебра π(A1) сигнатуры σ1 определя-
ется на базовом множестве A2 с помощью π-сопряжения сигнатурных функций
алгебры A1, т. е. π(A1) = 〈A2;πf(π−1(x1), . . . , π−1(xn)) | f(x1, . . . , xn) ∈ σ1〉.
Аналогичным образом определяется отношение сравнения потенциалов вычис-
лимости A 1 = A1/∼, A 2 = A2/∼ алгебр A1 и A2:

A 1 ≤ A 2 ⇔ существует биекция π : A1 → A2 такая, что CT (π(A1)) ⊆
CT (A2).

Шкалой потенциалов вычислимости n-элементных универсальных алгебр
〈CTn;≤〉 называется частично упорядоченное множество 〈{CT (A )/∼ | A —
n-элементная алгебра };≤〉.

Роль инварианта для отношений ∼,≤ играет инверсная полугруппа IsoA
внутренних изоморфизмов (изоморфизмов между подалгебрами) алгебры A :
A1 ∼ A2 (A 1 ≤ A 2)⇔ существует биекция π : A1 → A2 такая, что

π IsoA1π
−1 = IsoA2 (π IsoA1π

−1 ⊇ IsoA2).
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Согласно изложенной выше идеологии потенциала вычислимости n-эле-
ментной алгебры как совокупности программно-вычислимых функций этой ал-
гебры отношение ≤ допускает естественное продолжение с конечных множеств
CTn (n ∈ ω) на множество CT =

⋃
n∈ω

CTn следующим образом.

ПустьA1 = 〈A1;σ1〉 и A2 = 〈A2;σ2〉 — n1- и n2-элементные алгебры соответ-
ственно и n1 ≤ n2. Будем говорить, что потенциал вычислимости A 1 алгебры
A1 меньше-равен потенциала вычислимости A 2 алгебры A2, если существуют
n1-элементное подмножествоB ⊆ A2 и биекция π множестваA1 на множествоB
такие, что совокупностьB-ограничений B-замкнутых программно-вычислимых
функций из CT (A2) включает в себя совокупность функций из πCT (A1)π−1.

Для любого подмножества B ⊆ A2 через CTB(A2) обозначим совокупность
функций

{f(x1, . . . , xn) ∈ CT (A2) | f(B, . . . , B) ⊆ B},
а через CTB(A2) � B — совокупность B-ограничений функций из CTB(A2).
Таким образом, A 1 ≤ A 2 равносильно тому, что существуют B ⊆ A2 и биекция
π : A1 → B такие, что πCT (A1)π−1 ⊆ CTB(A2) � B.

Очевидно, что отношение ≤ является отношением порядка на множестве
CT , а его ограничения на множество CTn совпадают с отношениями поряд-
ка ≤, введенными на этих множествах ранее. При этом отношение ≤ отра-
жает идеологию сравнения программно-вычислительных возможностей конеч-
ных универсальных алгебр. В силу этого частично упорядоченное множество
〈CT ;≤〉 назовем шкалой потенциалов вычислимости всех конечных алгебр.

Выше указано, что роль инвариантов отношения ≤ на шкале CTn играют
инверсные полугруппы внутренних изоморфизмов алгебр. Аналогичная ситуа-
ция сохраняется и для отношения ≤ на шкале CT .

Напомним, что подалгебры алгебры A отождествимы с идемпотентами по-
лугруппы IsoA . Тем самым вместо полугруппы IsoA в качестве инвариантов
потенциала вычислимости алгебрыA удобнее использовать пару 〈SubA , IsoA 〉,
где SubA — решетка подалгебр алгебры A . Под решеткой подмножеств мно-
жества A согласно [5] будем понимать некоторую совокупность H подмножеств
множества A, решеточно упорядоченную отношением ⊆, включающую в себя
множество A и такую, что роль операции ∧ играет теоретико-множественное
пересечение ∩, в то время как операция ∨ может отличаться от операции ∪.
Описание пар 〈SubA , IsoA 〉 для конечных универсальных алгебр A изложено
в [5]: для пары 〈H ;S〉, состоящей из некоторой решетки H подмножеств неко-
торого конечного множества A и некоторой совокупности S биекций между
множествами из H , следующие условия эквивалентны:

а) 〈H ;S〉 = 〈SubA , IsoA 〉 для некоторой универсальной алгебры A =
〈A;σ〉;

б) пара 〈H ;S〉 удовлетворяет принципам обратимости, композиции, непо-
движных точек, ограничения, согласованности и одноэлементных подалгебр,
где

принцип обратимости: для любого g ∈ S отображение g−1 также входит
в S;

принцип композиции: для любых g, h ∈ S если rang h = dom g, то hg ∈ S;
принцип неподвижных точек: для любого g ∈ S множество Fix g = {a ∈ A |

g(a) = a} входит в H ;
принцип ограничения: для любых g ∈ S, C ∈ H если C ⊆ dom g, то

g � C ∈ S;
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принцип согласованности: для любого C ∈ H имеет место включение idC ∈
S, и для любого g ∈ S имеют место включения dom g, rang g ∈ H ;

принцип одноэлементных подалгебр: для любых a, b ∈ A если {a}, {b} ∈ H ,
то существует h ∈ H такое, что domh = {a}, rang h = {b}.

Пусть теперь B ⊆ A — конечные множества, являющиеся базовыми мно-
жествами алгебр B = 〈B;σ1〉 и 〈A;σ2〉. Сформулируем критерий включения
CT (B) ⊆ CTB(A ) � B.

Через SubB A обозначим следующую совокупность подмножеств множе-
ства B:

SubB A = {ϕn(. . . ϕ2(ϕ1(C ∩B)∩B)∩B . . . )∩B | n ∈ ω,C ∈ SubA , ϕi ∈ IsoA },
а через IsoB A — следующую совокупность биекций между подмножествами
из SubB A :

IsoB A = {ϕ � C | ϕ ∈ IsoA и C,ϕ(C) ∈ SubB A }.
Теорема 1. Для любых конечных универсальных алгебр B = 〈B;σ1〉 и

A = 〈A;σ2〉 таких, что B ⊆ A, следующие условия эквивалентны:
(а) CT (B) ⊆ CTB(A ) � B;
(б) SubB A ⊆ SubB, IsoB A ⊆ IsoB.
Доказательство. Прежде всего, как доказано в [5], для любой функции

f на основном множестве D алгебры D = 〈D;σ〉 следующие условия эквива-
лентны:

(а) f ∈ CT (D);
(б) подалгебры алгебры D замкнуты относительно f , и f коммутирует со

всеми отображениями из IsoD .
Таким образом, если f ∈ CTB(A ), то замкнутыми относительно f должны

быть подмножества вида C ∩B, ϕ1(C ∩B) ∩B, ϕ2(ϕ1(C ∩B) ∩B) ∩B, . . . , где
C ∈ SubA , ϕi ∈ IsoA и f должна коммутировать со всеми отображениями ϕ
из IsoA . Тем самым имеет место импликация (а) → (б).

Для доказательства обратной импликации (б) → (а) достаточно заметить,
что для любой функции h, определенной на множествеB, такой, что h ∈ CT (B),
и, значит, в силу условия (б) такой, что SubB A замкнуты относительно h и h
коммутирует с отображениями из IsoB(A ), существует функция h′ ∈ CT (A )
такая, что h′ � B = h. Прежде всего очевидно, что пара 〈SubB A , IsoB A 〉 удо-
влетворяет на множестве B принципам обратимости, композиции, неподвиж-
ных точек, ограничения, согласованности и одноэлементных подалгебр (в силу
определения SubB A , IsoB A и того, что этим принципам удовлетворяет пара
〈SubA , IsoA 〉). Тем самым, как доказано в [5], h ∈ CT (L ), где L = 〈B;σ〉 и
сигнатурные функции алгебрыL имеют вид функций gā,a0 , здесь ā = a1, . . . , an
и a0, a1, . . . , an — произвольные элементы из B такие, что a0 ∈ 〈a1, . . . , an〉SubB A ,
и где 〈a1, . . . , an〉SubB A — наименьшее подмножество из SubB A , включающее
в себя множество {a1, . . . , an}. При этом для любого b1, . . . , bn ∈ B

gā,a0(b1, . . . , bn) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

ϕ(a0), если существует ϕ ∈ IsoB A такое, что
ϕ(ai) = bi для i = 1, . . . , n;

b1 в противном случае.
(∗)

В силу того, что для любого D ∈ SubB A существует C ∈ SubA такое, что
D ⊆ C, а также ввиду определимости совокупности IsoB A как ограничений
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отображений из IsoA до множества B и выполнимости для пары 〈SubA , IsoA 〉
принципов обратимости, . . . , неподвижных точек, функции gā,a0 , определенные
на множестве B, продолжимы по той же схеме (∗) с заменой IsoB A на IsoA до
функций, входящих в CT (A ). Так как схемы определения условно термальных
функций коммутируют с ограничениями на подмножества базового множества
алгебры, то действительно для любой h такой, что h — условно термальная
функция на B сигнатуры σ, найдется h′ ∈ CT (A ) такая, что h = h′ � B. Тем
самым импликация (б)→ (а), а вместе с тем и утверждение теоремы полностью
доказаны.

Теорема 2. Существуют формулы ψ(x, y), φn(x) (n ∈ ω) логики первого
порядка сигнатуры 〈≤〉 такие, что для любых A , B ∈ CT

〈CT ;≤〉 |= ψ(A ,B)⇔ для некоторого n ∈ ω A , B ∈ CTn;
〈CT ;≤〉 |= φn(A )⇔ A ∈ CTn.

Доказательство. Каждая из шкал 〈CTn;≤〉 имеет наименьший элемент
0n = A , где 〈SubA , IsoA 〉 = 〈P (n),Bin〉, n = {0, 1, . . . , n− 1}, P (n) = {C | C ⊆
n} и Bin — совокупность всех биекций между множествами из P (n). При этом
CT (A ) — это совокупность так называемых обобщенно селекторных функций
на n-элементном множестве, т. е. функций вида

f(x1, . . . , xm) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

D1(x1, . . . , xm)→ xi1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dl(x1, . . . , xm)→ xil ,

где D1(x1, . . . , xm), . . . , Dl(x1, . . . , xm) — всевозможные максимальные попарно
несовместные условия, состоящие из равенств и неравенств между переменными
x1, . . . , xm (при условии, что x1, . . . , xm ∈ n) и xi1 , . . . , xil ∈ {x1, . . . , xm}. Тем
самым очевидно, что для любого n ∈ ω и для любого A ∈ CT

〈CT ;≤〉 |= A ≤ 0n ⇔ A = 0m для некоторого m ≤ n.
В работе [1] описаны атомы шкал 〈CTn;≤〉. Они имеют один из трех сле-

дующих видов. Потенциал вычислимости A алгебры A является атомом в
〈CTn;≤〉, если либо

1) 〈SubA , IsoA 〉 = 〈Sn−1, Symn ∪ Bi′′ n〉, где Sn−1 = {C ⊆ n | |C| �= n− 1},
Bi′′ n — совокупность любых биекций между подмножествами множества n
мощности, не превышающей n − 2, Symn — полная симметрическая группа
на n;

либо
2) 〈SubA , IsoA 〉 = 〈P (n), S∪Bi′ n〉, где S — некоторая (любая) максималь-

ная подгруппа группы Symn и Bi′ n — совокупность любых биекций между
собственными подмножествами множества n.

Покажем теперь, что характеристическим свойством, выделяющим сово-
купность элементов {0n | n ∈ ω} шкалы 〈CTn;≤〉, является следующее: для
любого покрытия этих элементов в шкале 〈CT ;≤〉 совокупность элементов, ле-
жащих под этим покрытием, линейно упорядочена в 〈CTn;≤〉.

Из описания атомов шкал 〈CTn;≤〉, приведенного выше, и теоремы 1 оче-
видным образом следует, что для любых m < n, n ≥ 2, любого атома A шкалы
〈CTn;≤〉 и любого B ∈ CTm имеет место

〈CTn;≤〉 |= B < A ⇔ B = 0m.
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Тем самым для любого атома A шкалы 〈CTn;≤〉 при n ≥ 2 существует
единственное его нижнее покрытие — элемент 0n — и указанное выше характе-
ристическое свойство имеет место для элементов {0m | n ∈ ω} шкалы 〈CT ;≤〉.

Покажем обратное, т. е. что любой из элементов, обладающих подобным
характеристическим свойством, имеет вид 0n для некоторого n ∈ ω. Для этого
достаточно показать, что любой атом A шкалы 〈CTn;≤〉 имеет покрытие B
в шкале 〈CTn;≤〉, для которого совокупность меньших элементов не является
линейно упорядоченной.

Рассмотрим соответственно два случая 1 и 2, указанные выше в описании
атомов шкалы 〈CTn;≤〉.

Пусть атом A шкалы 〈CTn;≤〉 таков, что 〈SubA , IsoA 〉 = 〈Sn−1, Symn ∪
Bi′′ n〉, и S — некоторая максимальная подгруппа группы Symn. Тогда пара
〈Sn−1, S ∪Bi′′ n〉 удовлетворяет всем принципам обратимости, . . . одноэлемент-
ных подалгебр и тем самым существует n-элементная алгебра B такая, что
〈SubB, IsoB〉 = 〈Sn−1, S ∪ Bi′′ n〉. Очевидно, что B является покрытием эле-
мента A в шкале 〈CTn;≤〉. Пусть алгебра L такова, что 〈SubL , IsoL 〉 =
〈P (n), S ∪ Bi′ n〉. Тогда L < B и элементы A ,L несравнимы в 〈CTn;≤〉.

Пусть теперь атом A = 〈n;σ〉 шкалы 〈CTn;≤〉 таков, что 〈SubA , IsoA 〉 =
〈P (n), S ∪ Bi′ n〉, где S — некоторая максимальная подгруппа группы Symn.
Построим покрытие B = 〈n + 1, σ1〉 элемента A шкалы 〈CTn;≤〉, лежащее в
CTn+1. Пусть A = n, B = n + 1 и H = P (B). Пусть для любого C ⊆ B
такого, что |C| = n, отображение πC — некоторое фиксированное отображение
множества A на C и πA тождественно на A. Пусть

R =
⋃

C⊆B,|C|=n

πCSπ
−1
C ∪ Bi′′B.

Очевидно, что для пары 〈H ;R〉 выполнены все принципы обратимости, . . . одно-
элементных подалгебр, и пусть алгебраB = 〈n+1, σ1〉 такова, что 〈SubB, IsoB〉
= 〈H,R〉. Из определения B следует, что B — покрытие элемента A шкалы
〈CT ;≤〉, лежащее в CTn+1, и, более того, для любого L ∈ CTn имеет место

〈CT ;≤〉 |= L < B ⇔ L ≤ A .

Пусть D = {B ∈ CTn+1 | ∀L ∈ CTn 〈CT ;≤〉 |= L < B ⇔ L ≤ A }. В
силу замеченного выше D �= φ. Любой минимальный элемент из D, очевидно,
и является покрытием B элемента A в шкале 〈CT ;≤〉, лежащим в множестве
CTn+1, и под этим покрытием L существуют несравнимые в шкале 〈CTn;≤〉
элементы A и 0n+1.

Таким образом, так как покрытия в 〈CTn;≤〉 элемента 0n суть 0n+1 и атомы
шкалы 〈CTn;≤〉 и под ними в силу замеченного выше нет несравнимых элемен-
тов, то множество {0n | n ∈ ω} выделяется в шкале 〈CTn;≤〉 элементарной
формулой

φ(x) = ∀y(x < y & ∀z(x ≤ z ≤ y → (z = x ∨ z = y))
→ ∀u1, u2(u1 ≤ y & u2 ≤ y → (u1 ≤ u2 ∨ u2 ≤ u1)))

сигнатуры 〈≤〉.
Искомые формулы ψ(x, y) и φn(x) выписываются теперь без труда. Дей-

ствительно, для любых A ,B ∈ CT существует n ∈ ω такое, что A ,B ∈ CTn
тогда и только тогда, когда для m и k таких, что m — максимальное среди l ∈ ω
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таких, что 0l ≤ A , и k — максимальное среди l ∈ ω таких, что 0l ≤ B, имеет
место равенство m = k. Тем самым, полагая

ψ(x, y) = ∀z(φ(z)→ (z ≤ x↔ z ≤ y)),
имеем, что для любых A ,B ∈ CT

〈CT ;≤〉 |= ψ(A ,B)⇔ A ,B ∈ CTn для некоторого n ∈ ω.
Столь же очевидно выписываются формулы φn(x) (n ∈ ω) — достаточно запи-
сать, что число элементов y, меньших x и удовлетворяющих формуле φ, равно
n. Теорема доказана.

Следствие 1. Элементарная теория шкалы 〈CT ;≤〉 неразрешима.
Доказательство. В работе [6] доказана неразрешимость элементарной

теории совокупности шкал {〈CTn;≤〉 | n ∈ ω}. Утверждение следствия те-
перь очевидно в силу доказанного в теореме 2 существования формулы ψ(x, y),
определяющей эквивалентность на шкале 〈CT ;≤〉, классами эквивалентности
которой служат шкалы 〈CTn;≤〉 (n ∈ ω).

В заключение коснемся вопроса, связанного с шириной шкалы 〈CT ;≤〉.
Напомним, что вопрос о нахождении ширины (максимального числа попарно
несравнимых элементов) для шкал 〈CTn;≤〉 отмечен как один из открытых
вопросов в работе [4]. Пусть A n при n ∈ ω — атом шкалы 〈CTn;≤〉 такой,
что 〈SubAn, IsoAn〉 = 〈Sn−1, Symn ∪ Bi′′ n〉. Тогда очевидно, что для любого
B ∈ CT неравенствоB < A n влечет в силу теоремы 1 одно из равенствB = 0m
для m ≤ n. Тем самым совокупность {A n | n ∈ ω} есть бесконечная совокуп-
ность попарно несравнимых элементов шкалы 〈CT ;≤〉. В то же время в силу
определения шкалы 〈CT ;≤〉 очевидно, что максимальные неуплотняемые цепи
этой шкалы имеют порядковый тип ω.
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